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Abstrakt:

Minkowského c¢asopriestor vytvara matematicky model pre Specialnu teériu
relativity. V tejto praci st popisané zakladné vlastnosti priestoru. Pouzivame termin
udalost, namiesto bod. Mnozinu vSetkych udalosti, ktoré st od daného svetobodu
svetelne odl'ahlé, nazyvame svetelny kuzel. Zadefinujeme si pseudoeuklidovsky
priestor s vlastnou signattrou, ktory bude mat vlastnosti podobné euklidovskému
priestoru, napr. skalarny sacin. TaktieZ sa zaoberame dilataciou ¢asu, t.j., predlZenim
¢asu a kontrakciou dizky, kedy dochadza ku skracovaniu rozmerov rovnobeznych so
smerom pohybu sastavy.
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Uvod

V tejto bakalarskej praci sa zaoberdm problematikou Minkowského ¢asopriestoru.
Hermann Minkowski vytvoril geometricki reprezetaciu Specialnej teérie relativity.
Hlavnym cielom cinnosti vramci bakalarskej prace bolo oboznamenie sa
s zdkladnymi vlastnostami a definiciami Minkowského ¢asopriestoru.

Budeme sa zaoberat zdkladnymi pojmami ako udalosti, svetelny kuzel, pretoze st to
samotné zaklady. Pojmy ako relativnost sticéasnosti ¢i dilatacia ¢asu st zaujimavé
svojim vplyvom na myslenie cloveka. V neposlednom rade spomeniem aj
hyperbolickil geometriu, pretoze Minkowského c¢asopriestor nespada do euklidovske;j
geometrie. V ramci prace som sa priamo oboznamila s problematikou Minkowského
casopriestoru.

Vzhladom na rozsah azaujimavost problematiky ma téma velmi zaujala a v danej

oblasti by som rada pokracovala aj v magisterskom stupni stadia.



1 Uvedenie

22, jin 1864 Alexotas, Ruské impérium (teraz Litva) — 12. janudr 1909 Géttingen, Nemecko
Obrazok ¢. 1. Hermann Minkowski

Vytvoril novy pohlad na priestor acas, ¢im polozil matematické zaklady teorie

relativity.

Studoval v Nemecku na univerzitich v Berline a v Kénigsbergu, kde aj ziskal doktorat

vroku 1885. Neskor prednédsal aj na univerzite v Ziirichu, kde bol jednym zjeho

Studentov aj Albert Einstein, ktory chodil na niekol'ko jeho prednasok. No mlady

Einstein mal svoju ahlavu a Minkowski ho nazval aj lenivym psom, pretoze cez

niektoré casti kurzov sa radsej zaoberal vlastnymi myslienkami. Neskor sa ale predsa

len chopil Minkowského geometrie priestorocasu.

V roku 1902 ziskal titul profesora na Univerzite v Gottingene, kde uz zostal az do

konca svojho zivota. Casom usudil, Ze Lorentzova a Einsteinova praca sa lep$ie chape

v neeuklidovskom priestore. UvaZoval o priestore a ¢ase, ktoré boli predtym chipané

ako samostatné entity, ako o stvorrozmernom priestorocasovom kontinuu.

Jeden z jeho znaAmych citatov hovori:

sPriestor a ¢as su pre budiicno odsiidené ku zmiznutiu v tierioch a len ich spojenie si

zachova skutocne nezavislii existenciu. “ [1]

21.septembra 1908 Hermann Minkowski zacal svoje rozpravanie na 80. Zhromazdeni

nemeckych vedcov a fyzikov so slavnym tvodom:

e Zobrazenia priestoru a casu, na ktoré by som sa chcel zamerat este predtym

ako skocite z pody experimentalnej fyziky, kde spociva ich sila. Su radikalne.
Odteraz priestor automaticky a tak aj cas, st odsadené k zaniku v iplnom Sere

a jedine druh spojenia dvojice zachova nezavislua realitu.



Odvtedy otazka ontologického charakteru tohto spojenia priestoru a éasu sa stala
predmetom neustalej debaty.

Minkowski sa zaoberal obzvlast cCistou matematikou adlha dobu Studoval aj
kvadratické formy. Vynikol vSak v teoérii ¢isel, kde je jeho origindlnym prispevkom
geometria ¢isel.

Minkowski zomrel vel'mi nahle, vo veku 44 rokov na prasknutie slepého creva.

Ako zjednotenie priestoru a ¢asu je, podla Minkowského, 4D svet (Minkowského
Casopriestor), otazka jeho ontologického charakteru sa javi ako: ,Je Minkowského
casopriestor nié¢ viac ako 4D matematicky priestor, ktory reprezentuje vyvijanie v 3D
svete, alebo matematicky model 4D sveta sc¢asom danym ako Stvrtd dimenzia?“
Inymi slovami, dosledok podstaty Minkowského casopriestoru je rovnaky ako
dosledok rozmernosti sveta podla relativity — ¢i je svet 3D, alebo 4D

v makroskopickej mierke [2].

Minkowského priestorocas je vSeobecne povazovany za vhodnu oblast, v ramci ktorej
sa vyjadrené tie zakony fyziky, ktoré sa Specificky nevztahuji na gravitacné javy.
Zakladnym problémom vedy, vSeobecne, je popis ,udalosti“ a vztahov medzi nimi.
Pouzivame pojem udalost, no videalizovanom zmysle ,bodova udalost“, co je
fyzikalny jav bez priestorového rozsahu atrvania vcase. Mo6Ze reprezentovat
okamyzita koliziu, vybuch, alebo okamih v histoérii nejakej hmotnej Castice, ¢i fotonu.
V tomto zmysle existencia hmotnej Castice, alebo fotonu moze byt reprezentovana ako
spojita suslednost udalosti, nazyvana svetociara.

Zacneme s abstraktnou mnozinou M, ktorej prvky st udalosti. Zostavime M s
matematickou Struktdrou zahfnajicou ludské sktsenosti tak dobre ako niektoré
vysledky experimentalnej fyziky. Kedze udalosti st pozorované, tak my sme ¢iastoéne
zahrnuti v triede pozorovatelov. Identifikujeme udalosti podl'a ich umiestnenia v case
a priestore, a preto musime Specifikovat sposob, podla ktorého pozorovatel dosahuje

svoju pripustnost.

Kazdy  pripustny  pozorovatel  predseda  trojrozmernému,
pravouhlému, kartezianskemu priestorovému stradnicovému systému
zalozenom na dohodnutej jednotke diky aku ktorému sa fotény Siria

relativne priamociaro v kazdom smere.



Vyraz ,predseda“ nie je prili§ presny, pretoze pozorovatel nie je vSadepritomny.
Vacsinou zobrazujeme pozorovatela ako len dalSiu hmotnt casticu spocivajicu
v pociatku jeho stiradnicového systému. Akakol'vek informacia tykajica sa udalosti,
ktoré nastantu v réznych polohach, musi byt s nim spojené spdsob, pre ktory sa vieme
rychlo rozhodnut.

Pojem priamka m4 len relativny vyznam na dany priestorovy siradnicovy systém. Ak
sa svetlo vtakom systéme §iri pozdiz priamok, potom to uréite nebude vinom

systéme.

Poznamenajme priestorovy stiradnicovy systém pozorovatelov O,0.,... s:

1 2 Al ~2 &
3 ) Y (7 52,8 ).

Kazdy pozorovatel ma zmysel pre vnimanie poradia, ktory aplikuje na udalosti, ktoré
priamo zazil, t.j. na udalosti na jeho svetociare. No nie je tu ,zhodnost“ pre ¢asové

udalosti, ¢o je mozné napravit tak, ze pozorovatel dostane hodinky.

Kazdy  pripustny  pozorovatel je  vybaveny idealizovanymi
normalizovanymi hodinkami, zaloZenymi na dohodnutej jednotke casu
a s ktorymi poskytuje kvantitativne casové poradie udalostiam na jeho

svetociare.

Predpokladame, Ze pozorovatel takto moze priradit ¢as kazdej udalosti na jeho
svetociare. A aby bolo mozné pre pozorovatela urcit ¢as l'ubovolnym udalostiam, je
potrebné urcit metéodu pre umiestnenie a synchronizaciu hodin vsade na jeho
priestorovom stradnicovom systéme. Ako jedna moznost je velkovyroba hodin
v pociatku, ich synchronizacia anasledné premiestnenie na rézne body v celom
siradnicovom systéme. No tento spdosob, ako sa uz dokazalo, ma neziaduci efekt na
hodinky.
e Ak dve identické, velmi presné, synchronizované hodinky st vyrobené
napr. v New Yorku. Jedny st umiestnené na palube prudového lietadla
a letia okolo sveta. Pri navrate sa zisti, Ze obe tikaja v rovnakej intenzite, no
uz nie st synchronizované.
Aby sme sa vyhli takejto prekazke, poziadame pripustnych pozorovatelov, aby

vytvorili hodiny v pociatku svojich stiradnicovych systémov, premiestnili ich do
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pozadovanych umiestneni, tam ich polozili anasledne sa vratili k hodinam
v pociatku.
Tiez predpokladame, Ze kazdy pozorovatel ma umiestneného pomocnika v mieste
kazdych premiestnenych hodin. Teraz musi pozorovatel komunikovat skazdym
pomocnikom, povediac mu ¢as, v ktorom by mali byt jeho hodiny nastavené, tak aby
sedelo poradie a aby to bolo synchronizované s hodinami v pocdiatku. Komunikécia
medzi nimi bude prebiehat pomocou svetelnych signalov.
e Zo svojho umiestnenia v pociatku 0 pozorovatel O vysle svetelny signal
v okamihu, ked' jeho hodiny predcitaja cas t,. Signal je nasledne v bode P
odrazeny spat k nemu a dorazi do 0 vokamihu t,. Ak tam nie je ziadne

oneskorenie vbode P, kedy je signal odrazeny spat, O vypocita rychlost

signalu ako vzdialenost (O’}% o ) Tato metdda sa nazyva Fizeauova

4 _to

metodda.

Pre kazdého pripustného pozorovatela rychlost svetla vo vdkuu zistena
Fizeauovou metoédou je nezavisla, ked’ experiment je uskutocneny, sistava
zariadenia (volba P), frekvencia signalu, atd’., ma rovnakit hodnotu c (asi 3x108

m/s) pre vsetkych pozorovatelov.

Vyuzijeme vynimocné vlastnosti svetelnych signalov ziadanim nasich pozorovatelov,
aby kazdy zich tidajov nasobili konstantou ¢ a merali tak ¢as vjednotkach dizky.
S tymito jednotkami st vSetky rychlosti bezrozmerné ateda aj ¢ = 1. Tieto casové
tidaje pozorovatelov 0,0,... st oznaené x* = (ct), #* = (cf ),
Teraz mdzeme kazdého nésho pozorovatela vybavit systémom synchronizovanych
hodin nasledovne:
¢ Vkazdom bode P umiestnime hodiny totozné s tymi v poéiatku. V nejakom
Case x' v o sa vySle sféricka elektromagnetick4 vina. Ked vlna narazi na

bod P, nastavi tam umiestnené hodiny na ¢as x* + vzdialenost (O,P)

a nastavi tikanie, zostladenie, s hodinami v pociatku.

Vtomto bode ma kazdy zpozorovatelov O,0,... zavedeny systém referencii
S(xl,xz,x3,x4lS(}%l,)%z,)P,)%“),... MoZeme si to predstavit ako mriezkovanie

priestorovych stradnicovych ¢iar, v kazdom mriezkovom bode s hodinami
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a pomocnikom, ktorého tlohou je zaznamenanie pol6h a ¢asov udalosti vyskytujucich
sa vjeho bezprostrednej blizkosti. Udaje st neskér zozbierané pozorovatelom pre
analyzu.

St S - stradnicea S- stradnice vo vzfahu pomocou zobrazenia F:R* — R*

A

definovaného ako F(xl ,x2xt x? ) = (x1 %2

%0, %! )? V skutoénosti zobrazenie

F':R* > R* musi byt stradnicovd transformécia z priestorovych do

nepriestorovych saradnic.

Kazdi dvaja pripustni pozorovatelia sa zhoduju v ¢asovom poradi

kazdych dvoch udalosti na svetocCiare fotéonu, tj. ak dve také udalosti maju
stiradnice (x‘,xz,x3,x4) a (x;,xg,xg,xg) vSa sﬁradnice(fc‘,a%z,ﬁ,)%“) a (32(1),3%3,3%3,3%3)
v S, potom x* —x} a £ - %}

Poznamenajme, Ze nerieSime otazku rovnosti A x4 a A x4 , ale len rovnost ich

znamienok. To znamena, ze O a O sa zhoduja pokial ide o to, ktora zudalosti
nastane skor. Potom F zachovava poradie vo Stvrtej sdradnici aspon pre udalosti
leziace na svetociare fotonu. Pretoze sa fotony Siria priamociaro rychlostou 1, dve

udalosti na svetoéiare fotonu maja stiradnice v S, ktoré spiniaji podmienku :
x'—xg = vi(x4 —xg), i=123
pre konStanty v',v?,v’ s (v‘)2 +(vz)2 + (v3)2 =1 ateda:
(xl—xé)2+(x2—x§)2+(x3—x3)2—(x4—x§)2 =0 (0.1)
Geometricky myslime (0.1) ako rovnicu ,kuzela“ v R4 s vrcholom v (xg,xg,xg ,x;;). Ak

vSetko musi byt v pripustnom systéme spdsobnosti, tak F musi zachovat kuzel..

Zhrnutie:
Suradnicové zobrazenie F:R* — R* prevedie kuzel (0.1):
F s+ @ -2 +@F-2) -G -2) =0 (0.2)
spinajtc £* > %¢, ked x* > x! a (0.1) je splnené.
V jednoduchosti, zobrazenie zpriestorovjch do nepriestorovych saradnic
F7':R" > R'ma zrejmé analogické vlastnosti. Vroku 1964 Zeeman nazval také

zobrazenie F ,pricinny automorfizmus a dokazal nezvyéajné tvrdenie, ze kazdy

pri¢inny automorfizmus je kompoziciou nasledujucich troch zdkladnych typov:
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1. Premiestnenie: x“ =x“ + A“, a = 1,2,3,4 pre niektoré konstanty A«
2. Kladny skalarny stcin: x“ = kx“, a = 1,2,3,4 pre kladna konstantu k
3. Linearne transformécie: z‘ =A%x", a=1,2,3,4,

(0.3)

kde matica A = [A”b ]a,b:1,2,3,4 spliia dve podmienky

ATUA =n,
(0.4)
kde T znamena ,transpozicia“ a
1 0 0 O
o1t oo
o o1 o
0 0 0 -1
a
At >1 (0.5)

Je zvlastne, Ze eSte na zaciatku nie je predpokladané, Ze F je spojité.

Vzhl'adom k tomu, Ze dva referencné ramce spojené zobrazenim typu 2 sa lisia len
jednoduchou anepotrebnou zmenou mierky, mozeme ich teda odstranit
z predchadzajicej avahy.

Taktie? konstanty Ac v zobrazeni typu 1 mé7u byt povaZované ako S- stradnice
z priestorocasového pociatku S, preto mozeme pozadovat, aby vSetci pozorovatelia
spolupracovali tak, Ze vybera spoloént udalost posobiacu ako pociatok, preto
vezmeme A = O pre a = 1,2,3,4. VSetky, ktoré zostavaju na postdenie si potom
pripustné referen¢né ramce spojené transformaciami (0.3) vzhladom na (0.4) a (0.5).
Sa to takzvané Lorentzove transformacie asi presnymi zobrazeniami
zanechavajicimi invariantnost kvadratickej formy (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 - (x4)2 a ktoré

zachovavaju ¢asovu orientaciu [3].
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2 Geometricka struktura

2.1 Bilinearne zobrazenia, skalarny sac¢in , Gramova matica

Nech U, V, W st vektorové priestory nad R. Hovorime, ze g : UxV—W je bilinearne
zobrazenie, ak pre vsetky v,v;,v.€ U, w,w;,w-€V, a;,a-eR plati [3]

g(v,a;w+a-w.) = a,g(v,wy) + ag(v,w.) ,

g(avi+asvz,w) = a:,g(v,w) + azg(vs,w) .
Nech U, Vst konec¢norozmerné vektorové priestory s bazami a = (t,...,tm) resp. f =

(us,...,un). Potom pre I'ubovolni maticu A = (a;) € R™"je predpisom
g("» W) = (V)Z -A4- (W)ﬂ = Zzazjviwj )
i=l j=1
kde (V)a = (Wi...,v)T , (W) = (Wy,..,wn)T st suradnice vektorov veU , weV
v prislusnych bazach.

Maticou bilinearnej formy g : UxV—R vzhl'adom na bazy a, f nazyvame maticu

[g]a,ﬂ = (g(tiauj ))E R™",

ktora je tvoren4 hodnotami formy g na dvojiciach baz a, 3.

Tvrdenie 2.1.1. Nech U, Vsit kone¢norozmerné vektorové priestory s bazami a,

resp. B a g : UxV—R je bilinearna forma. Potom pre vSetky ve U, we V plati

glv.w)= (). -[gl. 5 (w),

a A = [glapje jedind matica s touto vlastnostou.
Doékaz. Nech (V)a = (Vs,...,Un)T, (W) = (Wy,..,wn)T s stradnice vektorov ve U, weV
v prislusnych bazach a = (t,,...,tm) , p = (Us,...,un). S pouzitim bilinearity g dostavame

g(v,w)z g(vlt1 +.. v, I W+t wnun)

m-m?>

=33 gl )= ) el - (w),

i=1 j=1
Pre l'ubovolnti maticu A = (a;) € Rm*nplati
(Vv € U)(Vw € V)(g(v, w) = (v)z -4 (w)ﬂ): A= [g]a’ﬂ .

Za uvedeného predpokladu volbou v = t;, w = uj dostavame

g(tiauj):(ti)z A(u/)p :eiT .A.ej :a!/’
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Hodnost h(g) bilinearnej formy g na konecnorozmernych vektorovych priestoroch je
hodnost jej matice vzhl'adom na l'ubovolna dvojicu baz.

Oznac¢me V ako I'ubovolny vektorovy priestor velkosti n > 1 nad R. Bilinedrna forma
na Vje tvaru g: Vx V—R , kedy prva aj druhd premenna prebieha ten isty vektorovy
priestor V.

Zobrazenie g je symetrické, ak pre vSetky v, weV plati g(w,v)=g(v,w)
a nedegenerované, ak z platnosti g(v,w)=0 pre vSetky we V mame v=0. Bilinearna
forma g: V x V—R sa nazyva antisymetrickd, ak pre vSetky v, we V plati g(v,w) = -
g(w,v). Nedegenerovana, symetricka, bilinedrna forma g sa vSeobecne nazyva
skalarny sucin aznazornenie (v,w) podla g ma castejsi zapis v-w ako g(v,w).
Standardnym prikladom je skalarny stéin na R : ak v = (Vy,...,Un) AW = (Wi,...,Wn),
potom g(v,w) =v-w = vW;+...+vnwn . Tento Ciastoény skalarny sacin je kladne
definitny , t.j. ma vlastnost, ze ak v+0, potom g(v,w)>0. Nie vSetky skalarne stucéiny
zdielaju tato vlastnost.

Skalarny sucin g, pre ktory v # o znamena g(v,v)<o0 je zaporne definitnyj, zatial ¢o ak
g nie je ani zaporne definitné, ani kladne definitné, tak je indefinitné (g(v,v) < 0 <
g(v,v)).

Ak g je skalarny saéin V', potom dva vektory va w , pre ktoré g(v,w)=0, st g —
ortogonalne, alebo jednoducho ortogonalne, ak tam nie je mnohoznacénost, ku ktorej
je skalarny saéin uréeny; teda v L w< g(v,w)=0. Ak W je podpriestor V, potom
ortogonalny doplnok W* podpriestoru W vo Vje definovany ako
W= {v elV: g(v,w): 0,Vwe W}.

Kvadratickda forma spojena skalarnym saéinom g na Vje zobrazenie Q:V—R
definované ako Q(v)=g(v,v)= v-v(Castejsi zapis je v2).

Vektor v, pre ktory Q(v) je bud 1, alebo -1, sa nazyva jednotkovy vektor. Béaza
{ei,...,en} pre V, ktora pozostava z navzajom ortogonalnych jednotkovych vektorov, sa

nazyva ortogonalna baza [3].

Tvrdenie 2.1.2.: Nech V je n — rozmerny realny vektorovy priestor, na ktorom je
definované nedegenerované, symetrické, bilinedrne zobrazenie g:VxV—R. Potom
existuje baza {e,....en} pre V taka, ze g(ei, e)) = 0, aki +jaQ (ei )= £1 prei = 1,...,n.
Navyse pocet bazovijch vektorov e;, pre ktory Q(e))=-1 je rovnaky pre lubovolnii

taki bazu.
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Do6kaz: Zaéneme s pozorovanim. PretoZe g je nedegenerované, potom existuje dvojica
vektorov (v,w), pre ktorta g(v,w) #0. Tvrdime, Ze v skutocnosti existuje jediny vektor
ueV, ze Q(u) +0. Samozrejme, ak jeden z Q(v), alebo Q(u) je nenulovy, sme hotovy.
Na druhej strane, ak Q(v)=Q(w)=0, potom Q(v+w) = Q(v)+2g(v,w)+Q(w) = 2g(v,w)
# 0, tak mozeme polozit u = v+w.

Dokaz tvrdenia podla indukcie n. Ak n=1, vyberieme I'ubovolné ueV, kde Q(u) +0 a
definujeme ¢, = (jQ(u)D_”zu . Potom Q(e,) = 1, teda {e;} je pozadovana baza.

Predpokladajme, ze n>1 a ze kazdy skalarny sacin vo vektorovom priestore rozmeru

mensieho ako n ma bazu pozadovaného typu. Nech rozmer V je n. Opat zacneme
vyberom ue Vtakym, Ze Q(w) # 0 a pridelenim e, = (]Q(u)|)71/2u, teda Q(en)= =1.

Teraz nech je W ortogonalny doplnok V o podpriestor Span{e,} z V generovaného
podla {en}. W je podpriestor V a odtial e, ¢ W, dimW < n. Obmedzenie g na WxW je
skalarny sacin na W, teda indukcia hypotézy nam zabezpeci existenciu bazy {es,...,en},
m = dimW, pre W také, ze g(e;, ej) = 0,aki #j a Q (ei) = £1 pre i = 1,...,m. Tvrdime,
Zem=n-1aze{es....ement je baza pre V.

PretoZe pocet prvkov v mnozine {e,...,em, ex} je m + 1 < n, oba z nasich vyrokov buda
jasné, ak ukézeme, Ze tato mnozina pokryva V. Teda, nech v je I'ubovolny prvok

Vauvazujme  vektor w=v—(0(e, )g(v.e, ), - Potom  weW  pretoZe

>¥n

g(W, en ) = g(V - (Q(en )g(V, en ))en 2 en ) = g(V, en )_ (Q(en ))2 g(V, en ) = 0 ° Maieme pisat,
v=w'e +..+w"e, +(0le,)g(v.e,)e, , tak {ei,...,em, en} generuje V.

Ukazeme, Ze pocet r takych e; , pre ktoré Q(e;)) = -1 je rovnaky pre akukolvek
ortonormalnu bazu :

Ak r = o, vysledok je zretelny, lebo Q(v) = o pre kazdé v € V, t.j., g je kladne
definitné. Ak r > 0, potom V ma podpriestory, na ktorych g je zaporne definitné.
Ukéazeme, Ze r je rozmer takého I'ubovolného podpriestoru W a tym dava invariant
charakteristiky r. Pocet bazovych prvkov takych, ze {ej,...,er ,er+s,...,en}t , kde Q(e;) = -1
prei = 1,.,raQ(e;)) =1 prei =1+r,..,n. Nech X = Span{e,,...,e;} je podpriestorom
V generovany podla {e,,...,e-}. Potom tym, Ze g je zaporne definitné na X adimX =r
zistime, Ze r < dimW. Aby sme ukazali, ze r > dimW, definujeme zobrazenie T: W—X
nasledovne: Ak w= Zn:wi e, je vo W, potom Tw = Zr:wi e, . Potom T je linearne. Nech w

i=1 i=1

je také, ze Tw=0. Potom pre kazdé i=1,...,r, wi=0. Teda,
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O(w)= g(iwiei, iw-"ej} = i g(el.,ej )Win = Zn:(wi )2 , ktoré je vacsie alebo rovné

i=r+l Jj=r+l i,j=r+l1 i=r+l
nule. Ale g je zaporne definitné na W, teda musime mat wi = 0 pre i = r+1,...,n, t.j., w
=0. Tak nulovy priestor T je {0} a T je izomorfizmus W do podpriestoru X. V
dosledku toho, dimW < dim X = r ako je pozadované [3]. =

Pocet rr vektorov e; v akejkol'vek ortonormaélnej baze pre g s Q(e;) = -1 sa nazyva index

g. Nad’alej budeme predpokladat, ze vSetky ortonormalne bazy st indexované tak, ze

tieto e; sa vyskytuji na konci zoznamu a tak su ¢islované nasledovne :
{el,e2,...,en_r,en_m,...,en}

kde Q(ei) = 1 pre i=1,2,..., n-r a Q(e;) = -1 pre i=n-r+1,...,n. V tejto baze pre v = vie;

aw = wle; mame:

g, w)=v'w + VW T =y Ty [3]

Gramovou maticou (usporiadanej k - tice) vektorov a = (ti,...,tx) €V® nazyvame

maticu
G(Ol) = G(tla""tk): (<ti’t./>)kxk ’

jej determinant |G(a] nazyvame Gramovym determinantom vektorov ti,...,tx
{tat) o (0aty)
(tot) - {tot)

Tvrdenie 2.1.3. Nech t,,...,tx st lubovolné vektory na vektorovom priestore V so

det G(a) = |G(t1 . X =

skalarnym sui¢cinom. Potom

(a) G(ti,...,tr) je kladne semidefintna symetricka matica;

(b) vektory ti,...,tx su linearne nezavislé prave vtedy, ked’ G(t,...,tx) je kladne
definitna.
Doékaz. Oznac¢me G = G(ty,...,tx).

(a) Symetria matice G je priamym doésledkom symetrie skalarneho sucinu.
Treba v$ak ukézat, ze pre l'ubovolny vektor ¢ = (ci,..,ck) €Rk plati ¢-G-¢" >0 .

Polozime v = ¢;t;+...+cktk. Potom z bilinearity vyplyva
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(b) Ak t4,...,tx st linedrne nezavislé, tak tvoria bazu linearneho podpriestoru S =
[t,....tx] V. ZGzenie skalarneho sacinu g(v,w) na podpriestor S je skalarny stcin na
S. G je maticou tejto formy vzhladom na bazu t,,...,tx.

AK t,...,tx sa linedrne zavislé, tak v Rk existuje vektor ¢ = (ci,..,ck) # O taky, ze v =
citi+...+cktk = 0. Potom podla (a)
c-G-cT:<wv>:<Q0>:0,
teda G nie je kladne definitna.
Dosledok 2.1.4. Pre lubovolné t,,...,tx €V plati
G(t),.., ] 2 0

Pritom |G(t1 ,...,tk)| > 0 prave vtedy, ked vektory t,...,tx st linearne zavislé.

Specilne pre dva l'ubovolné vektory t, uc V plati

(60) ()| v N A R ) s
(u,1) <u,u>—<»><»> () t) =" = ()" 2 0,

pricom rovnost nastane prave vtedy, ked vektory t, u st linearne zavislé. Cim sa

|G0m1:

dokazuje aj nasledujuci vztah znamy ako Cauchyho — Schwarzova nerovnost’[4].
Tvrdenie 2.1.5. Pre [ubovolné vektory t, ue V v priestore V so skalarnym sucinom

plati

()| <[ullv]

pricom rovnost nastane, ak vektory t, u st linearne zavislé.
Hovorime, ze baza a = (t,...,tx) linearneho podpriestoru S —V je ortonormalna, ak
pre vSetky i, j < k plati <ti,tj>=o, ak i #J, a <t,.,tj> = #1, t.j. prave vtedy, ked jej

Gramova matica G(a) je diagonalna, len s prvkami +1 na diagonale [4].
2.2 Pseudoeuklidovské priestory

Pseudoeuklidovskym priestorom nazyvame Iubovolny koneénorozmerny vektorovy
priestor V nad polom R, vybaveny regularnou indefinitnou symetrickou bilinedrnou
formou. Tato formu nazyvame pseudoskaldrny sii¢in s oznacenim g(v,w). Signatiirou
pseudoskalarneho priestoru Vrozumieme signataru prislusnej formy skalarneho
sacinu. Tato ma tvar (p, q), kde p, ¢ = 1 ap+q = dimV. Teda signatara (p, q);

hovorime tiez o (p, q) — rozmernom pseudoeuklidovskom priestore.
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Standardny pseudoskaldrny suéin signatary (p,q) na vektorovom priestore RP+4 je
dany predpisom
g(v,w)= iviwl. - }fviwi: v -diag(lp ,—Iq)- w.

P i=p+l
Pseudoeuklidovsky priestor R" so Standardnym pseudoskalarnym sacinom signatiary
(p,q) budeme znacit RP:P .
Struktira pseudoeuklidovského priestoru vzniki prepojenim dvoch euklidovskych
Struktar opacénych znamienok. V dosledku toho sa moze Cauchyho — Schwarzova

nerovnost niekedy zmenit na opacénu [4].
2.3 Minkowského casopriestor

Pod Minkowského casopriestorom zvyc¢ajne rozumieme pseudoeuklidovsky priestor
R4so standardnym pseudoskalarnym sdc¢inom signatiry (1,3), t.j.

g(x,y)z XoVo =XV — X, V) — X3 V3 =X -diag(l,—13)-y ,
pre x = (xo0,X1,X2,%3)T , y = (Yo,Y1,Y=2,y3)T . Siradnica x, sa interpretuje ako ¢as a x,x2,x3
ako suradnice polohy v euklidovskom priestore. Minkowského cCasopriestorom
budeme teda nazyvat I'ubovolny pseudoeuklidovsky priestor V signattry (1,n), kde n
> 1. R@. oznacuje Minkowského casopriestor R+ so Standardnym pseudoskalarnym
stéinom signatary (1,n). Prvky priestoru st nazyvané udalostami alebo svetobodmi.
Ak x,y € V s dva svetobody, tak pseudoskalarny sucin g(x-y, x-y) nazyvame Stvorcom
ich casopriestorovej odlahlosti. Podla toho, ¢i g(x-y, x-y) je vacSie, rovné alebo
mensSie ako 0 hovorime, zZe udalosti x,y st ¢asovo, svetelne, resp. priestorovo odlahlé.
Mnozinu

LC(p)=1{xeV;g(x—p,x-p)=0}

vSetkych udalosti, ktoré st od daného svetobodu peV svetelne odl'ahlé, nazyvame

svetelny kuzel’ s poc¢iatkom v p.
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Obrazok ¢. 2. Svetelny kuzel
Na obrazku vlavo vidime svetelny kuzel v Minkowského ¢asopriestore RV, tvoreny
dvoma priamkami x; = + Xo ; na obrazku vpravo je znazorneny svetelny kuzel
v Minkowského c¢asopriestore R(-2),
Vsimnime si, Ze vyslaniu svetelného signalu v istom okamihu z istého miesta mozno
priradit isti udalost v Minkowského casopriestore R®3); ktorti si mozno zvolit za
pociatok odpoctu casu isturadnicovej sustavy v priestore. Tento signal sa Siri
rovnakou rychlostou ¢ vSetkymi smermi, takze v case t > 0 bude vytvarat sféricka
vinoplochu s polomerom ct a rovnicou

X, +xI+x; =ct.

Po volbe rychlosti svetla za jednotku rychlosti a substitacii xo = ct = t vidime, Ze
vSetky svetobody, do ktorych dospeje svetelny signal vyslany v okamihu 0 z pociatku
priestorovej suradnej suastavy, vytvaraji ,hornt polovicu® svetelného kuzela,

nazyvanu aj svetelny kuzel’ budiicnosti,
LC+(O): {x € R“’”;x0 > O&g(x,x): O}.
Jeho ,,dolna polovica“, nazyvana aj svetelny kuzel’ minulosti,
LC"(O) = {x € R(1’3);x0 <0& g(x,x) = O}
je tvorena svetobodmi, z ktorych svetelny signal dospel do pociatku priestorovej

saradnej sastavy v okamihu o.
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Obrazok ¢. 3. Svetelny kuzel budtcnosti a minulosti
Pri potlaceni jednej priestorovej siradnice v mozno situaciu nazorne ilustrovat v
Minkowského casopriestore R (obrazok ¢. 2.). Miesto trojrozmerného priestoru si
predstavme dvojrozmernti vodnd hladinu a miesto vyslania svetelného signalu
hodme kamen do vody. Vznikne vlnenie, ktorého c¢elo sa Siri po hladine v tvare
kruznice a za cas t > 0 dospeje do vzdialenosti ct, kde c je rychlost jeho Sirenia.
"Hornt polovicu“ svetelného kuzela si predstavme ako kruhové celo viny unasané
plynticim ¢asom - jeho stav v nejakom okamihu ¢ je dany rezom kuZzel'a rovinou x, =

ct.

Pre Casovy vektor ueV mozno definovat dizku |uf =/ g(u,u) rovnako ako

v euklidovskom pripade. Pre priestorovy vektor viak plati |v| = /- g(v,v).

V euklidovskom priestore R2 vytvaraju vektory rovnakej dizky a > o kruZnicu
srovnicou x}+x; =a’; v R3je to sféra dand rovnicou x7+x; +x; =a’. V Minkowského
asopriestore ¢asové vektory dizky r > o vytvaraji rovnoost hyperbolu s rovnicou

> v RGD apriestorové vektory diZky r vytvaraji rovnoost hyperbolu

Xo—x; =a
xi—x] =—-a’ (obrazok &. 4. vlavo). V Minkowského Casopriestore R(-2) ¢asové vektory
tvoria dvojdielny rotaény hyperboloid s rovnicou x;—x/ —x; =a’, ktory lezi vnutri
svetelného kuzel'a, zodpovedajtice priestorové vektory tvoria jednodielny hyperboloid

dany rovnicou x;,—x; —x; =—a’, ktory obal'uje zvonka svetelny kuZel' (obrazok 4.

vpravo) [4].
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T2l =X, =0°

{ —a®

N
/

Obrazok ¢. 4. Rovnoosa hyperbola a hyperboloid

2.4 Inercialny pozorovatel’ a jeho svetociara

Nehybny bod sa v R@"  pohybuje“, zdovodu plynutia casu, po zvislej priamke
s parametrickymi rovnicami x, =¢, x, = p,,....x, = p,, kde (pi...pn)T st jeho
priestorové sdradnice v okamihu t = 0. Jej smerovy vektor e, = (1,0,...,0)T. Bod
pohybujaci sa v  R@%W rovnomerne priamociaro rychlostou v so zlozkami vi,...,un
v smere jednotlivych osi xi,....x, ma drahu priamky s parametrickymi rovnicami
X, =t,x, =p, +vt,..,x, =p, +v.t, kde (pi...,pn)T st jeho priestorové saradnice
v okamihu t = 0 a so smerovym vektorom (1,v;,...,ux)T. No fyzikdlne nedava zmysel
hovorit o nehybnom alebo pohybujicom sa pozorovatelovi, pretoze kl'ud i pohyb st
relativne. Mozeme vSak vyvodit poznatok: inercidalni pozorovatelia sa
v Minkowského casopriestore pohybujii po priamkach s céasovymi smerovymi
vektormi.

Svetociara inercidlneho pozorovatela je Tubovolna orientovana priamka vo V' tvaru

WL(p,a) =p+ [a] = {p +tat € R},

kde peV je svetobod a aeV je Casovy vektor, sorientaciou zadanou vektorom a.
Teda, ak je svetocCiara orientovana opacne, t.j. WL(p,-a), povazujeme ju za réoznu od
WL(p,a).

Svetociara WL(0,e0) v R@2 je zobrazena ako os svetelného kuzela LC(0), kym
svetociara WL(0,a) s inym ¢asovym vektorom a akoby viedla bliZsie popri jeho okraji.
Z postulatu stalosti rychlosti svetla vSak vyplyva, ze svetociary vSetkych inercialnych

pozorovatelov ,maji rovnako d’aleko k okraju svetelného kuzel'a®.
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Svetociary WL(p,a) mozno rovnako zaviest pre lubovolné vektory a # o vo V.
Svetocdiary WL(p,a), kde aje svetelny vektor, t.j. g(a, a) = 0, predstavuju pohyb
svetelnou rychlostou (takto sa vSak pohybuji len nehmotné castice - fotony).
Svetocdiary WL(p,a), kde a je priestorovy vektor, teda g(a,a) < o, by zodpovedali
pohybu nadsvetelnou rychlostou (tachyony).

V Minkowského casopriestore nie je privilegovania c¢asova os, ¢im st si vSetky
svetociary rovnocenné. Pohyb inercidlneho pozorovatela je pohyb vzhladom na iného
inercidlneho pozorovatela. Svetodiara hmotného bodu v danom casopriestore
Vpohybujiceho sa premennou rychlostou nie je inercialna. Zmena rychlosti sa
prejavi zakrivenim svetodiary. Avsak, okamzita rychlost hmotého bodu je mensia ako
rychlost svetla, dotykovy vektor k tejto svetociare v kazdom jej svetobode p je ¢asovy,

lezi ,vovnutri“ svetelného kuzel'a LC(p).

svetoflara hmotne]
Nerstioe

xp

suetofiare fotdnu

hypotetichd
stetodinrg tackydnl

nemodnd svetofiara

neinerciding svetofiar

Obrazok ¢. 5. Svetodiary

K danej svetociare WL(p,a) inercialneho pozorovatela existuje jednoznacéne urcéeny
vektor ao = g(a,a)/2a taky, ze WL(p,a) = WL(p, ao) a g(ao, ao) = 1, ktory nazyvame aj
¢asovym Sipom alebo Sipom casu (vo fyzike je pouzivany nazov Stvorrychlost).
Parameter t vo vyjadreni svetobodov x = p + tao, svetociary WL(p,ap) mozno
interpretovat ako vlastny cas inercialneho pozorovatela, pocitany od udalosti p,
a dan svetocdiara tak predstavuje vlastny tok ¢asu pozorovatela. Orientacia svetociary
zodpoveda orientacii ¢asu z minulosti do budicnosti.

Casové vektory a, b sa nazyvajua sithlasne orientované, ak g(a,b) > o, ak g(a,b) < o,
a,b su nestthlasne orientované. Potom aj svetociary WL(p,a) a WL(p,b) sa suhlasne
alebo nesthlasne orientované. Podobne aj svetelny vektor u + o0 je stthlasne
orientovany s ¢asovym vektorom a, ak g(a,u) > 0, ak g(a,b) < 0, st nesthlasne

orientované [4].
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2.5 Lorentzova transformacia

Lorentzova transformacia (LT) vo fyzike znamend mnozinu Styroch rovnic
pouzivanych na prepocet suaradnic priestoru a casu pri prechode medzi inercialnymi
siradnicovymi ststavami za predpokladu konstantnej rychlosti svetla vo vSetkych
inercialnych sastavach. O Lorentzovej transformécii sa moze uvazovat aj ako o rotacii
v Minkowského priestorocase. VSeobecnejsia mnozina transformécii zahrnujica tiez
translaciu aj priestorovu rotaciu suradnicovych osi sa nazyva Poincarého grupa.

Predstavme si stustavu S’, ktora sa pohybuje voci inercialnej stistave S rychlostou v v

kladnom smere osi x.

Obrazok ¢. 6. Lorentzova transformécia

Pricom suradnice x a t platia v sdstave S a suradnice x’ a t’ v ststave S, ¢ je rychlost

svetla.
xX—vt X —vt
X'= X =
VZ V2
1——2 1——2
c c
zZ=z z=z
% Y
t—?x l+?x
t= t=
V2 V2
1——2 1——2
c c

2
V pripade, Ze je rychlost svetla ¢ omnoho vicsia ako v, je zlomok V—zvel’mi maly
C

(takmer nulovy) a m6Zzeme ho zanedbat. Lorentzove transformacie takto prejdd na

oby¢ajné Galileiho transformacie. To je aj dovod, preco nepozorujeme efekty STR pri
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beznych rychlostiach. Pre pripad nadsvetelnych rychlosti v > ¢, stracaju Lorentzove

transformécie zmysel (pod odmocninou by bolo zaporné ¢islo) .

Lorentzova transformécia sa zapisuje v maticovej forme ako:

ct y =Py 0 0fct
x| |=Br v 00
vyl | o 0 1 0y’
z 0 0 0 1|z

1

V2

-z

sa nazyva Lorentzov faktor a

1%

B=
C

je bezrozmerna rychlost.

Pri nizkych rychlostiach sa tato transformacia blizi ku Galileovej transformacii z

klasickej fyziky:

x'=x+vt
y=y
7' =
t=t.

Teraz opiSeme preformulovanu Lorentzovu transforméciu Minkowskim.

Najprv by sme mali uvazovat situaciu, kedy sa stradnicovy systém stava rota¢nym

vzhl'adom na iny stiradnicovy systém.
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Obrazok €. 7. Rotaény siradnicovy systém
Ako je vidiet na obrazku ¢. 7., stiradnicovy systém Krotuje so zretelom na K’

stradnicovy systém pozdiz x — ovej osi. Nasledujtci vztah je vyvodeny lahko[5]:

X 1 0 0 X
Vv =0 cosd —sinf |y
z

0 sin@ cosf )\z

Tento vztah sa nazyva stradnicova transformaécia.
Systém K~ sa pohybuje rychlostou pozdlz osi z. Podla Einsteina, suradnicova

transformacia medzi dvoma systémami je dana Lorentzovou transformaciou (LT)[5]:

X =X
y' =y
, z—Vvt
z=
V2
1=
C
y zt
2
t'=—5
V2
==
C

Minkowského formulacia je nasledovna.

Nech je teraz ohnisko na stradniciach z a t. Potom nasledujici vztah nastava [5]:
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2 ( Vy —=pely):z
) \=Blx 1y \t

Pomocou
p="
¢
2
7= l—c—2
Substittcia vztahov
Xy =1z
x, =ict
dava
-y WL
X, —ifply 1y \x,
Teraz zaved'me
cosh@ = 1

/4

Pouzivanim vztahu cosh” x —sinh” x =1 moZe byt vyvodené:

sinh @ = ﬁ
Y

tanh = S

Nakoniec nahradenim vysledku
x,| ( cosh@ isinh&) x,
x,) \~isinh@ cosh@ | x,
_( cosif  sinif | x,
| —sini@ cosi6 X,
Pouzitim vztahov coshif = cosh @ a sinhif =isinh @ .

Konecna transformacna matica teda je:

X, 1 0 0 0 X, X,
X, _ 0 1 0 0 X, _u X,
x;| |0 0 cosi@ sinif | x, X,
x,) \0 0 —sini@ cosif )\ x, x,

Lorentzova transformécia sa zd4 byt len rotaciou v tplnom siradnicovom systéme



(x1, X2, X3, X4) spolu s uhlom i6. Formulované tymto sposobom, ¢asova stradnica x;
posobi ako iny stradnicovy priestor. To iniciuje myslienku, Ze priestor a cas st
dokonca viac navzajom spojené ako uvadza Lorentzova transformacia. Uplny
saradnicovy systém (x;, x», X3, X,) je to, ¢o je nazyvané ako Minkowského priestorocas,

alebo len priestorocas [5].

2.6 Relativnost suc¢asnosti

Vdaka Specialnej teorii relativity, cas prestal byt povazovany za absolttne plynuci.
Pojem stcasnosti ako sa javi ndm, tu straca zmysel. Pretoze ak mame dve udalosti,
ktoré nastali v r6znych bodoch priestoru a st pre jedného pozorovatela sacasné, tak
existuje aj iny pohybujici sa pozorovatel a pre neho uz stiéasné nie sa.

,Predstavme si dve velmi dlhé rakety. Jedna z nich obrovskou rychlostou obieha
druht. Pritom v strede rychlej rakety je silny zdroj svetla, ktory zasvieti v okamziku,
ked sa rakety dostanti na rovnaku uroven. Pozorovatel C stojaci v strede obiehanej
rakety bude vidiet, ako sa z miesta zablesku Siri gulova svetelnd vlna. Pritom
pozorovatel B sa bude od miesta zablesku vzdalovat a pozorovatel' A sa k nemu bude
priblizovat. Pozorovatelovi C sa preto zd4 aplne prirodzené, Ze pozorovatel' A bude
prvym, ku ktorému dorazi svetelna vlna. Az potom ju zaregistruje pozorovatel' B.
Pozorovatelia A a B na pohybujacej rakete to vS§ak buda vnimat inak. Svetelny zablesk
vysiel zo stredu ich rakety. Kedze rychlost svetla nezavisi na rychlosti rakety a oni
maji od zdroja svetla rovnakia vzdialenost, dorazi k nim zablesk v rovnakom case.
Pozorovatelia A a B teda zaregistruja svetelny zablesk sticasne. Pozorovatel C vSak
bude tvrdit, Ze registracia zablesku pozorovatelmi A a B sticasna nebola. Ked’Ze vsetci
traja sa nachadzajt v inercialnych sustavach, nie je mozné rozhodnut, ktory z nich ma
pravdu. Jednoducho kazdy ma svoju pravdu a ukazuje sa, Ze pojem stcasnosti nie je
dobre zadefinovanym pojmom.“ BeZne sa vSak stretavame len s rychlostami
podstatne mensimi ako je rychlost svetla, a teda aj odchylka bude zanedbatel'ne mala.
Ak by sme dalej uvazovali, mohli by sme aj zamenit poradie udalosti. Takze ak v
jednej sustave sa odohraja udalosti v poradi prva, druha. V inej, dostato¢ne rychlej, sa
odohraji v poradi druhi, prva. Zmeny ale nemdzu byt l'ubovolné. Pomocou
Lorentzovej transformacie sa da ukazat, Ze ak sa dve udalosti odohraji v priestore
dostatoéne daleko od seba, moéZeme zmenit ich casové poradie. Dostato¢na

vzdialenost je pritom taka, Ze medzi nimi nestihne preletiet svetelny la¢ Takze tie
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udalosti, ktorych poradie mo6zZzeme zamenit, nemo6zu kauzalne stvisiet (prva nemoze
byt pri¢inou druhej). Ak by tieto udalosti stviseli, museli by byt spojené nejakou
interakciou. VSetky zname interakcie sa ale S$iria rychlostami nanajvy$ rovnymi
rychlosti svetla. A preto sa bezne neméze stat zdmena poradia udalosti. No a druhym
dovodom je, ked’ Lorentzove transformaécie stracaju zmysel pri nadsvetelnej rychlosti.

Konkrétne: Nech v pohybujtcej sa sistave S’ nastant dve udalosti v rovnakom case t’

v dvoch réznych bodoch x, a x,. Hovorime, Ze v ststave S’ st tieto udalosti sti¢asné
(Af = t, - t, = 0) a nesumiestne (Ax’ = x, - x, # 0). PouZitim LT uré¢ime, kedy nastant

tieto dve udalosti pre pozorovatel'a v ststave S, voci ktorému sa sustava S’ pohybuje.

Dostaneme
LV
L=ylt+—x
C
LV
tz =y t +—2X2
C
Vv L4 v L4 / . V7 b 1 . h 4
Pri¢om pre zjednodusenie zapisu pouzivame vztah y = — Tieto dve udalosti st z
\%
I==
C

pohladu pozorovatela v ststave S oddelené ¢asovym intervalom At = t -t = yu(x, -

x) / ¢ + 0. Je teda jasné, ze pozorovatelovi v S sa tieto dve udalosti nebudia zdat
sacasné. Sucasné by boli len za predpokladu, Ze by boli aj simiestne, ¢ize v sustave S’

by sa odohrali na tom istom mieste [6].
2.7 Dilatacia casu

Znamy jav, kedy vSetky deje prebiehajice v pohybujacich sa sastavach, sa z hl'adiska
nehybného pozorovatela predlzuju. PredlZzuje sa totiz samotné plynutie casu v
pohybujicej sa sustave.

Majme hodiny H’ pevne umiestnené v ststave S, kde maju stradnice [x!,0,0].
V okamihu ¢/, resp. ¢;, meranom na hodinadch H " minaja iné hodiny H,, resp. H,,

pevne umiestnené v sistave S v polohe [x1 ,0,0], resp. [x2 ,0,0] . Potom
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kde ¢, je ¢as merany na hodindch H,, ¢/ je ¢as merany na hodiniach H’, x, je poloha
hodin H, vS’ rovnaka s polohou hodin H v §’.

V okamihu minania hodin v S plati:

, v
t2 +7x2
C

kde ¢, je ¢as merany na hodinich H,, ¢, je ¢as merany na hodinach H, x, je poloha
hodin #, v §" aje rovnaka s polohou hodin H" v §'.

Po dobu minania hodin v S plati:

Vv
! ! ! !
L=t 2 (xz _xl)
th—t =
2 74 vz
I=
c
Dostavame:
At'
A=,

.
cZ

At je doba medzi minanim boduv S’ a At je doba medzi mitianim bodu v S.
V2
Plati v<c=,/1-— <Ltj.Ar>At'", Cize doba Tubovolného deja
c
merana v sustave, v ktorej sa tento dej odohrava, je vzdy kratsi ako doba rovnakého

deja merana pozorovatel'om, voci ktorému sa minana stistava pohybuje [6].

2.8 Kontrakcia dizky

Podla STR vpohybujiicej sa ststave dochiddza ku skracovaniu rozmerov
rovnobeznych so smerom jej pohybu. Predstavme si dve ststavy Sa S’, ktoré sa
vzhl'adom na seba pohybuju rychlostou v. V smere tohto pohybu méme v stastave S’

polozent ty¢ dlZky lo. Pozorovatelovi v ststave S sa bude zdat tato ty¢ krat$ia. Keby
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2
zmeral jej dizku, zistil by, Ze plati vztah [ = lm/l —V—2 . Takze ¢im rychlejSie sa stistava
C

S’ pohybuje voéi sastave S, tym bude dizka [ kratsia.
Nech v pohybujticej sa ststave S’ lezi vx - ovej osi ty¢ dizky l,. Jej konce maja
stradnice x, a x, (Io = x, - x,). Ked teraz chceme zistit jej dizku v systéme S, voci
ktorému sa S’ pohybuje, m6zeme zmerat sticasne saradnice koncovych bodov tyce.
Tomuto meraniu budu v sdstave S zodpovedat dva body (x;,t) a (x2,t). Pomocou LT
urc¢ime, saradnice tychto udalosti pre pozorovatela v stistave S’

x1' = }/(x1 - vt)

xé = 7/(x2 - vt)
Odcitanim tychto vztahov mame

Iy =x,—x, = }/(x2 —xl).
V stistave S nameriame preto dizku

lz(x2 —xl):—zlo 1-—.

y c

Vidime, 7e diZka tyce I je kratsia oproti jej povodnej dizke I,. Takze pri pohybujtcich sa

telesach dochadza ku skracovaniu (kontrakeii) dizok [6].
3 Hyperbolicka geometria
3.1 Uvod

Hyperbolickd geometria bola vytvorena vprvej polovici 19.storocia uprostred
pochopenia euklidovského axiomatického zakladu pre geometriu. Jedna sa o jeden
typ neeuklidovskej geometrie, ktora vyraduje jednu Euklidovu axiomu. Einstein a
Minkowski nasli v neeuklidovskej geometrii geometricky zaklad pre pochopenie
fyzikalneho ¢asu a priestoru.

Na =zacdiatku 20. stor. kazdy vazny Student matematiky a fyziky Studoval
neeuklidovska geometriu. To nebola pravda z matematikov a fyzikov nasej generacie.
Avsak s postupom casu je Coraz viac zrejmé, Ze negativne zakrivené geometrie, z
ktorych hyperbolickd neeuklidovska geometria je prototyp, si generické formy

geometrie. Maju hlboké aplikacie pre stadium komplexnych premennych, na
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topoldgiu dvoj- atroj-dimenzionalnych variet, k §tddiu nekonec¢nych usporiadani

prezentovanych konecne, na fyziku, a ostatnych ré6znorodych oblasti matematiky [7].

3.2 Zaciatky hyperbolickej geometrie

Euklidove postulaty:

1. Kazda dvojica bodov méze byt spojend jednou a len jednou priamkou.

2. Kazda priamka méze byt nekoneéne predizend v oboch smeroch.

3. Z lubovolného bodu mozno opisat kruznicu s lubovolnym polomerom.

4. VSetky pravé uhly st zhodné.

5. Ak priamka pretinajuca dve priamky vytvdra vniitorné uhly rovnakej
strane mensie ako dva pravé uhly, tak sa tie dve priamky, ak sit nekonecne

predlZené, stretni na tej strane, na ktorej su uhly mensie ako dva pravé uhly. (Ked

dve priamky pretinajil tretiu tak, Ze sucet vniitornych uhlov na niektorej strane je mensi ako dva

pravé uhly, potom tieto dve priamky sa musia nutne pretniit prave na tejto strane.)
Z tychto piatich postulatov, piaty je zdaleka najviac komplikovany a neprirodzeny.
Vzhladom k prvym Styrom, piaty postulat mozno Tahko vidiet ako ekvivalent
k nasledujicemu paralelnému postulatu:

5°. Bodom neleziacim na danej priamke mozno viest prave jednu rovnobezku
s danou
priamkou.
Za dvetisic rokov sa matematici pokusil odvodit piaty postulat zo Styroch postulatov
jednoduchsie. V kazdom pripade jeden skrateny dokaz piateho postulatu na spojenie
z prvych Styroch postulatov s dodatoénym prirodzenym postulatom, ktory sa
v skutocnosti ukazal byt rovnocenny piatemu:

Proclus (cca. 400 ad), pouzival ako doplnkovy postulat predpoklad, ze body
v konstantnej vzdialenosti od danej krivky na jednej strane tvoria priamku.

Anglican John Wallis (1616-1703) pouzival predpoklad, ze ku kazdému
trojuholniku je podobny trojuholnik kazdej danej velkosti.

Talian Saccheri Girolamo (1667-1733) povazoval Stvoruholniky s dvoma
uhlami pri zékladni rovnajicim sa pravym uhlom a s kolmymi stranami majacimi
rovnaka dizku a vyvodil désledky z (ne-euklidovskej) moznosti, Ze zostavajiice dva

uhly neboli pravé uhly.
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Johann Heinrich Lambert (1728-1777) pokracoval v podobnej m6de a napisal
rozsiahlu pracu na tato tému, posmrtne publikovanu v roku 1786.

Gottingensky matematik Kastner (1719-1800) usmernil pracu Studenta Klugela
(1739-1812), ktory dava priblizne tridsat dokazovych pokusov o paralelny postulat.
Rozhodujaci pokrok prisiel v deviatnastom storoci, ked matematici opustili snahu
najst rozpor v popierani piateho postuldtu a namiesto toho vypracovali starostlivo a
kompletne nasledky takého popretia. Zistilo sa, Ze koherentna tedria vznika, ak
namiesto toho jeden predpoklada, ze:

Majme priamku a bod neleziaci na nej, danym bodom prechadza viac ako

jedna priamka, ktord je rovnobezna s danou priamkou

Tento postulat je pre hyperbolickii geometriu nieco ako je paralelny postulat 5° pre
euklidovski geometriu.

Nezvycajné dosledky tejto zmeny sa stali uznavanymi ako zakladné a prekvapujice
vlastnosti neeuklidovskej geometrie: rovnomerné krivky na rovnakej strane priamky
neboli v skutoc¢nosti rovné, ale zakrivené; podobne torjuholniky boli kongruentné;

sumy uhlov v trojuholniku neboli rovnajtce sa 7, atd.

Gauss, Bolyai a Lobacevsky rozvinuli neeuklidovskii geometriu samozrejme na
syntetickej baze. Nemali Ziadne analytické ponimanie, ani analyticky model
neeuklidovskej geometrie.

Nedokazali nespornost ich geometrii. Namiesto toho sa uspokojili s presvedéenim, ze
dosiahli rozsiahli prieskum v neeuklidovskej geometrii, kde teoréma po teoréme sa
dosledne zhoduje s tym, ¢o objavili. Lobacevsky vyvinul neeuklidovsku trigonometriu,
ktora je paralelna s trigonometrickymi vzorcami euklidovskej geometrie.

Zéaklad nevyhnutny pre analytickt stidiu hyperbolickej neeuklidovskej geometrie bol
poloZzeny Leonhardom Eulerom, Gaspardom Mongeom a Gaussom vich stidiach
zakrivenych ploch. V roku 1837 Lobadevsky naznacil, Ze zakrivené plochy
konstantného negativneho zakrivenia mézu reprezentovat neeuklidovska geometriu.
O dva roky neskér, pracujuc nezavisle a znac¢ne ignorujtic Lobacevského pracu, este aj
publikovani v rovnakom Zzurnali, Minding wurobil rozsiahlu s§tadiu pléch
konstantného zakrivenia a potvrdil Lobacevského tvrdenie. Bernhard Riemann
(1826-1866) v jeho tplnom zovSeobecneni [Riemann 1854] zakrivenych ploch stadia

o tom, Co sa teraz nazyva Riemannove variety, uznavanu vSetkymi tymito vztahmi a v
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skutoc¢nosti sa do uréitej miery pouziva ako odrazovy mostik pre jeho Stidium. Vsetky
spojenia medzi tymito predmetmi boli ¢iastocne zdéraznené Eugeniom Beltramim v
roku 1868. Tato analytickA praca poskytla osobitné analytické modely pre
neeuklidovskii geometriu a stanovila skutoénost, Ze neeuklidovskd geometria bola

presne tak konzistentna ako sama euklidovska geometria [7].

3.3 Preco sa nazyva hyperbolicka geometria?

Neeuklidovskd geometria Gaussa, Lobacevského a Bolya je zvyfajne nazyvana
hyperbolicka geometria, kvoli jedenému z jej velmi prirodzenych analytickych
modelov.

Model je opisany nasledovne.

Klasicky priestor a cas boli povazované za nezavislé velic¢iny; udalost mohla byt dana
stradnicami (x,,...,x,,, )€ R"", so stradnicou xn.; reprezentujicou ¢as ajedinou

rozumnou metrikou bola euklidovskd metrika s kladne definovanou Stvorcovou

2
n+l*®

normou x; +...+x

hyperbolicky priestor

- ) .

projektivna identifikacia x =x” -

-
=

Obrazok ¢. 8. Minkowského priestor

Relativita zmenila vSetko; v rovinnej priestoro-casovej geometrii rychlost svetla by

mala byt konsStantna pri pohlade z akejkolvek inercidlnej sustavy. Minkowského
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model pre priestoro-casovi geometriu je opat R"*!, ale sindefinitnou normou

2
n+l

x; +..+x. —x_,, definujicou vzdialenost. Svetelny kuzel je definovany ako mnoZina

bodov normy 0. Pre body (x,...,x7,x"+1) na svetelnom kuzeli, euklidovska priestorova
vzdialenost
(¢ +..+x2)"

od pociatku sa rovna casu x"+! od pociatku; tato rovnost vyjadruje konstantnt
rychlost svetla zac¢inajicu v pociatku.
Tieto normy maja zdruzené vnitorné stciny, oznacenie . pre euklidovsky vnutorny
stéin a * pre neeuklidovsky. VIWENM W,

VEW=VW, +... =V, W,
Ak vezmeme do tvahy mnozinu bodov konsStantnej Stvorcovej vzdialenosti od
pociatku, ziskali sme veuklidovskom pripade gule roznych polomerov a v
Minkowského priestore hyperboloidy jedného alebo dvoch dielov. Mozeme teda
definovat jednotku n -rozmernej gule v euklidovskom priestore R"+1 podla vzorca
S" = {xeR”+1 :x-x:l} a n-rozmerny hyperbolicky priestor podla vzorca
{xe R :x*x:—l}
Tak hyperbolicky priestor je dvojdielny hyperboloid, ktoré je mozné uvazovat ako
,gulu® $tvorcového polomeru -1 alebo ako polomer i=+/—1; odtial meno
hyperbolicka geometria. Pozri obrazok ¢. 8. .
ZvyCajne sme sa vztahovali len na jeden z dvoch dielov hyperboloidu alebo sme

identifikovali dva diely pomocou projekcie [7].

JI‘I: )

..\ Pt = sint ccst)
AN _ = ".'.-l_.'_: — e oHm .'.:
o - T A -~ ""“I"'

; Y i — are length

hlavna cesta cesta rychlosti 1

Obrazok ¢. 9. Kruh S!
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3.4 Pochopenie jedno - rozmerného pripadu

KIai¢om k pochopeniu hyperbolického priestoru H” a jeho vlastnej metriky pochadza
z indefinitného Minkowského skalarneho stcinu *, najskor rozoberme pripad n=1.
Argumentujeme podobne ako veuklidovskom pripade azostavime obdobu
obnovenim znameho euklidovského pripadu kruznice S:.

Nech p : (-o,0) — St je hladka cesta s p(0)=(1,0). Ak napiSeme suradnice
p(t)= (x(t),y(t)) kde x2 + y? = 1, potom derivovanim tejto rovnice najdeme

2x(t)x (1) + 2y(t)y "(H)=o0 ,

Alebo inymi slovami p(¢)-p'(t)=0. To znamena, Ze vektor rychlosti p’(t) je
euklidovsky kolmy na poziciu vektora p(t). Najma mozeme pisat p "(t) = k(t)(-y(t),
x(t)), pretoze dotycnica priestoru na S* v p(t) je jednorozmerna a (-y(t) ,x (t)) je
euklidovsky kolmé na p=(x,y). Pozri obrazok 2.

Ak budeme okrem toho predpokladat, Ze p(t) ma konstantnii rychlost 1, potom

1= ‘p'(t)( =k (= » ) +x* =[k(7)

a tak k = + 1. PoloZenim k = 1 vidime, Ze p = (x, y) cestuje po jednotkovej kruznici
v euklidovskej rovine konstantnou rychlostoui. Preto moéZeme podla definicie
identifikovat t s euklidovskou diZkou obltika na jednotkovej kruznici, x = x (t) cost a
y=y(t) sint,vidime, ze sme urobili kompletny dokaz tvrdenia o derivacii sinusu
a kosinusu. Vo vzorcoch, pricom k=1, musime preukazat, Ze x a y (kosinus a sinus)
spifiaja systém diferencialnych rovnic

x'(t)=-y(t), y(t)=x(t),
s pociato¢nou podmienkou x (0) = 1, y (0) = 0. Ak potom potrebujeme aplikovat len
niektori zakladni metédu, ako je metoéda neurcitych koeficientov pre lahké
odhalenie klasickych mocninovych radov pre sinus a kosinus

cost=1-—t2/2! +t4/4! - ...,

sint=t-t3/3! +t5/5! - ...,
Hyperbolicky vypocet v H* vyzaduje len novy vychodiskovy bod (0,1) miesto (1,0),
nahradenie kruznice S? hyperbolou H?, nahradenie euklidovského vnitorného sacinu
. hyperbolickym vnatornym stéinom * , prilezitostné nahradenie +1 na -1, nahradenie
euklidovskej obltikovej dizky hyperbolickou oblikovou dizkou, nahradenie kosinusu

hyperbolickym sinusom anahradenie sinusu hyperbolickym kosinusom. Tu je

vypocet.
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Nech p: (- ©», ) — H! je hladka cesta s p (0) = (0,1). Ak napiseme
v suradniciach p(t)= (x(t) ,y (t)), kde x2 — y2 = -1, potom derivaciou tejto rovnice
ndjdeme

2x(x" (1) - 2y(Wy "(H)=0 ;

Inymi slovami p(t) *p”(t) = 0. To znamen4, Ze vektor rychlosti p “(t) je hyperbolicky
kolmy
na poziciu poziciu vektora p(t). PredovSetkym mozeme pisat p “(t) = k(t)(y(t),x(t)),
pretoze dotyCnica priestoru na hyperbolu H* v p(t) je jednorozmerna a vektor (y(t),
x(t)) je hyperbolicky kolmy na p = (x, y). Pozri obrazok 3.
Ak budeme okrem toho predpokladat, Ze p(t) ma konstantnii rychlost 1, potom

1=|p'(t)=|k(t}yy* —x* =|k(t)] atedak =+ 1. Ak k =1vidime, Ze p = (x, y)

sa pohybuje doprava pozdiz ,jednotkovej“ hyperboly v Minkowského rovine
konsStantnou hyperbolickou rychlostou 1. Preto moéZzeme a priori urcit ¢
s hyperbolickou oblikovou dizkou na jednotkovej hyperbole H:, x = x(t) so sinh t ay
= y(t) scosh t. Vidime, ze sme dali kompletny dokaz o derivacii hyperbolického

kosinusu a hyperbolického sinusu.

Obrazok ¢. 10. Hyperbolicka ¢iara H*

Vo vzorcoch, kde k=1, sme ukazali, Ze x ay (hyperbolicky sinus a kosinus) spinajt
systém diferencialnych rovnic

x'(t)=y(t), y(t)=x(t),
s poc¢iato¢nou podmienkou x(0)=0, y(0)=1. Ak potom potrebujeme aplikovat niektoré
zakladné metédy, ako je metoda neurcitych koeficientov pre l'ahSie objavenie
klasickych mocninovych radov pre hyperbolicky sinus a kosinus:

cost=1+t2/2! +t4/4! + ...,
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sint=t+1t3/3! +t5/5! + ...
Poznamenajme pozoruhodna skutoénost, Ze nas§ vypocet ukazal, Ze nenulova
doty¢nica vektora na H? ma S$tvorcovii normu s ohladom na indefinitny vnuatorny
sadin * ; to znamena, ze indefinitny vnatorny st¢in v Minkowského rovine ohranicuje
kladne definitny vnatorny siéin na hyperbolickom jedno — priestore. Najdeme tiez
podobné pravdivé vysledky vo vyssSich dimenziach a vzorce, ktoré sme vypocitali pre
hyperbolicki  dlZku vjednorozmernom priestore rovnako aplikujeme do

viacrozmernych priestorov [7].
3.5 Zovseobecnenie na vysSie dimenzie

Vo vysSich dimenziach, H” je vnutri R+ ako hyperboloid. Ak p: (- «, ) — H" opat
opisuje hladka cestu, potom zdefinovanych rovnic stile mame p(t)*p’(t) = o.
Polozenim ciest v roznych smeroch idicimi cez bod p(t) vidime, Ze vektor dotycnice
k H® v p(t) vytvara hyperbolicky ortogonalny doplnok kvektoru p(t) (vektory su
hyperbolicky ortogonalne, ak ich vnttorny stcin vzhladom na * je 0).

PrvA metéda vyuZiva Cauchyho - Schwarzovu nerovnost (x-y) <(x-x)y-y).
Predpokladajme, %e p=(p,p,,) je VH" a x=(%,x,,,)#0 je vdotykovom priestore
zH"vp,kde p, x € R AKxn+; =0, potom x*x=x-x.0Odtial' x* x> 0 ak xp+: = 0,

teda mozeme predpokladat, Ze xn.; # 0. Potom O=x*p=x-p-x,p,, a

~1=p*p=p-p—p..,.0dtial Cauchy — Schwarz dava

2

(& 2Mp-p)2 (& B) = (w2, ) =20 (PP +1)

Preto (x * x)(j) . j)) > x>

> Coznamena x*x> 0, ak x# 0.

Druh4 metéda analyzuje vntitorny sacin * algebraicky. Polozme bazu p, p;, ... , pn pre
Rn+1) kde p je bod zaujmu v H" azvySné vektory tvoria n — rozmerny dotykovy
priestor k H* v p. Teraz aplikujeme Gram — Schmidtov ortogonalizacny proces na tato

bazu. Vzhladom k tomu, Ze p* p = -1 podla definiénych rovnic pre H», vektor p, teraz

uz jednotka vektoru, je procesom nezmeneny azvySok vyslednej bazy zahina
ortogonalny doplnok p, ktory je dotykovym priestorom k H" v p. PretoZe vnutorny

*

sacin * nie je degenerovany, vyslednid matica je diagonalna so vstupmi +1 na

diagonalach, jedna z -1-tkovych zodpoveda vektoru p.
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Podl'a Sylvesterovej vety o zotrva¢nosti rozdiel poftov -1 a +1 na diagonéile je
invariantom vnutorného sdcéinu (¢islo 1 je rozmer najvacSieho podpriestoru, na
ktorom je metrika kladne definitna). Ale so Standardnou bazou pre R"*! existuje
prave jedna -1 na diagonale a zostavajtice vstupy su +1. A preto je to rovnaké ako na
nasej baze. Teda matica vntitorného stiéinu obmedzena na nas dotykovy priestor je
rovnaka matici usporiadania n; to znamena, ze obmedzenie metriky na dotykovy
priestor je kladne definitné.

Takze vnttorny sacin * obmedzeny na H" definuje nefalSovant Riemanovu metriku
na H».

3.6 Zaklady Riemanovej geometrie

Nase analytické modely hyperbolickej geometrie budu vsetky diferencovatelné variety
Riemanovou metrikou.

Prvy definuje Riemanovu metriku a savisiace geometrické prvky na Euklidovskom
priestore.

Riemanova metrika ds2 na Euklidovskom priestore R" je funkcia, ktora kazdému
bodu p eR" priradi kladne definovany symetricky vnatorny saéin na dotykovom
priestore v p, tento vnatorny sucin je rozne diferencovatelny bodom p. Vzhl'adom k
tomuto vnutornému sacinu je mozné definovat l'ubovolny pocet Standardnych

geometrickych pojmov, ako je dizka |x| vektora x, kde |x|2 = x-x, uhol O medzi

dvoma vektormi x ay, kde cos 0 = (x- y)/Qx|-|y), potom dizka prvku ds = +/ds’

a okolie prvku dA, kde dA sa pocita nasledovne: ak x;, ..., xn st Standardné stradnice

na Rn, potom ds? ma tvar zw_ g;dx,dy, a matica (gy) zavisi diferencialne od x aje
kladne definovana a symetricka. Nech \/E oznacuje druhi mocninu determinantu

(gy.). Potom dA:\/deldxz...dxn. Ak f:R* - R" je diferencovatelné rozdelenie,

mozeme definovat stiahnutie f *(dsz) vzorcom

f* (ds g Xv, w) =ds’ (Df (v), Df (w))
Kde v aw sa dotykové vektory vbode uz Rk a Df je derivované rozdelenie, ktoré

zobrazuje dotykové vektory vuna dotykové vektory vx=f(u). Stiahnutie sa da
vypocitat aj formélne nahradenim gi(x), kde xe R", g, o f (u), kde u € R* aflu)=x,
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nahradenim  dx; Z,-(@ﬁ/ auj}luj, Mobzeme  vypoéitat  dizku  cesty
p :[a,b]—> R" integrovanim ds cez p:

Lds :pr*(ds).

Obrazok ¢. 11. Dizka cesty

Riemanova vzdialenost d(p,q) medzi dvoma bodmi p aqg v R" je definovana ako

.....

Napokon zovSeobecnime vsetky tieto pojmy do variety vyziadanim Riemanovej

metriky na kazda stradnicova tabulku stymito metrikami invariantnymi pod

stiahnutim pre prechod funkeii spéjajacich tieto tabulky; to znamena, ak ds; je
Riemanova metrika v tabulke jedna a ak ds; je Riemanova metrika v tabulke dva,

potom f* (alsz2 )z ds?. Standardni zmena roznych vzorcov z vypoétu ukazuje, ze dizka

cesty a oblasti st invariantné pri zmene tabul’ky [7].
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Zaver

Minkowského éasopriestor ma vyznamny prinos z matematického hl'adiska. Slazi pre
lepSiu predstavivost Specidlnej teorie relativity jej geometrickou reprezentaciu. Teda
si vieme graficky znazornit body v priestore, ale to uz nielen ako v klasickom 3D
priestore, ale uz ako v 4D priestore. Tym vznika cCasopriestor, pretoze ako Stvrta
stiradnicu berieme cas.

Dan4 téma sa vSak moze javit zlozitou z dovodu, Ze sa nejedna o klasicktl euklidovskt
geometriu.

Predlozend praca sa zaobera problematikou Minkowského casopriestoru. Déava
zakladny prehl'ad o jeho vlastnostiach a definiciach.

Pre mna to bola novd oblast predmetu skimania, ktorA ma obohatila o nové

myslienky chapania priestoru a ¢asu ako celku a vztahov medzi nimi.
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