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Praca sa zaobera pseudo-euklidovskymi priestormi, Specidlne
Minkowského priestorom. Je rozdelend na $tyri hlavné ¢asti.
V prvej casti je zavedeny euklidovsky priestor, definuje sa na
nom euklidovska metrika a skalarny sucin. Druha cast rozobera
pseudo-euklidovsky priestor, najprv vSeobecne, potom jeho §pe-
ciadlny pripad, Minkowského casopriestor. Je ukazané plynutie
¢asu v Minkowského priestore, svetoCiary castic, ako aj vlastny
subjektivny ¢as pohybujiceho sa pozorovatela v Gasopriesto-
re. Tretia Cast je zamerané na Lorentzove transformacie, ktoré
su zakladom javov $pecialnej teodrie relativity, ako je skracova-
nie dizky, dilatacia ¢asu, konstantnost a maximalnost rychlosti
svetla a relativita simultdnnosti. Stvrta ast hovori o geometrii

Minkowského priestoru — hyperbolickej geometrii.



Predhovor

V préci sa venujem problematike Minkowského priestoru. Hlavnou ulohou prace
je spracovat tuto tému, predstavit ju ¢itatelovi a prezentovat mu jej zakladné
vlastnosti. Minkowského priestor si najprv matematicky zadefinujeme, ukize-
me si jeho vztah ku euklidovskému priestoru. Balej bude ukizané jeho aplikacia
v 8pecidlnej teorii relativity, Gitatel sa dozvie, Ze prave Minkowského priestor
je tym casopriestorom, ktory si vacéSina udi predstavi pri zmienke o relativite.
Dokazeme, ze takto definovana Struktira ma skuto¢ne za nasledok tie vieobecne
zname dosledky tedrie relativity, ako napriklad, Ze rychlost svetla je konstantna
a najvyssia mozna. V nasledujucej casti si uvedieme hyperbolicki geometriu.
Dozvieme sa, 7e tito geometria sa taktiez odohrava v Minkowského priestore.
Cielom tejto ¢asti bude §irsi ivod do hyperbolickej geometrie a geometrie samot-
nej, aby boli ¢itatelovi objasnené nielen jej zakladné vlasnosti, ale aj okolnosti
jej vzniku a jej vztah ku euklidovskej geometrii.

Dufam, 7e citatel v tejto praci najde to, ¢o hlada, a praca prentho bude

prinosom.
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Kapitola 1
Uvod

Minkowského priestor je matematicka struktira navrhnuta a vytvoreni nemec-
kym matematikom Zzidovského povodu, Hermannom Minkowskim. V ¢ase for-
mulovania fyzikalnej tedrie relativity na zaciatku dvadsiateho storocia bol Her-
mann Minkowski profesorom na univerzite v nemeckom meste Gottingen. Do
roku 1908 bol zndmy hlavne svojim prinosom do tedrie ¢isel. Pocas svojho
posobenia v Gottingene sa taktieZ zaujimal o pracu svojich kolegov, jednym z
ktorych bol aj jeho byvaly student Albert Einstein. Nim motivovany sa Minko-
wski zacal zaoberat problémom relativity, ¢oho vyvrcholenim bola jeho znama
prednagka v Cologni, na ktorej uviedol koncept §tvorrozmerného ¢asopriestoru.
V tejto prednaske spojil dva dovtedy nezavislé pojmy, ¢as a priestor, do jednej

Struktury.

,Cas sam osebe a priestor sam osebe si odsidené na zdnik a jedine ich

zjednotenie si moZe zachovat nezdvisli existenciu.‘
Hermann Minkowski, 1908

Cielom bakalarskej prace je c¢itatelovi priblizit tuto Struktaru. Minkowského
priestor bude porovnany s klasickym euklidovskym priestorom, neskér na hom
budu ilustorvané a matematicky odvodené javy Specialnej teérie relativity. Pod-
statna Cast bakalarskej préce je taktiez venované hyperbolickej geometrii, ktorej

matematickym zakladom je Minkowského priestor.



Kapitola 2

Euklidovsky priestor,

kvadraticka forma

2.1 Zakladné pojmy

Priestor, na ktorom budeme v tejto kapitole pracovat je n-rozmerny euklidovsky
vektorovy priestor nad polom realnych ¢isel. Oznacovat ho budeme R™ (tiez sa

oznacuje ako E™). Definujeme ho ako:

Definicia 1. FEuklidovsky vektorovy priestor je priestor R™ vektorov x, n-tic

x = (x', 2%, ..., 2"), nad polom reédlnych ¢sel. Na vektorovom priestore mame

definovani binarnu operaciu +, sucet vektorov, ako ich sucet po zlozkach.
/ 1 1/ / 1 1/ /
x4a =@, .2+ (.. 2)= (¢ + 2, 2+ 2.

Nech je dalej definované zobrazenie R x R™ — R"™, ktoré nazyvame ndsobenie

skaldrom. Pre vektor xz € R™ a skalar o € R plati

R™ je vektorovym priestorom, ak pre vSetky vektory z,y € R™ a skalary o, 6 € R

spfﬁa:
(i) (R™,+) je abelovska grupa,

(i) (a+ Pz = ax+ fz,
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(iii) a(z+y) = ax + ay,
(iv) a(fr) = (af)z,
(v) 1l = =x.

Definicia 2. Euklidovskyj skaldrny sicin dvoch vektorov z = (a!,... 2") € R

ay=(y',...,y") € R" definujeme ako
(z,y) = zn::cy (2.1)
i=1
Jeho zakladné vlastnosti pre Vo, 3 € R a Vz,z',y € R™ st:
(1) (z,9) = (y, ),

(ii) (az + B2, y) = oz, y) + B{a’, y),

(iii) (x,x) > 0, pricom rovnost (z,x) = 0 nastava prave vtedy, ked
xr =

0,...,0).
Definicia 3. Kvadratickd forma. Nech z!,..., 2" st stradnice pre nejakii ¢ast
priestoru. Kvadratickd forma v bode P = (z},...,28) relativne k tymto st-

radniciam je skupina funkcii g;;(P), 4,5 = 1,...,n takych, pre ktoré plati
gij(P) = g¢;:(P) (tuto vlastnost nazyvame symetrickostou), a prevod do su-
radnic ', ..., y" kde z = z(y) a 28 = (v8,...,v}) splha

0zt 027

hir = N |y5:y8 gija_yl|y5:y8a

hi, k,l =1,...,n, hy = hy, sa koeficienty kvadratickej formy vzhladom na

stradnice y!,...,y".

Kvadraticki formu moZzeme teda zapisovat maticovym zépisom Q(z) = 27 Gz,
kde G je symetrickd matica typu n x n. Matica G ju navyse jednoznacne repre-

zentuje.

b
Napriklad, pre euklidovsky vektorovy priestor R? je G = <Z ) , pre redlne

c
¢isla a, b, c.

Vsimnime si tiez, ze euklidovsky skalarny stéin (z, z) vektora z = (21,..., z")

so sebou samym je jeho kvadratickou formou pre jednotkova maticu:

1 ... 0 21
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Definicia 4. Dizkou casti krivky V (t) : I — R" na intervale (a,b) C I nazyvame

reédlne ¢islo ,
l:/ lv(t)|dt, (2.2)

kde v(t) je dotykovy vektor krivky v ¢ase t a |v(t)| je jeho velkostou.

Definicia 5. Krivku, ktora opisuje bod v priestore svojim pohybom, nazyvame

jeho svetociara.

2.2 Riemannova a euklidovskia metrika

Definicia 6. Riemannova metrika je pozitivne definitna kvadraticki forma de-

finovana na oblasti A C R"™. Je to teda skupina funkcii g;;(z) = g;i(2),2z =

(21,...,2™), 4,7 =1,...,n, pre ktoré platia dve nasledujtice podmienky:
(i) matica g;; je pozitivne definitna pre vSetky z = (z',...,2") € A,
(ii) ak zoberieme nové siradnice y = (y!,...,y"), 2 = 2 (y',...,y"), po-

tom mozeme Riemannovu metriku reprezentovat skupinou funkcii g;; =

) . K :
9i5(y", ... ,y™), pre ktoré plati g;; = gzyi il g;j.

Pre Riemannouvu metriku musime tiez definovaf jej skaldrny sacin.

Definicia 7. Skaldrny sicin. Pre dant Riemannovu metriku g;; rozumieme
pod skalarnym st¢inom vektorov v, u, zaéinajicich sa v bode P = (z'/,..., 2")
(v, u) = gi; (P)viu,. (2.3)

Pomocou skalarneho stcinu je definovana aj dizka vektora v ako druhé od-

mocnina skalarneho sucinu vektora samého so sebou, 1/ (v, v).

1

Definicia 8. Metriku g;;(2) nazyvame euklidovskou, ak existuju saradnice 2", . ..

xt = 2%(2) také, ze plati

oz’ "L 92 Ox®
92 70 99 = 2 5 02

det(

(2.4)

Maticovy zapis euklidovskej metriky, je v tom pripade n-rozmerna jednot-

kové matica



Riemannova a euklidovska metrika Euklidovsky priestor, kvadraticka forma

G =G(2) = (9i;(2) =
0o ... 1

Uceleny a podropnejsi prehlad kvadratickych foriem, Riemannovej a eukli-

dovskej metriky mozno néjst v [1].



Kapitola 3

Pseudo-euklidovsky priestor

V tejto kapitole si upravenim definicie Riemannovej metriky zavedieme pseudo-
riemannovskii, a na jej zdklade pseudo-euklidovskia. Prejdeme teda do pseudo-
euklidovského priestoru. Obsah kapitoly je Cerpany prevazne 7z [1], okrem casti

3.2.1, ktora je zaloZen4 na [2].

3.1 Pseudo-riemannovska a pseudo-euklidovska

metrika

V definicii Riemannovej metriky sme mali podmienku pozitivnej definitnosti
kvadratickej formy g;;. Ak tito podmienku nahradime podmienkou, Ze je in-
definitna, inak povedané, ze nadobtda aj pozitivne aj negativne hodnoty, do-
stdvame definiciu pseudo-riemannovskej metriky. 7 tejto definicie uz mozeme

odvodit definiciu pseudo-euklidovskej, ktorta budeme aj neskor pouzivat.

Definicia 9. Majme pseudo-riemannovska metriku g;;(z). Tato metriku nazy-
vame pseudo-euklidovskou metrikou, ak existuja siradnice x', ..., z"™ zavislé od

vektora z, det(dx'/02") # 0 také, Ze plati

Oxt Ozt OxP OxP  OzPt! 9gptl ox™ Oz

9 = 927 9z ot 0z 029 0z 027 0zt 0z

Podobne, ako pri euklidovskej metrike, mézeme aj pseudo-euklidovski re-

prezentovat maticovym zapisom. Matica G v tomto pripade vyzera
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1 0
0 ... 1 ... ... 0 L, 0
G: i‘z = = p 5
G =1 o (0 Inp>
P |

kde I oznacuje k—rozmerni jendotkovii maticu.

Vidime, Ze pseudo-euklidovskt metriku je moZné jednoznacne definovat roz-
merom matice I, teda ¢islom p, a rozmerom matice I,,_,, teda ¢islom n — p.
Dvojicu (p,n — p) nazyvame signatira kvadratickej formy G. Hovori nam nielen
o rozmere matic Iy, I,_k, ale aj o rozmere priestoru, v ktorom sa nachidzame.
Signatudru tiez oznacujeme ako (+,...,+, —, ..., —) (respektive (—, ..., —,+,...,+)),

kde pocet znakov ,,+%“ je p a pocet znakov ,,—* je n — p.

3.2 Minkowského ¢asopriestor

Ako Minkowského priestor nazyvame Specidlny pripad pseudo-euklidovského

priestoru, vo vSeobecnosti n-rozmerného R? , v ktorom p=1, teda priestoru

P.q
RY ,,_1. Pouzivame aj skratené oznacenie RY. Metriku v Minkowského priesto-
re pre dany vektor 2 budeme tiez oznacovat ¢(z).

Body v Minkowského priestore nazyvame udalosti.

gpecialnym pripadom Minkowského priestoru je priestor R}, ktory nam je
znamy zo §pecidlnej teodrie relativity, a nazyvame ho céasopriestor.

Bod (udalost) v ¢asopriestore ma pseudo-euklidovské stiradnice z = (ct, z!, 2%, 23),
kde ¢ je rychlost svetla vo vakuu. Cislo ¢t budeme oznadovat aj ako zV. Special-
na teoria relativity nam hovori, Ze rychlost ¢ je konStantna a najvyssia mozna.
Berieme ju do uvahy preto, aby vSetky siradnice boli rovnakého typu, a sice
typu dizky.

Tym padom pre dizku (pseudo-velkost) I vektora z plati

12 — (1‘0)2 o (1‘1)2 o (12)2 o ($3)2.

Definicia 10. Ako separdciu dvoch bodov a = (a°,at,a? a®) ab = (b°,b',0%,b3)

v casopriestore definujeme dlzku vektora, ktory ich spaja. Teda

l2 — |a7 b| — (aO 7b0)2 _ (al o b1)2 _ (a2 o b2)2 o (a3 71)3)2.
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Obrézok 3.1: Svetelny (izotropicky) kuzel.

Vidime, Ze separacia v Casopriestore pre dva body a, b nadobuda kladné,
nulové aj zaporné hodnoty.

Mno#inu vsetkych vektorov vy s nulovymi velkostami, |vg|> = 0, a teda
mnozinu v8etkych bodov b, ktoré tvoria so zadanym bodom a nulovy vektor,
nazyvame izotropicky alebo svetelny kuZel (obr. 3.1). Taktiez tieto vektory
nazyvame izotropické, alebo aj svetelné.

Vektory vy, [vy|? > 0 leZia vnitri tohoto kuZela a nazyvame ich ¢asové.
n

Nazyvame ich tak preto, lebo |v4|?> > 0 znamen4 vlastne (ct)? > E x*, ¢asova
i=1
suradnica mé vacsiu velkost ako priestorové. Podobne, vektory leZiace mimo,

v_, [v_|? < 0, nazyvame priestorové.

3.2.1 Plynutie ¢asu

Podobnym sposobom moéZeme uvazovat bod (udalost) a a mozeme hovorit o
bode b ako o ¢asovom, nulovom alebo priestorovom vzhladom ku a, ak vektor
(a,b) je Casovy, nulovy alebo priestorovy.

Predpokladajme, Ze bod b je Gasovy vzladom ku a. Vsimnime si, ze v tomto
pripade moze b lezat v jednej z dvoch otvorenych mnozin, ¢asti vnutra svetelného
kuZzel'a bodu a. Oznacme si ich spolo¢ne ako A, a podobne, ako B si oznac¢me dve
nespojité, otvorené casti svetelného kuzela bodu b. Dalej si ozna¢me jednotlivé
Casti ako Aj, Ay a By, By. Zadefinujme si teraz reliciu R, A a B leZia na

prislusngjch strandch a a b, ak prienik A a B obsahuje aspon jednu cela cast

10
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Obrézok 3.2: Bod b leziaci (vlavo) a neleZiaci (vpravo) v buddcnosti bodu a.

niektorého z vnitier svetelnych kuzelov. Teda ak pre C = A N B plati
aRb <— (Al CC)\/(AQCC)\/(Bl CC)\/(BQCC).

Da sa overit, Ze tato relacia je relaciou ekvivalencie (spliia podmienky reflexiv-
nosti, symetrickosti a tranzitivnosti). TieZ je zrejmé, ze A a B sa v relacii R
prave vtedy ked vektor (a,b) je ¢asovy.

Relacia R navySe obsahuje iba dve triedy ekvivalencie. Z relativistického
hladiska nevieme tieto dve triedy rozliit jednu od druhej, ale kvoli praktickému
pouzitiu si jednu z nich ozna&ime ako minulost (P) a druhu ako budicnost (F).
Budeme hovorit, ze @ je v minulosti b, ak a € P(b). Podobne, a € F(b) bude
znamenat, 7e a je v buducnosti b.

Je zrejmé, Ze a je v minulosti b prave vtedy, ked b je v buducnosti a, a
tym padom byt v minulosti(budicnosti) je antisymetricka relacia. Je tiez jed-
noduché ukazat, Ze tato relacia je tranzitivna, a tym padom vytvara ¢iastoéné
usporiadanie, ktoré nazyvame chronologickym usporiadanim.

7. chronologického usporiadania by sme mohli opét vytvorit triedy ekviva-
lencie, nazyvané aj ,,okamihy“. Dostali by sme tak skupinu paralelnych trojroz-
mernych podpriestorov. Postupny prechod do budicnosti, takej akd sme mali
zadefinovand, vnimame v redlnom svete ako plynutie ,¢asu“ (obrazok 3.3), aj
ked vieme, 7e ¢as ako samostatna entita nemé v §pecialnej teorii relativity zmy-
sel. Nas novy, subjektivne vnimany, ,Cas“ je jednoznaznaény az na Skdlovanie a

nulovy bod.

11
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svetociara

Casové os

svetelny kuzel
budiicnosti xt T
buducnost
************************ I stcasnost

. minulost
svetel'ny kuzel

minulosti \

X2

Obrazok 3.3: Svetelny kuzel castice v danom momente. Kuzel budtcnosti a

minulosti.

3.2.2 Svetodiara cGastice

Vezmime si teraz ¢asticu, pohybujiicu sa po svetociare z = (ct, z1(t), 2%(t), z3(t)).
Krivka (z!(t),2%(t),23(t)) zadava pohyb ¢astice v euklidovskom priestore R3.

Dotykovy vektor v je vektorom rychlosti castice v ¢ase ¢t a ma tvar
v = (¢, !, 22, 13). (3.1)
Pseudo-velkost tohoto vektora je
o (@ (@ G 52

Priemet pohybu castice do euklidovkého priestoru nam v R? da dotykovy
vektor v/ = (z1,22,23). Tento vektor je vektorom rychlosti v euklidovskom
priestore.

Z predpokladov tedrie relativity vieme, Ze rychlost svetla je najvyssia dosia-
hnutelna rychlost, teda plati [v'| < c. Z toho ale dostavame, 7e 0 < |[v'| —c = [2.
Dotykovy vektor svetociary Castice teda musi byt bud izotropicky alebo casovy.
Geometricky sa to da predstavit tak, Ze cela svetoCiara lezi vnutri svetelného
kuzela.

Vidno to aj na obrazku 3.4, ktory znazoriiuje pohyb Castice ¢asopriestorom.
V kazdom bode svetociary CGastice si mozeme predstavit dalsi svetelny kuzel
prinaliehajici tomuto bodu. Pohyb castice je obmedzovany jeho hranicou.

Vo fyzikilnom svete sa predpoklada, Ze jedine castice s nulovou hmotnostou

mozu mat izotropické dotykové vektory svetociar. Castice s nenulovou hmot-

12
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svetofiara

Takato svetoCiara nie
je mozna.

Obrazok 3.4: Svetociara Castice a jej svetelné kuzele.

nostou musia tym padom mat casové vektory, teda ich svetociary musia lezat

vnutri ich svetelnych kuzelov, nie na ich hraniciach.

3.2.3 Vlastny cas

Uvazujme Casticu (udalost) ¢asopriestoru R}, parametrizovant krivkou s ¢aso-

vymi dotykovymi vektormi. Jej krivku moéZzeme opisat rovnicami
= a2'(t), i=1,2,3,4.

KedZe je dotykovy vektor (v = v(t)) ¢asovy, vieme Ze pre vSetky ¢ plati

Dizka krivky, ktoru Castica prejde od t = a do t = b je potom

b b
= / ()| di = / VAP @R - (@2 - @R (33)

Velkost % nazyvame vlastny c¢as, ktory uplynul pre ¢asticu. Je to subjektivny
¢as, ktory samotné castica vnima.
Predpokladajme teraz, Ze by sa Castica pohybovala konstantnou rychlostou

v = (v, v2,0%). Potom zo vzfahu (3.3) dostavame

2
dl = \/c2 — |v|2dt = /1 — %dmo,

a teda

13
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Co nam z tohoto vztahu vyplyva? Keby bol vektor v nulovy, dostali by sme
I =20, teda % = Z—CU = t. Vlastny c¢as castice by bol rovny redlnemu ¢asu.
Naopak, keby sme zobrali rychlost v = ¢ (¢o moéZeme urobif iba pre Castice s
nulovou hmotnostou), vlastny ¢as ¢astice by bol nulovy. Vlastny cas je teda
nepriamo zavisly na rychlosti, akou sa Castica pohybuje. Pri vysokej rychlosti
¢astica vnima plynutie ¢asu pomalgie. Dochadza ku dilatdcii casu. Tento jav si
eSte spomenieme v nasledujiicej kapitole, kde si ho aj odvodime z Lorentzovych

transformacii.
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Kapitola 4

Lorentzove transformacie

V Newtonovej klasickej mechanike plati, Ze ¢as mé absolatny charakter. To
znamend, ze bez ohladu na to, ako sa pohybujeme, ¢asovy tisek medzi dvoma
po sebe iducimi udalostami bude stale ten isty. Na zmenu z jednej sturadnicovej
sustavy do druhej pouzivame takzvané Galileiho transformdcie. Ako uz bolo
spomenuté, tieto transforméacie zachovavaju dizku ¢asovych intervalov. Navyse,
zachovavaju tiez euklidovski metriku, teda priestorovi dizku.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat takzvanymi Lorentzovgmi transformd-
ciami, ktoré v Minkowského priestore plnia tilohu Galileiho transformécii v euk-
lidovskom pristore. Lorentzove transformécie teda opisuju zmenu z jednej susta-
vy stradnic (ct,x!,...,2") do inej (ct’,z'’,... , 2"), kde ststava X' sa vzhla-
dom ku X pohybuje kongtantnou rychlostou. Pri Lorentzovych transforméciach
je podstatné, ze podobne ako Galileiho, aj 017111 musia zachovat metriku, v tomto
pripade Minkowského metriku 12 = c?t? — Z(gc’)2 Transformécie metrickych

i=1
priestorov zachovavajice metriku nazyvame vSeobecne aj izometrie. Od Lorent-

zovych transformécii navySe pozadujeme, aby zachovavali po¢iatok stradnicove]

stustavy.

4.1 Odvodenie Lorentzovych transformacii

Vezmime si na zaciatok Minkowského priestor R?. Chceme ukézat ako Lorent-

zove transformécie vyzeraju na nhom. Budeme skimaf grupu jeho izometrii.

1 0
Vieme, Ze metrika v R? je dana G = ( ) .
0 -1

15



Odvodenie Lorentzovych transformacii Lorentzove transformécie

AX2 szv

vy

\

>
1
X

XB ng

Obrazok 4.1: Pohyb ststavy X’ vzhladom ku stustave X.

Pohyb svetelného signalu v stiradnicovej stastave X, ktory sa pohybuje klad-

nym smerom po osi z'-ovej, mozeme vyjadrif rovnicou

Podobne, pre svetelny signal zo stradnicovej stistavy X’ plati 2’ — 2% = 0.

Ak dame tieto vztahy do rovnosti, dostaneme
(SCl o 1,0) — )\(SCU o 1,0/)7

pre nejaké redlne .
Obdobne, pre svetelné signaly pohybujice sa zidpornym smerom, by sme
dostali:

(.Tl +x0) — M(l‘ll +$O/)’

pre najeké redlne ¢islo p.

Z toho vyjadrenim 2% a z!, pre uréité realne parametre a, b, ¢, d, dostaneme
transformaciu
0 _ (' 1/
z’ =azx” + bx
(4.1)
rl = cal’ + dat’.
KedZe tato transformacia je izometria, vieme
T a b
G=ATGA, A= (4.2)
c d
Z vlastnosti determinantov, det(A) = det(AT) a z toho, ze determinant

stfinu je siin determinantov, dostavame (detA)? = 1, a teda det(A) = +1. Zo

1 0 . a?—c® ab—cd
0 —1 ab—cd b2 —d?)’

16
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Odvodenie Lorentzovych transformacii Lorentzove transformécie

a teda

a?—c2 =1,

ab—cd=0, b —d*=—1. (4.3)

Pripominame, Ze a,b,c,d st realne ¢isla, a tym padom z a®> — c¢® = 1 je

zrejmé, ze a # 0. MozZeme si teda zvolit substiticiu, 8 = £, a dostaneme
o 1 b= dp 3 de4— 1 (4.4)
a = o = N cC=a 5 = _— .
V1— 032 \1—p2

Zodpovedajice matice Lorentzovych transformécii maji tym padom tvar:

1 + B8
A=x (VL7 iVTW . (4.5)
V/1-p2 \/1-52

Dalsiou substittciou, ¥ : 8 = tanh, dostavame maticu hyperbolickgjch ro-

tdcit, rotacii po hyperbolickych pseudo-kruzniciach (obr. 4.2).

e <cosh1p isinhz/;) . (4.6)
sinhvy =+ coshy

AX

q - miera signattry
()

Obrézok 4.2: Hyperbolické pseudo-kruznice. Jednotkové a ,minus-jednotkova“.

Grupa izometrii pseudo-euklidovskej roviny R? je tym padom tvorend tyrmi

typmi izometrii. Kazdému typu zodpoved4 jedna z matic
cosh sinh) —cosh® sinh
sinh¢ coshy ’ —sinhvY coshvy ’

cosh1) —sinh —cosht —sinhy
sinhvy —cosh ’ —sinhvy —cosh -

17
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Odvodenie Lorentzovych transformacii Lorentzove transformécie

MoZeme si tieZ vziat prva maticu za zékladn, a vietky Styri typy dostaneme

jej vynasobenim nasledujiicimi maticami:

10 1 0
I= , P= ,
0 1 0 —1
-1 0 -1 0
T= , PT = .
0 1 0 -1

Vidime, Ze prvé dve matice, I, P, nemenia znamienko pri 2°, teda nemenia

(4.8)

smer ¢asu t = 2°/c. Transformécie k nim prislichajtce nazyvame ortochrénne.

Teraz budeme hladat konkrétny tvar Lorentzovej transformacie. Prejdi-
me do &asoprestoru Rf. Majme dva stradnicové systémy, (ct,z!, 2% 2°) a
(ct', 2, 2" x3'). Systém X' nech sa pohybuje konstantnou rychlosfou v smere

osi 2! vzhladom ku systému X. Tvar transformécie je:

20 = ct = a(ct’) + B(zY),
! =qy(ct’) + 6(zY), (4.9)
PR V- S

T r~ =x

=(03)

Momentélne chceme pouzit ortochréonnu transforméciu, aby bol zachovany

pre

smer plynutia ¢asu. NavySe chceme aby smer pohybu bol zachovany relativne
ku smeru plynutia ¢asu, v tomto pripade, aby bol tiez kladny. Tuto vlastnost
transformacie nazyvame aj normdlnost. Je splnend, ak matica zo (4.8) prisli-
chajiica matici transforméacie ma kladny determinat. Obe vlastnosti splha zo

(4.8) jednine matica I. Matica transformécie A je potom

s cosh1y sinh)
B sinhy cosh .

Tym padom

ct = (ct') coshyp + (z'') sinh ¢, (4.10)
2! = (ct') sinh ¢ + (21) cosh 1.

Sktimajme teraz pohyb zadiatku systému z'/, 2/, 3. V fiom plati, 7ze z!/ =

0. Rovnice (4.10) sa potom zjednodusia na

18



Galileiho limita Lorentzove transformécie

ct = ct’ cosh ),

(4.11)
2! = ct’ sinh 1,
a predelenim druhej rovnice prvou dostavame
sinh ¢ ct’ b w
cosh ) ct/ anhy et ¢’ (4.12)

ked7ze v = xt—l je rychlost.

Z toho vyplyva

_ Ve oshp =
V1—02/2 NAEDErE

Vyjadrené sinh ¢ a cosh ¢ mozeme dosadit do (4.10), ¢im sa dostaneme ku

sinhy =

t:t/+(c%)1,l/

2/ 4.13

V1—wv2/c? (4.13)
2 1/ /
4

oo LU (4.14)

N
Transforméciu (4.14) je mozné modifikovat pre pripady pohybu po osiach

22, 3. Takéto transformécie nazyvame Lorentzovymi transformdciami.

4.2 Galileiho limita

Skuasme si porovnat Lorentzove transformécie s Galileiho transformdciami. Ga-

lileho transformécie si v tvare

t=t, a'=a"+ot, 27 =2 je{l,...,n—1}\{i}. (4.15)

Vidime, ze Galileiho a Lorentzove transformécie s priblizne rovnaké v dvoch
pripadoch. Po prvé, ked rychlost v je velmi mala (alebo nulovad) v porovnani s
rychlostou svetla. To vysvetluje, preco pri pohybe relativne malymi rychlosta-
mi, akymi sa kazdodenne pohybujeme, vnimame svet, v ktorom sa nachadzame,
ako 3-rozmerny Eulidovsky priestor. Druhy hypoteticky pripad by nastal, ke-
by rychlost svetla bola nekone¢ne velka, ¢ — oco. Kazda konecné rychlost by
oproti nej bola zanedbatelne malé a dosiahli by sme ten isty efekt ako v prvom

pripade.
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Skracovanie dlzky Lorentzove transformécie

4.3 Skracovanie dizky

Jednym z nasledkov Lorentzovych transforméacii je skracovanie dzky pohybuji-

ceho sa objektu. V nasledujicej ¢asti si tento jav odvodime.

X0 x0 X0'px0

Obrazok 4.3: Transformacia sturadnicovych osi stistavy X pri pohybe vzhladom
ku X’. Pri pohlade z X’ je X ,stlafend” (obrazok vlavo), a z pohladu X je

naopak X’ natiahnutd® (obrazok vpravo).

Uvazujme dve stiradnicové ststavy (ct,zt, 22, 23) a (ct’,x'’, 2%, 23'). Pred-
pokladajme ze méame ty¢ (alebo podobny objekt s dvoma koncami), ktord mé v
stiradnicovej stistave X stiradnice svojich koncov 1, #1. Ostatné stradnice nech
sa rovnaji pre oba konce. Dizku ty¢e zmeriame v tomto pripade ako [ = 2 — 1.
Skiisme ju zmerat z pohl'adu pozorovatela pohybujiceho sa konstantnou rych-
lostou spolu so siradnicovou sustavou X’. Z Lorentzovych transformécii vieme,
aké budu relativne stiradnice koncovych bodov v X':

17 / 17 !
t t
S s e L W e L (4.16)

V1—wv2/c? V1I—02/c

X0 X0
/! /R e
[V o
/ // /félr _-”
Sy i
? A(/é e -
,’/’1/‘#’“/? é’?: //%l
1 e A
‘I[/?» il
Bl X
1 L L L 1

Obrazok 4.4: ,Natiahnutie® sustavy X vzhladom ku X'. Casové aj priestorové.
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Dilatéacia ¢asu Lorentzove transformécie

1/

Oznaéme si I’ = x3’ — 21’ dlzku v stiradnicovej ststave X’. Potom si moZeme

dizku I vyjadrit ako:
l/
l= ———. (4.17)
V1—0v2/c?

Vidime, ze vnimana dlzka je priamo timerna dizke I/, v stradnicovej stistave,
relativne ku ktorej sa pohybuje, a, toto je dolezité, nepriamo tmernda rych-
losti vo svojej stiradnicovej sustave. Konkrétne je dizka skrdtend koeficientom
/1 —v2/c2. Tento jav tiez nazyvame Lorentzova kontrakcia.

4.4 Dilatacia ¢asu

KedZe v Casopriestore ma ¢asovy rozmer rovnaky vyznam a postavenie ako
priestorové rozmery, predpokladame, ze ku podobnému skracovaniu, aké sme si
ukézali v prechadzajucej casti, by malo dochadzat aj preiitho. Ukéizeme si, Ze

nieco také skutocéne plati.

AXOV X0 ///

>
-
-7,
S
/
/

71
/0
I
|
% 2
cAt" / !
Ao At
| V1-v¥e?
|
|
r >
Xt

Obrazok 4.5: Dilatacia ¢asu a skratenie dlzky v sustave X, pohybujicej sa rov-

0 1/

nomerne vzhladom ku X', s rovnakou zmenou z° a 2! vzhladom ku z%,x
Viimnime si, ze stustava X je ,stla¢ena po hyperbole” — priese¢niky siradnico-

0

vych osi 20, 2! s ich rovnobezkami prechadzajticimi bodom (udalostou) A opisujii

pre rozne Lorentzove transforméacie v X’ hyperboly.

Predpokladajme, ze mame hodiny, umiestnené v pociatku suradnicovej su-

stavy X'. Pre dva rozne Casy, t}, t, mame ich polohu v Gasopriestore (¢],0,0,0)
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Relativita simultdnnosti Lorentzove transformécie

a (t5,0,0,0). V stradnicovej sistave X’ nameriame ¢asovy interval dizky At’ =
th — t}. Opat si ich Lorentzovou transforméaciou prevedieme do stradnicove;

sustavy X, ktoré sa pohybuje vzhladom ku X'.

th 5
' V1—v2/c? ? V1—wv2/c?

z ¢oho Tahko dostaneme

ty—t, AV
V1—v2/c? \/171)2/c2.

Pre pozorovatela v stiradnicovej ststave X', sa zdaji byt hodiny, pohybujice

At =ty —t1 =

(4.18)

sa vzhladom k nemu, spomalené.

4.5 Relativita simultannosti

Predpokladajme, ze A, As st udalosti vnimané ako subeZne nastavajice pre
pozorovatelov 7z inercidlnej stustavy X’. Maja teda rovnaké c¢asové suradnice,
L=ty =:t, ale ligia sa v pozicii z!/, 1’ # zi’. Ostatné stradnice nech st
nulové. Ich polohy teda st (¢/,21,0,0), (¢, 2},0,0). Casové siradnice v X st
podla Lorentzovych transformécii
ﬁl—l—UCQl‘l/ tl+?}02$1l
tlzl (/)1’ t2:2 (/)2 (419)
V1—v2/c? V1—v2/c?

Vieme, 7e t] — th, = 0. Z toho vyplyva

v/c?
V1—v%/c?

Tym padom udalosti Ay, As nebudu sucasné pre pozorovatela zo suradni-

ty —to = (z1" —x3') #0. (4.20)

covej sustavy X.
Skisme sa teraz zamysliet nad tym ¢i je mozné, aby sme vnimali dve udalosti

v obratenom poradi. Inak povedané, aby platilo

_ ti—ty, v/c?
V1—v2/c2 /1 —v2/c?

Skuto¢ne to mozné je. Staci, aby bola splnena nerovnost

th—th>0 a t;—ts (z3 —x1") <0.

02 1/ 17
(t1 — tz); < (z3' —x7"),

teda staci, aby bol dostato¢ne velky rozdiel stradnic 23/, zd’.
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Rychlost svetla Lorentzove transformécie

4.6 Rychlost svetla

V tejto Casti chceme dokézat, Ze rychlost svetla je konStantnd a maximalna.
Najprv si preto musime odvodit scitavanie paralelniyjch rijchlosti, respektive séi-
tavanie rychlosti bodu a rychlosti suradnicovej sustavy, v ktorej sa pohybuje.
Vezmime si bod B, pohybujuci sa v X’ rychlostou w’ stbezne s osou z'.
X nech sa pohybuje rychlostou v vzhladom ku X’. Aka je rychlost bodu B
relativne ku X? Pre rychlosti plati w’ = dz!’/dt’ a w = dz' /dt. Z Lorentzovych

transformécii dostdvame

dt 2 d 1/ dt’ d 1/
g W+ /cHdz g vdt Ada (4.21)
V1—v2/c? V1—wv2/c?
Dosadenim do w = dz' /dt dostaneme
v4w
= —7. 4.22
YTIT vw' /2 (422)

Opét vidime, Ze pri rychlostiach pomerne malych vzhladom na rychlost svet-
la, je menovatel o mélo vAGSi nez 1, a sucet dvoch paralelnych rychlosti je pri-
blizne rovny tradiénému w = v + w'.

Skuisme pripad, ked w’ = ¢. Dostdvame

w— v+c
1+ wve/c?
Ukazali sme teda, ze ak sa bod pohybuje rychlostou svetla relativne ku X',
bude sa fiou pohybovat aj relativne ku X. Rychlost svetla je konstantna pre
vSetky sustavy.
Teraz si ukdzme jej maximalnost. Budeme vychadzat zo vztahu (4.12), ktory

nam hovori, Ze tanh+) = 2, teda pokisime sa ohranicif |tanh| < 1. Vieme, ze

plati

i Y _ o=
sinh ¢ _¢€ e’ - .
coshy eV +e ¥ —
z ¢oho je uz jasné, ze menovatel je vacsi ako citatel a teda plati

tanh ¢ =

e =¥
— <1
eV +e ¥ —
To vlastne znamené, ze
2 <1,
c
a tym padom
v<e. (4.23)
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Kapitola 5

Hyperbolickd geometria

V tejto kapitole sa budeme zaoberat geometriou, najprv vieobecne, zadefinujeme
si zakladné objekty, s ktorymi budeme pracovat, spomenieme axiémy geomet-
rie, kratky historicky avod do hyperbolickej geometrie, a hlavne hyperbolicka
geometriu samotn.

Kapitola je zaloZené prevaZzne na [5], hlavne podkapitoly 5.3 a 5.5, obsah 5.7
je Cerpany z [1] a ¢ast 5.1 prezentuje axiémy geometrie tak, ako st uvedené v
anglickom preklade knihy profesora Hilberta Grundlagen der Geometrie, v [7].
Podkapitola 5.6 je zalozena na [8] a podkapitola 5.4 na [9].

V geometrii budeme pracovat s tromi zakladnymi objektami. St to body,
ktore oznacujeme velkymi pismenami A, B,..., priamky oznac¢ujeme malymi
pismenami a,b, ..., a roviny budeme oznacovat Gréckymi pismenami «, 3, .. ..
Body nazyvame zakladnymi atvarmi linedrnej geometrie, priamky a body tvoria
rovinni geometriu, a body spolu s priamkami a rovinami s zakladnymi atvarmi
priestorovej geometrie.

Medzi tymito Gtvarmi existuji rozne zakladné relacie, ako patrit (bod A
patri priamke a), lezat medzi, byt rovnobezny, réznobeiny, .... Tieto relacie
budeme v nasledujicom texte povaZovat za intuitivne zname. Za intuitivne

zname budeme povazovat aj polpriamky a polroviny.

5.1 Axiémy geometrie

Na prelome 19. a 20. storocia sformuloval nemecky matematik David Hilbert,
profesor Gottingenskej Univerzity, 20 axiém opisujiacich geometriu. Tieto axi-

omy rozdelil do piatich skupin. Sa to axidmy incidencie, ktoré opisuju vztahy
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Axiémy geometrie Hyperbolicki geometria

medzi bodmi, tseckami a rovinami. Azidmy usporiadania zavadzaja relaciu le-

Zat medzi, a tym padom davaji bodom poradie. Azidma rovnobeznsti je ekviva-

lentna s Euklidovym postuldtom o rovnobeznosti a hovori o po¢te rovnobeznych

priamok. Azidmy zhodnosti definuju a opisuja relaciu byt zhodny. A nakoniec,

azioma spojitosti, ktord umoziuje meranie dlzky useciek.

Axiémy incidencie : [1. Pre kazdé dva body A a B existuje priamka a, na

12.

13.

14.

I5.

16.

I7.

ktorej lezia oba.

Pre kazdé dva body A a B neexistuje viac nez jedna priamka, ktorej
oba patria.

Pre kazdé tri body A, B,C, ktoré nelezia na jednej priamke, exis-
tuje rovina «, ktord ich vSetky obsahuje. V kaZzdej rovine existuje
prinajmensom jeden bod.

Pre kazdé tri body A, B, C, ktoré nelezia na jednej priamke, neexis-
tuje viac nez jedna rovina, ktorej v8etky tri patria.

Ak dva body A a B priamky a patria rovine «, potom rovine « patri
kazdy bod leziaci na priamke a.

Ak dve roviny « a 8 maju spoloény bod A, potom maju spolo¢ny
najmenej jeden d'alsi bod B.

Na priamke existuju prinajmensom dva body, v rovine existuja pri-

najmensom tri body, neleZiace na tej istej priamke. V priestore exis-

tuju najmenej §tyri body, ktoré nelezia v jednej rovine.

Axiémy usporiadania : Ul. Ak lezi bod B medzi bodmi A a C, tak A, B,C

U2.

U3.

U4.

Us.

si tri rozne body tej istej priamky a bod B lezi taktiez medzi bodmi
CaA.

Pre kazdé dva body A a B existuje najmenej jeden bod C' na priamke
AB taky, ze bod B lezi medzi bodmi A a C a aspon jeden bod D

leziaci medzi A a B.

Z kazdych troch réznych bodov patriacich priamke lezi iba jeden me-
dzi zvy$nymi dvoma.

Kazdé styri rozne body A, B, C, D priamky je mozné preusporiadat
tak, aby B lezal medzi A a C' a zarovenh medzi A a D, a navySe aby

C lezal medzi A a D a taktiez medzi B a D.

Paschova aziéma. Nech A, B,C st body, ktoré nelezia na jednej

priamke a nech a je priamka, v rovine ABC| ktorej nepatri ani jeden
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Axiémy geometrie Hyperbolicki geometria

z nich. Ak priamka a pretne usecku AB, pretne aj tusecku AC alebo
usecku BC.

Axiéma rovnobeZnosti (Euklidov postulat o rovnobeZnosti) : R1. Nech
bod A nepatri priamke a a nech A aj a lezia v rovine a. Potom v ro-
vine « je prave jedna priamka obsahujica bod A, ktora sa nepretina

s a. Tato priamku nazyvame rovnobeZkou priamky a.

Pri nasledujicich axiémach, axiémach zhodnosti, budeme pouzivat pojem

whol, ktory si teraz zadefinujeme.

Definicia 11. Nech « je rovina a h, k st dve rozne polpriamky patriace a so
spolo¢nym zaciatkom v bode O. Systém, ktory sme takto vytvorili, nazyvame

uwhol a oznatujeme Z(h, k), alebo jednoducho (h, k).

Axiémy zhodnosti : Z1. Nech A a B st dva body priamky a anech A’ je bod
na priamke a’. Potom na ktorejkol'vek z polpriamok A’a’, polpriamok
priamky a’, ktoré zaéinaji v bode A’, existuje prave jeden bod B’
taky, ze tsecka AB je zhodna s tseckou A’'B’.

Z2. Ak je tisecka AB zhodna s tiseckou A’ B’ a zaroven s tisetkou A” B”,
potom je A’B’ zhodné s tseckou A” B”.

Z3. Nech AB a BC' su dve tsecky patriace priamke a, ktoré maju spo-
lo¢ény iba bod B. Podobne, nech A’B’ a B'C’ st dve tsecky pat-
riace priamke a’ s jedinym spoloénym bodom B’. Potom, ak plati
AB = A'B’ a BC = B'C’, plati aj AC = A'C".

Z4. Nech je dany uhol (¢, d), polrovina (ka) s hranicou k a nech je v nej
dana polpriamka a so zacdiatkom v bode O. Potom existuje prave

jedna taka polpriamka b so za¢iatkom v bode O, leziaca v polrovine
(ka), ze plati Z(a,b) = Z(c, d).

Z5. Ak je uhol (h, k) zhodny s uhlom (h/, k) a s uhlom (h”,k"). Potom
je uhol (R', k") zhodny s uhlom (R”,E").

7Z6. Ak v dvoch trojuholnikoch ABC a A’ B’C’ st zhodnosti AB = A'B’,
AC = A'C',/BAC = /B'A'C’, potom aj ZABC = LA'B'C’ a
/ABC = /A'C'B'.

Axiéma spojitosti (Archimedova axiéoma) : S1. Nech A; je ktorykolvek
bod patriaci priamke a, leziaci medzi bodmi A a B. Potom existuju
body Ao, A3, Ay, ..., také, ze A; lezi medzi A a As, Ay lezi medzi
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Ay a Az, A3 lezi medzi As a Ay, atd. NavySe, nech su tsecky AAq,
Ay Ay, AsAs, ... rovnako dlhé. Potom existuje taky bod A,, pre
ktory plati, Ze B sa nachadza medzi A a A,.

1 Ao A A4 45 A6 &7 48 Ao Ao
A B
Obrazok 5.1: Archimedova axiéma. Jednotné vzdialenost Ay Ak, je jednotkou

miery pri merani dizky tsecky.

K tymto piatim kategériam axiém a dokopy dvadsiatim axiémam je mozné
pridat nasledujtucu, ktord nam dodava moZnost pridat do nasho doterajSieho

systému geometrie dalgie objekty, pricom sa zachova pravdivost axiom.

Axioéma uplnosti : Ku bodom, priamkam a rovinam je moZné pridat iné ob-
jekty tak, aby systém, ktory tym vytvorime, bol novou geometriou, tiez

splhajucou vietkych 5 skupin axiém.

5.2 Histoéria hyperbolickej geometrie

O sformulovanie axiém (postulatov) geometrie sa pred Hilbertom pokusalo mno-
ho inych vyznamnych matematikov. Ako prvy to bol Euklides, ktory okolo roku
300 pred nagim letopo¢tom sformuloval pat postulatov, obsahujicich aj uz spo-
menuty Euklidov postuldt o rovnobeznosti.

Jeho prvé styri postulaty tvoria tzv. absolitnu geometriu. Postulat o rovno-
beznosti bol po dlhy ¢as obrovskym problémom pre matematikov. Pri obraze
sveta, aky v minulosti panoval, sa piaty postulat zdal byt intuitivne pravdi-
vy. Napriek tomu je geometricky nedokazatelny, pretoZze by si vyzadoval kreslit
priamky nekone¢ne dlhé. Dokonca aj sdm Euklides si uvedomoval problémy s
tymto postulatom a narabal s nim iba velmi zdrahavo.

Ako sa matematika a geometria postupne rozvijala, mnoho matematikov sa
snazilo dokazat tento postuldt ako tvrdenie za pomoci prvych Styroch postula-
tov. Ich hladanie dokazu bolo marne. O jednom z nich, madarskom matema-
tikovi FarkaSovi Bolyaiovi, je zname, ze lamentoval nad neustalymi netspechmi
a svojmu synovi dokonca odporucil, aby ,nechal vedu rovnobeziek na pokoji®.
Jeho syn, Janos Bolyali, sa v8ak rozhodol pokratovat v otcovej praci. Pokusil sa

dokézat piaty postuldt sporom, rovnako ako sa v tom ¢ase pokusal rusky mate-
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matik Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij, ale obaja ¢oskoro nezavisle od seba zistili
ze jeho negéacia je tiez bezosporné.

To ich viedlo k vytvoreniu novej, hyperbolickej geometrie (tiez nazyvanej
Lobagevského-Bolyaiova-Gaussova geometria), v ktorej je piaty postulat nahra-

deny postulatom:

Hyperbolicky postulat o rovnobeZnosti. Pre dany bod A a priamku r, ne-
prechadzajucu cez A, existuje viac nez jedna priamka prechadzajica cez

A, leziaca v rovine Ar, ktora nepretina priamku r.

Jednym z problémov, ktoré sa hned po jej vzniku objavili, bol problém,
ktora geometria je teda ,pravdiva‘. Obaja jej autori verili, Ze nova hyperbo-
lickd geometria je rovnako realna, ako euklidovskd. Aj ked nie je dokézané,
7e euklidovska geometria je bezosporna, da sa dokazat, ze za predpokladu jej
bezospornosti bude rovnako bezosporna aj hyperbolické.

Dal$iou moznou geometriou je eliptickd geometria, ktord ma naopak postu-
14t o rovnobeznosti nahradeny postulatom, ktory hovori, ze Ziadna rovnobezna

priamka neexistuje:

Postulat o rovnobeZnosti eliptickej geometrie. Pre dany bod A a priam-
ku 7, neprechadzajicu cez A, neexistuje ziadna taka priamka prechadza-

juca cez A, ktora by lezala v rovine Ar a nepretinala priamku 7.

5.3 Modely hyperbolického priestoru

V nasledujucej ¢asti budeme uvazovat veobecny n-rozmerny Minkowského pries-

tor R?. Majme na fiom definovani kvadratickt formu G = G(20,... 2" 1)

le)
signaturou (—, +,...,4), opatnou ako v predchadzajucich kapitolach.

Vidime, 7e vektory patriace dovniitra svetelného kuzela, maju zaporni pse-
udonormu, a vonkajsie vektory maji pseudonormu kladni. Svetelny kuzel je v
tomto pripade tym istym svetelnym kuZelom, akym bol doteraz.

Pre kvadraticka formu rovnajucu sa kladnej konStante dostavame spojity
jednodielny hyperboloid (hyperbolickt sféru s kladnym polomerom), ktory sa
nachadza vonku od svetelného kuzela (poz. jeho 3-rozmerny pripad na obrézku
5.2). Kvadraticka forma rovna zapornej konstante nam, naopak, generuje dvoj-
dielny hyperboloid v jeho vnutri, alias hyperboloid so zapornym polomerom.

Priamky v hyperbolickej geometrii st priese¢niky hyperboloidu a euklidov-

skej roviny vedenej cez stred stradnicovej sustavy, bod O.
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Obrazok 5.2: Na lavom obréazku, jednodielny a dvojdielny hyperboloid. Na

pravom je ich priemet do dvojrozmerného priestoru.

Crta sa otazka, ako modelovat hyperbolické priamky, pripadne ako ich zné-
zornit pomocou nejakého 2-rozmerného modelu.

Dva 7 najznamejsich modelov st Kleinov a Poincarého model. Kleinov model
je projektivny, ¢o znamena, Zze zachovava euklidovski krivost priamok, priamky
st v iom reprezentované ¢astami euklidovskych priamok. Naopak, nezachovava
velkost uhlov. Tu zachovava Poincarého model, preto sa nazyva tiez konformngj
model.

Kleinov model vznika pohl'adom zo stredu suradnicovej stustavy na priemet

122 a obsahujiicej

hyperboloidu do euklidovskej roviny, rovnobeznej s rovinou x
bod N, tiez nazyvany aj severny poél dvojdielneho hyperboloidu (poz. obrazok
5.2).

V Poincarého modeli, tiez nazyvanom model Poincarého hyperbolického kru-
hu, sa priamky reprezentované ako ¢asti kruznic vpisané do vnutra otvoreného
kruhu tak, ze ich konce st kolmé na jeho hranicu. Tento model vzniké z pohla-
du, ktory by sa nam nastytol, keby sme sa pozerali nahor z bodu S (maxima
spodnej Casti dvojdielneho hyperboloidu) na priemet jeho vrchnej ¢asti do ro-
viny z'z2. Kleinov, ako aj Poincarého model znizoriiuju priamky vpisané do
vnutra otvoreného kruhu — kruhu, ktory neobsahuje svoju hranicu. Samotné je-
ho vniitro je v skuto¢nosti vniatrom vrchnej ¢asti svetelného kuzela, jeho hranica

znazoriwuje svetelny kuzel. Vsetky priamky sa ho dotykaji az v nekonecne.
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Poincarého model Kleinov model

Obrazok 5.3: Poincarého konformny a Kleinov projektivny model hyperbolickej

geometrie.

V oboch modeloch je mozné nazorne vidiet platnost hyperbolického postu-
latu o rovnobeznosti, ku priamke p mame viacero priamok obsahujucich bod A,

ktoré sa s p nepretinaju.

5.3.1 Kleinov projektivny model

Predpokladajme vSeobecny Minkowského priestor RY. Kleinov projektivny mo-

del je (n — 1)-rozmerny metricky priestor, ktory vznika projekciou do R™~1,
(n — 1)-rozmerného euklidovského priestoru. Bodu (z,t), kde z = (2!,...,2"1)
1 n—1

je vektor jeho priestorovych suradnic, je priradeny bod % = (%,...,%—).

Geometricky je to znazornené na obrazku 5.4 ako priemet bodu (z,t) najprv do
(2/t,1), a potom do euklidovskej ,roviny* R"~1. Vgetky body sa teda premie-
tajia do (n — 1)-rozmerného jednotkového otvoreného keuhu, ktory si budeme
dalej oznacovat ako B.

Tiez budeme v tejto ¢asi pouZivat funkciu Q(z,z’), ktord je kvadratickou

formou vektorov z a 2’ v RY.
n
Qz,z") = Q((=',...,z"), (z¥,..., ")) = —z'z¥ + szx“.
i=2

Podla [5] mozeme Kleinov model a jeho prislusna metriku definovat ako:

Definicia 12. Kleinov model. Nech P je priestor R™, obsahujuci v8etky priam-
ky s negativnou pseudonormou, teda nech P je vnutro svetelného kuzela. Balej
nech a,a’ su dve rozne primaky patriace priestoru P. Potom rovina nimi vy-

tvorena mé so svetelnym kuZelom spoloéné dve priamky. Oznac¢me si ich u,u’.
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Obrazok 5.4: Priemet z pseudo-euklidovského priestoru R} do R™"~1, ktory je

zékladom Kleinovho modelu. Vpravo, zobrazenie priamky v Kleinovom modeli.

Pre kazdy bod Z € a\ {O} a Z' € ' \ {O} plati

Qz.7)
(2)a(7')

Priestor (P,d) je metrickym priestorom. Nazyvame ho projektivny model n-

d(a,a") = arccosh

rozmerného hyperbolického priestoru. Metricky priestor (B, d), kde d je metrika

na B sa nazyva Kleinov model hyperbolického priestoru.

5.3.2 Poincarého konformny model

Poincarého model vznika transformaciou o : B — B, kde B ¢ R™! je uz

spomenuty otvoreny kruh z Kleinovho modelu. Uvazujme najprv projekciu

¥ : B — R", ktord bodu Z = (2°,...,2"~2), zobrazené¢ho Kleinovym modelom
v otvorenom kruhu B priradi bod Z’' = (2%, ..., 2"~!) na spodnej ¢asti sféry S™
tak, ze Z' = (Z,a) = (°,...,2"72 a), pre redlne ¢islo a. Tato projekcia bodu

prida iba dalgiu siradnicu, teda sa jednd o kolmé zobrazenie z B do spodnej
Casti S™. Znazornené to je na obrazku 5.5.

Bod Z’ teraz opit zobrazime na B, urobime stereograficki projekciu x :
S™ — B, ktora bodu Z’ priradi priese¢nik priamky Z’N, priamky charakterizo-
vanej bodom Z’ a severnym polom N jednotkovej sféry S™, a otvoreného kruhu
B. Tento bod si ozna¢ime Z”.

Zlozené zobrazenie a(Z) = x(¢(Z)) : R"~! — R"~! tym padom zobrazuje
bod Z do Z”, a teda transformuje Kleinov model v B na Poincarého.

Poicarého model je tym padom tak isto ako Kleinov (n — 1)-rozmernym

modelom, v ktorom st ale priamky reprezentované ¢astami kruznic. Specidlnym
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R A”'/‘ z

\j o

Obrazok 5.5: Projekcia, ktorou vznika Poincarého konformny model z Kleinov-

ho. Vpravo, zobrazenie priamky p z projektivneho modelu do p’ v konformnom.

pripadom je tiez kruZnica s nekoneénym polomerom, teda priamka vedena cez

stred Poincarého kruhu (poz. obrazok 5.3).

Obrazok 5.6: VIavo, hyperbolicky §tvorec v Poincarého modeli. Vpravo je uhol

Z(KLM) priamok LK a LM.

5.4 Uhly v hyperbolickej geometrii

Kedze v hyperbolickej geometrii existuje viac nez jedna rovnobezné priamka ku

zadanej priamke r, mé zmysel uvazovat o tzv. uhle rovnobeZnosti.

Definicia 13. Predpokladajme priamku p a na nej neleziaci bod A. Cez bod
A budeme viest rovnobezku r prechadzajicu bodom M, tak ako je znézornené
na obrazku 5.7.

Dalej si vytvorime kolmicu na p prechadzajicu bodom A. Jej priesecnik s r
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Obrézok 5.7: Uhol rovnobeznosti ZBAM priamok p a r.

si ozna¢ime ako B. Uhol ZBAM nazyvame uhlom rovnobeznosti priamok r a
p.

Definicia 14. Uhol « polpriamok AB a AM za&inajucich v bode A, ktoré v

fiom maji dotykové vektory w,v, je definovany ako a € (0,7), pre ktoré plati

—ulvl 4 - wiv
cosa = — Qu.v) =— Z:ZQ . (5.1)
q(u)q(v) q(u)q(v)

Podobne, ako sme mali v euklidovskej geometrii definovany kosinus a sinus

uhla, ktoré tvorili siradnice bodu na jednotkovej kruznici pre dany uhol, si
mozeme tieZ v hyperbolickej gemetrii definovat hyperbolickyj sinus a hyperbolicky

kosinus. Su definované funkciami

. e —e @ et +e @
sinha= ——  cosha= ———
2 2
0
X
A
Ve
7/
7/
cosh O 7
/7
N // inh o
\\ P g S
\ 2
—>
// \\ Xl
AN
AN

Obrazok 5.8: Hyperbolicky sinus a kosinus pre uhol a.

Vytvorme si teraz polpriamku zo stredu stiradnicovej ststavy. Polpriamka

pretina hyperbolu v bode (sinh «, cosh ), kde « je dvojnasobok obsahu plochy

33



Trojuholnikovéd nerovnost Hyperbolickd geometria

ohrani¢enej hyperbolou, polpriamkou a stradnicovou osou !, ¢o je aj znazor-

nené na obrazku 5.8.

5.5 Trojuholnikova nerovnost

Veta 5.5.1. Hyperbolickd kosinusovd veta. Nech body A, B,C € B, A # B, A #
C. Oznaéme si dlzky stran trojuholnika ABC ako a = d(B,C), b = d(A,C) a
¢ = d(A, B), a nech «a je uhol v bode A medzi polpriamkami AB a AC' (poz.
obrazok 5.9). Potom plati

cosha = cosh bcosh ¢ — sinh bsinh ccos a. (5.2)

Obrazok 5.9: Trojuholnik ABC' v Kleinovom modeli.

7 tejto vety taktiez vyplyva hyperbolickd trojuholnikovd nerovnost. Je zrej-

mé, 7ze cosa > —1, z ¢oho vyplyva
cosha < coshbcosh ¢ + sinh bsinh ¢ = cosh(b + ¢), (5.3)

pricom rovnost nastava prave vtedy, ked cosa = —1, respektive o = 7w. V
tomto pripade lezia body A, B, C na jednej priamke a tsecku a deli bod A na

dve casti — na usecku b a c.

Veta 5.5.2. Hyperbolickd sinusovd veta. Pre hyperbolicky trojuholnik A, B, C

so stranami a, b, ¢ a prislusnymi uhlami «, 3, taktiez plati

sin o sin 8 sin 7y

sinha  sinhb sinhce’ (5.4)

Definicia 15. Kruznica s polomerom r a stredom Zj je mnozina bodov Z

ZeB, d(Zy,Z)=r.

34



Obsah a uhlovy defekt trojuholnika Hyperbolicki geometria

Pre jej obvod O podla [5] navyse v hyperbolickej geometrii plati, 7e O =
2w sinhr. Kedze Kleinov model nezachoviva uhly, a tym padom ani pomery

stran, kruznice st v iom reprezentované elipsami.

5.6 Obsah a uhlovy defekt trojuholnika

V hyperbolickej geometrii je sticet uhlov v trojuholniku mensi ako w. Navy-
Se, pre rozne trojuholniky nadobuda rézne hodnoty. V tejto Casti si definuje-
me takzvany whlovy defekt a ukadZeme si ako je zavisly od obsahu trojuholnika
ANABC. Hyperbolickid geometria v8ak nie je jedinou geometriou, v ktorej mé
zmysel uvazovat uhlovy defekt. V euklidovskej geometrii tiez existuje, avak je

stale nulovy, zatial o v eliptickej geometrii je vzdy zaporny.

Definicia 16. Uhlovy defekt trojuholnika AABC' s prislusnymi uhlami «, 3,

je definovany a oznacovany ako

defekt(AABC) =7 —a — 03— 1. (5.5)

Obrazok 5.10: Hyperbolicky trojuholnik v Poincarého konformnom modeli s

uhlovym defektom defekt(AABC) =7 —a— (5 — 7.

Veta 5.6.1. Sucet uhlovijch defektov. Nech AABC' je trojuholnik a nech D je

bod leziaci na tsecke AB. Potom plati

defekt(AABC) = defekt(AACD) + defekt(ABCD).

Dékaz: Priamka C'D rozdeluje uhol ZAC B na dva uhly, teda plati
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Obrézok 5.11: Trojuholnik ABC' rozdeleny bodom D na ACD a BCD.

LACB = LACD + £ZBCD.
Dalej, pre uhly ZADC a Z/BDC je zrejmé, ze ZADC + /BDC = &. Potom
defekt(AABC) =n — LBAC — LACB — ZABC,
za /ACB dosadime ZACD + /BCD,
defekt(AABC) =7 — ZBAC — LZACD — /BCD — ZABC,
a pripocitame 0 = 7 — ZADC — ZBDC. Dostaneme tak
defekt(AABC) = n—£4/BAC—-ZACD—/ADC+n—/BCD—-/ABC—-/BDC =
= defekt(AACD) + defekt(ABCD).

O

Veta 5.6.2. Obsah trojuholnika ABC s prislusnymi uhlami «, (3, v je ndsobkom
jeho uhlového defektu
Sn=o(m—a—F-7), (5.6)

pre nejaké kladné reélne ¢islo o.

Na zaklade tejto vety si mozeme vziat takd mieru, modzeme merat takym
sposobom, aby o = 1, teda obsah trojuholnika a jeho uhlovy defekt mozeme
stotoznit.

Taktiez si treba uvedomit, ze ked'ze uhlovy defekt je v hyperbolickej geomet-
rii kladné ¢islo patriace (0, 7), jeho koneény nasobok moze byt tiez iba koneénym

¢islom. Tym sa dostavame k dosledku predchadzajtcej vety.

Désledok: Kazdy trojuholnik v hyperbolickom priestore mé konecny obsah.

5.7 Pseudo-sférické sturadnice

V tejto ¢asti si zadefinujeme takzvané pseudo-sféricke stiradnice v priestore R3.
Tieto suradnice st dolezité, pretoze definuji polomer p hyperboloidu, konstan-

tu, ktorou su jednotlivé hyperboloidy jednoznacne urcené. Majme siradnice
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pseudo-euklidovského priestoru z°, 2!, 22. Potom pseudo-sférické p, x, ¢ st de-

finované ako

2% = pcosh —00 < p < 00,
z' = psinh y cos ¢ 0 < x < oo, (5.7)
x? = psinh ysin g 0 << 2m.

Potom plati

=@ + (@) + (@%)7 = —p* <0,
kde p nazyvame polomer hyperboloidu, jednotlivé hypeboloidy (respektive ich
Casti) dostaneme tak, Ze p polozime rovné konstante. Pripad p = 0 tvori svetelny
kuzel. Inak je tymito rovnicami definovany hyperboloid, ktory sa sklad4a z dvoch

Casti, vrchnej a spodnej. Vrchné ¢ast prislicha p > 0 a spodné p < 0. Je zrejmé,

ze obidve takto vytvorené casti, lezia vnutri svetelného kuzela.

X0 X0

(p,0,0) P NG . /.

@ ©) X! X2 O X!

Obrézok 5.12: Vl@avo, vrchny hyperboloid vytvoreny stradnicami typu (5.8) s
kladnym polomerom, spodny hyperboloid so zdpornym polomerom. Vpravo,

hyperboloid zo suradnic typu (5.9).

Podobne mame aj pseudo-sférické saradnice bodov mimo svetelného kuzela,

takych, pre ktoré plati —(z°)? + (z')? + (2%)? = p* > 0 . St zadané rovnicami:

z¥ = psinh x 0< p < oo,
x! = pcosh y cos 0<y < oo, (5.8)
22 = pcosh y sin ¢ 0<p<2m.

V8imnime si, Ze st definované iba pre kladny polomer, a tym padom generuja

jeden spojity ,yonkajsi“ hyperboloid.
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Kapitola 6

Zaver

Neeuklidovskd geometria a Minkowského priestor boli vyznamnym skokom vo
vyvoji nielen matematiky a geometrie, ale taktiez fyziky, a tym padom celkové-
ho pohTadu l'udi na svet, v ktorom Zijeme. Prechod od euklidovkskej geometrie,
ktora bola povazované za jedind spravnu geometriu, ku zakrivenym geomet-
ridm, roziril obzor filozofov, matematikov a fyzikov 19. a 20. storocia, ¢oho
vyvrcholenim bolo sformuovanie Einstenovej §pecianej teorie relativity. Tato
teoria vysvetlila niektoré z vtedajsich fyzikalnych problémov, ako je kongtan-
tnost rychlosti svetla, a ukazala, Ze model rovného euklidovského sveta je, aj
ked vo vadsine aspektov kazdodenného Zivota dostato¢ne presnou, ale predsa
len aproximéaciou realneho stvorrozmerného Minkowského ¢asopriestoru.

V tejto bakalarskej praci sme skumali Minkowského priestor, jeho spojitost
s euklidovskym priestorom a pseudo-euklidovskymi priestormi. Cez Lorentzove
transformacie sme si na fom ilustrovali zakladné javy Specidlnej tedrie relati-
vity a v neposlednom rade sme pomocu neho odvodili zakrivent hyperbolicki

geometriu, ktord sama osebe je zaujimavou a pomerne rozsiahlou témou.
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