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PredhovorV prái sa venujem problematike Minkowského priestoru. Hlavnou úlohou práeje spraova´ túto tému, predstavi´ ju £itate©ovi a prezentova´ mu jej základnévlastnosti. Minkowského priestor si najprv matematiky zade�nujeme, ukáºe-me si jeho vz´ah ku euklidovskému priestoru. �alej bude ukázaná jeho aplikáiav ²peiálnej teórii relativity, £itate© sa dozvie, ºe práve Minkowského priestorje tým £asopriestorom, ktorý si vä£²ina ©udí predstaví pri zmienke o relativite.Dokáºeme, ºe takto de�novaná ²truktúra má skuto£ne za následok tie v²eobeneznáme d�sledky teórie relativity, ako napríklad, ºe rýhlos´ svetla je kon²tantnáa najvy²²ia moºná. V nasledujúej £asti si uvedieme hyperbolikú geometriu.Dozvieme sa, ºe táto geometria sa taktieº odohráva v Minkowského priestore.Cie©om tejto £asti bude ²ir²í úvod do hyperbolikej geometrie a geometrie samot-nej, aby boli £itate©ovi objasnené nielen jej základné vlasnosti, ale aj okolnostijej vzniku a jej vz´ah ku euklidovskej geometrii.Dúfam, ºe £itate© v tejto prái nájde to, £o h©adá, a práa pre¬ho budeprínosom.



Obsah
1 Úvod 32 Euklidovský priestor, kvadratiká forma 42.1 Základné pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42.2 Riemannova a euklidovská metrika . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 Pseudo-euklidovský priestor 83.1 Pseudo-riemannovská a pseudo-euklidovská metrika . . . . . . . 83.2 Minkowského £asopriestor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93.2.1 Plynutie £asu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103.2.2 Sveto£iara £astie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123.2.3 Vlastný £as . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 Lorentzove transformáie 154.1 Odvodenie Lorentzovýh transformáii . . . . . . . . . . . . . . . 154.2 Galileiho limita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194.3 Skraovanie d¨ºky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204.4 Dilatáia £asu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214.5 Relativita simultánnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224.6 Rýhlos´ svetla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235 Hyperboliká geometria 245.1 Axiómy geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245.2 História hyperbolikej geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275.3 Modely hyperbolikého priestoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285.3.1 Kleinov projektívny model . . . . . . . . . . . . . . . . . 305.3.2 Poinarého konformný model . . . . . . . . . . . . . . . . 315.4 Uhly v hyperbolikej geometrii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325.5 Trojuholníková nerovnos´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341



5.6 Obsah a uhlový defekt trojuholníka . . . . . . . . . . . . . . . . . 355.7 Pseudo-sfériké súradnie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366 Záver 38Zoznam pouºitej literatúry 39

2



Kapitola 1
ÚvodMinkowského priestor je matematiká ²truktúra navrhnutá a vytvorená neme-kým matematikom ºidovského p�vodu, Hermannom Minkowskim. V £ase for-mulovania fyzikálnej teórie relativity na za£iatku dvadsiateho storo£ia bol Her-mann Minkowski profesorom na univerzite v nemekom meste Göttingen. Doroku 1908 bol známy hlavne svojim prínosom do teórie £ísel. Po£as svojhop�sobenia v Göttingene sa taktieº zaujímal o práu svojih kolegov, jedným zktorýh bol aj jeho bývalý ²tudent Albert Einstein. Ním motivovaný sa Minko-wski za£al zaobera´ problémom relativity, £oho vyvrholením bola jeho známapredná²ka v Cologni, na ktorej uviedol konept ²tvorrozmerného £asopriestoru.V tejto predná²ke spojil dva dovtedy nezávislé pojmy, £as a priestor, do jednej²truktúry.��as sám osebe a priestor sám osebe sú odsúdené na zánik a jedine ihzjednotenie si m�ºe zahova´ nezávislú existeniu.� Hermann Minkowski, 1908Cie©om bakalárskej práe je £itate©ovi priblíºi´ túto ²truktúru. Minkowskéhopriestor bude porovnaný s klasikým euklidovským priestorom, nesk�r na ¬ombudú ilustorvané a matematiky odvodené javy ²peiálnej teórie relativity. Pod-statná £as´ bakalárskej práe je taktieº venovaná hyperbolikej geometrii, ktorejmatematikým základom je Minkowského priestor.
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Kapitola 2
Euklidovský priestor,kvadratiká forma
2.1 Základné pojmyPriestor, na ktorom budeme v tejto kapitole praova´ je n-rozmerný euklidovskývektorový priestor nad po©om reálnyh £ísel. Ozna£ova´ ho budeme R

n (tieº saozna£uje ako En). De�nujeme ho ako:De�níia 1. Euklidovský vektorový priestor je priestor R
n vektorov x, n-tí

x = (x1, x2, . . . , xn), nad po©om reálnyh £ísel. Na vektorovom priestore mámede�novanú binárnu operáiu +, sú£et vektorov, ako ih sú£et po zloºkáh.
x+ x′ = (x1, . . . , xn) + (x1′, . . . , xn′) = (x1 + x1′, . . . , xn + xn′).Neh je ¤alej de�nované zobrazenie R × R

n → R
n, ktoré nazývame násobenieskalárom. Pre vektor x ∈ R

n a skalár α ∈ R platí
αx = α(x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn).

R
n je vektorovým priestorom, ak pre v²etky vektory x, y ∈ R

n a skaláry α, β ∈ Rsp¨¬a:(i) (Rn,+) je abelovská grupa,(ii) (α+ β)x = αx+ βx, 4



Základné pojmy Euklidovský priestor, kvadratiká forma(iii) α(x + y) = αx + αy,(iv) α(βx) = (αβ)x,(v) 1x = x.De�níia 2. Euklidovský skalárny sú£in dvoh vektorov x = (x1, . . . , xn) ∈ R
na y = (y1, . . . , yn) ∈ R

n de�nujeme ako
〈x, y〉 =

n
∑

i=1

xiyi. (2.1)Jeho základné vlastnosti pre ∀α, β ∈ R a ∀x, x′, y ∈ R
n sú:(i) 〈x, y〉 = 〈y, x〉,(ii) 〈αx + βx′, y〉 = α〈x, y〉 + β〈x′, y〉,(iii) 〈x, x〉 ≥ 0, pri£om rovnos´ 〈x, x〉 = 0 nastáva práve vtedy, ke¤

x = (0, . . . , 0).De�níia 3. Kvadratiká forma. Neh z1, . . . , zn sú súradnie pre nejakú £as´priestoru. Kvadratiká forma v bode P = (z1
0 , . . . , z

n
0 ) relatívne k týmto sú-radniiam je skupina funkií gij(P ), i, j = 1, . . . , n takýh, pre ktoré platí

gij(P ) = gji(P ) (túto vlastnos´ nazývame symetrikos´ou), a prevod do sú-radní y1, . . . , yn, kde z = z(y) a zi0 = (yi0, . . . , y
i
n) sp¨¬a

hkl =
∂zi

∂yk
|ys=ys

0
gij
∂zj

∂yl
|ys=ys

0
,

hkl, k, l = 1, . . . , n, hkl = hlk sú koe�ienty kvadratikej formy vzh©adom nasúradnie y1, . . . , yn.Kvadratikú formu m�ºeme teda zapisova´ matiovým zápisomQ(z) = zTGz,kde G je symetriká matia typu n×n. Matia G ju navy²e jednozna£ne repre-zentuje.Napríklad, pre euklidovský vektorový priestor R
2 je G =

(

a b

b c

), pre reálne£ísla a, b, c.V²imnime si tieº, ºe euklidovský skalárny sú£in 〈z, z〉 vektora z = (z1, . . . , zn)so sebou samým je jeho kvadratikou formou pre jednotkovú matiu:
(z1, . . . , zn)









1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1

















z1...
zn









= (z1)2 + · · · + (zn)2.5



Riemannova a euklidovská metrika Euklidovský priestor, kvadratiká formaDe�níia 4. D¨ºkou £asti krivky V (t) : I → R
n na intervale 〈a, b〉 ⊆ I nazývamereálne £íslo

l =

∫ b

a

|v(t)|dt, (2.2)kde v(t) je dotykový vektor krivky v £ase t a |v(t)| je jeho ve©kos´ou.De�níia 5. Krivku, ktorú opisuje bod v priestore svojim pohybom, nazývamejeho sveto£iara.2.2 Riemannova a euklidovská metrikaDe�níia 6. Riemannova metrika je pozitívne de�nitná kvadratiká forma de-�novaná na oblasti A ⊆ R
n. Je to teda skupina funkií gij(z) = gji(z), z =

(z1, . . . , zn), i, j = 1, . . . , n, pre ktoré platia dve nasledujúe podmienky:(i) matia gij je pozitívne de�nitná pre v²etky z = (z1, . . . , zn) ∈ A,(ii) ak zoberieme nové súradnie y = (y1, . . . , yn), zi = zi(y1, . . . , yn), po-tom m�ºeme Riemannovu metriku reprezentova´ skupinou funkií g′ij =

gij(y
1, . . . , yn), pre ktoré platí g′ij = ∂zk

∂yi gkl
∂zi

∂yj .Pre Riemannouvu metriku musíme tieº de�nova´ jej skalárny sú£in.De�níia 7. Skalárny sú£in. Pre danú Riemannovu metriku gij rozumiemepod skalárnym sú£inom vektorov v, u, za£ínajúih sa v bode P = (z1′, . . . , zn′)

〈v, u〉 = gij(P )viuj . (2.3)Pomoou skalárneho sú£inu je de�novaná aj d¨ºka vektora v ako druhá od-monina skalárneho sú£inu vektora samého so sebou, √〈v, v〉.De�níia 8. Metriku gij(z) nazývame euklidovskou, ak existujú súradnie x1, . . . , xn,
xi = xi(z) také, ºe platí

det(
∂xi

∂zi
) 6= 0, gij =

n
∑

k=0

∂xk

∂zi
∂xk

∂zj
(2.4)Matiový zápis euklidovskej metriky, je v tom prípade n-rozmerná jednot-ková matia
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Riemannova a euklidovská metrika Euklidovský priestor, kvadratiká forma
G = G(z) = (gij(z)) =









1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1









.Uelený a podropnej²í preh©ad kvadratikýh foriem, Riemannovej a eukli-dovskej metriky moºno nájs´ v [1℄.
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Kapitola 3
Pseudo-euklidovský priestorV tejto kapitole si upravením de�níie Riemannovej metriky zavedieme pseudo-riemannovskú, a na jej základe pseudo-euklidovskú. Prejdeme teda do pseudo-euklidovského priestoru. Obsah kapitoly je £erpaný prevaºne z [1℄, okrem £asti3.2.1, ktorá je zaloºená na [2℄.3.1 Pseudo-riemannovská a pseudo-euklidovskámetrikaV de�níii Riemannovej metriky sme mali podmienku pozitívnej de�nitnostikvadratikej formy gij . Ak túto podmienku nahradíme podmienkou, ºe je in-de�nitná, inak povedané, ºe nadobúda aj pozitívne aj negatívne hodnoty, do-stávame de�níiu pseudo-riemannovskej metriky. Z tejto de�níie uº m�ºemeodvodi´ de�níiu pseudo-euklidovskej, ktorú budeme aj nesk�r pouºíva´.De�níia 9. Majme pseudo-riemannovskú metriku gij(z). Túto metriku nazý-vame pseudo-euklidovskou metrikou, ak existujú súradnie x1, . . . , xn závislé odvektora z, det(∂xi/∂zi) 6= 0 také, ºe platí

gij =
∂x1

∂zi
∂x1

∂zj
+ · · · + ∂xp

∂zi
∂xp

∂zj
− ∂xp+1

∂zi
∂xp+1

∂zj
− · · · − ∂xn

∂zi
∂xn

∂zj
.Podobne, ako pri euklidovskej metrike, m�ºeme aj pseudo-euklidovskú re-prezentova´ matiovým zápisom. Matia G v tomto prípade vyzerá
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Minkowského £asopriestor Pseudo-euklidovský priestor
G = (gij(z)) =



























1 . . . . . . . . . . . . 0... . . . ...
0 . . . 1 . . . . . . 0

0 . . . . . . −1 . . . 0... . . . ...
0 . . . . . . . . . . . . −1



























=

(

Ip 0

0 −In−p

)

,

kde Ik ozna£uje k−rozmernú jendotkovú matiu.Vidíme, ºe pseudo-euklidovskú metriku je moºné jednozna£ne de�nova´ roz-merom matie Ip, teda £íslom p, a rozmerom matie In−p, teda £íslom n − p.Dvojiu (p, n− p) nazývame signatúra kvadratikej formy G. Hovorí nám nieleno rozmere matí Ik, In−k, ale aj o rozmere priestoru, v ktorom sa nahádzame.Signatúru tieº ozna£ujeme ako (+, . . . ,+,−, . . . ,−) (respektíve (−, . . . ,−,+, . . . ,+)),kde po£et znakov �+� je p a po£et znakov �−� je n− p.3.2 Minkowského £asopriestorAko Minkowského priestor nazývame ²peiálny prípad pseudo-euklidovskéhopriestoru, vo v²eobenosti n-rozmerného R
n
p,q, v ktorom p=1, teda priestoru

R
n
1,n−1. Pouºívame aj skrátené ozna£enie R

n
1 . Metriku v Minkowského priesto-re pre daný vektor x budeme tieº ozna£ova´ q(x).Body v Minkowského priestore nazývame udalosti.�peiálnym prípadom Minkowského priestoru je priestor R

4
1, ktorý nám jeznámy zo ²peiálnej teórie relativity, a nazývame ho £asopriestor.Bod (udalos´) v £asopriestore má pseudo-euklidovské súradnie x = (ct, x1, x2, x3),kde  je rýhlos´ svetla vo vákuu. �íslo ct budeme ozna£ovat aj ako x0. �peiál-na teória relativity nám hovorí, ºe rýhlos´ c je kon²tantná a najvy²²ia moºná.Berieme ju do úvahy preto, aby v²etky súradnie boli rovnakého typu, a síetypu d¨ºky.Tým pádom pre d¨ºku (pseudo-ve©kos´) l vektora x platí

l2 = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2.De�níia 10. Ako separáiu dvoh bodov a = (a0, a1, a2, a3) a b = (b0, b1, b2, b3)v £asopriestore de�nujeme d¨ºku vektora, ktorý ih spája. Teda
l2 = |a− b| = (a0 − b0)2 − (a1 − b1)2 − (a2 − b2)2 − (a3 − b3)2.9



Minkowského £asopriestor Pseudo-euklidovský priestor
x0

x2

x1

|v |=00

|v |>0+

|v |<0-

Obrázok 3.1: Svetelný (izotropiký) kuºe©.Vidíme, ºe separáia v £asopriestore pre dva body a, b nadobúda kladné,nulové aj záporné hodnoty.Mnoºinu v²etkýh vektorov v0 s nulovými ve©kos´ami, |v0|2 = 0, a tedamnoºinu v²etkýh bodov b, ktoré tvoria so zadaným bodom a nulový vektor,nazývame izotropiký alebo svetelný kuºe© (obr. 3.1). Taktieº tieto vektorynazývame izotropiké, alebo aj svetelné.Vektory v+, |v+|2 > 0 leºia vnútri tohoto kuºe©a a nazývame ih £asové.Nazývame ih tak preto, lebo |v+|2 > 0 znamená vlastne (ct)2 >

n
∑

i=1

xi, £asovásúradnia má vä£²iu ve©kos´ ako priestorové. Podobne, vektory leºiae mimo,
v−, |v−|2 < 0 , nazývame priestorové.3.2.1 Plynutie £asuPodobným sp�sobom m�ºeme uvaºova´ bod (udalos´) a a m�ºeme hovori´ obode b ako o £asovom, nulovom alebo priestorovom vzh©adom ku a, ak vektor
(a, b) je £asový, nulový alebo priestorový.Predpokladajme, ºe bod b je £asový vz©adom ku a. V²imnime si, ºe v tomtoprípade m�ºe b leºa´ v jednej z dvoh otvorenýhmnoºín, £astí vnútra svetelnéhokuºe©a bodu a. Ozna£me si ih spolo£ne akoA, a podobne, akoB si ozna£me dvenespojité, otvorené £asti svetelného kuºe©a bodu b. �alej si ozna£me jednotlivé£asti ako A1, A2 a B1, B2. Zade�nujme si teraz reláiu R, A a B leºia napríslu²nýh stranáh a a b, ak prienik A a B obsahuje aspo¬ jednu elú £as´10



Minkowského £asopriestor Pseudo-euklidovský priestor
x0

x2

x1

a

b

A

B

F(b)

F(a)

P(b)

P(a)

a

b

A

BObrázok 3.2: Bod b leºiai (v©avo) a neleºiai (vpravo) v budúnosti bodu a.niektorého z vnútier svetelnýh kuºe©ov. Teda ak pre C = A ∩B platí
aRb ⇐⇒ (A1 ⊂ C) ∨ (A2 ⊂ C) ∨ (B1 ⊂ C) ∨ (B2 ⊂ C).Dá sa overi´, ºe táto reláia je reláiou ekvivalenie (sp¨¬a podmienky re�exív-nosti, symetrikosti a tranzitívnosti). Tieº je zrejmé, ºe A a B sú v reláii Rpráve vtedy ke¤ vektor (a, b) je £asový.Reláia R navy²e obsahuje iba dve triedy ekvivalenie. Z relativistikéhoh©adiska nevieme tieto dve triedy rozlí²i´ jednu od druhej, ale kv�li praktikémupouºitiu si jednu z nih ozna£íme ako minulos´ (P) a druhú ako budúnos´ (F).Budeme hovori´, ºe a je v minulosti b, ak a ∈ P (b). Podobne, a ∈ F (b) budeznamena´, ºe a je v budúnosti b.Je zrejmé, ºe a je v minulosti b práve vtedy, ke¤ b je v budúnosti a, atým pádom by´ v minulosti(budúnosti) je antisymetriká reláia. Je tieº jed-noduhé ukáza´, ºe táto reláia je tranzitívna, a tým pádom vytvára £iasto£néusporiadanie, ktoré nazývame hronologikým usporiadaním.Z hronologikého usporiadania by sme mohli opä´ vytvori´ triedy ekviva-lenie, nazývané aj �okamihy�. Dostali by sme tak skupinu paralelnýh trojroz-mernýh podpriestorov. Postupný prehod do budúnosti, takej akú sme malizade�novanú, vnímame v reálnom svete ako plynutie �£asu� (obrázok 3.3), ajke¤ vieme, ºe £as ako samostatná entita nemá v ²peíalnej teórii relativity zmy-sel. Ná² nový, subjektívne vnímaný, �£as� je jednoznazna£ný aº na ²kálovanie anulový bod.
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Minkowského £asopriestor Pseudo-euklidovský priestor
x0

x2

x1

Časová os

budúcnosť

súčasnosť

minulosť

svetočiara

sveteľný kužeľ
budúcnosti

sveteľný kužeľ
minulosti

a

b

Obrázok 3.3: Svetelný kuºe© £astie v danom momente. Kuºe© budúnosti aminulosti.3.2.2 Sveto£iara £astieVezmime si teraz £astiu, pohybujúu sa po sveto£iare x = (ct, x1(t), x2(t), x3(t)).Krivka (x1(t), x2(t), x3(t)) zadáva pohyb £astie v euklidovskom priestore R
3.Dotykový vektor v je vektorom rýhlosti £astie v £ase t a má tvar

v = (c, ẋ1, ẋ2, ẋ3). (3.1)Pseudo-ve©kos´ tohoto vektora je
l2 = c2 − (ẋ1)2 − (ẋ2)2 − (ẋ3)2. (3.2)Priemet pohybu £astie do euklidovkého priestoru nám v R

3 dá dotykovývektor v′ = (ẋ1, ẋ2, ẋ3). Tento vektor je vektorom rýhlosti v euklidovskompriestore.Z predpokladov teórie relativity vieme, ºe rýhlos´ svetla je najvy²²ia dosia-hnute©na rýhlos´, teda platí |v′| ≤ c. Z toho ale dostávame, ºe 0 ≤ |v′|− c = l2.Dotykový vektor sveto£iary £astie teda musí by´ bu¤ izotropiký alebo £asový.Geometriky sa to dá predstavi´ tak, ºe elá sveto£iara leºí vnútri svetelnéhokuºe©a.Vidno to aj na obrázku 3.4, ktorý znázor¬uje pohyb £astie £asopriestorom.V kaºdom bode sveto£iary £astie si m�ºeme predstavi´ ¤al²í svetelný kuºe©prinaliehajúi tomuto bodu. Pohyb £astie je obmedzovaný jeho hraniou.Vo fyzikálnom svete sa predpokladá, ºe jedine £astie s nulovou hmotnos´oum�ºu ma´ izotropiké dotykové vektory sveto£iar. �astie s nenulovou hmot-12



Minkowského £asopriestor Pseudo-euklidovský priestor
svetočiara

Takáto svetočiara nie 

je možná.

Obrázok 3.4: Sveto£iara £astie a jej svetelné kuºele.nos´ou musia tým pádom ma´ £asové vektory, teda ih sveto£iary musia leºa´vnútri ih svetelnýh kuºe©ov, nie na ih hraniiah.3.2.3 Vlastný £asUvaºujme £astiu (udalos´) £asopriestoru R
4
1, parametrizovanú krivkou s £aso-vými dotykovými vektormi. Jej krivku m�ºeme opísa´ rovniami

xi = xi(t), i = 1, 2, 3, 4.Ke¤ºe je dotykový vektor (v = v(t)) £asový, vieme ºe pre v²etky t platí
|v(t)|2 = (ẋ0)2 − (ẋ1)2 − (ẋ2)2 − (ẋ3)2 > 0.D¨ºka krivky, ktorú £astia prejde od t = a do t = b je potom

l =

∫ b

a

|v(t)|dt =

∫ b

a

√

(ẋ0)2 − (ẋ1)2 − (ẋ2)2 − (ẋ3)2dt. (3.3)Ve©kos´ l
c
nazývame vlastný £as, ktorý uplynul pre £astiu. Je to subjektívny£as, ktorý samotná £astia vníma.Predpokladajme teraz, ºe by sa £astia pohybovala kon²tantnou rýhlos´ou

v = (v1, v2, v3). Potom zo vz´ahu (3.3) dostávame
dl =

√

c2 − |v|2dt =

√

1 − |v|2
c2

dx0,a teda
l = x0

√

1 − |v|2
c2

.13



Minkowského £asopriestor Pseudo-euklidovský priestor�o nám z tohoto vz´ahu vyplýva? Keby bol vektor v nulový, dostali by sme
l = x0 , teda l

c
= x0

c
= t. Vlastný £as £astie by bol rovný reálnemu £asu.Naopak, keby sme zobrali rýhlos´ v = c (£o m�ºeme urobi´ iba pre £astie snulovou hmotnos´ou), vlastný £as £astie by bol nulový. Vlastný £as je tedanepriamo závislý na rýhlosti, akou sa £astia pohybuje. Pri vysokej rýhlosti£astia vníma plynutie £asu pomal²ie. Dohádza ku dilatáii £asu. Tento jav sie²te spomenieme v nasledujúej kapitole, kde si ho aj odvodíme z Lorentzovýhtransformáií.

14



Kapitola 4
Lorentzove transformáieV Newtonovej klasikej mehanike platí, ºe £as má absolútny harakter. Toznamená, ºe bez oh©adu na to, ako sa pohybujeme, £asový úsek medzi dvomapo sebe idúimi udalos´ami bude stále ten istý. Na zmenu z jednej súradniovejsústavy do druhej pouºívame takzvané Galileiho transformáie. Ako uº bolospomenuté, tieto transformáie zahovávajú d¨ºku £asovýh intervalov. Navy²e,zahovávajú tieº euklidovskú metriku, teda priestorovú d¨ºku.V tejto kapitole sa budeme zaobera´ takzvanými Lorentzovými transformá-iami, ktoré v Minkowského priestore plnia úlohu Galileiho transformáii v euk-lidovskom pristore. Lorentzove transformáie teda opisujú zmenu z jednej sústa-vy súradní (ct, x1, . . . , xn) do inej (ct′, x1′, . . . , xn′), kde sústava X ′ sa vzh©a-dom ku X pohybuje kon²tantnou rýhlos´ou. Pri Lorentzovýh transformáiáhje podstatné, ºe podobne ako Galileiho, aj oni musia zahova´ metriku, v tomtoprípade Minkowského metriku l2 = c2t2 −

n
∑

i=1

(xi)2. Transformáie metrikýhpriestorov zahovávajúe metriku nazývame v²eobene aj izometrie. Od Lorent-zovýh transformáii navy²e poºadujeme, aby zahovávali po£iatok súradniovejsústavy.4.1 Odvodenie Lorentzovýh transformáiiVezmime si na za£iatok Minkowského priestor R
2
1. Cheme ukáza´ ako Lorent-zove transformáie vyzerajú na ¬om. Budeme skúma´ grupu jeho izometrií.Vieme, ºe metrika v R

2
1 je daná G =

(

1 0

0 −1

) .15



Odvodenie Lorentzovýh transformáii Lorentzove transformáie
x2

x1

x3

x2

x1

x3

'

'

'Obrázok 4.1: Pohyb sústavy X' vzh©adom ku sústave X.Pohyb svetelného signálu v súradniovej sústave X , ktorý sa pohybuje klad-ným smerom po osi x1-ovej, m�ºeme vyjadri´ rovniou
x1 = x0.Podobne, pre svetelný signál zo súradniovej sústavy X ′ platí x1′ − x0′ = 0.Ak dáme tieto vz´ahy do rovnosti, dostaneme

(x1 − x0) = λ(x1 ′ − x0′),pre nejaké reálne λ.Obdobne, pre svetelné signály pohybujúe sa záporným smerom, by smedostali:
(x1 + x0) = µ(x1′ + x0′),pre najeké reálne £íslo µ.Z toho vyjadrením x0 a x1, pre ur£ité reálne parametre a, b, c, d, dostanemetransformáiu

x0 = ax0′ + bx1′

x1 = cx1′ + dx1′.
(4.1)Ke¤ºe táto transformáia je izometria, vieme

G = ATGA, A =

(

a b

c d

) (4.2)Z vlastností determinantov, det(A) = det(AT ) a z toho, ºe determinantsú£inu je sú£in determinantov, dostávame (detA)2 = 1, a teda det(A) = ±1. Zo(4.2) tieº dostávame:
(

1 0

0 −1

)

=

(

a2 − c2 ab− cd

ab− cd b2 − d2

)

,16



Odvodenie Lorentzovýh transformáii Lorentzove transformáiea teda
a2 − c2 = 1, ab− cd = 0, b2 − d2 = −1. (4.3)Pripomíname, ºe a, b, c, d sú reálne £ísla, a tým pádom z a2 − c2 = 1 jezrejmé, ºe a 6= 0. M�ºeme si teda zvoli´ substitúiu, β = c

a
, a dostaneme

a = ± 1
√

1 − β2
, b = dβ, c = aβ, d = ± 1

√

1 − β2
. (4.4)Zodpovedajúe matie Lorentzovyh transformáií majú tým pádom tvar:

A = ±





1√
1−β2

± β√
1−β2

β√
1−β2

± 1√
1−β2



 . (4.5)�al²iou substitúiou, ψ : β = tanhψ, dostávame matiu hyperbolikýh ro-táií, rotáii po hyperbolikýh pseudo-kruºniiah (obr. 4.2).
A = ±

(

coshψ ± sinhψ

sinhψ ± coshψ

)

. (4.6)
x0

x1-1 1

1

-1

q=-1

q=-1

q=1q=1

q - miera signatúry

        (-,+,+,+)

Obrázok 4.2: Hyperboliké pseudo-kruºnie. Jednotková a �mínus-jednotková�.Grupa izometrií pseudo-euklidovskej roviny R
2
1 je tým pádom tvorená ²tyrmitypmi izometrií. Kaºdému typu zodpovedá jedna z matí

(

coshψ sinhψ

sinhψ coshψ

)

,

(

− coshψ sinhψ

− sinhψ coshψ

)

,

(

coshψ − sinhψ

sinhψ − coshψ

)

,

(

− coshψ − sinhψ

− sinhψ − coshψ

)

.

(4.7)
17



Odvodenie Lorentzovýh transformáii Lorentzove transformáieM�ºeme si tieº vzia´ prvú matiu za základnú, a v²etky ²tyri typy dostanemejej vynásobením nasledujúimi matiami:
I =

(

1 0

0 1

)

, P =

(

1 0

0 −1

)

,

T =

(

−1 0

0 1

)

, PT =

(

−1 0

0 −1

)

.

(4.8)Vidíme, ºe prvé dve matie, I, P , nemenia znamienko pri x0, teda nemeniasmer £asu t = x0/c. Transformáie k ním prislúhajúe nazývame ortohrónne.Teraz budeme h©ada´ konkrétny tvar Lorentzovej transformáie. Prejdi-me do £asoprestoru R
4
1. Majme dva súradniové systémy, (ct, x1, x2, x3) a

(ct′, x1′, x2′, x3′). Systém X ′ neh sa pohybuje kon²tantnou rýhlos´ou v smereosi x1 vzh©adom ku systému X . Tvar transformáie je:
x0 = ct = α(ct′) + β(x1′),

x1 = γ(ct′) + δ(x1′),

x2 = x2′, x3 = x3′,

(4.9)pre
A =

(

α β

γ δ

)

.Momentálne heme pouºi´ ortohrónnu transformáiu, aby bol zahovanýsmer plynutia £asu. Navy²e heme aby smer pohybu bol zahovaný relatívneku smeru plynutia £asu, v tomto prípade, aby bol tieº kladný. Túto vlastnos´transformáie nazývame aj normálnos´. Je splnená, ak matia zo (4.8) prislú-hajúa matii transformáie má kladný determinat. Obe vlastnosti sp¨¬a zo(4.8) jednine matia I. Matia transformáie A je potom
A =

(

coshψ sinhψ

sinhψ coshψ

)

.Tým pádom
ct = (ct′) coshψ + (x1′) sinhψ,

x1 = (ct′) sinhψ + (x1′) coshψ.
(4.10)Skúmajme teraz pohyb za£iatku systému x1′, x2′, x3′. V ¬om platí, ºe x1′ =

0. Rovnie (4.10) sa potom zjednodu²ia na18



Galileiho limita Lorentzove transformáie
ct = ct′ coshψ,

x1 = ct′ sinhψ,
(4.11)a predelením druhej rovnie prvou dostávame

sinhψ

coshψ

ct′

ct′
= tanhψ =

x1

ct
=
v

c
, (4.12)ke¤ºe v = x1

t
je rýhlos´.Z toho vyplýva

sinhψ =
v/c

√

1 − v2/c2
, coshψ =

1
√

1 − v2/c2
.Vyjadrené sinhψ a coshψ m�ºeme dosadi´ do (4.10), £ím sa dostaneme ku

t =
t′ + ( v

c2
)x1′

√

1 − v2/c2
(4.13)a

x1 =
x1′ + vt′
√

1 − v2/c2
. (4.14)Transformáiu (4.14) je moºné modi�kova´ pre prípady pohybu po osiah

x2, x3. Takéto transformáie nazývame Lorentzovými transformáiami.4.2 Galileiho limitaSkúsme si porovna´ Lorentzove transformáie s Galileiho transformáiami. Ga-lileho transformáie sú v tvare
t = t′, xi = xi′ + vt, xj = xj ′ ; j ∈ {1, . . . , n− 1} \ {i}. (4.15)Vidíme, ºe Galileiho a Lorentzove transformáie sú pribliºne rovnaké v dvohprípadoh. Po prvé, ke¤ rýhlos´ v je ve©mi malá (alebo nulová) v porovnaní srýhlos´ou svetla. To vysvet©uje, pre£o pri pohybe relatívne malými rýhlos´a-mi, akými sa kaºdodenne pohybujeme, vnímame svet, v ktorom sa nahádzame,ako 3-rozmerný Eulidovský priestor. Druhý hypotetiký prípad by nastal, ke-by rýhlos´ svetla bola nekone£ne ve©ká, c → ∞. Kaºdá kone£ná rýhlos´ byoproti nej bola zanedbate©ne malá a dosiahli by sme ten istý efekt ako v prvomprípade. 19



Skraovanie d¨ºky Lorentzove transformáie4.3 Skraovanie d¨ºkyJedným z následkov Lorentzovýh transformáii je skraovanie d¨ºky pohybujú-eho sa objektu. V nasledujúej £asti si tento jav odvodíme.
x1'

x1

xx
0' 0

x1

'x1

xx0' 0

Obrázok 4.3: Transformáia súradniovýh osí sústavy X pri pohybe vzh©adomku X ′. Pri poh©ade z X ′ je X �stla£ená� (obrázok v©avo), a z poh©adu X jenaopak X ′ �natiahnutá� (obrázok vpravo).Uvaºujme dve súradniové sústavy (ct, x1, x2, x3) a (ct′, x1′, x2′, x3′). Pred-pokladajme ºe máme ty£ (alebo podobný objekt s dvoma konami), ktorá má vsúradniovej sústave X súradnie svojih konov x1
1, x

1
2. Ostatné súradnie nehsa rovnajú pre oba kone. D¨ºku ty£e zmeriame v tomto prípade ako l = x1

2−x1
1.Skúsme ju zmera´ z poh©adu pozorovate©a pohybujúeho sa kon²tantnou rýh-los´ou spolu so súradniovou sústavou X ′. Z Lorentzovýh transformáii vieme,aké budú relatívne súradnie konovýh bodov v X ′:

x1
1 =

x1
1
′ + vt′

√

1 − v2/c2
, x1

2 =
x1

2
′ + vt′

√

1 − v2/c2
. (4.16)

x1'

x1

x
x0' 0

Obrázok 4.4: �Natiahnutie� sústavy X vzh©adom ku X ′. �asové aj priestorové.20



Dilatáia £asu Lorentzove transformáieOzna£me si l′ = x1
2
′−x1

1
′ d¨ºku v súradniovej sústave X ′. Potom si m�ºemed¨ºku l vyjadri´ ako:

l =
l′

√

1 − v2/c2
. (4.17)Vidíme, ºe vnímaná d¨ºka je priamo úmerná d¨ºke l′, v súradniovej sústave,relatívne ku ktorej sa pohybuje, a, toto je d�leºité, nepriamo úmerná rýh-losti vo svojej súradniovej sústave. Konkrétne je d¨ºka skrátená koe�ientom

√

1 − v2/c2. Tento jav tieº nazývame Lorentzova kontrakia.4.4 Dilatáia £asuKe¤ºe v £asopriestore má £asový rozmer rovnaký význam a postavenie akopriestorové rozmery, predpokladáme, ºe ku podobnému skraovaniu, aké sme siukázali v prehádzajúej £asti, by malo dohádza´ aj pre¬ho. Ukáºeme si, ºenie£o také skuto£ne platí.
x0

x1

x0 x1=

Δtc

Δt

cΔt'

c

Δt' c

Δt =
Δt'

1-v /c2 2

1

1

udalosť A

x0'

x1'Obrázok 4.5: Dilatáia £asu a skrátenie d¨ºky v sústave X, pohybujúej sa rov-nomerne vzh©adom ku X', s rovnakou zmenou x0 a x1 vzh©adom ku x0′, x1′.V²imnime si, ºe sústava X je �stla£ená po hyperbole� � priese£níky súradnio-výh osí x0, x1 s ih rovnobeºkami prehádzajúimi bodom(udalos´ou) A opisujúpre r�zne Lorentzove transformáie v X ′ hyperboly.Predpokladajme, ºe máme hodiny, umiestnené v po£iatku súradniovej sú-stavy X ′. Pre dva r�zne £asy, t′1, t′2 máme ih polohu v £asopriestore (t′1, 0, 0, 0)21



Relativita simultánnosti Lorentzove transformáiea (t′2, 0, 0, 0). V súradniovej sústave X ′ nameriame £asový interval d¨ºky ∆t′ =

t′2 − t′1. Opä´ si ih Lorentzovou transformáiou prevedieme do súradniovejsústavy X , ktorá sa pohybuje vzh©adom ku X ′.
t1 =

t′1
√

1 − v2/c2
, t2 =

t′2
√

1 − v2/c2
,z £oho ©ahko dostaneme

∆t = t2 − t1 =
t′2 − t′1

√

1 − v2/c2
=

∆t′
√

1 − v2/c2
. (4.18)Pre pozorovate©a v súradniovej sústaveX ′, sa zdajú by´ hodiny, pohybujúesa vzh©adom k nemu, spomalené.4.5 Relativita simultánnostiPredpokladajme, ºe A1, A2 sú udalosti vnímané ako súbeºne nastávajúe prepozorovate©ov z ineriálnej sústavy X ′. Majú teda rovnaké £asové súradnie,

t′1 = t′2 =: t′, ale lí²ia sa v pozíii x1′, x1
1
′ 6= x1

2
′. Ostatné súradnie neh súnulové. Ih polohy teda sú (t′, x1

1, 0, 0), (t′, x1
2, 0, 0). �asové súradnie v X súpod©a Lorentzovýh transformáií

t1 =
t′1 + (v/c2)x1

1
′

√

1 − v2/c2
, t2 =

t′2 + (v/c2)x1
2
′

√

1 − v2/c2
. (4.19)Vieme, ºe t′1 − t′2 = 0. Z toho vyplýva

t1 − t2 =
v/c2

√

1 − v2/c2
(x1

1
′ − x1

2
′) 6= 0. (4.20)Tým pádom udalosti A1, A2 nebudú sú£asné pre pozorovate©a zo súradni-ovej sústavy X .Skúsme sa teraz zamyslie´ nad tým £i je moºné, aby sme vnímali dve udalostiv obrátenom poradí. Inak povedané, aby platilo

t′1 − t′2 > 0 a t1 − t2 =
t′1 − t′2

√

1 − v2/c2
− v/c2
√

1 − v2/c2
(x1

2
′ − x1

1
′) < 0.Skuto£ne to moºné je. Sta£í, aby bola splnená nerovnos´

(t1 − t2)
c2

v
< (x1

2
′ − x1

1
′),teda sta£í, aby bol dostato£ne ve©ký rozdiel súradní x1

2
′, x1

2
′.22



Rýhlos´ svetla Lorentzove transformáie4.6 Rýhlos´ svetlaV tejto £asti heme dokáza´, ºe rýhlos´ svetla je kon²tantná a maximálna.Najprv si preto musíme odvodi´ s£ítavanie paralelnýh rýhlostí, respektíve s£í-tavanie rýhlosti bodu a rýhlosti súradniovej sústavy, v ktorej sa pohybuje.Vezmime si bod B, pohybujúi sa v X ′ rýhlos´ou w′ súbeºne s osou x1.
X neh sa pohybuje rýhlos´ou v vzh©adom ku X ′. Aká je rýhlos´ bodu Brelatívne ku X? Pre rýhlosti platí w′ = dx1′/dt′ a w = dx1/dt. Z Lorentzovýhtransformáii dostávame

dt =
dt′ + (v/c2)dx1′

√

1 − v2/c2
a dx1 =

vdt′ + dx1′

√

1 − v2/c2
. (4.21)Dosadením do w = dx1/dt dostaneme

w =
v + w′

1 + vw′/c2
. (4.22)Opä´ vidíme, ºe pri rýhlostiah pomerne malýh vzh©adom na rýhlos´ svet-la, je menovate© o málo vä£²í neº 1, a sú£et dvoh paralelnýh rýhlostí je pri-bliºne rovný tradi£nému w = v + w′.Skúsme prípad, ke¤ w′ = c. Dostávame

w =
v + c

1 + vc/c2
= c.Ukázali sme teda, ºe ak sa bod pohybuje rýhlos´ou svetla relatívne ku X ′,bude sa ¬ou pohybova´ aj relatívne ku X . Rýhlos´ svetla je kon²tantná prev²etky sústavy.Teraz si ukáºme jej maximálnos´. Budeme vyhádza´ zo vz´ahu (4.12), ktorýnám hovorí, ºe tanhψ = v

c
, teda pokúsime sa ohrani£i´ | tanhψ| ≤ 1. Vieme, ºeplatí

tanhψ =
sinhψ

coshψ
=
eψ − e−ψ

eψ + e−ψ
≤ 1,z £oho je uº jasné, ºe menovate© je vä£²í ako £itate© a teda platí

|eψ − e−ψ|
eψ + e−ψ

≤ 1.To vlastne znamená, ºe
v

c
≤ 1,a tým pádom

v ≤ c. (4.23)23



Kapitola 5
Hyperboliká geometriaV tejto kapitole sa budeme zaobera´ geometriou, najprv v²eobene, zade�nujemesi základné objekty, s ktorými budeme praova´, spomenieme axiómy geomet-rie, krátky historiký úvod do hyperbolikej geometrie, a hlavne hyperbolikúgeometriu samotnú.Kapitola je zaloºená prevaºne na [5℄, hlavne podkapitoly 5.3 a 5.5, obsah 5.7je £erpaný z [1℄ a £as´ 5.1 prezentuje axiómy geometrie tak, ako sú uvedené vanglikom preklade knihy profesora Hilberta Grundlagen der Geometrie, v [7℄.Podkapitola 5.6 je zaloºená na [8℄ a podkapitola 5.4 na [9℄.V geometrii budeme praova´ s tromi základnými objektami. Sú to body,ktore ozna£ujeme ve©kými písmenami A,B, . . . , priamky ozna£ujeme malýmipísmenami a, b, . . . , a roviny budeme ozna£ova´ Grékymi písmenami α, β, . . . .Body nazývame základnými útvarmi lineárnej geometrie, priamky a body tvoriarovinnú geometriu, a body spolu s priamkami a rovinami sú základnými útvarmipriestorovej geometrie.Medzi týmito útvarmi existujú r�zne základné reláie, ako patri´ (bod Apatrí priamke a), leºa´ medzi, by´ rovnobeºný, r�znobeºný, . . . . Tieto reláiebudeme v nasledujúom texte povaºova´ za intuitívne známe. Za intuitívneznáme budeme povaºova´ aj polpriamky a polroviny.5.1 Axiómy geometrieNa prelome 19. a 20. storo£ia sformuloval nemeký matematik David Hilbert,profesor Göttingenskej Univerzity, 20 axióm opisujúih geometriu. Tieto axi-ómy rozdelil do piatih skupín. Sú to axiómy inidenie, ktoré opisujú vz´ahy24



Axiómy geometrie Hyperboliká geometriamedzi bodmi, úse£kami a rovinami. Axiómy usporiadania zavádzajú reláiu le-ºa´ medzi, a tým padom dávajú bodom poradie. Axióma rovnobeºnsti je ekviva-lentná s Euklidovým postulátom o rovnobeºnosti a hovorí o po£te rovnobeºnýhpriamok. Axiómy zhodnosti de�nujú a opisujú reláiu by´ zhodný. A nakonie,axióma spojitosti, ktorá umoº¬uje meranie d¨ºky úse£iek.Axiómy inidenie : I 1. Pre kaºdé dva body A a B existuje priamka a, naktorej leºia oba.I 2. Pre kaºdé dva body A a B neexistuje via neº jedna priamka, ktorejoba patria.I 3. Pre kaºdé tri body A,B,C, ktoré neleºia na jednej priamke, exis-tuje rovina α, ktorá ih v²etky obsahuje. V kaºdej rovine existujeprinajmen²om jeden bod.I 4. Pre kaºdé tri body A,B,C, ktoré neleºia na jednej priamke, neexis-tuje via neº jedna rovina, ktorej v²etky tri patria.I 5. Ak dva body A a B priamky a patria rovine α, potom rovine α patríkaºdý bod leºiai na priamke a.I 6. Ak dve roviny α a β majú spolo£ný bod A, potom majú spolo£nýnajmenej jeden ¤al²í bod B.I 7. Na priamke existujú prinajmen²om dva body, v rovine existujú pri-najmen²om tri body, neleºiae na tej istej priamke. V priestore exis-tujú najmenej ²tyri body, ktoré neleºia v jednej rovine.Axiómy usporiadania : U 1. Ak leºí bod B medzi bodmi A a C, tak A,B,Csú tri r�zne body tej istej priamky a bod B leºí taktieº medzi bodmi
C a A.U 2. Pre kaºdé dva body A a B existuje najmenej jeden bod C na priamke
AB taký, ºe bod B leºí medzi bodmi A a C a aspo¬ jeden bod Dleºiai medzi A a B.U 3. Z kaºdýh troh r�znyh bodov patriaih priamke leºí iba jeden me-dzi zvy²nými dvoma.U 4. Kaºdé ²tyri r�zne body A,B,C,D priamky je moºné preusporiada´tak, aby B leºal medzi A a C a zárove¬ medzi A a D, a navy²e aby
C leºal medzi A a D a taktieº medzi B a D.U 5. Pashova axióma. Neh A,B,C sú body, ktoré neleºia na jednejpriamke a neh a je priamka, v rovine ABC, ktorej nepatrí ani jeden25



Axiómy geometrie Hyperboliká geometriaz nih. Ak priamka a pretne úse£ku AB, pretne aj úse£ku AC aleboúse£ku BC.Axióma rovnobeºnosti (Euklidov postulát o rovnobeºnosti) : R1. Nehbod A nepatrí priamke a a neh A aj a leºia v rovine α. Potom v ro-vine α je práve jedna priamka obsahujúa bod A, ktorá sa nepretínas a. Túto priamku nazývame rovnobeºkou priamky a.Pri nasledujúih axiómah, axiómah zhodnosti, budeme pouºíva´ pojemuhol, ktorý si teraz zade�nujeme.De�níia 11. Neh α je rovina a h, k sú dve r�zne polpriamky patriae α sospolo£ným za£iatkom v bode O. Systém, ktorý sme takto vytvorili, nazývame
uhol a ozna£ujeme ∠(h, k), alebo jednoduho (h, k).Axiómy zhodnosti : Z1. Neh A a B sú dva body priamky a a neh A′ je bodna priamke a′. Potom na ktorejko©vek z polpriamokA′a′, polpriamokpriamky a′, ktoré za£ínajú v bode A′, existuje práve jeden bod B′taký, ºe úse£ka AB je zhodná s úse£kou A′B′.Z2. Ak je úse£ka AB zhodná s úse£kou A′B′ a zárove¬ s úse£kou A′′B′′,potom je A′B′ zhodná s úse£kou A′′B′′.Z3. Neh AB a BC sú dve úse£ky patriae priamke a, ktoré majú spo-lo£ný iba bod B. Podobne, neh A′B′ a B′C′ sú dve úse£ky pat-riae priamke a′ s jediným spolo£ným bodom B′. Potom, ak platí

AB ≡ A′B′ a BC ≡ B′C′, platí aj AC ≡ A′C′.Z4. Neh je daný uhol (c, d), polrovina (kα) s hraniou k a neh je v nejdaná polpriamka a so za£iatkom v bode O. Potom existuje právejedna taká polpriamka b so za£iatkom v bode O, leºiaa v polrovine
(kα), ºe platí ∠(a, b) ≡ ∠(c, d).Z5. Ak je uhol (h, k) zhodný s uhlom (h′, k′) a s uhlom (h′′, k′′). Potomje uhol (h′, k′) zhodný s uhlom (h′′, k′′).Z6. Ak v dvoh trojuholníkoh ABC a A′B′C′ sú zhodnosti AB ≡ A′B′,

AC ≡ A′C′,∠BAC ≡ ∠B′A′C′, potom aj ∠ABC ≡ ∠A′B′C′ a
∠ABC ≡ ∠A′C′B′.Axióma spojitosti (Arhimedova axióma) : S1. Neh A1 je ktorýko©vekbod patriai priamke a, leºiai medzi bodmi A a B. Potom existujúbody A2, A3, A4, . . . , také, ºe A1 leºí medzi A a A2, A2 leºí medzi26



História hyperbolikej geometrie Hyperboliká geometria
A1 a A3, A3 leºí medzi A2 a A4, at¤. Navy²e, neh sú úse£ky AA1,
A1A2, A2A3, . . . rovnako dlhé. Potom existuje taký bod An, prektorý platí, ºe B sa nahádza medzi A a An.

A B

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10Obrázok 5.1: Arhimedova axióma. Jednotná vzdialenos´ AkAk+1 je jednotkoumiery pri meraní d¨ºky úse£ky.K týmto piatim kategóriam axióm a dokopy dvadsiatim axiómam je moºnéprida´ nasledujúu, ktorá nám dodáva moºnos´ prida´ do ná²ho doteraj²iehosystému geometrie ¤al²ie objekty, pri£om sa zahová pravdivos´ axióm.Axióma úplnosti : Ku bodom, priamkam a rovinám je moºné prida´ iné ob-jekty tak, aby systém, ktorý tým vytvoríme, bol novou geometriou, tieºsp¨¬ajúou v²etkýh 5 skupín axióm.5.2 História hyperbolikej geometrieO sformulovanie axióm (postulátov) geometrie sa pred Hilbertom pokú²alo mno-ho inýh významnýh matematikov. Ako prvý to bol Euklides, ktorý okolo roku300 pred na²im letopo£tom sformuloval pä´ postulátov, obsahujúih aj uº spo-menutý Euklidov postulát o rovnobeºnosti.Jeho prvé ²tyri postuláty tvoria tzv. absolútnu geometriu. Postulát o rovno-beºnosti bol po dlhý £as obrovským problémom pre matematikov. Pri obrazesveta, aký v minulosti panoval, sa piaty postulát zdal by´ intuitívne pravdi-vý. Napriek tomu je geometriky nedokázate©ný, pretoºe by si vyºadoval kresli´priamky nekone£ne dlhé. Dokona aj sám Euklides si uvedomoval problémy stýmto postulátom a narábal s ním iba ve©mi zdráhavo.Ako sa matematika a geometria postupne rozvíjala, mnoho matematikov sasnaºilo dokáza´ tento postulát ako tvrdenie za pomoi prvýh ²tyroh postulá-tov. Ih h©adanie d�kazu bolo márne. O jednom z nih, ma¤arskom matema-tikovi Farka²ovi Bolyaiovi, je známe, ºe lamentoval nad neustálymi neúspehmia svojmu synovi dokona odporu£il, aby �nehal vedu rovnobeºiek na pokoji�.Jeho syn, János Bolyai, sa v²ak rozhodol pokra£ova´ v otovej prái. Pokúsil sadokáza´ piaty postulát sporom, rovnako ako sa v tom £ase pokú²al ruský mate-27



Modely hyperbolikého priestoru Hyperboliká geometriamatik Nikolaj Ivanovi£ Loba£evskij, ale obaja £oskoro nezávisle od seba zistiliºe jeho negáia je tieº bezosporná.To ih viedlo k vytvoreniu novej, hyperbolikej geometrie (tieº nazývanejLoba£evského-Bolyaiova-Gaussova geometria), v ktorej je piaty postulát nahra-dený postulátom:Hyperboliký postulát o rovnobeºnosti. Pre daný bod A a priamku r, ne-prehádzajúu ez A, existuje via neº jedna priamka prehádzajúa ez
A, leºiaa v rovine Ar, ktorá nepretína priamku r.Jedným z problémov, ktoré sa hne¤ po jej vzniku objavili, bol problém,ktorá geometria je teda �pravdivá�. Obaja jej autori verili, ºe nová hyperbo-liká geometria je rovnako reálna, ako euklidovská. Aj ke¤ nie je dokázané,ºe euklidovská geometria je bezosporná, dá sa dokáza´, ºe za predpokladu jejbezospornosti bude rovnako bezosporná aj hyperboliká.�al²iou moºnou geometriou je eliptiká geometria, ktorá ma naopak postu-lát o rovnobeºnosti nahradený postulátom, ktorý hovorí, ºe ºiadna rovnobeºnápriamka neexistuje:Postulát o rovnobeºnosti eliptikej geometrie. Pre daný bod A a priam-ku r, neprehádzajúu ez A, neexistuje ºiadna taká priamka prehádza-júa ez A, ktorá by leºala v rovine Ar a nepretínala priamku r.5.3 Modely hyperbolikého priestoruV nasledujúej £asti budeme uvaºova´ v²eobený n-rozmernýMinkowského pries-tor R
n
1 . Majme na ¬om de�novanú kvadratikú formu G = G(x0, . . . , xn−1) sosignatúrou (−,+, . . . ,+), opa£nou ako v predhádzajúih kapitoláh.Vidíme, ºe vektory patriae dovnútra svetelného kuºe©a, majú zápornú pse-udonormu, a vonkaj²ie vektory majú pseudonormu kladnú. Svetelný kuºe© je vtomto prípade tým istým svetelným kuºe©om, akým bol doteraz.Pre kvadratikú formu rovnajúu sa kladnej kon²tante dostávame spojitýjednodielny hyperboloid (hyperbolikú sféru s kladným polomerom), ktorý sanahádza vonku od svetelného kuºe©a (poz. jeho 3-rozmerný prípad na obrázku5.2). Kvadratiká forma rovná zápornej kon²tante nám, naopak, generuje dvoj-dielny hyperboloid v jeho vnútri, alias hyperboloid so záporným polomerom.Priamky v hyperbolikej geometrii sú priese£níky hyperboloidu a euklidov-skej roviny vedenej ez stred súradniovej sústavy, bod O.28



Modely hyperbolikého priestoru Hyperboliká geometria
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Obrázok 5.2: Na ©avom obrázku, jednodielny a dvojdielny hyperboloid. Napravom je ih priemet do dvojrozmerného priestoru.�rtá sa otázka, ako modelova´ hyperboliké priamky, prípadne ako ih zná-zorni´ pomoou nejakého 2-rozmerného modelu.Dva z najznámej²íh modelov sú Kleinov a Poinarého model. Kleinov modelje projektívny, £o znamená, ºe zahováva euklidovskú krivos´ priamok, priamkysú v ¬om reprezentované £as´ami euklidovskýh priamok. Naopak, nezahovávave©kos´ uhlov. Tú zahováva Poinarého model, preto sa nazýva tieº konformnýmodel.Kleinov model vzniká poh©adom zo stredu súradniovej sústavy na priemethyperboloidu do euklidovskej roviny, rovnobeºnej s rovinou x1x2 a obsahujúejbod N , tieº nazývaný aj severný pól dvojdielneho hyperboloidu (poz. obrázok5.2).V Poinarého modeli, tieº nazývanom model Poinarého hyperbolikého kru-hu, sú priamky reprezentované ako £asti kruºní vpísané do vnútra otvorenéhokruhu tak, ºe ih kone sú kolmé na jeho hraniu. Tento model vzniká z poh©a-du, ktorý by sa nám nastytol, keby sme sa pozerali nahor z bodu S (maximaspodnej £asti dvojdielneho hyperboloidu) na priemet jeho vrhnej £asti do ro-viny x1x2. Kleinov, ako aj Poinarého model znázor¬ujú priamky vpísané dovnútra otvoreného kruhu � kruhu, ktorý neobsahuje svoju hraniu. Samotné je-ho vnútro je v skuto£nosti vnútrom vrhnej £asti svetelného kuºe©a, jeho hraniaznázor¬uje svetelný kuºe©. V²etky priamky sa ho dotýkajú aº v nekone£ne.29



Modely hyperbolikého priestoru Hyperboliká geometria
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Kleinov modelPoincarého model

Obrázok 5.3: Poinarého konformný a Kleinov projektívny model hyperbolikejgeometrie.V oboh modeloh je moºné názorne vidie´ platnos´ hyperbolikého postu-látu o rovnobeºnosti, ku priamke p máme viaero priamok obsahujúih bod A,ktoré sa s p nepretínajú.5.3.1 Kleinov projektívny modelPredpokladajme v²eobený Minkowského priestor R
n
1 . Kleinov projektívny mo-del je (n − 1)-rozmerný metriký priestor, ktorý vzniká projekiou do R

n−1,
(n−1)-rozmerného euklidovského priestoru. Bodu (z, t), kde z = (z1, . . . , zn−1)je vektor jeho priestorovýh súradní, je priradený bod z

t
= ( z

1

t
, . . . , z

n−1

t
).Geometriky je to znázornené na obrázku 5.4 ako priemet bodu (z, t) najprv do

(z/t, 1), a potom do euklidovskej �roviny� R
n−1. V²etky body sa teda premie-tajú do (n − 1)-rozmerného jednotkového otvoreného keuhu, ktorý si budeme¤alej ozna£ova´ ako B.Tieº budeme v tejto £asi pouºíva´ funkiu Q(x, x′), ktorá je kvadratikouformou vektorov x a x′ v R

n
1 .

Q(x, x′) = Q((x1, . . . , xn), (x1′, . . . , xn′)) = −x1x1′ +
n
∑

i=2

xixi′.Pod©a [5℄ m�ºeme Kleinov model a jeho príslu²nú metriku de�nova´ ako:De�níia 12. Kleinov model. Neh P je priestor R
n, obsahujúi v²etky priam-ky s negatívnou pseudonormou, teda neh P je vnútro svetelného kuºe©a. �alejneh a, a′ sú dve r�zne primaky patriae priestoru P . Potom rovina nimi vy-tvorená má so svetelným kuºe©om spolo£né dve priamky. Ozna£me si ih u, u′.30
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Obrázok 5.4: Priemet z pseudo-euklidovského priestoru R
n
1 do R

n−1, ktorý jezákladom Kleinovho modelu. Vpravo, zobrazenie priamky v Kleinovom modeli.Pre kaºdý bod Z ∈ a \ {O} a Z ′ ∈ a′ \ {O} platí
d(a, a′) = arccosh

Q(Z,Z ′)
√

q(Z)q(Z ′)
.Priestor (P, d) je metrikým priestorom. Nazývame ho projektívny model n-rozmerného hyperbolikého priestoru. Metriký priestor (B, d), kde d je metrikana B sa nazýva Kleinov model hyperbolikého priestoru.5.3.2 Poinarého konformný modelPoinarého model vzniká transformáiou α : B → B, kde B ⊂ R

n−1 je uºspomenutý otvorený kruh z Kleinovho modelu. Uvaºujme najprv projekiu
ψ : B → R

n, ktorá bodu Z = (z0, . . . , zn−2), zobrazeného Kleinovým modelomv otvorenom kruhu B priradí bod Z ′ = (z0′, . . . , zn−1′) na spodnej £asti sféry Sntak, ºe Z ′ = (Z, a) = (z0, . . . , zn−2, a), pre reálne £íslo a. Táto projekia bodupridá iba ¤al²iu súradniu, teda sa jedná o kolmé zobrazenie z B do spodnej£asti Sn. Znázornené to je na obrázku 5.5.Bod Z ′ teraz opä´ zobrazíme na B, urobíme stereogra�kú projekiu χ :

Sn → B, ktorá bodu Z ′ priradí priese£ník priamky Z ′N , priamky harakterizo-vanej bodom Z ′ a severným pólom N jednotkovej sféry Sn, a otvoreného kruhu
B. Tento bod si ozna£íme Z ′′.Zloºené zobrazenie α(Z) = χ(ψ(Z)) : R

n−1 → R
n−1 tým pádom zobrazujebod Z do Z ′′, a teda transformuje Kleinov model v B na Poinarého.Poiarého model je tým pádom tak isto ako Kleinov (n − 1)-rozmernýmmodelom, v ktorom sú ale priamky reprezentované £as´ami kruºní. �peiálnym31
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Obrázok 5.5: Projekia, ktorou vzniká Poinarého konformný model z Kleinov-ho. Vpravo, zobrazenie priamky p z projektívneho modelu do p′ v konformnom.prípadom je tieº kruºnia s nekone£ným polomerom, teda priamka vedená ezstred Poinarého kruhu (poz. obrázok 5.3).
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KObrázok 5.6: V©avo, hyperboliký ²tvore v Poinarého modeli. Vpravo je uhol
∠(KLM) priamok LK a LM .
5.4 Uhly v hyperbolikej geometriiKe¤ºe v hyperbolikej geometrii existuje via neº jedna rovnobeºná priamka kuzadanej priamke r, má zmysel uvaºova´ o tzv. uhle rovnobeºnosti.De�níia 13. Predpokladajme priamku p a na nej neleºiai bod A. Cez bod
A budeme vies´ rovnobeºku r prehádzajúu bodom M , tak ako je znázornenéna obrázku 5.7.�alej si vytvoríme kolmiu na p prehádzajúu bodom A. Jej priese£ník s r32
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Obrázok 5.7: Uhol rovnobeºnosti ∠BAM priamok p a r.si ozna£íme ako B. Uhol ∠BAM nazývame uhlom rovnobeºnosti priamok r a
p.De�níia 14. Uhol α polpriamok AB a AM za£ínajúih v bode A, ktoré v¬om majú dotykové vektory u, v, je de�novaný ako α ∈ (0, π), pre ktoré platí

cosα = − Q(u, v)
√

q(u)q(v)
= −

−u1v1 +

n
∑

i=2

uivi

√

q(u)q(v)
. (5.1)Podobne, ako sme mali v euklidovskej geometrii de�novaný kosínus a sínusuhla, ktoré tvorili súradnie bodu na jednotkovej kruºnii pre daný uhol, sim�ºeme tieº v hyperbolikej gemetrii de�nova´ hyperboliký sínus a hyperbolikýkosínus. Sú de�nované funkiami

sinhα =
eα − e−α

2
, coshα =

eα + e−α

2
.

x0

x1

α
2

cosh α

sinh α

Obrázok 5.8: Hyperboliký sínus a kosínus pre uhol α.Vytvorme si teraz polpriamku zo stredu súradniovej sústavy. Polpriamkapretína hyperbolu v bode (sinhα, coshα), kde α je dvojnásobok obsahu plohy33



Trojuholníková nerovnos´ Hyperboliká geometriaohrani£enej hyperbolou, polpriamkou a súradniovou osou x1, £o je aj znázor-nené na obrázku 5.8.5.5 Trojuholníková nerovnos´Veta 5.5.1. Hyperboliká kosínusová veta. Neh body A,B,C ∈ B, A 6= B,A 6=
C. Ozna£me si d¨ºky strán trojuholníka ABC ako a = d(B,C), b = d(A,C) a
c = d(A,B), a neh α je uhol v bode A medzi polpriamkami AB a AC (poz.obrázok 5.9). Potom platí

cosha = cosh b cosh c− sinh b sinh c cosα. (5.2)
A

B

C

a

c
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Obrázok 5.9: Trojuholník ABC v Kleinovom modeli.Z tejto vety taktieº vyplýva hyperboliká trojuholníková nerovnos´. Je zrej-mé, ºe cosα ≥ −1, z £oho vyplýva
cosha ≤ cosh b cosh c+ sinh b sinh c = cosh(b+ c), (5.3)pri£om rovnos´ nastáva práve vtedy, ke¤ cosα = −1, respektíve α = π. Vtomto prípade leºia body A,B,C na jednej priamke a úse£ku a delí bod A nadve £asti � na úse£ku b a c.Veta 5.5.2. Hyperboliká sínusová veta. Pre hyperboliký trojuholník A,B,Cso stranami a, b, c a príslu²nými uhlami α, β, γ taktieº platí

sinα

sinh a
=

sinβ

sinh b
=

sin γ

sinh c
. (5.4)De�níia 15. Kruºnia s polomerom r a stredom Z0 je mnoºina bodov Z

Z ∈ B, d(Z0, Z) = r.34



Obsah a uhlový defekt trojuholníka Hyperboliká geometriaPre jej obvod O pod©a [5℄ navy²e v hyperbolikej geometrii platí, ºe O =

2π sinh r. Ke¤ºe Kleinov model nezahováva uhly, a tým pádom ani pomerystrán, kruºnie sú v ¬om reprezentované elipsami.5.6 Obsah a uhlový defekt trojuholníkaV hyperbolikej geometrii je sú£et uhlov v trojuholníku men²í ako π. Navy-²e, pre r�zne trojuholníky nadobúda r�zne hodnoty. V tejto £asti si de�nuje-me takzvaný uhlový defekt a ukáºeme si ako je závislý od obsahu trojuholníka
△ABC. Hyperboliká geometria v²ak nie je jedinou geometriou, v ktorej mázmysel uvaºova´ uhlový defekt. V euklidovskej geometrii tieº existuje, av²ak jestále nulový, zatia© £o v eliptikej geometrii je vºdy záporný.De�níia 16. Uhlový defekt trojuholníka △ABC s príslu²nými uhlami α, β, γje de�novaný a ozna£ovaný ako

defekt(△ABC) = π − α− β − γ. (5.5)
A

B

C
α

β γ

Obrázok 5.10: Hyperboliký trojuholník v Poinarého konformnom modeli suhlovým defektom defekt(△ABC) = π − α− β − γ.Veta 5.6.1. Sú£et uhlovýh defektov. Neh △ABC je trojuholnik a neh D jebod leºiai na úse£ke AB. Potom platí
defekt(△ABC) = defekt(△ACD) + defekt(△BCD).D�kaz: Priamka CD rozde©uje uhol ∠ACB na dva uhly, teda platí35



Pseudo-sfériké súradnie Hyperboliká geometria
A

C

D BObrázok 5.11: Trojuholník ABC rozdelený bodom D na ACD a BCD.
∠ACB = ∠ACD + ∠BCD.�alej, pre uhly ∠ADC a ∠BDC je zrejmé, ºe ∠ADC + ∠BDC = π. Potom

defekt(△ABC) = π − ∠BAC − ∠ACB − ∠ABC,za ∠ACB dosadíme ∠ACD + ∠BCD,
defekt(△ABC) = π − ∠BAC − ∠ACD − ∠BCD − ∠ABC,a pripo£ítame 0 = π − ∠ADC − ∠BDC. Dostaneme tak

defekt(△ABC) = π−∠BAC−∠ACD−∠ADC+π−∠BCD−∠ABC−∠BDC =

= defekt(△ACD) + defekt(△BCD).Veta 5.6.2. Obsah trojuholníka ABC s príslu²nými uhlami α, β, γ je násobkomjeho uhlového defektu
S△ = σ(π − α− β − γ), (5.6)pre nejaké kladné reálne £íslo σ.Na základe tejto vety si m�ºeme vzia´ takú mieru, m�ºeme mera´ takýmsp�sobom, aby σ = 1, teda obsah trojuholníka a jeho uhlový defekt m�ºemestotoºni´.Taktieº si treba uvedomi´, ºe ke¤ºe uhlový defekt je v hyperbolikej geomet-rii kladné £íslo patriae 〈0, π〉, jeho kone£ný násobok m�ºe by´ tieº iba kone£ným£íslom. Tým sa dostávame k d�sledku predhádzajúej vety.D�sledok: Kaºdý trojuholník v hyperbolikom priestore má kone£ný obsah.5.7 Pseudo-sfériké súradnieV tejto £asti si zade�nujeme takzvané pseudo-sfériké súradnie v priestore R3

1.Tieto súradnie sú d�leºité, pretoºe de�nujú polomer ρ hyperboloidu, kon²tan-tu, ktorou sú jednotlivé hyperboloidy jednozna£ne ur£ené. Majme súradnie36



Pseudo-sfériké súradnie Hyperboliká geometriapseudo-euklidovského priestoru x0, x1, x2. Potom pseudo-sfériké ρ, χ, ϕ sú de-�nované ako
x0 = ρ coshχ

x1 = ρ sinhχ cosϕ

x2 = ρ sinhχ sinϕ



















−∞ < ρ <∞,

0 ≤ χ <∞,

0 ≤ ϕ < 2π.

(5.7)Potom platí
−(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 = −ρ2 ≤ 0,kde ρ nazývame polomer hyperboloidu, jednotlivé hypeboloidy (respektíve ih£asti) dostaneme tak, ºe ρ poloºíme rovné kon²tante. Prípad ρ = 0 tvorí svetelnýkuºe©. Inak je týmito rovniami de�novaný hyperboloid, ktorý sa skladá z dvoh£astí, vrhnej a spodnej. Vrhná £as´ prislúha ρ > 0 a spodná ρ < 0. Je zrejmé,ºe obidve takto vytvorené £asti, leºia vnútri svetelného kuºe©a.
O O

(ρ,0,0)

(-ρ,0,0)

x1

x0 x0

x1x2 x2

Obrázok 5.12: V©avo, vrhný hyperboloid vytvorený súradniami typu (5.8) skladným polomerom, spodný hyperboloid so záporným polomerom. Vpravo,hyperboloid zo súradní typu (5.9).Podobne máme aj pseudo-sfériké súradnie bodov mimo svetelného kuºe©a,takýh, pre ktoré platí −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 = ρ2 > 0 . Sú zadané rovniami:
x0 = ρ sinhχ

x1 = ρ coshχ cosϕ

x2 = ρ coshχ sinϕ



















0 < ρ <∞,

0 ≤ χ <∞,

0 ≤ ϕ < 2π.

(5.8)V²imnime si, ºe sú de�nované iba pre kladný polomer, a tým pádom generujújeden spojitý �vonkaj²í� hyperboloid. 37



Kapitola 6
ZáverNeeuklidovská geometria a Minkowského priestor boli významným skokom vovývoji nielen matematiky a geometrie, ale taktieº fyziky, a tým pádom elkové-ho poh©adu ©udí na svet, v ktorom ºijeme. Prehod od euklidovkskej geometrie,ktorá bola povaºovaná za jedinú správnu geometriu, ku zakriveným geomet-riám, roz²íril obzor �lozofov, matematikov a fyzikov 19. a 20. storo£ia, £ohovyvrholením bolo sformuovanie Einstenovej ²peiánej teórie relativity. Tátoteória vysvetlila niektoré z vtedaj²íh fyzikálnyh problémov, ako je kon²tan-tnos´ rýhlosti svetla, a ukázala, ºe model rovného euklidovského sveta je, ajke¤ vo vä£²ine aspektov kaºdodenného ºivota dostato£ne presnou, ale predsalen aproximáiou reálneho ²tvorrozmerného Minkowského £asopriestoru.V tejto bakalárskej prái sme skúmali Minkowského priestor, jeho spojitos´s euklidovským priestorom a pseudo-euklidovskými priestormi. Cez Lorentzovetransformáie sme si na ¬om ilustrovali základné javy ²peiálnej teórie relati-vity a v neposlednom rade sme pomou neho odvodili zakrivenú hyperbolikúgeometriu, ktorá sama osebe je zaujímavou a pomerne rozsiahlou témou.
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