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2�2�# ��6��	���� �3���
	� ���
	=
�� �	�' � � � � � � � � � � � � � � � #1
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���� �	�� �� #$(�	�	 ���	 =��
' ������� � ����� D*E � ��� � /�-	
� D#E )
���
��	
)�=	��� ���&"��
	� ����)"�
��� �����)��3���
	� 
� ��������
	� ��F�� � 3�-���3
��
�����<6	��� >�����' �	 ���� �'�����
. �����' 
�;�	 ;	��. �����
�
	� � ���	��	���
��="��=���� 6��0' �� �� �'�&"���� 
� ��������
	� ���	��� ��;� ��	 �����
�� ��(
������
" �	 
��'���="�� � 	�� �����)�
���	�� ������� 	-� ���
�� �����' )���;: � ��
���: )��&	�.� !������. ������	� G��	�
	 )���
���
	� ��)�	�� ���	��H ����������� ��	(
���)�
� ����� �� ����
� ��
;������: �-���' )��&	���;	� �� )����
��� ��	�	�"���
G6�3� �&�3 ����� ����� � � � H� +�
�� ��"���� �� -�&
� �� �I=;	
� ���	��	" ��="��(
=�� ���������
.�� ��������
	�� �� )�-�)��=�
	� ����
�� ��������	� ��&�����
.��
����� ��������
.�� ������ �� -������. ������	� � ������ 
� ������ -��	 �'�
�(

. ������� �� �)�� �/J ������ � ���� �����" � ��� -��	 �'�
�
.� ����	�
���� ��� �
��� ���	��	" 
	� �� ����� ��"���� 
���=	

��;" � 
������
��;"� �����
	������
���	� -�������� ������	" 
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��=�����;	� ���&"��
� ���
	=
� �����)�
���	�
G!K����H ���	�� �� ���: �-�	�&
�� LM	������� �'��.�' �-�'�� ���������� !K���� ��
��-�� ���)�
��� �����
����� )����� )�	�3����	�� ���
	��� 9��
	�� ���
���	���� )�����
�� 
��)���� �������
. 	-� ��	-�	&
� �����&� �� ��3�	 �-�	�&
� )�	��	: �-' ��� ���)�
.
�	�' � ��)�	��
'�� ��������	�� �-����	��� -��	 	��
�	�. � ��	������� 5�&�� ������	�
��	�
	� ���	�  =���) )��&	���;�� � :�&� ��������3
�� ���)�
�� ���
	=
�� �	��� ��
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���=
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�"�� �����)��3���
	� 
� ��������
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x(t) = ai
3t

3 + ai
2t

2 + ai
1t + ai

0

y(t) = bi
3t

3 + bi
2t

2 + bi
1t + bi

0

�� a,b ∈ R4 �� �����' �
;��
�
��� ��0�	�
��� N�������	�� ���� �	�'� B
(
��M 	 �)
�=��� ��"���;
� ��6��
�� +��� �����)�
���	� ���&"�� ��
��	��
� -�)� 
���� Gt3, t2, t1, 1H� �' �;� -����� ��� 
�;� �����-' ���&"��: �'�����
	� �����
�(
��� �	�' �� �	
���
�� ��-	
��	� ����
����� !(�������� �� �&�� ) ��0�	�
���
(xi, yi)

T = pi ∈ R2 
�)����� �	��	��	� -�����

x(t) =
∑

i

xiB
i
l (t − i)

y(t) =
∑

i

yiB
i
l (t − i)

���. -�)	�. N�
�	� Bi
l (t) �� �'-��
. �� &� ������
� �	�� �� �&�' ����	�� ������
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B0(t) =

{
1 ak 0 ≤ t < 1
0 inak

� N�
�	� �)
�=�
� Bi
0(t) = B0(t − i) �� ����
��"� B0(t)� /���	�� �
�����	� �����

N�
�	" �����)�
������ ��

(f ⊗ g)(t) =

∫
f(s)g(t− s)ds.

+���) !(�����
��. -�)	�. N�
�	� 3�-���3
.�� ����@� n )"���� �
�����	�� -�)	�(
�� N�
�	� ����@� n − 1 � -�M N�
�	�� B0(t)� +� 
���"��� !(�����
 ����@� * ��
)���0
���
� �� �
�����	� B0(t) ���.�� �� ��-��

B1(t) =

∫
B0(s)B0(t − s)ds.

����-
� �F&��� �'��="��: !(�����
 ����@� # �
�����	�� B1(t) ��I: � -�M N�
�	��
B0(t)

B2(t) =

∫
B1(s)B0(t − s)ds.

� ����� ��"���� ������
� �	�� �-������ ��	 ������	�. ��6��
�' )���0
���
. 
�
	
��������� G$ *H G* #H G# 2H� �� �;��-��
���	 ������
"� �
�����	� n(��� �����
���
!(�����
 ����@� n

Bn(t) =

∫
Bn−1(s)B0(t − s)ds.

?���0
���
	� !(�����
�� ������ ��F��-�� ���&	�� ����)��� 
� �
��� 	�� �&	��=(

��� �����
���"� Q��
�� ) 
	�� �� ����	���: � ����� �����" 
���������� ���� ) D2E 
�
����
� #1�

'�+� ����� 	
 ��� �� Ck�������� ���� (B0 ⊗ f)(t) �� Ck+1��������

? ���� ��� 
�� �'����� &� !(�����
 ����@� n �� Cn−1(����	�� �����&� !(�����

����@� * �� C0(����	���

����� ������������	�� 	� � �� !����	��
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Bl(t) =
1

2l

l+1∑
k=0

(
l + 1

k

)
Bl(2t − k) G#�*H

+��� �����
��: �� 3�=��  ������
	� �����)��3����	��� ������� ������� �����
���
���&��� ��� �� )�=	��� �� ��)�	��� 
� �����
 
���.�� ����@� B0(t)�

B0(t) = B0(2t) + B0(2t − 1)

���@ �F&��� ���� �����
��: 3��� ����	: ��	��� ����=���� ?������� &� ��� ��0(

����	 !(�����
 ����@� l ���

Bl(t) =

l⊗
i=0

B0(t) =

l⊗
i=0

(B0(2t) + B0(2t − 1))

+�
�� ����) �F&��� �����	: ���&	��� 
�������
. �����
���	 �
�����	� ��� N�
�	�
f(t), g(t) � h(t) ����)�
. � D2E

f(t) ⊗ (g(t) + h(t)) = f(t) ⊗ g(t) + f(t) ⊗ h(t)

f(t − i) ⊗ g(t− k) = m(t − i − k)

f(2t) ⊗ g(2t) =
1

2
m(t − i − k),

�� m(t) = f(t) ⊗ g(t)� ����"��� � ��"���� B1(t) ����������

B1(t) = B0(t) ⊗ B0(t)

= (B0(2t) + B0(2t − 1)) ⊗ (B0(2t) + B0(2t − 1))

= B0(2t) ⊗ B0(2t) + 2(B0(2t) ⊗ B0(2t − 1)) + B0(2t − 1) ⊗ B0(2t − 1)

=
1

2
B1(2t) +

1

2
B1(2t − 1) +

1

2
B1(2t − 1) +

1

2
B1(2t − 1 − 1)

=
1

2
(B1(2t) + 2B1(2t − 1) + B1(2t − 2))

=
1

21

2∑
k=0

B1(2t − k)

����" #�$��� ������������	��
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�(� �������� +���) �, �& ���� � ����� ��
�� ���(
��� ���:�� �� ��I: � �����
���� �	���� ����

γ(t) =

[
x(t)

y(t)

]
=

∑
i

piB
i
l (t)

�� �����
��� �	�� ����@� l � �	��	��	�	 -���	 (xi, yi)
T = pi ∈ R2� 5�,&� 
�� )��	�3


�)���"���� ���
	�� ��
�����	 ��� 	
��M � ���� 
�;���	0���
�� ���3� ��0
"�	�

4



!(�����
� Bi
l (t) = Bl(t − i) �&�� �	��	��	 -�� �� ����
' ���'� 
� ���� =��: �	�'

��� ��������� t ∈ 〈i, i + l)� O��&���� ����) ����� p ��)���������	 ) �	��	��	�� -����

p = [. . . , p−2, p−1, p0, p1, p2, . . .]
T

� ����� B(t) ��)���������	 ) ����
����� <�	" N�
�	� B(t) )���0
���
��� �';;	��

B(t) = [. . . , B(t + 2), B(t + 1), B(t), B(t − 1), B(t − 2), . . .]

� ������ �)
�=�
" �F&��� )��"��: �	�� γ �� �����
' ��=	
 B(t).p� 5�&�� ) ���(
�� ������ B(t) �'����"�� ���3� ���
	�� )���
�
	� �� �	
���
� ��-	
��	� ����(

����� � ;�����
��� <�	" ���.�� ��-� �� !(�����
��. N�
�	� )��";��� �� ������
B(2t)

B(2t) = [. . . , B(2t + 2), B(2t + 1), B(2t), B(2t− 1), B(2t − 2), . . .]

� ��"���;
. ��0�	�
�' ��-	
��	� �� ���	�� S� +��� ���	�� 
�� )���'���� �):��
���)	 �F���
��	 � ��);"��
��	 !(�����
����	 N�
�	��	 ���� )��";��� 
�����������
���
	����

B(t) = B(2t)S.

�� �'����� ) ���
	�� G#�*H ���
���	�. ���' ���	�� S ���� ����

S2i+k,i = sk =
1

2l

(
l + 1

k

)
.

��
����. ���' � �&��� ��S��	 ���	�� S �� <�	�� ��������)������� ��S��� ����
��.
� ��� ���' 
����� ���&	�"� ������ �):���� �F&��� �	�� γG�H �'����	: 
�������
��

γ(t) = B(t)p = B(2t)S p.

Q� �� ����� �� 	��� �	�� ��� ���"��
� ������� ��);"��
��� !(�����
�� G B(2t) H ���.
�� 
�
����. 
� 	
������� �����	=
�� �S&' � ������ ������;	� ��)��&�
. �� �F���
.
!(�����
' G B(t) H O�)��	 ��� )��
� �� ������ -�)' B(t)  
���� -�)� B(2t) � ��-�&
�
)��
� ������ ������� �	��	��	�� �������� p 
� ��	����
� ����� 
����� �	��	��	��
�������� S p� +�
�� ������ �F&��� ������: 
�������
�� ��F��-�� 

γ(t) = B(t)p 0

= B(2t)p 1 = B(2t)S p 0

���
= B(2jt)p j = B(2jt)Sj p 0,

) ���.�� �F&��� �����	: 
�������
� �):�� ��� �	��	��� ������' 
� �F)
'�� ����
	���
�����)��3���
	� 

p j+1 = S p j

�� S �� ���	�� �����)��3���
	�� O������� �	 &� 
��
�=
�� ��	 -�	&;�� ���3���

� ����
 ���� ������ p j+1 
� �	��	��	 ������ pj+1

i �	�"�� &�

pj+1
i =

∑
l

Si,lp
j
l .

C



�-' ��� ����
� )	��	�	 ���. ���' ���	�� S (sk) ����'�@��� ��
�� ����) ��)��3��
��"���� 
� ���
� � 
����
� ��'� ��� 
����
� ��' ����

pj+1
2i+1 =

∑
l

S2i+1,lp
j
l =

∑
l

s2(i−l)+1p
j
l

� ��� ���
�

pj+1
2i =

∑
l

S2i,lp
j
l =

∑
l

s2(i−l)p
j
l .

? ���� ��� ������	 ��� ���	;
. �����)��3����	� ����	��� ���
� ��� 
��. ����� �	��	���
-��' �	�' � ���
� ��� 
��. ������� �	��	��� -��'�

��)
���
���� �;�� &� 
����
� -��' � (j + 1) ����
	 �� 
�
��� �����
. ��
���
� -��' ��	��� ���;��
���� �� ������	 -���	 
� j−��� ����
	� �����)��3����	�
���.�� ���� �� ���� �����
��: -����� ,���� 
�)���: ������������� ��	 ����������
��� ���.�� �F&� ������)�: � )��
� ���
'�� �� 
����
'�� -�����

�;	�
	�� �	 &� �F&��� )���@���: ������
��: -���� )�����
��� �� ������ p �-'(
=��
�� 
���-�
"� ����� ������ ���	��� �����)��3���
	� � ���� )���'���� T)���(
@����" �):��T ��� !(�����
' ���&	�. � ��0
"�	" �	�'� � -' �	��� -��' -��	 �	��	��	�	
-���	 �	�' ����� �� ������
�� ���
���-�
" ���	��� � �����
��� ����� ������;	�
� ������;	� ������
��: �	��	��	�� -���� �������
"� ������ �����
��� �	�� ����
-��� �� �F���
�� ��
 :�&� ��)�";	��3
� �& �� 
	��3��� ������

+�
�� N�� �F&��� ���&	: 
� �'�����
	� ��6��	��� � ����� �����)��3������ �����	6(
�'� ���	���� �'���3���
	� �	�' G�����'H 
� �-��)��� -����� �'���3���: �	��	��	
���'6<
 �� =���	��� �	
���
� �	�� )"��
� �����)��3���
"��

����% &�	���'�	��� ��������������� !�()�


Q� �	�� ��F��-�� �
���6�
�	� ������
���	 N�
�	"  �	�	�
�� N�
�	"� �' ���&	����
���
����
� �
���6�
�	�� +��� N���� �
���6�
�	� �� ��� 
�� 
������
��;	� ���(
��&� �� �&	��=
� �����
��:� � ������
��: ����	���� N�
�	" �
���6��� ���
����
�
 
����� �	�	�
�� N�
�	" f  �� ���� �	�	�
� N�
�	� �� �	�& ����	���

������
��: N�
�	" ���� ������ �
��')���: �� ������
��:�� �	��	��	�� ���'6<
�� 
�)
	
����� � ������� �����)��3���
	� ����� )���@���
	� ���&	�"� �����)��3����	���
����	��� S� ��)��	��� 
� �����)��3������ ����	��� �F&��� ���&	: �	
���
� !(�����
'

� )���0
���
	� �� =���	��� �	
���
�� �	�' ��) �	��	��� -��' �� P j(t) = B1(2

jt)pj �
Q��
� ����� �� ��)�: &� ��
� �����)��3����	� ���.�� �
���6���  ����	��� �	�	�
��
N�
�	" �� ���)�: &� �	�	��

P∞(t) = lim
j→∞

P j(t)

�M	����� ��� �;��' t � ������
��: P j(t) �
���6��� ���
����
�� �� ��)�
	� �����
�����
���	 �����-����� ������=
� ��������� &� ��� �&�� �	��� ���	�� S �� ��=��
�;����� ���� ����� �� ���
� 1� ����	��� ����	����	 ��	 �����)��3���
" �� ��)�	�� �����
��	3������ �	��	��	�� -���� pj

i+1−pj
i = (∆pj)i� O�&��� &� � ��)�	�� ���)	 �����
��	

�	��	��	�	 -���	 ���� ���: ������ �	�	�
� �	�� -��� �M	�����: � -��� ����	���

,��� ����� 	
 ‖ ∆pj ‖< cγj ��� ����
� c > 0 � 0 < γ < 1 ∀j > j0 ≥ 0 ����
P j(t) 
��������� 
 ������� ������� ���
��� P∞(t)� 	 ������

7



‖ P j+1(t) − P j(t) ‖< ‖D‖c
1−γ

γj�

�F�) ����� ���' �� 
�����)� � D2E 
� ����
� 22� ? �����
�� ���' �'����� ���
����
�
�
���6�
�	� � ����	���: �	�	�
�� N�
�	� P∞(t)�

����* +	��,�� ��������������� !�()�


-�������+�� ������+�
� ���������� �	 &� ������ ;������: �	�	�
� �	�� 
�����
�����)��3������ ���.�' � -�")�� ���" 
���.�� -���� �� ��=�
	� ����
'�� �����
���"
����� �	�' 
������-����� ���� 
��
�=
� ����� �	��	��	�� -���� ���-� 
��
�=
�
���	�� ���	������ �����)��3���
	� ����� �	�'� �	N���
������3
��: 
���"��� �� ��(
��
�� �����
��:�� �	�'� +��� 
�� ���	�  ���)� ���. �	��	��� -��' �������� 
�
�	�� � ���" -��� � ����� �� ������ ;������:�

�� ��"��� ���&���� �-	�. !(�����
��. �����)����
	�� ���� ����
�� -����
�� ����� ��=	��� ���� P (0)� Q���
 �-	�� ��6��
� �� 
�����)� 
�3��� �� ����(

.�� -��� � ���
���� ��������� t ∈ [−1, 0] � ����� 
������ � ���
���� ���������
t ∈ [0, 1]� >-��)� #�* ��)��� &� �����-����� 1 -���� � 
�����-;�� ����
	 
� ��(
�	��
��	� 3�-���3
.�� -��� �	�	�
�� �	�' ���� �� �����
� � ���
���� ���������
���)	 (* � *�

-2 -1 0 1 2

-1 0 1

6

11

4 4

>-��)� #�*� � ��"���� �-	�.�� !(�����
��.�� �����)��3���
	� �� 	
���	�
�
. ��(
������� ��3���	 1� ?��U@� 1 �	��	��	�� -���� � 
�����-;�� ����
	 
� ��=�
	� ������
	�
�	�	�
�� �	�' ��)�S& ����� ��6��
��� ��	3������  ��=	����

9����"�� &� 	
���	�
�
. ��������� �� ��3��: 1� +��� ="��� )��	�" �� ��=�� 
�
�(
������ ����� � �&��� �	��� �����)��3������ ���	��� � 
�;�� ��"���� �� �� # ���

����
� -��' � 2 ��� ���
� -��'� ��� ��=�
	� ���
'�� �������� 
� ������� -�����

8



�����-���: �;�� ����
 �	��	��	 -�� 
� ����� �� 1 � ����
 
� 3��� �� −1� ? N��� 
&� 1 ��
����
'�� �	��	��	�� -���� ������ ������
	� �	�	�
�� �	�' � ��=	��� �'���(
�� 
�)��	����: 
� ����
	� / ���	�� �	��	�	 �	��	��	�	 -���	 
� j(��� ����
	 �F&���
�'��="��: �I: �	��	��	�� -���� 
� jV* ����
	� ? ����� �;��.�� �'����� &� � ����(
�� ;������: ������
	� �	�' � ��=	��� �;��� =� ���"�� �
��')���: �� ���� 5 × 5
���-�� 
��
�=
�� �����)��3������ ���	��




pj+1
−2

pj+1
−1

pj+1
0

pj+1
1

pj+1
2


 =

1

8




1 6 1 0 0
0 4 4 0 0
0 1 6 1 0
0 0 4 4 0
0 0 1 6 1







pj
−2

pj
−1

pj
0

pj
1

pj
2


 .

�	����. �����
���	 �	�	� �'6�
�����
��� ������� �����)��3���
	� �F&� -': ��(
����
. ) ����
�� �����)��3������ ���	��� >�����) 
��� �'�-�� S �)
�=��� ��
����
�����)��3����	� ���	���

#��	(�� �
�
�
� �	��+�(� ���+
�
� � � ��� ����	�.�(� �	��+�(� 
��/+�
?������� �	 ) �	
���
�� ��6�-�' &� ����� ��
�� $ ���	�� M �� 
�
����� �����
��� &� ���@ ����" Mx = λx �� λ �� ������ 9����"�� &� λ �� ������ !�"���
��	����������  �����
.�� ������ $� ������������� &� ����
� �����)��3����	�
���	�� S �� ��3��: n×n � �� ����
� �����
. �����' x0,x1, . . . ,xn−1 ���. N������
-�)� � ���;��
�����	�	 �����
��	 ���
����	 λ0 ≥ λ1 ≥ . . . ≥ λn−1� +� 
���"���
� ��"���� �-	�.�� �����
� nW1 �

(λ0, λ1, λ2, λ3, λ4) = (1,
1

2
,
1

4
,
1

8
,
1

8
)

(x0,x1,x2,x3,x4) =




1 −1 1 1 0
1 −1

2
2
11

0 0
1 0 − 1

11
0 0

1 1
2

2
11

0 0
1 1 1 0 1


 .

�
������0 �	� �;��' �����)��3����	� ���.�' ���� 	-� ����
� �����
. ���
��' ���(
-� ������
� �
�&	
� �����
��� �������� ������������� ����� ������) &� ����
������
� �
�&	
� �����
��� ��������

��	 ����� �)
�=�
" �F&��� )��"��: 3�-���3
� ����� $ �� �	
���
� ��-	
��	�
�����
��� �������

x =

n−1∑
i=0

aixi.

����-
� �F&��� )��"��: ��)��� ��.���� �'�� �� ��� ����� � ��)���������	 ) n #(
� -����� � ����� ��"���� -��� �&�� ) ��0�	�
��� ai #(� -��� �����
. �����'
x0, . . . ,xn−1 �� �-'=��
. �����' ��������� �� ) n ����
'�� ="���� � -�)� �����
���
������� �F&��� 3��� ���="��: ������� ���&	�	� �����)��3������ ���	�� 
� �����

*$



�	��	��	�� -���� =� �� �����
� �	��	��� -��' 
� �';;�� ����
	

Sp0 = S

n−1∑
i=0

aixi

=
n−1∑
i=0

aiSxi

=
n−1∑
i=0

aiλixi.

���&	�"� S j(��� �����
���

pj = Sjp0 =

n−1∑
i=0

aiλ
j
ixi.

1
����2����� ����
��� 
����& ������ � -' | λ0 |> 1 ����� ����) Sjx0 -���

�����
	=�
� � �����)��3���
	� 
�-��� �
���6���:� �	�"�� &� 
� �� �-' ������
��:
Sjp0 �F-�� �
���6����� �� �����-
. �-' �;��' �����
. ���
��' -��	 ��
;	� ��
1� +	�& �� ��&
. ��)�: &� 	-� ���
� �F&� 
���-��
�: ���
��� * 	
� -' ���.��
���	������� ���� �� �� λ0� G��)�	 D%EH

Q��
������� �F������ ����� �
���)' �� &� �F&��� ���="��: �	�	�
� ��)"�	� ��	�(
�� � -�)� �����
��� �������

P∞(0) = lim
j→∞

Sjp0 = lim
j→∞

n−1∑
i=0

aiλ
j
ixi = a0,

�����&� ��� �;��' �����
. ���
��' ����" | λi | < 1�

-�������+�
�3 �� ��
� �� �4��� +����5
������� � -' ��� ��-�&
� ����	
�;����	 �	��	��	�	 -���	 -����� �=����: &� �	�� )���0
���
� ���	�� -���	
�� -��� ���'-���: � ���
��� ����� �� ���
� �-���� B
� ������
. �	�� -'
���� -': 	
���	�
�
� �)�3���� 
� ���
�N�����	� )������������ �S&� �� �� ����(

��	� =	 �����	�� �'����� �� ) �	
���	�' �����)��3���
	�� � ���<�� �����)��3���
	�
�� 	
���	�
�
� �� )����3�� 
� ���
�N�����	� )������������ ���	����� �S&� �� -'
���� -': 	
���	�
�
� �)�3���� 
� 3�-���3
� �0

� ���
�N�����	�� ���� �1 �� �����
��)���������	 ) n ���
��	� � a ∈ R2 �� ����
��	� � ���	
� G��)�	 �-��)� #�#H� �����
�1.a �����)�
���� ����
��	� 
�;	�� ;	���	�� -���� � ����� a� ���&	�"� �����)��3���
	�

� ����
��. -��' �����
���

S(pj +�1.a) = Spj + S(�1.a)

= pj+1 + S(�1.a). G#�#H

? ����� �	�"�� &� ��� 	
���	�
�
��: �)�3���� 
� ����
��	� �����-������

S(�1.a) = �1.a

����� �1 -' ��� -': �����
� ����� ���	�� S � �����
�� ���
���� λ0 = 1� ��	����@�� 
&� �, ��� ���)����	 �
���6�
�	� �����)��3������ ���<�' �����������	 ��� &� �1 ��

**



a

>-��)� #�#� B
���	�
�
��: �)�3���� 
� ����
��	��

�����
� ����� � ��	���������	  �����
�� ���
��� *� +���) �	�"�� &� ��
�� ���������
-�� ��3�	 �&	��=
�� ��-��� -' ��	���)�
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