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Kapitola 1

Uvod

Pred viac ako 20-timi rokmi ¢lanky Catmull a Clarka [1] a Doo a Sabina [2] znamenali
zatiatok pouzivania rekurzivneho prerozdelovania na modelovanie ploch s Tubovolnou
topoldgiou. Odvtedy si takto vytvorené plochy nasli Siroké uplatnenie v aplikdciach
pocitacovej grafiky, kde sa vyuzivaji na modelovanie telies. AvSak pri samotnom mo-
delovani si nevystacime s ich reprezentiaciou pomocou iba jednej plochy, zvlast, ak su
dost zlozité. Boolovské operacie (prienik, zjednotenie, rozdiel telies), predstavuji pri-
rodzenu cestu, ako vhodne skonstruovat objekty zlozitejsie od zakladnych primitivov
(gula, kuzel, valec, kvader ...). Tento pristup je bezny vo vic¢sine aplikcii pocita-
¢om podporovaného modelovania. Na zabezpecenie presnej reprodukcie pozadovaného
tvaru modelovaného telesa sa boolovské operéacie a telesi, na ktorych boli vykona-
né, ukladaju do tzv. CSG stromu v takom poradi, v akom boli vykonané. Napriek
tomu pre mnoho aplikicii nie je takyto pristup najiacinnejsi a najvhodnejsi. Napr.
implementacia booloskych operécii na najcastejSie pouzivani hrani¢nd reprezentaciu
(B-rep.) telies je dost obtiazna. Existujice systémy obvykle spractivaji B-rep. ako
subor orezanych splajnovych zaplat zdielajicich hranice. Hranice jednotlivych zaplat
st navzajom pospajané iba priblizne, pretoze je velmi obtiazne zaistit, aby dve orezané
krivky v rozdielnych parametricky oblastiach boli identické v priestore. Kazda operacia
prieniku vedie k ¢oraz zlozitejsej a tazko ovladatelnej orezanej hrani¢nej krivke. Na
takomto modeli je naro¢né pouzit hladké deformacie. Zakladnou operaciou, potrebnou
na tito plo$na reprezentaciu je prienik dvoch orezanych NURBS-ovych zaplat, ktoré
je sama o sebe problémom. Ako vysledok, boolovské operacie su ¢asto pomalé a nie
celkom priame, hoci ¢asto sa dosiahnu skvelé vysledky.

Pre mnohé aplikacie pocitacovej grafiky a animécie nie si v nich podstatné exaktné
a zlozité techniky, ale prave pohotové a rychle vypocty a ich priamost, tak ako zaistenie
ovladatelnosti aj zlozitejsich objektov.

Cielom na$ej prace bude vypocitat vysledok boolovskej operacie, vykonanej na tele-
sach ohrani¢enych plochami vzniknutymi rekurzivnym prerozdelovacim procesom (tzv.
subdivision plochami). Nasledne porovnat vysledky nasledujacich dvoch postupov,

e Na dvoch meSoch vykoname boolovsku operaciu a vysledny mes prerozdelime
(zjemnime)

e Najskor prerozdelime mese, na ktorych nasledne vykondme boolovski operaciu

z hladiska kritérii presnosti vysledného tvaru a ¢asovej naro¢nosti.



Kedze telesa na ktoré budeme aplikovat boolovskt operaciu, su reprezentované
subdivision plochami, pozrieme sa ne podrobnejsie v kapitole 2, ktora je im venovana.
Rozoberieme si zékladné mySlienky principu prerozdelovania na modelovanie kriviek
a ploch. Zameriame sa na najznamejsie prerozdelovacie pravidla, ako aj na hladkost
plochy v jednotlivych bodoch.

Kapitola 3 popisuje nés algoritmus na vypocet boolovskej operacie dvoch telies, kto-
ry sme vypracovali na zéklade niektorych myslienok, uvedenych v [9]. Cely algoritmus
mozeme zhrnit do nasledujucich krokov:

e najdenie hrani¢nej krivky dvoch telies, charakterizovanych mesom;
e orezanie meSu najdenou hrani¢nou krivkou;

e upravenie hranic oboch mesov;

e spojenie takto upravenych mesov.

Popisujeme riesenie tazkosti, s ktorymi sme sa stretli v priebehu implementacie, ako aj
moznosti dal8ieho postupu pri rozsireni nasej prace.
V zavere popisujeme dosiahnuté vysledky.



Kapitola 2

Zaklady principu prerozdelovania

2.1 Niektoré principy modelovania rekurzivnymi sché-
mami

Podla [3] m6Zeme zhrnuf zakladnt myslienku nasledovne:
Rekurzivne prerozdelovanie definuje hladka krivku alebo plochu ako limitu série po-
stupnych zjemneni.

Nasledujuce casti ndm objasnia zaklady tohoto postupu.

2.1.1 Splajny

Splajn je po ¢astiach polynomicka krivka nejakého vopred zvoleného stupna. V pripade
kubického splajnu (stupenn kazdého segmentu je maximélne 3), kazdy segment krivky
moze byt zapisany ako

x(t) = a4’ + abt® + ajt + af
y(t) = bit® + bot® + bt + b

kde a,b € R* st vektory konstantnych koeficientov formujicich tvar krivky. In-
dex i oznacuje prislusny segment. Tato reprezentacia pouziva monomialnu bazu,
teda (t3,¢%,¢',1). My vSak budeme pre nase potreby pouZzivat vyjadrenie splajno-
vej krivky ako linearnej kombinéacie posunutych B-splajnov, kde kazdy z koeficientov
(24, )7 = p; € R? nazyvame riadiacim bodom.

x(t) = inBZ(t — %)
y(t) = ZyiBf(t — 1)

Nové bazické funkcie B} () st vybrané tak, ze vysledna krivka je vzdy spojita vopred
zvoleného radu a vplyv riadiacich bodov je lokalny. V pripadoch, kde nam nezalezi na
intervale, na ktorom je zadefinovana splajnové funkcia, pouzijeme oznacenie B;(t), kde
chyba horny index, vyjadrujtci prave tato vlasnost.



2.1.2 Definicia B-Splajnu pomocou konvolicie

Je vela sposobov na odvodenie B-Splajnov. Pre naSe potreby je najvhodnejsia opako-
vana konvolucia.

Za¢neme s najjednoduchsim pripadom: po ¢astiach konstantna bazicka funkcia (tzv.
box funkcia) je zadefinovana ako

1 ak 0<t<1
BO(t):{o inak

a funkcia oznafena Bj(t) = By(t — i) je posunutim By(t). Spojita konvoltaciu dvoch
funkcii reprezentujeme ako

(f@g() = /f(s)g(t — s)ds.

Teraz B-splajnové bazické funkcie Tubovolného stupna n ziskame konvolaciou bazic-
kej funkcie stupna n — 1 s box funkciou By(t). Tak napriklad B-splajn stupiia 1 je
zadefinovany ako konvolucia By(t) samého so sebou

By(t) = /Bo(s)Bg(t—s)ds.

Podobne moézeme vypoditat B-splajn stupna 2 konvoluciou Bj(t) opat s box funkciou
By(t)

Bo(t) — / By(s)Bo(t — s)ds.

V tomto pripade, vysledna krivka obsahuje tri kvadratické segmenty zadefinované na
intervaloch (0,1),(1,2),(2,3). Vo vSeobecnosti opakovanim konvolicie n-krat dostaneme
B-splajn stupia n

B.(t) = /Bn_l(s)Bo(t—s)ds.

Zadefinovanie B-splajnov takymto sposobom okamzite poukazuje na mnoho ich uzitoc-
nych vlastnosti. Jednou z nich je spojitost, o ktorej hovori nasledujtca veta z [3| na
strane 25.

Veta 2.1.1 Ak f(t) je C*-spojitd, potom (By @ f)(t) je C* L-spojitd.

Z toho pre nas vyplyva, Ze B-splajn stupiia n je C™ '-spojity, pretoze B-splajn
stupiia 1 je C°-spojity.
2.1.3 Prerozdelovanie na baze splajnov

KedZe tento princip je totozny tak pre krivky ako aj plochy, zameriame sa v dalSich
uvahach na krivky z dovodu vidsej zrozumitelnosti a jednoduchosti.



Prerozdel'ovanie splajnov. Dalsia mimoriadna vlastnost B-splajnov je, Ze sa riadia
tzv. rovnicou zjemnenia. Tato rovnica ukazuje ako mozno zapisat B-splajn pomocou
kombinacie posunutych a skidlovanych kopii samého seba.

Bi(t) = %; (l Z 1) Bi(2t — k) 2.1)

Tato vlastnost je kli¢om k odvodeniu prerozdelovacieho procesu pomocou splajnov.
Dokazeme ju. Na zaciatok sa pozrieme na splajn nultého stupna By(t).

By(t) = Bo(2t) + Bo(2t — 1)
Pren moézeme tuto vlastnost Tahko overit priamo vypoc¢tom. Zopakujme, Ze sme defi-
novali B-splajn stupna [ ako.

l l

Bi(t) = @) Bo(t) = Q) (Bo(2t) + By(2t — 1))

=0 1=0

Tento vyraz mozeme upravit pouzijic nasledovné vlastnosti konvolicie pre funkcie

f(t),g(t) a h(t) uvadzané v [3]

f) @ (g(t) +h(t) = f(t)®g(t)+ f() @ h(t)
Flt—)@gt—k) = m(t—i—Fk)

F20) @ g(2t) — %m(t—z’—k),

kde m(t) = f(t) ® g(t). Napriklad v pripade Bj(t) dostavame:

Bi(t) = B(t) ® Bo(?)
= (By(2t) + By(2t — 1)) ® (Bo(2t) + By(2t — 1))
= By(2t) ® By(2t) + 2(By(2t) ® Bo(2t — 1)) + By(2t — 1) @ By(2t — 1)

1 1 1 1

= §Bl(zt) + §Bl(2t -1)+ 5Bl(21ﬁ -1+ §Bl(zt —1-1)
1
1 2

= 5231(%—1{)

k=0

2.1.4 Matica prerozdelovania

Prerozdel'ovanie splajnovych kriviek. Teraz, ked uz mame v rukach tento apa-
rat, vratme sa spat ku splajnovym krivkdm. Nech

0= ] = S e

je splajnova krivka stupia [ s riadiacimi bodmi (z;, y,-)T = p; € R% KedZe nas zatial
nezaujimaju hranice, ponechali sme index v sume neSpecifikovany. Podla definicie
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B-splajnu B} (t) = By(t — i), kazdy riadiaci bod mé lokilny vplyv na malu ¢ast krivky
pre parameter t € (i, +[). Uvazujme teraz vektor p pozostavajuci z riadiacich bodov

p= [ -+yP-2,P-1,P0,P1,P2;5 - - ']T

a vektor B(t) pozostavajici z posunutych kopii funkcie B(t), zadefinovanych vyssie.
B(t)=1[..,B(t+2),B(t+1),B(t),B(t—1),B(t—2),...]

V takomto oznaceni mozeme zapisat krivku « ako skalarny sucin B(¢).p. Kazdy z prv-
kov vektora B(t), vyjadrime podla rovnice zjemnenia, ako linearnu kombinéciu posu-
nutych a skalovanych kopii samého seba, kde B-splajnové funkcie zapiseme do vektora
B(2t)

B(2t) = ..., B(2t +2), B(2t + 1), B(2t), B(2t — 1), B(2t — 2), .. ]

a prislusné koeficienty kombinacie do matice S. Tato matica ndm zachytava vztah
medzi povodnymi a roz§irenymi B-splajnovymi funkciami, ktory zapiSeme nasledujicou
rovnicou.

B(t) = B(2t)S.

Ako vyplyva z rovnice (2.1) jednotlivé prvky matice S maju tvar

1/1+1
S2i+k,i:3k:§( e )

Nenulové prvky v kazdom stipci matice S st kopiou predchadzajiceho stipca posunuté
o dva rady nadol. Pouzitim tychto vzfahov mézeme krivku ~(t) vyjadrit nasledovne:

v(t) = B(t)p = B(2t)S p.

Je to stéle ta ista krivka, ale popisana pomocou rozsirenych B-splajnov ( B(2t) ), ktoré
st nenulové na intervale polovi¢nej dizky a dvakrat hustejsie rozlozené ako poévodné
B-splajny ( B(¢) ) Ukazali sme zmenu od starej bazy B(t) k novej baze B(2t) a stbezne
zmenu vektora starych riadiacich vrcholov p na primerany vektor novych riadiacich
vrcholov S p. Tento proces mozeme opakovat nasledovnym spdsobom,

V() = B(t)p°
= B(2t)p! = B(2t)Sp"
= B(éjt)pj = B(21)5p?,

z ktorého mozeme odvodit nasledovny vztah pre riadiace vrcholy na réznych drovniach
prerozdelovania,

pj+1 — Spj

kde S je matica prerozdelovania. Uvedomme si, Ze nekone¢na. Pri blizS8om pohlade
. : . . . I+1 - 7. v
na jeden prvok vektora p/*!, na riadiaci vrchol pf vidime ze

pit =) Supl.
!

7



Aby sme presne zistili, ktoré prvky matice S (si) ovplyviiuju tento vyraz, rozdelme
pristup na parne a neparne kroky. Pre neparne kroky mame

i . .
2:-;1 = Z Szi+1,lpl7 = Z 82(i—l)+1pl7
! !
a pre parne
o . .
p%j = Z S2i,lpg = Z 82(1-_”29?-
! !

Z toho sme dostali dve odlisné prerozdelovacie pravidla, jedno pre nové pdrne riadiace
body krivky a jedno pre nové nepdrne riadiace body.

Poznamenajme eSte, ze neparne body v (j + 1) arovni sa nanovo vkladané, kym
parne body priamo koreSponduji so starymi bodmi na j—tej urovni. Prerozdelovaciu
schému, ktord ma tuto vlastnost budeme dalej nazyvat interpolacnou. Pri aprorimac-
nej schéme moze dochadzat ku zmene parnych aj neparnych bodov.

V&imnite si, Ze mozeme zjemnovat postupnost bodov zoradenych do vektora p oby-
¢ajnym néasobenim tohto vektora maticou prerozdelovania S, ktora zachytava "zjem-
novaci vztah" pre B-splajny pouzité v definicii krivky. Ak by tieto body boli riadiacimi
bodmi krivky, potom po opakovanom prenasobeni maticou S dostaneme stéle hustejsiu
a hustejsiu postupnost riadiacich bodov, pospajanim ktorych dostaneme krivku, ktora
bude od povodnej len tazko rozliSitelna uz po niekol’kych krokoch.

Tento fakt mozeme pouzit na vytvorenie algoritmu a jadra prerozdelovacej paradig-
my. Namiesto vykreslovania krivky (plochy) na obrazovku budeme vykreslovat riadiaci
polygon, po ¢astiach linedrnu krivku ziskanu prerozdel ovanim.

2.1.5 Konvergencia prerozdelovacej schémy

Je viac sposobov konvergencie postupnosti funkcii k limitnej funkcii. My pouZijeme
rovnomernit konvergenciu. Tato forma konvergencie je pre nas najvhodnejsia, pre-
toze ma uzito¢nu vlastnost. Ak postupnost spojitych funkcii konverguje rovnomerne
k nejakej limitnej funkcii f, tak tato limitna funkcia je tiez spojita.

Postupnost funkcii, ktora chceme analyzovat, je postupnostou riadiacich polygonov,
vzniknutych v procese prerozdelovania resp. zjemilovania, pouZzitim prerozdelovacieho
pravidla S. Nezavisle na prerozdelovacom pravidle, mozeme pouzit linedrne B-splajny
na zadefinovanie po ¢astiach linearnej krivky cez riadiace body ako P’(t) = By (27t)p’.
Jedna cesta ako ukazat, ze dand prerozdelovacia schéma konverguje k spojitej limitnej
funkcii, je dokazat, ze limita

P>(t) = lim P’(t)
j—00
existuje pre vietky ¢ a postupnost P?(t) konverguje rovnomerne. Na ukézanie tejto
vlastnosti potrebujeme dodato¢ny predpoklad, ze pre kazdy riadok matice S je sucet
vSetkych jeho prvkov je rovny 1. Pravidlo spojitosti pri prerozdelovani je rozdiel dvoch
prilahlych riadiacich bodov pl,, —p} = (Ap?);. Ukazeme, e ak rozdiel medzi susednymi
riadiacimi bodmi klesa dost rychlo, limitna krivka bude existovat a bude spojité.

Lema 2.1.1 Ak || Ap? ||< ¢y pre nejaké ¢ > 0 a 0 <y < 1Vj > jo > 0 potom
Pi(t) konverguje k spojitej limitnej funkcii P¥(t). A naviac

8
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Dokaz tejto lemy sa nachédza v [3] na strane 33. Z uvedenej lemy vyplyva rovnomerna
konvergencia a spojitost limitnej funkcie P>(¢).

2.1.6 Analyza prerozdelovacej schémy

Invariantné susedstvo. Predstavme si, ze chceme Studovat limitna krivku nejakej
prerozdelovacej schémy v blizkom okoli nejakého bodu. Na urcenie lokélnych vlastnosti
tejto krivky nepotrebujeme cely nekonecny vektor riadiacich bodov, alebo nekonec¢ni
maticu popisujucu prerozdelovanie celej krivky. Diferencovatelnost napriklad je lo-
kalnou vlastnostou krivky. Toto nas vedie k otazke, ktoré riadiace body vplyvaji na
krivku v okoli bodu v ktorom ju chceme Studovat.

Ako priklad uvazujme kubické B-splajnové prerozdelenie. Nech skiimanym bodom
je prave pociatok, teda P(0). Jeden kubicky segment sa nachadza nalavo od skiima-
ného bodu s hodnotou parametra t € [—1,0] a druhy napravo s hodnotou parametra
t € [0,1]. Obrazok 2.1 ukazuje, ze potrebujeme 5 bodov v najhrub8ej trovni, na do-
siahnutie Tubovolného bodu limitnej krivky, ktory je spojeny s hodnotou parametra,
medzi -1 a 1.

-2 -1 0 1

@) Q\\1 /. 1/.

N

® 0 00 0 0 0«

o

1 1

Obréazok 2.1: 'V pripade kubického B-splajnového prerozdelovania, je invariantné su-
sedstvo velkosti 5. Zahifia 5 riadiacich bodov v najhrubgej trovni na urcenie spravania
limitnej krivky pozdlz dvoch segmentov prilahlych k podciatku.

Hovorime, Ze invariantné susedstvo ma velkost 5. Toto ¢islo zavisi od po¢tu nenu-
lovych prvkov v kazdom riadku prerozdelovacej matice. V naSom pripade to je 2 pre
neparne body a 3 pre parne body. Pre urcenie parnych vrcholov na okrajoch budeme



potrebovat este jeden riadiaci bod na pravo od 1 a jeden na lavo od —1. Z faktu,
ze 5 centralnych riadiacich bodov ovlada spravanie limitnej krivky v pociatku, vyply-
va nezavislost na trovni. S tymito piatimi riadiacimi bodmi na j-tej rovni, mozeme
vypocitat pat riadiacich bodov na j+1 trovni. Z tohto vSetkého vyplyva, ze ak chce-
me Studovat spravanie krivky v pociatku, vSetko ¢o musime analyzovat je maly 5 x 5
podblok nekonec¢nej prerozdelovacej matice

iy 16100\ [0
'y | o4400 o
ntl=gl 01610 )
! 00440 || p
Pt 00161 p%

Niektoré vlastnosti kriviek vygenerovanych pomocou prerozdelovania mozu byt od-
vodené z lokalnej prerozdelovacej matice. Odteraz nech symbol S oznacuje lokdlnu
prerozdelovaciu maticu.

Analyza pomocou vlastnych vektorov a k nim prislu$§nych vlastnych hodnét.
Zopakujme si z linearnej algebry, ze vlastny vektor x matice M je nenulovy vektor
taky ze pren plati Mx = Ax, kde A je skalar. Hovorime ze A je wvlastnd hodnota
prislichajica k vlastnému vektoru x. Predpokladajme, Ze lokalna prerozdelovacia
matica S méa velkost n X n a méa realne vlastné vektory xo, X1, ..., X,_1, ktoré formuja
bazu s koreSpondujicimi vlastnymi hodnotami \g > Ay > ... > \,_;. Tak napriklad
v pripade kubického splajnu n=5 a

(o A1 Ao, A, Ay) = (1,%,%,%,%)
1 -1 1 10
1 -2 & 00
(Xo,Xl,Xg,Xg,X4) = 1 O —ﬁ 0 0
1 4 2 00
1 1 1 01

Poznamka: Nie vSetky prerozdelovacie schémy maju iba realne vlastné hodnoty, ale-
bo kompletnia mnozinu vlastnych vektorov. Predpokladajme preto odteraz, ze mame
kompletni mnozinu vlastnych vektorov.

Pri tomto oznaceni mozeme zapisat [ubovolny vektor x ako linedrnu kombinaciu

vlastnych vektorov
n—1
X = E a;X;.
i=0

Podobne mozeme zapisat rozklad takéhoto typu aj pre vektor p pozostavajici z n 2-
D bodov. V tomto pripade bude kazdy z koeficientov a; 2-D bod. Vlastné vektory
Xo, - .., Xn—1, SU obycajné vektory skladajice sa z n redlnych ¢isel. V baze vlastnych
vektorov mozeme Tahko spocitat vysledok pouzitia prerozdelovacej matice na vektor
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riadiacich bodov, ¢o st vlastne riadiace body na vyssej trovni

Sp’ = S a;X;

Pouzitim S j-krat dostaneme

p' = 5p’ =) aNxi.

1=0

Konvergencia prerozdelovacej schémy. Ak by | Ao |[> 1, potom vyraz S7x° bude
neohrani¢eny a prerozdelovanie nebude konvergovat. Vidime, Ze na to aby postupnost
Sip® vobec konvergovala, je potrebné aby vsetky vlastné hodnoty boli mensie ako
1. Tiez je mozné ukazat, ze iba jedna moze nadobudnit hodnotu 1, inak by schéma
oscilovala. Nech je to A\g. (pozri [4])

Jednoduchym dosledkom tejto analyzy je, ze mozeme spocitat limitni poziciu pria-
mo v baze vlastnych vektorov

n—1
P(0) = lim 57p° = jlirgoz aNx; = a,
i=0

pretoze pre vSetky vlastné hodnoty plati | \; | < 1.

Invariantnost vzhl'adom na afinné transformacie. Ak by sme subeZne pohli
vSetkymi riadiacimi bodmi, budeme ocakavat, Ze krivka zadefinovana tymito bodmi
sa bude pohybovat v rovnakom smere ako pevny objekt. Inak povedané, krivka by
mala byt invariantna vzhladom na transforméacie zachovavajice dlzku, ako je posu-
nutie, ¢ rotacia. Vyplyva to z linearity prerozdelovania. Ak metoda prerozdelovania
je invariantna so zretelom na transformécie zachovavajice euklidovska dlzku, tak by
mala byt invariantna vzhladom na Iubovolnd afinnd transforméciu. Nech 1 je vektor
pozostavajici z n jednotiek a a € R? je posunutie v rovine (pozri obréazok 2.2). Potom
la reprezentuje posunutie naSich $iestich bodov o vektor a. Pouzitim prerozdelovania
na posunuté body dostaneme

S(p’ +1.a) = Sp’ +S5(1la
p 4+ S(T.a). (2.2)

Z tohto vidime, Ze pre invariantnost vzhladom na posunutie potrebujeme:
S(1.a)=1.a

Preto I by mal byt vlastny vektor matice S s vlastnou hodnotou Ay = 1. Pripomeiime,
ze ked sme dokazovali konvergenciu prerozdelovacej metody, predpokladali sme, ze 1 je
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Obréazok 2.2: Invariantnost vzhladom na posunutie.

vlastny vektor s prislichajuci k vlastnej hodnote 1. Teraz vidime, ze tento predpoklad
bol velmi uzito¢ny. Nebolo by prirodzené, ak by sa tvar krivky zmenil s posunutim
riadiacich bodov.

Z predchadzajucich uvah vyplyvaju nutné vlastnosti prerozdelovacej matice S:

vlastné vektory tvoria bazu;

vlastna hodnota A\g = 1;

vlastna hodnota | A; | < 1;

pre v8etky ostatné vlastné hodnoty plati: | Ay | > | N |, i>1.

2.2 Plochy vzniknuté rekurzivnym prerozdelovanim

Ked7ze princip prerozdelovania funguje v 3D podobne ako v 2D pripade, nebudeme
sa nim az tak podrobne zaoberat. Poukdzeme vSak na niektoré vyznamné odlisnosti
(vyplyvajtce prave z 3D priestoru).

2.2.1 Hladkost plochy

K tomu nam posluzi ako priklad jedna z najjednoduchs§ich prerozdelovacich schém
Loopova schéma. Tato je zadefinovand na trojuholnikovom mesi. Pravidlo zjemiova-
nia, ktoré nazyvame vkladanie vrchola, ukazuje obrazok 2.3. Tato schéma je zalozend
na splajnovej bazickej funkcii, nazyvanej three-directional quadratic box slpajn®, de-
finovana na trojuholnikovej mriezke. Tato splajnova béazicka funkcia je C? spojita.
Prerozdelovacie pravidlo spolu s vihami pre tuto funkciu ukazuje obrazok 2.4.

ltrojsmerovy kvadraticky box-splajn.
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Obréazok 2.3: Zjemnenie trojuholnikového mesu. Nové vrcholy st oznacené ¢iernymi
bodkami.

178 1/16 116

10/16

3/8 Y 3/8 1/16

116

1/8 1/16 1/16

Obrazok 2.4: Prerozdelovacie koeficienty pre troj smerovi box splajnovi funkciu.

V pripade kriviek, ked mame vybrana splajnova bazu, vSetky koeficienty pre pre-
rozdelovacie pravidlo si nou urcené. Téato situécia je radikdlne odlisnd a podstatne
zlozitejsia v pripade ploch, lokalna Struktira ich mesu sa moze menit. Vysledkom toho
pravidld odvodené od splajnovej bazy sa mozu pouzit iba na tie ¢asti mesu, ktoré su
lokalne regularne, v nasom pripade iba na tie vrcholy ktoré maja stupen rovny 6. Pre
vrcholy s odlisnym stupinom musime vytvorit nové pravidlo. Takéto vrcholy nazyvame
$pecidlne(extraordinarne). Loop navrhuje koeficienty zobrazené na obrazku 2.5. Vyber
tychto koeficientov zaruci, ze limitné plocha tejto schémy bude hladka.

Intuitivne hovorime ploche hladké, ak existuje v kazdom bode dotykova rovina a je
spojita. Na presnu definiciu hladkosti vSak potrebujeme tiato plochu vyjadrit ako neja-
ki funkciu zadefinovant na parametrickej oblasti s hodnotami v R3. Pokiisme sa preto
o takito definiciu. Zoberme teda ako parametricka oblast mnohosten z ktorého vychéa-
dzame pri tvorbe plochy, nazyvame ho inicializacny riadiaci mes a pre jednoduchost
predpokladajme, Ze nepretina sam seba. Samotny prerozdelovaci proces produkuje
postupnost mnohostenov so vzrastajucim poc¢tom vrcholov, hran a stien. Pod plochou
vzniknutou prerozdelovanim, rozumieme limitu tejto postupnosti. Predpokladajme, Ze
zakazdym ked pouzijeme prerozdelovacie pravidlo na vypocitanie jemnejSiecho mesu,
na inicializa¢ny mes aplikujeme midpoint pravidlo. To znamend, ze budeme vkladat
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Obrazok 2.5: Loopova schéma, koeficienty pre extraordinarne vrcholy. Koeficient &
oznacuje stupen vrchola, 8 je vhodne zvolené ¢islo.

nové body do stredu kazdej hrany. Tieto body potom navzijom pospajame, ponecha-
jaic pritom staré body na svojom pdévodnom mieste. Poznamenajme, 7ze kazdy riadiaci
vrchol vzniknuty pouzitim prerozdelovacieho pravidla, koreSponduje s bodom v me-
i vytvorenom pomocou midpoint pravidla. Tento budeme dalej povazovat za naSu
parametricki oblast. Ozna¢me ju |K|. V kazdom kroku prerozdelovania dostaneme
hustejsiu parametricka oblast a me§ vytvoreny prerozdelovacim procesom nam uréi po
Castiach linearnu funkciu na oblasti |K|. Ak postupnost tychto funkcii konverguje rov-
nomerne, jej limitou je zobrazenie f z |K| do R3. Teraz mame zadefinovani subdivision
plochu ako funkciu f : |[K|]— R? na mnohostene.

Definicia 2.2.1 Plocha [ : |K|— R? je parametricky (C') spojitd, ak pre kazdyj bod
z € |K| ezistuje requldrna parametrizicia © : D — f(U,) z jednotkového kruhu D do
f(U,) kde U, je okolie v |K]|. Reguldrna parametrizicia 7 je spojito diferencovatelné,
jedno-jednoznacné zobrazenie s Jakobiho maticou mazimadlnej hodnosti.

V niektorych pripadoch je vyhodnejsie pouzit definiciu slabsej geometrickej hladkosti.

Definicia 2.2.2 Plocha f : |K|— R? je geometricky (G*) spojitd, v bode z € | K| vtedy
a len vtedy, ked normdly plochy si zadefinované v okoli bodu x a existuje limita tyjchto
normdl v bode .

Toto je uzito¢na definicia, pretoZze geometrickd spojitost sa da dokazat jednoduchsie
ako parametrickd. Treba vSak poznamenat, Zze geometrickd spojitost mé oslabené po-
ziadavky a teda je ,slabsia” ako parametricka.

2.2.2 Najznamejsie prerozdelovacie metody

Teraz popiSeme najznamejSie prerozdelovacie schémy, vytvarajice Cl-spojité plochy
na lubovolnych meSoch. Na prvy pohlad sa rozmanitost existujicich schém moze zdat
chaoticka. Existuje v8ak priama cesta ako klasifikovat va¢sinu schém, zalozena na troch
kritériach:

e typ zjemnovacieho pravidla (vkladanie vrchola alebo orezavanie rohov);
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e typ vytvaraného mesu (trojuholnikovy alebo $tvoruholnikovy);
e (i schéma je aproximacné alebo interpolacné.

Klasifikacia prorozdelovacich schém je znazornena v tabulkéch 2.1 a 2.2.  Ako z tychto

Vkladanie vrchola
Trojuholnikovy mes Stvoruholnikovy mes
Aproxzimacné | Loop Catmull-Clark
Interpolacné | Modifikovany Butterfly | Kobbelt

Tabulka 2.1: Klasifikdcia prerozdelovacich schém zaloZenych na principe vkladania
vrchola.

Orezavanie rohov
Doo-Sabin
Midedge

Tabulka 2.2: Prerozdelovacie schémy vyuzivajice princip orezavania rohov.

tabuliek vidime, vic¢Sina schém produkuje odlisné typy ploch. Pozrime sa teda pod-
robnejsie na tieto klasifikac¢né kritéria.

Najskor vSak poznamenajme, ze kazda prerozdelovacia schéma zadefinovana na
mesi Tubovolnej topologie, je zalozend na regquldrnej prerozdelovacej schéme. NaSa
klasifikacia je hlavne klasifikiciou regularnych prerozdelovacich schém — raz ak mame
pevne zvoleni schému, dal$ie pravidla budu vytvorené iba pre extraordinarne vrcholy
alebo steny, ktoré nemoézu byt ¢astou regularneho mesu.

Typ meSu. Regularne prerozdelovacie schémy funguju na regularnom riadiacom me-
Si tak, ze vrcholy mesu koresponduju s regularne rozlozenymi bodmi v rovine. Avsak
steny mesu mozu byt formované odlisne. Pre regularny mes je prirodzené pouzit steny,
ktoré su identické. Ak naviac predpokladame, Ze tieto steny si regularne polygony, po-
tom mame iba tri sposoby pre vyber stenovych polygéonov: mozeme pouzit iba Stvorce,
rovnostranné trojuholniky a pravidelné Sestuholniky. Mes pozostavajici z pravidelnych
Sestuholnikov nie je velmi v8eobecny, ale prvé dva typy su vhodné pre praktické ucely.

Vkladanie vrchola a orezavanie rohov. Ak mame urcené dlazdenie roviny, mu-
sime definovat ako suvisi zjemnené dlazdenie, vytvorené prerozdelovacou schémou,
s povodnym. Pozname dva pristupy na vytvorenie zjemneného dlazdenia: jeden je
vkladanie vrchola a druhy orezdvanie rohov (pozri obréazok 2.6). V prvom pripade kaz-
da hrana trojuholnikového alebo Stvoruholnikového mesSu je rozdelend na dve, staré
vrcholy st ponechané a novo vlozené na hrany st pospajané. Pri Stvoruholnikovom
mesi je vlozeny jeden dodato¢ny vrchol pre kazdua stenu.

V druhom pripade, pre kazdu stard stenu je vytvorend nova, podobnéa, vo vnutri
starej steny. Novovzniknuté steny st pospajané. Ako vysledok dostaneme Styri nové
vrcholy pre kazda stard hranu, novi stenu pre kazda hranu a kazdy vrchol. Staré vrcho-
ly st vymazané. Pre Stvoruholnikové dlazdenie to moéze byt urobené tak, ze zjemnené
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dlazdenie méa iba stvoruholnikové steny. Pre trojuholniky mo6zeme dostat iba Sestuhol-
nikové dlazdenie. Hoci reguldrny algoritmus orezavania vrcholov pre trojuholniky by
musel striedat medzi trojuholnikovym a Sestuholnikovym dlazdenim.

Vkladanie vrchola pre trojuholniky

Orezavanie rohov pre Stvoruholniky

Obrazok 2.6: Vkladanie vrchola a orezavanie rohov.

Aproximac¢néa a interpola¢ni schéma. Schémy zalozené na vkladani vrchola mo-
zu byt interpola¢né alebo aproximac¢né. Pre kazdy vrchol je zadefinovana postupnost
bodov, korespondujuca s rozdielnymi aroviiami prerozdelovania. Ak vSetky body v tej-
to postupnosti si rovnaké, tak schéma je interpola¢né. Inak ju nazyvame aproximacné.
Interpolacia je atraktivna vlastnost z viacerych dovodov:

e povodny riadiaci bod definujuci plochu je tiez bodom limitnej plochy, ¢o umoziuje
jej riadenie intuitivnejSim sposobom,

e vela algoritmov moze byt podstatne zjednoduSenych a mnoho vypoctov vykona-
nych na mieste (uSetrenych).

Zial vysledny tvar takychto ploch nie je taky kvalitny ako u ploch vzniknutych ap-
roximacnymi schémami. DalSou nevyhodou je pomala konvergencia k limitnej ploche
v porovnani s aproximac¢nymi schémami.

Zhriime si eSte niektoré dolezité pojmy, ktoré budeme dalej pouzivat. Niektoré z nich
sme uz spominali:
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Regularne a extraordinarne vrcholy. Prerozdelovacia schéma, ktora je zadefino-
vand na trojuholnikovom mesi, vytvara vo vnitri nové vrcholy iba stupna 6. Na
hranici maja novo vytvorené vrcholy stupen 4. Podobne na Stvoruholnikovom
mesi vznikaji vo vnitri reguldrneho mesu vrcholy stupnia 4 a na hranici vrcho-
ly stupfia 3. Vrcholy stupna 6 pre trojuholnikovy me$ a vrcholy stupiia 4 pre
Stvoruholnikovy mes nazyvame regularne. Vrcholy inych stupiiov nazyvame ex-
traordinarne.

Parne a neparne vrcholy. Pre schémy na baze vkladania vrchola st vrcholy na
hrub8ej trovni mesu tiez vrcholmi zjemneného mesu (v zmysle topologie). Pre
ktorykolvek trovenn prerozdelovania volame vSetky nové vrcholy, vzniknuté v
danej trovni nepdrnymsi vrcholmi. Vrcholy z predchadzajtcej Grovne nazyvame
pdarnymi vrcholmi.

Stenové a hranové vrcholy. Pre trojuholnikové schémy existuje iba jeden druh ne-
parnych vrcholov. Pre Stvoruholnikové schémy st niektoré vrcholy vlozené, ked
hrana v hrubsej trovni je rozdelena, iné vrcholy st vlozené pre stenu. Tieto dva
typy neparnych vrcholov sa nazyvaji hranové a stenové.

Hranice a ryhy. Pre hranicu sa oby¢ajne vytvaraju Specialne pravidla prerozdel ova-
nia. Su vytvarané tak, ze hrani¢na krivka limitnej plochy spravidla nezavisi od
ziadnych vnutornych vrcholov a je hladké, alebo po castiach hladka. Rovnaké
pravidlo moze byt pouzité pri vytvarani ostrych hran na inak hladkej ploche.
Takto vzniknuté body potom vytvaraja ryhy.

Maska prerozdel'ovania. Casto Specifikujeme prerozdelovacie pravidlo pomocou je-
ho masky. Maska je vlastne obrazok, ktory ukazuje vrcholy spolu s ich vihami,
pouzité na vypocet nového vrchola, oznacovaného ¢iernou bodkou.

Teraz sa strucne pozrime sa jednotlivé prerozdelovacie schémy.

Loopova schéma

Loopova prerozdelovacia schéma je jednoduché aproximac¢na schéma na béaze vkladania,
vrchola, vytvorena Charlesom Loopom [5]. Této schéma vytvara plochu C?-spojitt na
regularnom mesi, na hraniciach a extraordinarnych vrcholoch dosahuje C'-spojitost.

Maska pre Loopovu schému je na obrazku 2.7. Pre hranice a hrany oznacené ako
ryhy st pouzité Specidlne pravidla. Tieto vytvaraju kubicky splajn pozdlz hranice,
ryhy.

Modifikovana Butterfly schéma

Butterfly schéma bola navrhnutd Dynom, Gregorym a Levinom v [6]. Av8ak hoci origi-
nalna Butterfly schéma je zadefinované na Tubovolnom trojuholnikovom mesi, limitné
plocha nie je Cl-spojita v extraordinarnych vrcholoch stupia £ = 3 a k& > 7. Na
regularnom mesi je C'-spojitd. Na rozdiel od aproximac¢nych schém zaloZenych na
splajnoch, tato schéma nevytvara v limite po ¢astiach polynomicka plochu. V |7] bola
pontiknuta modifikdcia, ktora zarucuje, Ze schéma vytvara Cl-spojité plochy. Této
schéma je C* ale nie C%-spojit4 na regularnom mesi. Maska je na obrazku 2.8.
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1/8
g p
3/8 3/8 1-kp
VnutrajSok B
1/8 B b
Hranice a ryhy
—&— [ @ I
1/2 1/2 1/8 3/4 1/8
a. Maska pre neparne vrcholy b. Maska pre parne vrcholy

Obrazok 2.7: Na obrdzku hore, 3 moze byt vybrana ako 2(5/8 — (2 + 1 cos (2))?)
(origindlna Loopova volba [5]), alebo pre n > 3,6 = & ponikané Warrenom [4]. Pre
n = 3, moZe byt pouzitd 5 = 3/16 (n je stupen vrchola).

Catmull-Clarkova schéma

Catmull-Clark schéma bola opisana v [1]. Je zalozend na bikubickom tenzorovo-
st¢inovom splajne. Schéma vytvara plochu, ktora je C? viade okrem extraordinarnych
vrcholov, kde je C'-spojitd. Maska je zobrazena na obrazku 2.9.

Kobbeltova schéma

Tato schéma bola popisana panom Kobbeltom v [8]. V pripade regularneho mesu sa
redukuje na tenzorovy siucin schémy Styroch bodov. Téato schéma vytvara plochy, ktoré
sti viade vo vnitornych bodoch C'-spojité. Maska je na obrazku 2.10.

Doo-Sabinova schéma

Tato schéma je pojmovo celkom jednoduché, medzi parnymi a neparnymi vrcholmi nie
je ziaden rozdiel, a tak na zadefinovanie schémy nam postaci jedna maska. Specialne
pravidlo potrebujeme iba pre hranice, kde takto limitne vznikne kvadraticky splajn.
Maska je na obrazku 2.11.
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-1/16 1/8 -1/16

1/2 1/2

-1/16 1/8 -1/16

Maska pre vnutorné body
s regularnym okolim

i —&— i
-1/16 9/16 9/16 -1/16

Maska pre hranice a ryhy

Obrazok 2.8: Modifikovanda Butterfly schéma. Koeficienty s; sa %(i + cos

tcos (%)) pre k > 5. Pre k = 3,50 =
1 —
—3,513=0.

Maska pre stenovy vrchol
1/4 1/4

1/4 1/4

Maska pre hranovy vrchol
1/16 1/16

3/8 ® 3/8

1/16 1/16
| Masky pre
1/2 1/2 hranice a ryhy

a. masky pre neparne
vrcholy

5
19 51,2

Masky pre
vnutorné body

S:

Ss

So

Siez Ske1

Maska pre vrcholy prilahlé
k extraordinarnemu vrcholu

1. _ _
= —15; pre k = 4,50 =

f L |
1/8 3/4 1/8
b. masky pre parne
vrcholy

Obrazok 2.9: Catmull a Clark odportacaju nasledujice koeficienty: 3 = 2 a v = ﬁ,

kde k je stupen vrchola.
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1 9 9 1

256 256 256 256

81 81
_ 9| 25 256 | 9
256 256
[

9 9
256 81 81 | 256
256 256
1 9 9 1

256 256 256 256
Maska pre stenovy vrchol

—t—e—1——
1 9 9 1

16 16 16 16
Maska pre hranové
hraniéné a rihové vrcholy

b.Pocitanie stenového vrcholu prilahlého
k extraordinarnemu vrcholu

a.Regularne masky

Obrazok 2.10: Masky pre Kobbeltovu prerozdelovaciu schému.

Maska pre vnutorné vrcholy

f O L |

1/4 3/4

Maska pre hranic¢né vrcholy

Obrazok 2.11: Doo-Sabinova prerozdelovacia schéma, koeficienty st zadefinované:
ap=1/4+5/4k a a; = (3 + 2cos (2in/k))/4dk pre i =1...k — 1.
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Kapitola 3

Aproximacia boolovskej operacie

Vykonanie boolovskych operacii na dvoch telesach s hranicou vzniknutou rekurzivnym
prerozdel ovanim, nie je Tahkou ulohou. Na zvladnutie tejto ulohy ako celku je potrebné
vyrieSit vela ¢iastkovych problémov. Postupne sa im budeme venovat a analyzovat
metody rieSenia tychto pod problémov. Su to tieto:

1.

2.

3.
4.

d.

Implementéacia vybranej prerozdelovacej schémy;

Néjdenie hrani¢nej krivky a pasu hrani¢nych stien pre obidve plochy charakteri-
zujice telesa;

Orezanie tychto ploch hrani¢nou krivkou a upravenie novovzniknutého okraja;
Odstranenie nepotrebnych ¢asti hrani¢nych ploch mesu;

Spojenie jednotlivych ¢asti a vytvorenie nového telesa.

Sustredime sa hlavne na body 2 az 5. Podrobnejsie popiseme hl'adanie hrani¢nej krivky,
respektive jej aproximaécie, sposob odstranenia v dalSom uz nepotrebnych ¢asti mesu,
prispdsobeniu okraja plochy a nakoniec spdsobu spojenia takto upravenych ploch do
vysledného telesa. Vyslednym zhrnutim tychto bodov je algoritmus najdenia boolov-
skej operéacie na telesach s hranicou vzniknutou prerozdelovanim. Stru¢ny pseudo kod
tohoto algoritmu vyzera nasledovne:

O N O Ok WN -

Algoritmus aproximdcie boolovskej operéacie.

Vstup: Dva telesid P, K charakterizované mnohostenmi.
Vystup: Teleso, ktoré je vysledkom boolovskej operéacie.

. Aproximuj_BO(P,K)

{
Najdi_hranicu(hranica,pas_P,pas_K,P,K); //ndjde hraniéni krivku
Odstran_nepotrebny_mes(Najdi_pociatok(P),pas_P, P);
Odstran_nepotrebny_mes(Najdi_pociatok(K) ,pas_K, K);
vysledok=0rez_mes (hranica, pas_P,P);
Odstran_mes (P,vysledok) ;
Trianguluj(P); //trianguluje mnohosten P
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9. vysledok=0rez_mes (hranica,pas_K,F);

10. Odstran_mes (K, vysledok);

11. Trianguluj (K) ; //trianguluje mnohosten K

12. Stotozni_hranice(P, K); //stotoZni hranice mnohostenov
13. Spoj_polyhedrony (P, K); //spoji mnohosteny

14. }

Tento algoritmus popisuje spdsob vypoctu boolovskej operacie na telesach ohranice-
nych plochami vzniknutymi rekurzivnym prerozdelovacim procesom. Zdrojovy kod a
spustatelna verziu implementacie tohoto algoritmu mozno najst na prilozenom CD.

Pozrieme sa teraz na vyznam tychto operacii v procese modelovania telies a popiSme
si jednotlivé boolovské operacie, ktoré spominany algoritmus dokéze vypocitat.

3.1 Charakteristika boolovskych operacii

Pojem boolovské operacie pochadza od pana Georgeho Boolea (1815 — 1864), ktory
prisiel so sposobom kombinacie logickych elementov, pouzivajic operatory nazyva-
né: And, Or, Not, If, Then, Except. Odvtedy si nasli Siroké uplatnenie vo vSetkych
oblastiach matematiky. V pocitacovej grafike sa vyuzivaju na modelovanie zlozitych
objektov.

Boolovské operacie st prirodzenou cestou konstrukcie objektov zlozitejsich od za-
kladnych primitivov (kocka, kvader, gula, valec, kuzel, polpriestor, torus). Tento po-
stup je veImi vSeobecny, dovolujuci skonstruovat vela objektov zlozitého tvaru.

V |9] sa uvadza, ze malo reprezentacii pevnych telies je vypoc¢tovo uzavretych vzhla-
dom na boolovské operacie. To znamend, ze vysledok boolovskej operacie nemoze byt
vo VicSine pripadov reprezentovany precizne. Jeden sposob ako sa vyhnif tomuto
problému, je pouzit strom boolovskych operacii ako reprezentaciu objektu a realizo-
vat algoritmy priamo na takejto reprezentacii. Tento pristup vyuziva konstruktivnu
geometriu telies (constructive solid geometry - CSG). Vo vicsine (pripadov) aplikacii
umoziujucich robit boolovské operacie sa tieto vykonavaju na telesach reprezentova-
nych ich hranicou (hrani¢néa reprezentacia) a samotné operéacie musia byt realizované
na sustave ploch reprezentujucich hranicu. My budeme pouzivat na reprezentovanie
hranice telesa plochy vzniknuté rekurzivnym prerozdelovacim procesom.

Predpokladajme, Zze méame dva takéto telesi A, B C R3. Zakladné boolovské ope-
racie, ktoré budeme v dalSom aplikovat a ktoré na tychto telesich moéZeme urobit su:

Prienik Tato operacia odstrani vSetko okrem prekryvajucich sa oblasti dvoch vopred
zadanych objektov A a B. Vysledny objekt (ANB) mozeme charakterizovat
ANB ={z € R? (x € A)A(z € B)}.

Zjednotenie Opericia zjednotenia spoji tieto dva objekty do jedného vysledného
AUB={z € R? (x€ A)V (z € B)}.

Rozdiel Tato operacia na rozdiel od dvoch predchadzajicich nemé vlastnost komu-
tativnosti, teda vysledny objekt zavisi od poradia telies v akom st brané pri
vykonavani tejto operécie
A-B={zeR;zecAN(z¢g€B)} B-A={reR@xeB A(xgAl
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Vertex Halfedge Facet

Halfedge* halfedge() Halfedge* opposite() Halfedge™ halfedge()

Point& point() Halfedge™ next()

opad¢na polhrand
incidentny

Halfedge* prev
vrchol ge” prev()

Vertex* vertex()

Facet* facet()

Obréazok 3.1: Tri triedy Vrcholy, Polhrany a Steny datovej struktiry okridlenych polh-
ran a ¢lenské pristupové funkcie tychto tried.

Vzhladom na to, Ze naSe telesa st danné svojimi hranicami, boolovskd operacia pre
nas znamend najdenie hranic¢nej reprezentacie vysledku tejto operacie.

3.2 Datova struktira okridlenych polhran

Miera obtiaznosti s akou sa da vykonat prienik ¢i zjednotenie ako boolovska operacia
na dvoch telesach ohranicenych plochami vo vSeobecnosti zavisi od sposobu, akym st
jednotlivé plochy zadefinované. My (ako sme uz spominali) budeme pouzivat plochy
zadefinované rekurzivnym prerozdelovacim principom, tzv. subdivision plochy. Jednou
z vyhod pouzitia tychto ploch je aj to, zZe na charakterizovanie plochy nam staci riadiaci
mesS a prislusné pravidla, na urcenie dalSich bodov plochy. V naSom pripade sme
volili Loopovu prerozdelovaciu schému. Pri jej implementécii sme pouzili Struktiru
okridlenych polhran implementovant v CGAL!(Computational Geometry Algorithms
Library) kniznici.

Tato struktira je ststredend hlavne na hrany, schopné udrzovat informécie o inci-
dencii vrcholov, hran a stien. Sklada sa z troch zdkladnych tried, ktorymi st Vrchol
(Vertex), Polhrana (Halfedge) a Stena (Facet), medzi ktorymi st definované vzajomné
vztahy.

Kazda hrana je rozlozena na dve polhrany rozlisené opac¢nou orientaciou. Pre kaz-
da polhranu je uchovavané susedné stena a susedny vrchol. Pre kazdua stenu a kazdy
vrchol je uchovavana prave jedna incidentnd polhrana. Kazda polhrana tiez obsahuje
informaciu o predchadzajicej a nasledujtcej polhrane ako aj o polhrane opacne orien-
tovanej, s ktorou navzajom vytvaraju hranu. Vrchol obsahuje smernik na polhranu,
ktord je s nim incidedntna a datovi zlozku obsahujicu stradnice bodu. Stena ako
poslednd trieda obsahuje smernik na polhranu s nou incidentni. Vsetky tieto vztahy
st zachytené na obrazku 3.1.

Vyuzitim topologickych vlastnosti tejto datovej Struktiry sa ndm implementécia
Loopovej schémy podstatne zjednodusila.

lwww.cgal.org
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Teraz popiSeme prvy krok algoritmu aproximacie boolovskej operécie, a to nédjdenie
prieniku ploch charakterizujiacich jednotlivé teleséa.

3.3 Prienik hranic dvoch telies

Pre jednoduchost d'alej predpokladajme, Ze telesa, na ktorych chceme urobit boolovsku
operaciu sa pretinaju pozdlz jednoduchej krivky, teda takej ktora nepretina samu seba.
Ako sa uvadza v |9 pri hladani hrani¢nej krivky je hlavnou prekazkou, ze topologia
tejto krivky je vo vSeobecnosti neznama a moze byt nestala s ohladom na malé per-
turbacie plochy. Predpokladdme preto, ze telesa sa v oblasti nadsho zaujmu pretinaju
transverzalne. To znamena, ze dotykové roviny telies v mieste pretinania su roznobez-
né. Tento predpoklad vSak nemusi platit pre mese charakterizujice jednotlivé telesa.
Dalsfm predpokladom je, zZe meSe charakterizujice skiimané telesa s orientované tak,
ze normala kazdej steny mesu je orientovana smerom von z telesa. Poznamenajme, ze
vnttrom telesa budeme rozumiet ¢ast R3 priestoru ohrani¢enti plochou charakterizo-
vanou mesom, vonkajskom potom nazveme jeho doplnok (obrazok 3.2).

R3

Vnutro
telesa

VonkajSok

Obréazok 3.2: Schematicky nakres orientacie telesa.

Cielom tohoto kroku algoritmu aproximécie boolovskej operacie je najst po ¢astiach
linedrnu aproximéciu hranic¢nej krivky. Dalsim produktom si dva hrani¢né pasy troj-
uholnikov na obidvoch telesach, kde kazdy z trojuholnikov v tomto pase obsahuje isti
¢ast vyslednej aproximacie hranice a vzajomnym prienikom tychto pasov je samotné
aproximécia hranic¢nej krivky.

Pri hladani prieniku dvoch telies charakterizovanych mnohostenom, sme potrebo-
vali robustni metdédu na najdenie prieniku dvoch ohranicenych stien v 3D priestore.

3.3.1 Prienik dvoch trojuholnikovych stien

Predpokladali sme, 7ze trojuholniky, ktorym budeme hladat prienik, buda nezdegenero-
vané. Kedze sme pri programovani pouzili CGAL kniZznicu, tato nam poskytla funkcie
na zistenie prieniku pre pripad 2D, ¢o nam ulahé¢ilo pociatoénu poziciu. Na zéakla-
de tychto optimalizovanych funkcii sme vytvorili funkciu, ktora hlada prienik dvoch
trojuholnikov v 3D priestore.
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Prvym krokom tejto funkcie bolo zistit prienik trojuholnika ¢; s rovinou 7y ktora
obsahovala druhy trojuholnik 5. Ak bol tento prienik nenulovy a trojuholniky neboli
koplanarne, zistili sme ¢o tvori prienik z hladiska topologie, teda ¢i je to bod alebo
usecka. Nasledne sme testovali polohu tohoto prieniku, leziaceho v rovine r5 na po-
lohu vzhladom na trojuholnik ¢5. Z tohoto testu sme sa dozvedeli spolo¢ny prienik
trojuholnikov ¢, a 5.

t

t2
Obrazok 3.3: Prienik dvoch trojuholnikov neleziacich v rovine obr. wlavo a v rovine
leziacich obr. wpravo. Prienik je vyznaceny malymi kruhmi.

V pripade, ze trojuholniky boli koplanarne, ich 3D stradnice sme previedli na 2D a
zistili prienik priamo pomocou funkcii z CGAL kniznice. Takto vzniknuty prienik sme
nasledne museli previest spat do 3D priestoru. Vysledkom celého postupu bolo najdenie
prieniku dvoch trojuholnikov, tak ako to ukazuje obrazok 3.3. Tymto prienikom mohol
byt bod, usecka, trojuholnik, alebo mnozina bodov, tvoriacich uzavreti lomenu ¢iaru.

Uspesné vyrieSenie tlohy hl'adania prieniku dvoch trojuholnikov, bolo zakladnym
predpokladom k algoritmu hladania hrani¢nej krivky.

3.3.2 Algoritmus hl'adania hrani¢nej krivky

Tento algoritmus namiesto hladania prieniku dvoch hladkych ploch hlada prienik
dvoch mnohostenov charakterizujicich plochy ohranic¢ujice telesa. Tieto mnohoste-
ny st vlastne inicializa¢né mese, na ktorych st pomocou presne urcenych pravidiel
zadefinované subdivision plochy. Takto zisteny prienik nazyvame hrani¢nou krivkou,
na ktora ak by sme pouzili zmiefiované pravidla, dostali by sme hladka krivku, ktora
je postacujicou aproximaciou prieniku dvoch hladkych ploch.

Nas algoritmus zistuje prienik kazdej dvojice trojuholnikov z dvoch mesov. Hoci
tento pristup pri vac¢Som pocte stien z ktorych sa skladaji jednotlivé meSe nie je vel-
mi rychly, nasim potrebam vyhovoval. V optimélnej implementécii vSak treba pouzit
algoritmus s linedrnou zlozitostou, vytvorenie ktorého je podstatne obtiaznejsie. Na-
mi pouzity algoritmus najde postupnost tseciek, ktoré sme usporiadali tak, ze tvoria
orientovanu hrani¢na krivku. Aby sme ho urychlili, pouzili sme met6du ohrani¢ujicich
boxov.
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Obrazok 3.4: Priklad dvoch meSov so zvyraznenou hrani¢nou krivkou. Vpravo si
znézornené samostatné telesa, na ktoré sme aplikovali boolovsku operéciu.

Metéda ohranic¢ujicich boxov

Tato metoda vyuziva ohrani¢ujice schranky (kvadre), ktoré maju hrany rovnobezné
so suradnicovymi osami, na otestovanie existencie prieniku dvoch objektov. Takto sme
mohli jednoduchym testom vyluc¢it pripady dvoch trojuholnikov ktoré urcite nemaju
spolo¢ny prienik. AvSak to nam eSte nezarucovalo existenciu prieniku vo zvysnych ski-
manych dvojiciach trojuholnikov.

Po néjdeni prienikov vSetkych dvojic stien, sme odstranili vSetky prieniky pozostéavaju-
ce iba z jedného bodu. Takéto pripady prieniku boli pre nas nezaujimavé. Zostali ndm
iba tie prieniky trojuholnikov, ktorych zlozenim ziskame vyslednu orientovani hrani¢ni
krivku. Priklad hrani¢nej krivky dvoch testovacich mesov (obrazok 3.4), na ktorych
budeme ukazovat postupne jednotlivé kroky nasho algoritmu na vytvorenie boolovskej
operacie.

N4jdena hrani¢né krivka je rovnaké pre oba mese. Néasledne prevedieme medzikrok,
ktorym odstranime vnitorné ¢asti mesu. Prave v tomto medzikroku uréime ktoru z
boolovskych operacii (prienik, zjednotenie, rozdiel) vykoname.

Na urcenie konkrétnej boolovskej operacie pouzijeme hrani¢né pasy trojuholnikov
ziskané pri hladani hrani¢nej krivky. V hrani¢nych pasoch trojuholnikov najdeme
také dva trojuholniky, ktoré maja tsecku ako spolo¢ny prienik. Jeden trojuholnik
vnorime do roviny a skimame polohu bodov druhého trojuholnika vzhladom na tito
rovinu. Najdeme bod, ktory bude bud na kladnej alebo zapornej strane roviny, podla
typu planovanej boolovskej operacie. Tento bod urcite susedi so stenou, ktori chceme
odstranit a u ktorej mozeme spustit rekurzivne rusenie stien mesu. Rekurzivne sa zrusia
vSetky steny, ktoré si ohranicené hrani¢nym pasom trojuholnikov. Tento medzikrok
vykoname pre obidva mese (obrazok 3.5). Ako vidiet na obrazku, skutoény okraj mesu
sa dost 1isi od hrani¢nej krivky, ktort sme nasli v predchadzajicom kroku. Tento
nedostatok sa pokusime odstranit v nasledujicom kroku.

26



Obrazok 3.5: Testovacie meSe po odstraneni nepotrebnych ¢asti (stien). VSimnime si,
ze takto vzniknuty okraj mesu sa podstatne 1isi od hranic¢nej krivky néjdenej predchéa-
dzajucim krokom.

Cely algoritmus hl'adania hrani¢nej krivky zapisany pseudo kodom vyzera nasledovne:

Algoritmus ndjdenia hranicénej krivky

Vstup: Mnohosteny P, K.

Vystup: Hrani¢nd krivka (hranica) a hrani¢né pasy trojuholnikov
pas_P, pas_K pre jednotlivé mnohosteny P a K.

1. Najdi_hranicu(hranica,pas_P,pas_K,P,K)

2. {

3. for(vSetky steny E z mnohostenu P){

4. for(vSetky steny F z mnohostenu K){

5. if (moZny_prienik(E,F)){ //otestuje moZnost prieniku
6. S=Prienik(E,F); //néajde prienik stien
7. if (S je neprazdny){

8. uloZz S do premennej hranica;

9. uloZ E do pas_P;
10. uloz F do pas_K;
11. }
12. 3
13. X
14. }
15. }

Pri hladani hrani¢nej krivky sme mali vel'ké problémy s kone¢nou aritmetikou. Té-
to nam sposobila zna¢né tazkosti pri vyvoji druhého algoritmu na hladanie hrani¢ne;j
krivky s linearnou zlozitostou. V tomto algoritme sme najprv nasli prvotny prienik,
teda dve navzajom sa pretinajice steny mesov. Prienik tychto stien bol pre nas po-
¢iatkom pri hladani hrani¢nej krivky. Tento prienik sme orientovali a pokracovali v
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hladani d'alsich segmentov na jeho konci. V pripade, Ze koncovy bod posledne néjde-
ného segmentu lezal na hrane niektorej zo stien, zobrali sme jej susediacu stenu a zistili
prienik so stenou z druhého mesu. Tento postup sme cyklicky opakovali az kym sme
sa nedostali do bodu z ktorého sme povodne vychadzali. Dbali sme pri tom na to, aby
sa v kazdom cykle zmenila iba jedna zo stien.

Problémy nastali pri zistovani, ¢i koncovy bod posledne najdeného segmentu lezi
na hranici steny. Funkcia zistujica tento stav ¢asto povazovala bod za vnutorny troj-
uholniku, hoci jeho nenulova vzdialenost od hrany bola spésobené chybou. Tento stav
bol sposobeny pouzitim kone¢nej aritmetiky. V pripade, Ze sa v priebehu hladania
hranic¢nej krivky ,stretli” takéto body na oboch mesoch, doslo k preruseniu krivky.
Néasledne bola v jednom mesi vybrana stena, ktord nemala ziaden prienik so stenou
druhého mesu. Toto sposobilo preruSenie hladania a zacyklenie celého procesu.

Tento algoritmus je podstatne rychlejsi avSak nie je taky spolahlivy. Rozhodli sme
sa preto v programe ho nepouzit. Jeho robustna verzia je nad ramec tejto prace. Dalsim
krokom algoritmu aproximéacie boolovskej operacie je prisposobenie vytvoreného okraja
mesu hranicnej krivke.

3.4 Orezanie meSu najdenou hrani¢nou krivkou

Pri medzikroku, ktorym sme odstranili ¢asti mesu nachadzajice sa vo vnutri druhého
telesa, sme vytvorili me§ s hranicou iba velmi hrubo aproximujicou skuto¢ni hrani¢nu
krivku. Na dosiahnutie vicSej presnosti, sme sa rozhodli pre dpravu okraja meSu
orezanim hrani¢nou krivkou. Cely tento proces mozeme rozdelit na niekolko krokov, a
to:

e zjemhovanie stien a stotoziovanie vrcholov hrani¢nej krivky s vrcholmi mesu;
e odstranenie nepotrebnych casti mesu;
e trianguléicie vzniknutych netrojuholnikovych stien.

Pozrime sa teraz podrobnejSie na jednotlivé kroky.

3.4.1 Zjemnovanie stien a stotoZnovanie vrcholov

Pri orezani mes$u hrani¢nou krivkou sme vychadzali z nasledujtcich troch uvah, ktoré
st uvedené v |9].

1. topologia vysledného rezu (vyslednej hranice me$u) by mala byt rovnaka ako
topologia hrani¢nej krivky;

2. do mesu by malo byt pridanych ¢o mozno najmenej novych vrcholov;
3. stupne vlozenych vrcholov by mali byt ¢o najnizsie.

Posledné dva predpoklady si vSak ¢asto protirecia, preto treba najst vhodny kompro-
mis. Tak napriklad, méze byt potrebné rozdelit jednu hranu na vela malych kuskov,
aby sme zachytili topologiu hrani¢nej krivky. Ak by sme tam nevlozili ziadne d'alsie vr-
choly, a jednoducho by sme pospajali vsetky body tejto hrany s protilahlym vrcholom,
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Obrazok 3.6: Orezanie meSu hrani¢nou krivkou: (a) vznik nevhodnych trojuholnikov;
(b) povodna najdena hrani¢na krivka; (c¢) hrani¢na krivka po tprave.

znacne by sme zvacsili jeho stupenn. Takymto situdciam pri vkladani novych bodov
sme predisli pouzitim kvadrisekcie trojuholnika. Z pévodného trojuholnika sme ziskali
Styri mensie podobné povodnému, ktoré vznikli pospajanim stredov hran povodného
trojuholnika. V |9] pouzivaji nasledne bisekciu prilahlych trojuholnikov.

My sme od takéhoto postupu upustili, pretoze ak by sme boli niteni vykonat kvad-
risekciu v jednom trojuholniku viac krat, velmi pravdepodobne by jedna z jeho hran
obsahovala viac bodov spojenych s rovnakym protilahlym vrcholom, ¢o by vytvorilo
vela pre nads nevhodnych trojuholnikov (obrazok 3.6 (a)). Za nevhodny trojuholnik
povazujeme taky, kde velkost najmensieho z vnutornych uhlov je menSia ako vopred
zvolend konstanta. Takéto trojuholniky by nam v dalSich vypoctoch sposobovali znad-
né nepresnosti, kedze sme ¢asto pouzivali transforméciu 3D bodov trojuholnika do 2D
roviny.

Rozhodli sme sa pre postup, pri ktorom sme orezavali mes hrani¢nou krivkou s po-
uzitim kvadrisekcie. Netrojuholnikové steny vzniknuté v tomto procese sme nasledne
pretriangulovali. Treba poznamenat, Ze pri tomto procese sa geometria povodne naj-
denej hranic¢nej krivky moze zmenit a namiesto nej dostaneme aproximaciu, ktora je
presnejSia ako hranica mesu. Toto vSak nie je v rozpore s prvou podmienkou, pretoze
topologia sa zachova. Pri postupnej aproximéacii pouzivame nasledovné metody .

Metéda zjemniovania. Hlavnym principom tejto metddy je zjemiovanie trojuhol-
nikovych stien meSu pouzitim kvadrisekcie, takto ziskame jemnejSiu Struktiru mesu,
na ktorej budeme hladat aproximéciu hrani¢nej krivky.

Metéda stotoznovania. Pomocou tejto metddy sme rozhodovali, ktorymi vrcholmi
bude viest naSa aproximacia hrani¢nej krivky. V postupnom rekurzivhom procese sme
stotoznili (priblizili) kazdy vrchol hrani¢nej krivky s niektorym vrcholom mesu (obra-
zok 3.6). Tento vrchol bol vrcholom trojuholnika, ktorému bola dané ¢ast hrani¢nej
krivky vnutorna. Trojuholnik sme postupne zjemnovali, aby sme dosiahli ¢o najlepsie
pribliZzenie. Pri procese stotoziovania si zvolime vhodnu hranicu z intervalu (0.5, 1)
(v nasej aplikacii sme zvolili 0.6), ktord nam ur¢i s akou presnostou budeme stotoz-
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Obréazok 3.7: Testovacie meSe po orezani hrani¢nou krivkou pred triangulaciou. Okraj
kazdého z nich je zvyrazneny. VSimnime si zvyraznend stenu, ide o stenu so Styrmi
vrcholmi, kde tri z nich lezia na jednej hrane.

novat. Tato hranica urc¢uje potrebny rozsah najvic¢sej barycentrickej suradnice bodu
vzhladom na trojuholnik v ktorom sa nachadza, aby ho bolo mozné stotoznit. Samotny
proces stotoziiovania ma niekol'ko faz:

e vyjadrenie barycentrickych staradnic bodov krivky vzhladom na skimany troju-
holnik, s vrcholmi ktorého chceme stotoziovat;

e stotoznenie vrchola hrani¢nej krivky, ak aspon jedna z barycentrickych stradnic
bola vicsia ako nami zvolena hranica;

e prerozdelenie trojuholnika a pokracovanie na kazdom zo Styroch novych trojuhol-
nikoch v pripade, Ze sa nepodarilo stotoznit cela krivku leziacu v trojuholniku.

Takto sme postupovali, az kym sme nedosiahli aproximéciu hrani¢nej krivky s vopred
zvolenou uroviiou. No aby sme zabranili priliSnému vnoreniu rekurzie, vytvorili sme
moznost ukoncit rekurziu presnym poc¢tom dovolenych vnoreni. V tom pripade sme
v poslednom kroku nepouzili barycentrické suradnice, ale iba sme jednoducho stotoznili
vrchol hrani¢nej krivky s tym vrcholom trojuholnika, ku ktorému bol najblizsie.

Takto upravend hranica mesu obsahovala nova hrani¢na krivku, ktorej kazda cast
je hranou niektorého trojuholnika mesu (obrazok 3.6 (c¢), obrazok 3.7). Cely algoritmus
orezania meSu hrani¢nou krivkou zapisany pseudo kddom vyzera nasledovne.

Algoritmus orezania meSu

Vstup: Mnohosten P, pads hranicnych trojuholnikov pas_P,
hrani¢nd krivka hranica.

Vystup: Orezany meS mnohostenu P.
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1. Orez_stenu(Vysledok,V,F,Iteracia)

2. o

3. if (mbZed stotoZnit celé V){

4. Vysledok=Vysledok+Stotozni(V);

5. return;

6. }

7. else{

8. if (iteracia==0){

9. Vysledok=Vysledok+Stotozni(V);

10. return;

11. }

12. else{

13. Prerozdel(F); //vykond kvadrisekciu steny F
14. N&jdi prienik V s novovzniknutymi stanami F1,F2,F3,F4;
15. Prirad ho do V1,V2,V3,V4;

16. Orez_stenu(Vysledok,V1,F1,Iteracia-1);
17. Orez_stenu(Vysledok,V2,F2,Iteracia-1);
18. Orez_stenu(Vysledok,V3,F3,Iteracia-1);
19. Orez_stenu(Vysledok,V4,F4,Iteracia-1);
20. }
21. }
22. }
23. // Hlavny program
24. Orez_mes(hranica, pas_P, P)
25. {
26. for(pre vSetky steny F z pas_P){
27. V=Prienik(hranica,F);
28. Orez_stenu(Vysledok,V,F,Iteracia);
29. }
30. return Vysledok;
31. %}

Pri ziskavani tejto novej hrani¢nej krivky sme sa opat stretli s problémom nepres-
nosti, ktory moze v koneénom doésledku sposobit nespojitost tejto krivky. Preto sme
boli niteni tuto krivku testovat na spojitost a chybajice tseky krivky vhodne doplnit.
Takto sme zarucili celistvost hrani¢nej krivky a mohli sme odstranit tie ¢asti mesu,
ktoré sa pri tomto procese stali nepotrebnymi.

Zostal nam mes, ktory mal hranicu totozni s novovytvorenou hrani¢nou krivkou,
pricom niektoré zo stien mesu neboli trojuholnikmi. Vysledok orezania meSou hranic-
nou krivkou, pred triangulaciou, znazornuje obrazok 3.7. Na upravenie netrojuholni-
kovych stien, vzniknutych pri tomto procese sme pouzili triangula¢ni metodu.

3.4.2 Triangulacia netrojuholnikovych stien

Pri procese orezavania mesu hrani¢nou krivkou sme vytvorili steny tvarovo podobné
trojuholnikom, ktoré vsak obsahovali viac ako tri vrcholy. De facto sme takto vytvorili
ne-trojuholnikové steny. Aby sme na mes obsahujici takéto steny mohli pouzit Loopovu
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prerozdelovaciu schému, museli sme pretriangulovat vSetky steny, ktoré mali viac ako
tri vrcholy. Na vyber sme mali viacero moznosti met6d triangulacie.

Obréazok 3.8: Testovacie meSe orezané hrani¢nou krivkou po triangulacii. Na zvy-
raznenej stene je demonsStrovand metoda triangulacie. Na nej vyznaceny vrchol je
barycentrickou kombinaciou poévodnych vrcholov steny.

Hlavna myslienka nami vybranej metody spoc¢iva v najdeni barycentrického taziska
vSetkych vrcholov steny a jeho néaslednom pospéjani s kazdym vrcholom tejto steny
(obrazok 3.8). Takymto sposobom sme vytvorili zvii¢sa extraordinarne vrcholy (vrcholy
stupna roézneho od 6) nachadzajice sa v strede kazdej takejto steny. Ich stupen bol
zvyCajne nizsi ako Sest. Tym sme zvolili istit mieru rovnovahy medzi predpokladmi 2
a 3, ktoré sme uviedli v ivode odseku 3.4.1.

3.4.3 Alternativny pristup k orezaniu mesu.

Uvedeny postup na orezanie meSu hrani¢nou krivkou vSak nie je jediny. Dalsou moz-
nostou by bolo orezat mes priamo, bez pouzitia zjemnovacej a stotoziiovacej metody.
Takto by sme orezali prave steny (trojuholniky), obsiahnuté v hrani¢nom péase troju-
holnikov. Hranica takto novovzniknutych stien sa budu skladat z ¢asti hran pévodnych
stien a hran, ktoré patrili hrani¢nej krivke, tak ako to znazornuje obrazok 3.9.

Nésledne by mali byt odstranené tie C¢asti mesSu, ktoré sa nachadzaju ,za” hranic-
nou krivkou. Su to prave tie steny, ktorych odstranenim dostaneme mes s hranicou
totoZnou s hrani¢nou krivkou. Takymto orezanim bude me§ obsahovat niekol'ko stien,
ktoré nebudu trojuholnikmi. Aby sme d'alej mohli pouzivat prerozdelovaciu schému,
zadefinovani na trojuholnikovom mesi, vSetky takéto steny upravime trianguléciou,
ktort sme uz popisovali.

Podstatnou nevyhodou tejto metody je vytvorenie velkého mnozZstva extraordinér-
nych vrcholov, stustredenych v blizkosti hrani¢nej krivky. Extraordinarne vrcholy roz-
lozené pozdlz celej hrani¢nej krivky nepriaznivo vplyvaju na vysledny tvar plochy, res.
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Obrézok 3.9: Orezanie mesu ,na” hrani¢ni krivku. Po triangulécii mesu vznikne v
okoli hranice mnoho extraordinarnych vrcholov, ktoré sme zvyraznili.

telesa. Plocha vytvorena pomocou Loopovej prerozdelovacej schémy je v extraordi-
narnych vrcholoch C'—spojita, na rozdiel od regularnych vrcholov, kde je C?—spojita.
Miera spojitosti sa odraza na konec¢nom tvare plochy vysledného telesa. Plocha v ex-
traordinarnych vrcholoch vytvara mierne vypukliny, ktoré nepriaznivo vplyvaji na vy-
sledny tvar telesa. Pre tento dovod sme sa vzdali takéhoto postupu pri orezani mesu.

Dalsim krokom algoritmu vykonania boolovskej operacie, bolo prisposobenie hranic
oboch mesov tak, aby bolo mozné uskuto¢nit spojenie.

3.5 Uprava hranic meSov

Doposial ziskany mes, mal okraj totozny s hrani¢nou krivkou, ziskanou v predchéadza-
jucom kroku. AvSak hranice meSov, ktoré sme chceli spojit, obsahovali rozny pocet
nerovnako rozlozenych bodov (obrazok 3.10). Potrebovali sme preto upravit obe hra-
ni¢né krivky tak, aby obsahovali rovnaky pocet vrcholov a boli navzajom tplne rovna-
ké. Algoritmus, ktorym sme vykonali tito ipravu sme nazvali stotoZznenim hrani¢nych
kriviek. Samotny algoritmus sa sklad4 z nasledujucich krokov,

e najdenie poc¢iato¢ného bodu pre stotoziiovanie hrani¢nych kriviek (dvojice najb-
lizgich bodov z oboch megov);

e upravenie hrani¢nych kriviek vhodnym vlozenim potrebného poc¢tu novych vr-
cholov a stotoznenim vsSetkych vrcholov hrani¢nych kriviek;

ktoré si v nasledujicom odstavci podrobnejsie popiSeme.

3.5.1 Stotoznenie hrani¢nych kriviek

Nech py, ... ,p, st vrcholy na hranici mesu telesa P a k1, ... , k&, st vrcholy na hra-
nici mesu telesa K. Prvym krokom tohoto algoritmu bolo najdenie dvojice najblizsich
vrcholov (p;, kj). Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat ze i = 1, j = 1.
Vrcholy p; a k; sme posunuli do stredu (S;) tsecky, ktorda bola ich spojnicou. Ten-
to stred bol zaroven pre nas vrcholom, ktory sme nazvali pociatocny pri stotoziovani
hrani¢nych kriviek mesov (obrazok 3.11 vpravo).

Kedze sme predpokladali, ze kazdé teleso je charakterizované plochou, orientécia
tejto plochy zaroven udava aj orientaciu telesa. Tento fakt sme zobrali do Gvahy, pri
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Obrazok 3.10: wlavo: priklad dvoch meSov s rézne rozloZzenymi bodmi na hraniciach,
zobrazené na krivke v v zodpovedajicom poradi; v strede a vpravo: priklad zjemnovania
hrani¢nej krivky kvadrisekciou ku krivke prilahlého trojuholnika.

zistovani orientacie kriviek, ktoré sme chceli stotoznit. Ked sme napriklad vykonali
boolovski operéaciu rozdielu, obe hrani¢né krivky boli rovnako orientované. Ak sme sa
pohli z poc¢iato¢ného vrcholu po kladnom smere do najblizsieho dalsieho vrcholu jednej
krivky, tento sa nachadzal v kladnom polpriestore ur¢enom pociato¢nym vrcholom a
prvou hranou druhej krivky v kladnom smere. Opac¢né situacia nastala pri boolovskej
operéacii prieniku, kde krivky mali navzajom opacnui orientaciu.

Zistenie orientacie bolo dolezité pre urcenie smeru, ktorym sme sa mali pohybo-
vat po jednotlivych krivkach, aby sme sa dostali do rovnakého polpriestoru, uréeného
spolo¢nym vrcholom a prvou hranou na jednej z kriviek.

Na samotnu tpravu kriviek sme pouzili metédu stotoziovania vrcholov a metodu
zjemnovania krivky podobné tym, ktoré sme popisali v odseku 3.4.1.

Zjemnovanie krivky

Pod pojmom zjemnovanie budeme rozumiet kvadrisekciu trojuholnika, ktorého jedna
hrana je sucastou hrani¢nej krivky (obrazok 3.10). Takto na krivke ziskame novy vrchol
v strede hrany, ktoré je sucastou trojuholnika. Aby ndm v8ak v mesi neostali netroju-
holnikové steny, vykoname néasledne bisekciu prilahlych trojuholnikov (obrazok 3.11).
Hoci sme ju zavrhli pri orezavani mesu hrani¢nou krivkou, dévod pre ktory sme to
urobili sa tu stal neopodstatnenym. Pouzitie bisekcie v tomto pripade sa nam zdalo
vhodné. USetrilo nam prehladavanie mesu kvoli triangulécii netrojuholnikovych stien.

Stotoznovanie vrcholov hranié¢nych kriviek

V prvom kroku sme nasli dva najblizsie vrcholy oboch meSov a stotoznili ich. Tak sme
ziskali dve hrani¢né krivky nerovnakého tvaru so spoloénym bodom (vrcholom). Tieto
aproximujui skuto¢nt hrani¢nit krivku, ktord sme oznacili y. VSetky vrcholy, ktoré
obsahuji hrani¢né krivky, obsahuje aj krivka . Nevedeli sme vSak v akom poradi
st na nej rozlozené. Potrebovali sme preto najst nejakit parametrizaciu hrani¢nych
kriviek, ktord by nam ich dovolovala porovnavat vzhTadom na krivku . Ako rieSenie
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Obrazok 3.11: vlavo: bisekcia prilahlych trojuholnikov po vykonani kvadrisekcie, vpra-
vo: najdenie dvojice najblizsich vrcholov z oboch meSov.

sme pouzili parametrizaciu vzhladom na dizku krivky. Pred umiestiiovanim vrcholov
hrani¢nych kriviek telies P a K na krivku «, sme museli zabezpecit, aby obe hranice
mali rovnaka dlzku. To sme dosiahli prenasobenim vzdialenosti na jednej z hranic,
podielom celkovych dlzok hranic. Takto sme ziskali parametrizaciu, pomocou ktorej
sme mohli umiestiovat vrcholy obidvoch hrani¢nych kriviek na krivku ~. Pociatkom
obidvoch kriviek je pociato¢ny bod S ziskany v prvom kroku algoritmu, teda je to bod
s parametrom (¢t = 0), kde sme zacali so stotoziiovanim.

Od tohoto bodu sme na krivku + postupne zobrazovali po jednej hrane z hranic
telies P a K. DIzku hrany (p;, pir1) sme vidy povaZzovali za jednotkovi a dlzku hrany
(ki, kiy1) sme podla toho patriéne upravili. Takto sme mali viac moZnosti, ako si
zvolit stotozhovaciu konstantu. Jednou z nich bolo vybrat ¢islo z intervalu (0, 1),
ktoré by vyjadrovalo ¢ast jednotkovej hrany (p;,p;+1). Velkost tejto ¢asti by potom
urcovala maximalnu povoleni vzdialenost dvoch vrcholov umoziujicu stotoznenie. Ak
by vzdialenost (medzi nimi) bola vi¢sia, vrcholy nestotoZznime. Pri takejto volbe, bola
maximalna vzdialenost dvoch vrcholov, ktoré sme mohli stotoznit, zavisla na dlzke
hrany, ktort sme povazovali za jednotkovi. To malo za nésledok vznik neziadticich
vypuklin a nerovnomerné spajanie meSov.

My sme pouzivali ako stotoziiovaciu konstantu ¢ast dlzky najkratej hrany zo viet-
kych hran leziacich na hraniciach mesov telies P a K . Ttto sme pri vypoctoch prispo-
sobovali rovnakym sposobom ako hranu (k;, k;y1). Hrany (p;, pic1) a (ki kiy1) zainali
vzdy v rovnakom vrchole S;. Ak rozdiel dlzok tychto hran bol mensi ako vybrana
stotoziiovacia konstanta € (| ||(p1, pit1)||—l|(k1, kis1)]| | <€), vrcholy piy1 a kjyq sme
stotoznili, teda posunuli do stredu S;; ich spojnice. V opa¢nom pripade sme preroz-
delili dlhsiu z hran a posunuli sa spét do spolo¢ného vrcholu S;, z ktorého sme predtym
vysli. Takto sme postupovali dalej, pokial sme nestotoznili vSetky vrcholy hrani¢nych
kriviek (obrazok 3.12). Stru¢ny pseudo kod algoritmu stotoZnenia hrani¢nych kriviek
vyzera nasledovne:

Algoritmus stotoZnenia hranic
Vstup: Mnohosteny P, K.
Vystup: Mnohosteny P, K so stotoZnenou hranicou.
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Obrazok 3.12: Testovacie meSe po stotozneni hranic. Obidva meSe maji rovnaku
hranicu. Navzajom ich spojit je uz jednoduché.

1. Stotozni_hranice(P,K)

2. {

3. S=Pociatok(P,K) ; //najde poliatocény bod

4. Eps=0.49*%Min_hrana(P,K); //Cast najkratSej z hran hranic
5. do{

6. ++G; ++H //prejdi na dalSiu hranu
7. DL=DiZka_hrany_H(G,H,P,K); // H je nejednotkova hrana
8. if (|DL-1|<Eps){

9. Stotozni_hrany() ;

10. X

11. elseq{

12. if (DL>1){

13. Prerozdel(H) ;

14. Posui spat do spololného bodu;

15. 3

16. elseq{

17. Prerozdel(G) ;

18. Posufi spdt do spololného bodu;

19. 3
20. }while(G,H sd rdzne od pocliatku S);
21. }

Vysledkom tohoto algoritmu bola nova hranica (rovnaka pre oba mese), ktora umoz-
novala jednoduché spojenie dvoch mesov do jedného.

Predtym ako sme spojili meSe s takto upravenou hranicou, zabezpecili sme ich rov-
naki orientaciu, tak aby po ich spojeni vzniklo teleso s rovnakou orientaciou po celom
povrchu. Toto sme dosiahli pomocou jednoduchého testu, ktory porovnaval orientacie
hrani¢nych kriviek jednotlivych meSov. Ak boli hranice orientované rovnako, zmenili
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Obrazok 3.13: Kladné orientacia steny vzhladom na vonkajSiu normaélu.

sme orientaciu jedného z meSov na opacni, v opac¢nom pripade sme ponechali povodné
orientacie a spojili sme mese do jedného vysledného (obrazok 3.12). Tento vysledny
mes predstavoval vysledok boolovskej operacie na telesach, ktoré boli charakterizované
plochami vzniknutymi rekurzivnymi prerozdelovacimi schémami.

3.6 Implementacia

Skor ako sme zacali s implementaciou vybranej prerozdelovacej schémy, museli sme
sa rozhodnut, pre presny formate dat, ktoré budeme pozadovat na vstupe a vystupe
nasho algoritmu. Na vstupe algoritmu sme sa rozhodli pre data mesSov vo formate
OFF (Object File Format, pozri [10]). V tomto sa na za¢iatku nachadzaji informacie
o pocte bodov, stien a hran, za ktorymi nasleduje zoznam bodov so siradnicami. Stubor
uzatvara cast, kde je ulozena topologickd informéacia o stendch. T4 pre kazdu stenu
zacina ¢islom oznacujicim pocet vrcholov, ktoré danti stenu tvoria, nasledované ¢islami
oznacujicimi poradie vrcholov v zozname, tak aby body steny mali kladnt orientaciu
vzhladom na vonkajsiu normalu plochy (obrazok 3.13).

Pre vystup sme zvolili dva forméaty, prvym je uz spominany OFF formét, umoznuju-
ci opatovné editovanie me$u a druhym je VRML (Virtual Reality Modeling Language,
pozri [11]) format na popisovanie objektov a scén, ktory nam umozni zobrazenie tvaru
vysledného objektu. Takto si budeme moct prezriet vysledok na niektorom zo standard-
nych prehliadac¢ov umoziujtcich prezeranie siborov v tomto formate. My pouzivame
prehliada¢ vrmlview.eze. Priklady mesov v OFF a VRML (wrl) forméte a spomenuty
prehliada¢ sa nachédzaji na prilozenom CD.

Pri implementacii sme pouzili CGAL kniznicu. Vyuzili sme rozsiahlu funkcionalitu,
ktorti pontka a taktiez Struktiru tzv. okridlenych polhran (halfedge data structure) ako
zakladnt datova Struktaru na uloZenie informécii o ploche reprezentovanej mnohoste-
nom.
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Kapitola 4

Vysledky

Cielom na8ej prace bolo vypocitat vysledok boolovskej operacie a porovnat nasledujiice
postupy:

1. Na dvoch meSoch vykonat boolovski operaciu a vysledny mes prerozdelit
2. Najskor prerozdelit meSe a nasledne vykonat boolovskt operéciu

z hladiska presnosti a ¢asovej narocnosti. Vytvorili sme preto jednoduchy program
implementujic algoritmus aproximacie boolovskej operacie. Program sme vytvorili
v prostredi Microsoft Visual C++ pod Windows 98. Pomocou tohoto programu sme
vytvorili vSetky nasledujtice obrazky v tomto odseku. Pri porovnavani casovej né-
ro¢nosti sme pouzili poc¢ita¢ s procesorom Pentium 2 333Mhz a 128MB RAM. Pri
porovnavani sme volili rovnaké parametre pre obidva popisované postupy.

Porovnali sme meSe vzniknuté rozdielom (obrazok 4.1) a zjednotenim (obrazok 4.2)
dvoch meSov.

Boolovska operacia rozdielu

Postup c€islo 1: Vysledny mes vznikol z mesu znazorneného na obr. 3.12, ktory sme
styrikrat prerozdelili (pozri obr. 4.1 (a)).

Postup ¢&islo 2: Boolovsku operéaciu sme vykonali na rovnakych mesoch ako v prvom
pripade, ktoré sme ale predtym trikrat prerozdelili. Vysledny mes sme e$tS raz preroz-
delili, aby sme sa dostali na troven vysledného mesu z postupu ¢. 1 (pozri obr. 4.1 (b)).

Porovnanim tvaru vyslednych telies, sme zistili:

e teleso vytvorené prvym postupom ma hladsi okraj, ktory je vSak znac¢ne zdefor-
movany rovnako ako aj samotné teleso;

e hoci okraj na telese vytvorenom druhym postupom obsahuje drobné zuby, defor-
macia vysledného tvar telesa je velmi mala, takmer zanedbatelna.

Z pohladu vysledného tvaru telies je lepsi postup ¢ 2. Toto porovnanie sa vSak zaklada
iba na subjektivnom dojme. V budicnosti by sme chceli robit porovnanie presnosti na
zaklade nejakej presne meratelnej veli¢iny.
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Porovnanie ¢asovej naro¢nosti uvadzame v tabulke 4.1. V nej je v sekundéch uve-
dené trvanie jednotlivych krokov algoritmu. Uvadzame Cas pre obidva mnohosteny.

Prienik Prvy postup | Druhy postup
Né4jdenie hrani¢nej krivky 1.26 s 1718.45 s
Orezanie meSov hrani¢nou krivkou | 0.66 + 0.6 s | 39.99 + 39.38 s
Odstranenie mesu a triangulacia 0.06 + 0.05s | 4.67 + 5.17 s

Stotoznenie hranic, vysledné teleso | 1.76 s 29.82 s
Nésledné prerozdelenie (4x) 156.48 s | (1x) 27.68 s
| Spolu | 160.87 s [ 1835.34 s |

Tabulka 4.1: Porovnanie ¢asovej naroc¢nosti obidvoch postupov pri vykonani boolovskej
operacie rozdielu.

Postup, ktory uviddzame ako druhy trval v porovnani s prvym postupom viac ako
11-krat dlhsie. Teda z tohoto hladiska je nevyhodnejsi.

Boolovska operacia zjednotenia

Pri zjednoteni sme aplikovali rovnaky postup (rovnaky pocet prerozdeleni), s tym roz-
dielom Ze sme pouzili boolovsku operéciu zjednotenie (obrazok 4.2).

Ked porovname vysledné telesa ziskané dvomi postupmi aproximacie boolovskej
operacie (obrazok 4.2) so skuto¢nou (presnou) boolovskou operaciou (obrazok 4.3) vi-
dime, ze druhy postup dava vysledok lepsSie aproximujuici skuto¢nu boolovski operéaciu
zjednotenia. Vysledné teleso vytvorené tymto postupom neobsahuje rozsiahle defor-
macie a jeho tvar dobre vystihuje ocakavany vysledok. Od presnej boolovskej operacie
sa lisi len minimalne, aj to iba pozdiz spoju.

Vyjadrenie Casovej naro¢nosti obidvoch postupov uvadzame v tabulke 4.2. Aj v
tomto pripade trvalo vytvorenie telesa druhym postupom takmer 11-krat dlhsie.

Zjednotenie Prvy postup | Druhy postup
N4jdenie hrani¢nej krivky 1.26 s 1719.66 s
Orezanie mesov hrani¢nou krivkou | 0.61 + 0.6 s | 39.43 + 39.33 s
Odstranenie mesu a triangulacia 0.06 + 0.05s | 4.55 + 4.56 s

Stotoznenie hranic, vysledné teleso | 1.87 s 36.25 s
Nésledné prerozdelenie (4x) 156.48 s | (1x) 33.39 s
| Spolu [ 172.19 s | 1877.17 s |

Tabulka 4.2: Porovnanie ¢asovej naro¢nosti obidvoch postupov pri vykonani boolovskej
operacie zjednotenia.

Pri vytvarani obrazkov, sme nemenili parametre ovplyviujice kvalitu vyslednych
telies, aby bolo mozné korektne porovnat jednotlivé postupy. AvSak ak by sme chceli
dosiahnut ¢o najlepsiu kvalitu telesa vytvoreného boolovskou operaciou, tieto para-
metre je potrebné si vhodne zvolit. Vsetky VRML modely telies pouzitych v tejto
praci spolu s dal$imi modelmi a elektronickou verziou tejto prace sa sa daji najst na
prilozenom CD.
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(b)

Obrazok 4.1: Vysledky boolovskej operécie rozdielu dvoch telies: (a) vysledné teleso
vytvorené postupom ¢. 1. Najskor sme vypocitali vysledok boolovskej operécie a ten
néasledne 4-krat prerozdelili; (b) vysledny objekt sme ziskali prerozdelenim vysledku
boolovskej operacie rozdielu aplikovanej na vopred tri-krat prerozdelenych mesoch.
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(b)

Obrazok 4.2: Vysledky boolovskej operacie zjednotenia dvoch telies: (a) objekt vytvo-
reny postupom ¢. 1. VSimnime si znac¢nu deforméciu telesa pozdlz vytvoreného spoju;
(b) vysledok zjednotenia dvoch telies ziskany postupom ¢. 2.
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Obrazok 4.3: Skutocna boolovska operécia zjednotenia.
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Kapitola 5

Zaver

V stcasnosti vic¢sina programov urcenych na modelovanie telies vyuziva pri modelova-
ni boolovské operacie na vytvorenie zlozitejsich telies zo zdkladnych primitivov. Tento
postup je vykonavany na telesich ohrani¢enych plochou zadefinovanou réznymi spo-
sobmi.

My sme sa v tejto praci zaoberali boolovskymi operaciami vykonanymi na telesach
s hranicou vzniknutou rekurzivnym prerozdelovacim procesom. Popisali sme nami vy-
tvoreny zakladny algoritmus na aproximaciu boolovskej operacie realizovanej na dvoch
telesach.

Vytvorili sme funkénti implementaciu tohoto algoritmu a jej vysledky sme doku-
mentovali vystupmi programu. Porovnali sme dva postupy pri aplikovani boolovskej
operécie spomenuté v uvode, z hladiska presnosti a ¢asovej naro¢nosti.

Hoci nasa implementacia je funkcné, neriesi vSetky mozné pripady, ktoré by mohli
nastat pri jednotlivych boolovskych operaciach. Chceli by sme preto vylepsit a optima-
lizovat niektoré postupy nasho algoritmu. Jedna sa hlavne o orezanie mesu hrani¢nou
krivkou a odstréanenie nepotrebnych ¢asti mesu. Tu by sme chceli rozsirit postup ore-
zavania o topologicky pristup, ktory by akoby ,ohybal” hrani¢ni krivku a nepripustil
tak jej pretrhnutie. Potom by bolo mozné presnejsie orezanie mesu ako aj rychlejsie
odstranenie nepotrebnych ¢asti mesu v dalsom kroku.

Dalsou optimalizaciou by bolo upravenie a pouzitie rychlejSieho algoritmu na vy-
pocet hranic¢nej krivky, ktory sme popisovali. Po vyrieSeni spominanych problémov by
sme chceli aplikovat algoritmus aproximécie boolovskej operacie na telesa s hranicou
zadefinovanou pomocou prerozdelenia na Stvoruholnikovom mesi.

Otvorend zostava otazka, ako prispdsobit prerozdelenie meSu na hrubsej drovni tak,
aby po zjemneni vysledok lepsSie aproximoval skuto¢ny vysledok. V tejto chvili sa ako
rozumny kompromis javi vhodnda volba prerozdelenia a nasledného vypoctu boolovskej
operacie.
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