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Abstrakt

DANKO, Peter. Struktira rovinnej a priestorovej algebraickej krivky [dip-
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Praca oboznamuje ¢itatela s implicitnym vyjadrenim rovinnej algebraic-
kej krivky. Zaobera sa poc¢itanim vyznamnych bodov implicitne definovanej
krivky a problému pocitania topologického grafu tejto krivky. Sucastou préce
je aj metdda na aproximéciu rovinnej algebraickej krivky.

Prilozeny program vykonava symbolické a numericky vypocty, ktoré st
potrebné na zostavenie grafu a aproximécie krivky. Pouzivatelovi umoziuje
zadat rovnicu krivky alebo vybrat si jednu z preddefinovanych rovnic a v
dodato¢nych moznostiach si moze pouzivatel zvolit objekty, ktoré sa maju
vykreslovat.

Kracové slova: algebraicka krivka, vyznamné body, pocitanie topologie,
aproximacia.



Predhovor

Praca sa venuje algebraickym krivkam, ktoré si neoddelitelnou suc¢astou ma-
tematiky a geometrie. KedZze tato praca nemoze obsiahnut vSetky vlastnosti
a savislosti spojené s tymito krivkami, zamerali sme sa na urc¢ovanie topologie
tychto kriviek, ktord sme nasledne vyuzili k pocitaniu aproximacie.

Touto problematikou sa zaobera viacero autorov, ale nasa praca prevazne
Cerpa z ¢lanku [7] a z ¢lanku [12]. V prvom ¢lanku autori implementovali
algoritmus, ktory vyuziva trojiti projekciu vyznamnych bodov. V druhom
¢lanku je prezentovany rychly algoritmus, ale moéze viest k nekorektnym vy-
sledkom. V praci vyuzivame symbolické rovnako aj numerické metody, a to
prevazne rezultanty, Sturmovu postupnost a Newtonovu metodu.

Ked7e nazornost pri praci s krivkami je dolezita, bolo potrebné okrem
obrazkov obsiahnutych v texte, prilozit k praci program, v ktorom sme skom-
binovali postupy zo spomenutych ¢lankov do jedného algoritmu. PouZivatel
nami vytvoreného programu méa moznost si vybrat z niekolkych preddefi-
novanych rovnic kriviek alebo zadat rovnicu krivky do vstupného pola. V
konzolovom okne moze pouzivatel sledovat postup algoritmu a pomocou zé-
kladnych ovladacich prvkov si moze zvolit vykres[ované objekty.
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Uvod

Hlavnym cielom prace je $tudium a analyza rovinnych algebraickych kriviek
za ucCelom ich vizualizdcie. Zamerali sme sa na skiimanie vyznamnych a sin-
gularnych bodov a dotyc¢nic v tychto bodoch. V praci vypocitame topologicky
graf rovinnej krivky a aproximéciu lomenou ¢iarou.

Praca sa sklada zo Styroch kapitol.

Prva kapitola zhfha teoretické podklady a uvadza definicie potrebné pre
pochopenie implicitného vyjadrenia krivky, o ktorom hovorime vo vicsine
textu. Zacina podkapitolou, ktord obsahuje vetu o implicitnej funkcii. Prave
tato veta je podkladom pre pochopenie implicitného vyjadrenia krivky, ktoré
je definované v druhej podkapitole. V tretej podkapitole definujeme zakladné
pojmy ako napriklad doty¢nica, normala, krivost alebo dlzka.

Na zaciatku druhej kapitoly sa venujeme koreiom polynomickej rovnice
f(z,y) = 0 a ich nasobnosti. Definujeme v nej pojem vyznamného, singu-
larneho a reguldrneho bodu krivky, ktoré potrebujeme v tretej kapitole na
zostavenie grafu krivky.

Cielom tretej kapitoly je ziskanie topologického grafu krivky. V prvej
podkapitole st uvedené symbolické a numerické nastroje. Druhé& podkapitola
nam poskytuje v8eobecné kroky tvorby grafu a aj predspracovanie vo forme
skosenia krivky. Dalsie dve podkapitoly st venované dvom roéznym pristupom
tvorby grafu krivky, ktoré sa drzia schémy popisanej v druhej podkapitole.
Postup zhrnuty v poslednej podkapitole vyuziva iterativne prechadzanie po
krivke a kvadratickt transformaciu singuldrneho bodu.

Posledné stvrta kapitola je venovana programu, ktory je prilozeny k tejto
praci. Najprv uvedieme aproximaciu regularnych oblikov krivky, z ktorych
vytvorime aproximéciu celej krivky. Objasnime aj funkcénost jednotlivych
ovladacich prvkov a technické detaily programu. V poslednej ¢asti uvedieme
detailny priklad urcenia grafu konkrétnej algebraickej krivky.
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1 Algebricka krivka

V tejto kapitole sa oboznamime s vetou o implicitnej funkcii a s niekolkymi
reprezentaciami krivky. Jednou z nich implicitné vyjadrenie, ktoré nas bude
sprevadzat touto pracou. Zhrnieme aj potrebné definicie a pojmy, ktoré Cer-
pame z [5], [8] a [9].

1.1 Implicitne definovana funkcia

Definiciu spojitej a inverznej funkcie najdeme v [6] a dokaz k nasledujucej
vete najdeme v [9).

Veta 1.1 (Veta o inverznej funkcii.)

Predpokladajme, Ze funkcia f: R™ — R™ je spojito diferencovatelnd na otvo-
renej mnozine obsahujicej bod a. Dalej predpokladajme, e det f'(a) #0. Po-
tom existuje otvorend mnozina V', a € V, a otvorend mnozina W, f(a) € W,
pre ktorid plati, Ze k funkciv f : V. — W existuje spojitd inverznd funkcia
f~1: W — V, ktord je diferencovatelnd a pre vsetky y plati

@) =L (1)

Veta 1.2 (Veta o implicitne definovanej funkcii.)

Predpokladajme, Ze funkcia f: R™ x R™ — R™, kde f = (f1, ..., f*™™), je
spojito diferencovatelnd na otvorenej mnozine obsahujicej bod (a,b) € R™ X
R™ a f(a,b) = 0. Nech

of'(ah) . 0f'(ab)
8$n+1 6$n+m
M = (Df)(a,b)i<ij<m = Lo (2)
ofmab) .. 9f"(ab)
6£En+1 6w’VL+7IL

je matica hodnét parcidlnych derivdcii funkcie f v bode (a,b). Ak det M #
0, potom existuje otvorend mnozZina A C R", a € A, a otvorend mnoZina
B CR™, b€ B, kde pre kazdé x € A existuje prave jedno g(x) € B také, Ze
f(z,g9(z)) = 0. Naviac funkcia g(z) je diferencovatelnd.

Do6kaz. Definujme funkciu F' : R" x R™ — R" x R™, pre ktoru plati
F(z,y) = (z, f(x,7)). Potom det F'(a,b) = det M # 0. Aplikovanim vety o
inverznej funkcii na F' dostavame, ze k funkcii F' existuje inverzné funkcia G' v
otvorenom okoli bodu (a,0) = F(a,b) o ktorom mozeme predpokladat, 7e je
to mnoZina tvaru Ax B. Lahko mozeme ukazat, ze pre funkciu G : W — AxB
plati, ze G(z,y) = (z,k(x,y)) pre nejaka diferencovatelna funkciu k. Nech

11



Obréazok 1: Kruznica dané rovnicou f(z,y) = 2% + y* — 1 na ktorej sa dva
rozne body (a,by) a (a,b;y), pre ktoré existuju dve diferencovatelné funkcie

go(z) =v1—2%a g (z)=—v1—2a2 (Zdroj: [9].)

m: R" x R™ — R™ je projekcia 7(z,y) = y. Potom mo F' = f. Po dosadeni
dostavame

f(x, k(z,y)) = foh(z,y) = (moF)oh(zx,y) = (3)
=mo(Foh)(z,y)=mn(z,y)=y.

Preto f(z,k(x,0)) = 0, t.j. mozeme definovat funkciu g(z) = k(z,0). =

Priklad 1.3

Uvazujme funkciu f : R? — R definovani polyndmom f(x,y) = x> +y* — 1
(obrdzok 1). Ak zoberieme bod (a, by) taky, Ze f(a,by) = 0 a zdroveria ¢ 1, —1,
tak pre tento bod existuje otvoreny interval A, a € A, a otvoreny interval By,
by € By, s nasledujicou vlastnostou: ak v € A, potom existuje prdve jedno
y € By také, ze f(x,y) = 0.

Vidime, Ze pre interval By moZeme definovat funkciu go: A — R kde, go(z) €
By a f(x,go(z)) = 0. V nasom pripade je teda funkcia go(x) = V1 — 22. Da-
lej vidime, Ze pre funkciu f moéZeme ndjst aj iné by také, Ze f(a,by) = 0.
A teda existuje interval By, by € By, pre ktory plati Ze, ok x € A, po-
tom f(z,g1(x)) = 0 pre prave jedno ¢g(x) € By, v nasom pripade g,(x) =
—v1— 22

12
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(a) (b) (c) (d)

Obrazok 2: Kvadratické krivky - (a) elipsa: 2—; + ‘Z—j = 1,(a,b € Ry); (b)
hyperbola: i—z - z—z =1,(a,b € R}); (c) parabola: y = az?, (a € Ry); (d) dve
priamky: 2% — y* = 0. (Zdroj: [5].)

Na tomto priklade sme ukdzali, Ze kruznicu, ktord nevieme napisat ako fun-
kciu jednej premennej, vieme popisat dvoma funkciami gy a g1. Veta o im-
plicitnej diferencovatelnej funkcii ndm hovori o existencii funkcii ako su go
a g1 a navySe zarucuje to, Ze tieto funkcie su diferencovatelné, ak si na to
vhodné vstupné funkcie.

Pomocou vety o implicitnej funkcii vieme definovat krivky. Ak f : R? — R
splia predpoklady vety, tak lokalne vieme definovat krivku ako funkciu.

1.2 Reprezentacia rovinnej krivky

Definicia 1.4 (Implicitne definovand krivka v E?)
Nech f : R? — R je diferencovatelnd funkcia. Potom mnoZinu bodov

I'={zecE*R): f(z) =0} (4)

nazgvame implicitne definovanou (rovinnou) krivkou. Ak f(xz,y) je nekon-
Stantng polynom stupnia n v premenngch x a vy, tak krivku T nazijvame algeb-
raickd krivka. Rovnicu f(z,y) = 0 nazjvame aj rovnicou krivky .

Priklad 1.5 V tomto priklade uvedieme niekolko roznych implicitne defino-
vangch kriviek.

o Krivku dani kvadratickym polynomom
fx,y) = (az® + bry + cy® + de + ey +g)  (a,b,¢) #(0,0,0)  (5)

nazgvame kuZelosecka (kvadratickd krivka). Priklady kuZeloseciek defi-
novangch polyndmom druhého stuptia nad polom R si na obrdzku 2. Si
to krivky, ktoré dostaneme ako prienik kuZela s rovinou.
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Obrazok 3: Kubické krivky s dvojnasobnymi bodmi - (a) Descartov list (angl.
folium of Descartes): 2% — z? +y* = 0; (b) semikubicka parabola: 3 —y? = 0.
(Zdroj: |16].)

o Krivky dané polynomom tretieho stuptia nazijvame kubiky. Dve z nich
s nacrtnuté na obrdzku 3, obe su definované nad polom R.

e Nickolko kriviek, ktoryjch rovnice su polynomy vysSieho stuprnia, si na
obrazku 4.

o Priklad rovnice ako je 2°+1y* = 0 alebo 22 +y?>+1 = 0 ndm naznacuji,
Ze mnozina koretiov mozZe byt konecnd alebo prdazdna. Ale ak pracujme
nad algebricky uzavretym polom, potom mmnoZina I' je nekonecnd.

Definicia 1.6 (Parametricky zadand krivka)
Rovinni krivku moéZeme zadat parametricky pomocou bodovej funkcie jednej
(Ciselnej) premennej, teda pomocou zobrazenia

P:I— E? (6)

kde I je lubovolny interval na céiselnej osi R.

Klasicky zapis: P = P(t),t € I. Zdpis v suradniciach: P(t) = (x(t),y(t)),t €
I, kde x = z(t), y = y(t) su ciselné funkcie premennej t € I. Premenni t
nazgvame parametrom bodu P(t).

1.3 Geometria implicitne definovanych kriviek

Pojem regularneho a singularneho bodu definujeme v kapitole 2.3.

Definicia 1.7 (Dotyénica)
Dotycnica krivky danej parametriziciou P(t), t € I v regularnom bode P(to)

14
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(d) (e) (f)

Obrazok 4: Krivky tretieho a vysSieho stupna -
a) ot + 22y? — 22%y — 2y® + y* = 0 (zdroj: [16]),
b) lemniskata: z%(1 — z?) — y? = 0,
) kardioida: (22 + y* + 4y)? — 16(z* + y?) = 0,
d) zjednotenie dvoch kruznic: (x? —4)% + (y* — 9)* + 2(2? + 4)(y* — 9) = 0,
) trojlistok: (2% + y?)? + 32y — y® = 0,
) stvorlistok: (22 + y?)® — 4a?y? = 0.
Zdroj obrazkov (b)—(f): [5].)

c
e
f

(
(
(
(
(
(
(

je priamka uréend bodom P(ty) a vektorom P'(ty), ktory sa nazjva dotykovy
vektor krivky. Vektor

P'(to) = (¢'(to), ' (t0)) (7)
je derivdcia bodovej funkcie P(t) = (x(t),y(t)) v parametri ty € I.

Definicia 1.8 (Normdla)

Normdla krivky v requldrnom bode krivky je kaZdd priamka idica bodom krivky
kolmo na dotycnicu. V rovine md krivka v requldrnom bode prdve jednu nor-
mdlu.

Definicia 1.9 (Gradient)
Gradient funkcie F(x,y) je vektor, presnejie vektorovd funkcia dvoch pre-
menngjch

oF 3F>
ox’ Oy’
Veta 1.10 (Normdla vs. gradient)

Nech (xg,yo) je reguldrny bod krivky danej rovnicou f(x,y) = 0. Potom je
vektor VF (xg,y0) kolmy na dotycnicu ku krivke v bode (¢, yo)-

VF = ( (8)

15



Dokaz. Nech P(t) = (x(t),y(t)), t € I je nejakd parametrizacia uvazova-
nej krivky, kde P(tg) = (x(t ),y( 0)) = (20, o). Potom F(z(t),y(t)) = 0 pre

vSetky t. Po zderivovani pre t = t; dostaneme
OF (w0, %0) , OF (20, %0)
——x (1 ——Y'(tg) = 0. 9
S 1) + 0y (1) )

Lava strana je skalarny sacin vektorov VF(xg,yo) a P'(to), preto
VF(zo,y0) LP'(to). m

Definicia 1.11 (Reguldrna krivka.)
Rovinni krivku bez singuldrnych bodov nazyjvame requldrna rovinnd krivka.

Definicia 1.12 (Krivost parametricky zadanej krivky)
Krivost requldarnej rovinnej krivky zadanej parametricky je dand vztahom

|x/ /! I//yll

(@) + (y)2)*r

Definicia 1.13 (Krivost implicitne definovanej krivky)
Krivost regquldrnej rovinnej krivky zadanej polyndmom f(x) =0, ¢ = (x,y),
je dand vztahom

@) fro(@) — 2 (@) £y (@) fuy (@) + £7(2) fy ()
IV £ ()|

K(t) = (10)

(11)

Definicia 1.14 (Dizka krivky)
Dizka parametricky zadanej krivky p(t) : (a,b) C R — R? je dand vztahom

- / 7)) dt. (12)

16



2 Vyznamné body

Tato kapitola nas obozndmuje s pojmom vyznamného a singularneho bodu
a s nasobnostou tychto bodov, ktoré vyuzivame v nasledujicich kapitolach.
Literatiru k tvorbe tejto kapitoly preberame z [1], [4], [5], [10] a [12].

2.1 Polynémy

V tejto podkapitole budeme uvazovat polynémy nad okruhom R[z]. Dokazy
k vetam, ktoré st uvedené v tejto podkapitole, mézeme najst v [10].

Definicia 2.1 Koren polynomu.
Bod a sa nazgva koreni polynomu f(x) ak f(a) = 0, kde f(a) je hodnota
polynomu f(z) v bode a. TieZ moZeme povedal, Ze a je koreri rovnice f(x) = 0.

Zakladné vlastnosti korenov polynému vychadzaja z nasledujicej vety.

Veta 2.2 Veta o zvysSku polynomu.

Zvysok po deleni polyndomu p(x) linedrnym polyndmom (z —a) sa rovnd p(a).
Polynom p(x) je delitelny polyndmom (x — a) prdave vtedy, ked cislo a je
koreriom p(x).

7 predchadzajucej vety ziskame dva dosledky.

Dosledok 2.3 Bod a je koren polynomu f(x) prdve vtedy, ked (x — a) del?
f(z) bezo zvysku. Teda, ak existuje polyndm g taky, Ze f(z) = (z — a)g(x).

Dosledok 2.4 Polynom stuprnia n md najviac n korenov.

Definicia 2.5 Ndsobnost koreria polynomu.
Nech a je koren polyndmu f(x). Ndsobnostou korefia nazgvame ¢islo k € N
také, Ze (x — a)* deli f(x) a zdroveri (x — a)** nedeli f(x). Ak koreni a md

ndsobnost k, tak hovorime, Ze a je k-ndsobny koren.

Veta 2.6 Nech f(x) € R[x] a nech a je k-ndsobng koren polynomu f(x). Ak
k =1, tak a nie je koretiom f (x). Ak k > 1, tak a je (k — 1)-ndsobny koreri
().

Veta 2.7 Nech f(x) € R[z] a nech a je koreri polynomu f(x). Potom a je
k-ndsobny korefi prdve vtedy, ked f(a) = OA f(a) = OA ... A fF (a) =
0OA f*(a) #0.
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2.2 Prienik priamky a krivky
Definicia 2.8 Nech I' je krivka s rovnicou f(z,y) =0 a

T = a+ M

st parametrické rovnice lubovolnej priamky L prechddzajicej bodom krivky
p = (a,b) pre ktord plati, Ze prienik LOT pozostdva z konecného poctu bodov.
Ndsobnost prieniku priamky L urcenej vektorom (A, ) a krivky T je rovnd
ndsobnosti korena polynomu

g(t) = fla+ At,b+ put) (14)
v premennej t = 0.

Rozpisanim ¢(¢) na Taylorov rad mame

! 1 12
9(t) = 9(0) +9(0) ¢ + 5;9(0) 24 (15)
To néas vedie k rozpisaniu f(z,y) na

flz,y) = fla,b)+ (fe(a,b)A + fy(a,b)u)t +
+%(fm(a, DIA? + 20y (a, b) A+ fyy(a, b))t +

Kedze f(a,b) = 0 dostavame

TR D05 S () P T T
k

Priklad 2.9 Ak ndsobnost krivky I' v bode p je 1, potom az na jednu vgnimku
maju vsetky priamky prechddzajice bodom p s krivkou I' jednoduchy prienik.
Tito vynimku tvori prave dotycnica ku krivke v bode p, ktorej smerovy vektor
je (A, 1), pozri obrazok 5.

Ak ndsobnost krivky I' v bode p je 2, potom vsetky priamky prechddzajice
bodom p maji s krivkou aspoti dva prieniky (nie nutne rézne) a najviac dve
z nich maji pocet prienikov viac ako 2, pozri obrdzok 6. Siu to dotycnice,
ktorijch smerové vektory urcuju korene rovnice

foa(a, )N + 2., (a, )M\ + fo(a,b)® = 0. (17)
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Obrazok 5: Priamky prechadzajiuce bodom krivky s nasobnostou aspon 1, v
tomto bode je jedna doty¢nica Ly, a v8etky ostatné priamky (napr. L a
Ls) maju prienik s krivkou jednoduchy:.

Takto sa dostaneme k vSeobecnému pripadu, ked ndsobnost krivky v bode
p je r. Potom pre presne r priamok je ndsobnost prientku p vdicsia ako r.
Tychto r priamok, dotycnic krivky I' v bode p, ndm urcuji korene rovnice

i=0
r o f i or—i __
Z,,: (z) Doy (a,b)X'p" " = 0. (18)

Ndsobnost dotycnic je dand ndsobnostou jednotlivijch koreriov predchddzajicej
rovnice.

2.3 Vyznamné, singularne a regularne body

Definicia 2.10
Nech f(z,y) € Rlz,y| a ' je redlna rovinnd algebrickd krivka definovand
polynomom f:

I'={(a,3) €R*: f(a, ) = 0}. (19)
Bod (a, B) € C? nazgvame:

o vyznamny bod krivky I' v smere x ak

flas)=0. Fam=o | (20)
e singuldrny bod krivky I' ak
_o 9 _o _
f(aaﬁ) _07 a_y(aa ) _07 8x<&’6) _Oa (21)
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Obréazok 6: Rozne priamky prechadzajtice bodom krivky s nasobnostou aspon
2. Krivka mé v tomto bode prave dve rozne dotyc¢nice Ly, u,) & Lx, u,), VSetky
dalgie priamky (napr. L; a L,) prechadzajice tymto bodom majui s krivkou
prienik s nédsobnostou prave 2

o requldrny bod krivky I' ok f(«, 5) =0 a nie je vgznamngm bodom.

Poznamka 2.11 Singuldrny bod («, 3) krivky charakterizuje aj to, Ze gra-
dient V f(a, 3) = (0,0).

Definicia 2.12 (Viacndsobng bod.)

Nech k > 0 je prirodzené cislo, ktoré ndm oznacuje k-ti derivdiciu krivky
f(x,y) = 0 v bode P. Potom bod P je k-ndsobng bod krivky f(x,y) = 0
prdve viedy, ked vsetky k — 1 derivdcie funkcie f si nulové a k-ta derivdcia
je nenulovd.

Vsetky body s nasobnostou vi¢sou ako dva nazyvame singularnymi bodmi. V
singularnom bode ma4 krivka Specifické spravanie, napriklad moze byt krivka
v tomto bode zlomend, vtedy hovorime o singularnom bode aj ako o bode
vratu, alebo sa krivka sama pretina, vytvara uzol. V singularnom bode mé
krivka viacero doty¢nic, kde niektoré z nich mozu byt viacnasobné (totozné).
Vo vyznamnych bodoch mé krivka zvislé doty¢nice. V regularnom bode mé
krivka prave jednu dotyc¢nicu kvoli tomu, Ze v iom existuje nenulova prvé de-
rivacia, ktora urcuje smerovy vektor tejto dotycnice. Nasobnost regularneho
bodu je samozrejme 1. Vyznamné a singuldrne body budeme potrebovat na
vizualizaciu algebraickej krivky. Pomocou tychto bodov si krivku rozdelime
na regularne obliky, ktoré budeme neskor parametrizovat.
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V nasledujicich bodoch uvedieme zopar prikladov kriviek s roznymi typmi
singularnych bodov, ktoré st umiestnené do pociatku siradnicovej stustavy.
OpiSeme aj nasobnost tychto bodov a doty¢nice ku krivke I' v tychto bodoch:

e uzol (resp. uzlovy bod) — krivka dana polynémom z* — 22 + y? = 0
(obrazok 3 (a)) ma jeden uzlovy bod, jeho nésobnost je 2. V tomto
bode ma tato krivka dve rozdielne dotyc¢nice s rovnicami x —y = 0 a
z+y =0,

e body vratu mozeme rozdelit na dva druhy podla toho, & krivka pre-
chadza v danom bode z jednej polroviny urcenej dotyc¢nicou v tomto
bode do druhej alebo ¢i sa krivka nachadza cela v jednej polrovine,

— bod vratu prvého druhu (angl. cusp) — je znazorneny na obrazku 3
(b), nachadza sa na krivke s rovnicou z* — y? = 0, jeho nasobnost
je 2 a krivka ma v tomto bode dvojnasobnu dotyc¢nicu y = 0,

— bod vratu druhého druhu (angl. ramphoid cusp) - je dvojnasobny
singularny bod, nidjdeme ho napr. na krivke x* + 2%y — 222y —
zy? + y*> = 0 (obrézok 4 (a)) a doty¢nica je rovnaka ako v pred-
chadzajucom priklade,

e bod s nasobnostou 3 je na krivke s nazvom trojlistok (angl. trifolium), je
dana polynomom (z2+y?)2+32%y—y* = 0 a ma vo svojom singuldrnom
bode tri rozne doty¢nice dané rovnicamiy = 0, v3z—y = 0 a V3z+y =
0, pozri obrazok 4 (e),

e bod s nasobnostou 4 mozeme vidiet na tvorlistku (22 + y?)% — 4z?y? =
0, ktord ma v singularnom bode dve dvojnisobné dotyc¢nice, ktorych
rovnice s x =0 a y = 0, , pozri obrazok 4 (f).
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3 Urcovanie topolégie algebraickych kriviek

Symbolické a numerické néastroje, ktoré potrebujeme na vypocitanie topologie
krivky, st vysvetlené v tejto kapitole, literatiru preberame z [3]. OpiSeme aj
dva rozne postupy ur¢ovania topologie implicitne definovanych kriviek podla
[7] a [12], ktorych sme sa pridrziavali pri tvorbe aplikiacie. Na porovnanie
uvedieme aj iterativny pristup prezentovany v [2].

3.1 Pomocné nastroje

Definicia 3.1 Nech f,g € R[x] st polynomy stupriov m a n:

f = fmxm++flx+f07 fm?éov
g = "+ -+ qar+9go, Ggn #0.

Stvorcovd matica

fm fmfl fo O O

. . n — krat
B 0 ... 0 fun A
Syl(f’g)_ gm gm—l PR go 0 “ .. O
O O gm e gl go
(22)

sa nazjva Sylvestrova matica polyndmov [ a g.
Rezultant polynomov f a g je determinant res(f, g) = det Syl(f,g).

Veta 3.2 (Cauchy)
Nech f € Rlz], f = fomz™ + -+ fix + fo, fm # 0. Nech a je redlny koren
rovnice f(x), f(a) = 0. Potom

0 <y fi (23)
=0

m

Dosledok 3.3 Vsetky redlne korene rovnice fpx™+---+ fix+ fo =0 (fi #
0) sa nachddzaji v intervale

(T3 2

m m
=0
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Veta 3.4 (Sturmova postupnost)

Sturmova postupnost polyndmu p je postupnost (po,p1,--- ,px) polyndémov,
kde

bPo = D,

po= P,

pi = —rem(pi_g,pi-1), prei>2,

kde py. je posledny nenulovy élen (t.j. pr # 0, pry1 = 0).

Definicia 3.5 Nech a = (aq,- - ,ax) je postupnost nenulovgch redlnych ¢i-
sel. Pocet znamienkovijch zmien Var(a) v postupnosti a je definovang

Var(ag) = 0

B Var(ay, -+ ,ax) +1, ak aga; <0

Var(ag, - ,ax) = { Var(ar,- -, ap), ak aga; > 0

Definicia 3.6 Nech p = (po,- - ,px) je postupnost polynomov v R[z] a nech
a je redlne c¢islo. Potom

Vary(a) = Var(po(a), - ,pr(a)). (25)

Veta 3.7 (Sturm)

Nech p € R[z] a nech p = (p;)%_, je Sturmova postupnost polynému p. Nech
a,b € R si redlne cisla pre ktoré plati, Ze a < b, p(a) # 0, p(b) # 0. Potom
¢islo

Varp(a) — Vary(b) (26)

urcuje pocet redlnych koretiov polyndmu p na intervale (a,b).

Newtonova metéda

Algoritmus hladania korefiov diferencovatelnej funkcie f pomocou Newtono-
vej metody zacina pociatoénym odhadom korena tg. Potom v kazdej dal3ej
iteracii vypocitame novi aproximaciu korena t; na zaklade vztahu

St —1)
fi(ti—1)

Takto dostaneme postupnost hodnét ty, t1, 1o, - - -, ktord konverguje k jed-
nému z korefiov danej funkcie. Vypocet ukon¢ime, ak dva po sebe idice vy-
pocitané aproximacie korefia sa liSia o nejakd nami zvoleni konstantu. Moze
sa stat, ze funkcia nebude mat v danom intervale ziadny realny koren a v
takom pripade by sme iterovali donekonec¢na a preto v implementacii obme-
dzime pocet iteracii nejakou konStantou.

t=1t; 4 — (27)
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Polyném bez nasobnych koreiiov
Nech g € Q[z] je polyném. Oznac¢me

~ 9

77 el ) -

kde ged(g, g.) je najvacsi spoloény delitel polynémov g a g,. Potom polynom
g ma rovnaké korene ako g, ale vSetky su jednoduché, t.j. g je separabilny.

Syntetické delenie (Ruffiniho pravidlo)
Nech f(y) = apy™ + an_1y™ ' + - + a1z + ag je polyném s realnymi koefi-
cientami a g(y) = y — ¢ je linearny polyném. Potom

fy) =9W)q(y) +ry), (29)

kde q(y) = b, 1y™ ' + by _9y™ 2 + -+ + bix + by je podiel polynémov f(y) a
g(y) so zvyskom r(y). Koeficienty polynému ¢(x) vypoéitame nasledovne

bn—l = Qan

bp—a = Gp_1+byp_qc

bo = ai +b10

a zvySok r = ag + byc.

3.2 Zakladné kroky

V ¢lankoch [7] a [12] sa autori drZia tychto troch v§eobecnych krokov, ktoré
nam poskytnu dostato¢né informacie na urcenie topologického grafu krivky
' zadanej polynémom f(x,y) € Q|x, y]

1. pocitanie rezultantu R(x) z f podla y a uréenie jeho redlnych korenov
a; < --- <, teda mnozinu z-ovych siradnic vyznamnych bodov,

2. pre kazdé «; pocitanie realnych korehov polynomu g¢;(y) = f(a,y),
teda y-ové suradnice vyznamnych bodov na priamkach danych rovni-
cami x = o, oznacme ich j; ;,

3. pre kazdy vyznamny bod (o, f; ;) urCenie poc¢tu vetiev krivky vstupu-
jucich do tohto bodu zlava a sprava.

Tento pristup vychadza z predpokladu, Ze krivka je vo vSeobecnej polohe.
To znamen4, Ze neobsahuje vertikdlnu priamku a Ze ziadne dva vyznamné
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Obrazok 7: Na obrazku (a) je krivka, ktora nie je vo v8eobecnej polohe. Na
obrazku (b) je krivka po skoseni a spliia podmienky v§eobecnej polohy.

body nemaji rovnaka x-ovia stradnicu. Krivku dand rovnicou f(x,y) = 0
dostaneme do vseobecnej polohy napriklad skosenim

r = x—\y,
= Y

kde A je vhodne zvolené racionalne cislo. Toto skosenie roviny nemeni to-
pologicki struktaru krivky. Na obrazku 7 (a) vidime, 7e krivka nie je vo
v8eobecnej polohe, kedze su tam dvojice bodov, ktoré lezia na rovnakej ver-
tikalnej priamke. Druha krivka, obrazok 7 (b), je vo vSeobecnej polohe a
ziskali sme ju skosenim Tavej krivky.

Poznamka 3.8 Fuxistuji aj deterministické algoritmy na transformovanie
krivky do vseobecnej polohy, napriklad [11], ale pocet pre nds nesprdavnych
transformdcii, ktoré netransformugi krivku do vseobecnej polohy, je ohrani-
cenyj cislom (;), kde c je pocet rozdielnych vjznamngch bodov (kapitola 2.3).
A preto ak zistime, Ze sme pouZili nespravnu transformdciu, zopakujeme nds
postup s novou transformdciou. Napriklad, ak v druhom kroku vypocitame na
priamke x = «; viacero roznych vijznamnich bodov 3; j, potom sme nesprdvne
zvolili hodnotu .

3.3 Metoda pocitania topologie algebraickej krivky
podl'a autorov Raimund Seidel a Nicola Wolpert

V ¢lanku |7| prezentuju metodu, ktord vyuziva trojita projekciu a vyhyba sa
pocitaniu koreniov polynémov s redlnymi koeficientami. Vychadzaji z pred-
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pokladu, 7e krivka I' zadana polynémom f(z,y) € Q[z,y] je vo vSeobec-
nej polohe. V prvom kroku urc¢ia mnozinu koreiov A rezultantu R(z) =
res(f, fy,y). Kedze sa tento prvy krok da reprezentovat ako projekcia vy-
znamnych bodov na z-ovi os, potom mnozina korefiov B rezultantu S(y) =
res(f, fy, ) tvori projekciu vyznamnych bodov na y-ovi os. Ale na vytvore-
nie mnoziny vyznamnych bodov K C A x B nam nesta¢i poznat iba mno-
ziny A,B, pretoZe tie tvoria m vodorovnych a n zvislych priamok (obrazok 8
hore). Preto autori zaviedli projekciu vyznamnych bodov na z-ovii os v tre-
tom smere, pre ktory plati, Ze Ziadne dva vyznamné body nemaji rovnaku
projekciu v tomto smere. Tato tretia projekcia ndm z mn prienikov vyberie
prave m a tym uré¢i mnozinu vyznamnych bodov (obrazok 8 dole). Treti smer
je ur¢eny vektorom (—M\g, 1), kde Ay je opét nahodne zvolené racionélne ¢islo
tak, aby sme dostali presne m réznych koretiov. V tejto trojitej projekcii
méame zahrnuty prvy a druhy vseobecny krok.

Autori v tomto ¢lanku reprezentuji koren polynému g pomocou dvoj-
ice ([a,b],q), kde I, = [a,b] je interval, ktory obsahuje prave jeden koren
a polynému g a jeho koncové body a,b st racionalne, g je polyném g bez
nasobnych korenov. S touto reprezentaciou korenov ziskame po tretej pro-
jekcii m uréujticich obdlznikov I, x I (angl. identifying boxes) pre vietky
vyznamné body.

V poslednom kroku autori aplikuji metédu na zmensenie urcujticeho ob-
dl7nika vyznamného bodu na izolujtci obdlznik (angl. isolating box). Je to
obdlznik, ktory ma nasledujice vlastnosti:

e jeho strany st rovnobezné so stradnicovymi osami,
e obsahuje prave jeden vyznamny bod,

e vertikdlne strany pretinaju tie vetvy krivky I', ktoré prechadzaja vy-
znamnym bodom, ktory sa nachadza v jeho vnutri,

e horizontalne strany sa s krivkou I' nepretinaju.

Postup zmengenia uréujiceho obdlznika na izolujtci je nasledovny. Nech ¢ je
vyznamny bod krivky I' a nech B je jeho uré¢ujuci obdlznik, napriklad obrazok
9 (a). Nech [ je vertikdlna priamka obsahujica bod ¢. Predpokladajme, Ze
méame k dispozicii krivku I', urcéenii polynémom h, ktord neobsahuje bod q.
Tato krivka I'), oddeluje g od ostatnych prienikov krivky I' s obdlznikom B
tak, ze ak sa vyberieme z bodu ¢ v smere priamky [, narazime najprv na
krivku I'j, skor ako na prienik obdlznika B s krivkou I'. Ak teraz zmensime
B na B’ tak, aby B’ nepretinal krivku I', dostaneme obdlznik (obrazok 9
(b)), ktory nasledne zmensime na obdlznik B”, ktorého horné a dolné strany

26



Y

o
g X
(R
#
i/
- [l
—
1
=y
/|
il
Va
—— P X
(et
=
/
g
I
s e

Obrazok 8: Hore — projekcia vyznamnych bodov v dvoch smeroch. Dole —
trojita projekcia vyznamnych bodov.

nepretinaju krivku I', obrazok 9 (c¢). Tymto spésobom dostaneme poZadovany
izolujici obdlznik B”. Polyném h = f,x, t.j. k-ta derivacia krivky I' podla y,
kde k je nasobnost vyznamného bodu gq.

3.4 Metoda pocitania topologie algebraickej krivky
podl'a autorov Laureano Gonzalez-Vega a Ioana Ne-
cula

Clanok [12] sa taktiez zaobera pocitanim topologie implicitne definovanej al-
gebraickej krivky. Autori vyuzivaji symbolické predspracovanie, po ktorom
aplikujiu numerické vypocty. Algoritmus implementovali v softvéri Maple.
Vyuzivaju Sturm-Habichtovi postupnost, z ktorej ziskali mnozstvo informé-
cif potrebnych na zostavenie topologického grafu. Taktiez predpokladaju, ze
krivka I' je vo vSeobecnej polohe. Okrem pocitania vyznamnych bodov, podi-
taju aj regularne body krivky. Ak bod (o, 3;) je vyznamnym bodom krivky
(pozri kapitolu 2.3), potom moézeme urcit regularne body krivky na priamke
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(C)

Obrazok 9: (a) — uréujuci obdlznik B, (b) — prechodny obdlznik B’, (c) -
izolujuci obdlznik B”

x = «; ako korene polynéomu

f(@i,y)
y—0;

Uvedomme si, 7e cCitatel aj menovatel predoslého zlomku st polynomy s
realnymi koeficientami. Av8ak menovatel je linedrny polyném a preto tento
podiel vypocitame pomocou syntetického delenia zalozeného na Ruffiniho
pravidle (kapitola 3.1). Zoznam regularnych bodov potrebujeme na urcenie
poc¢tu vetiev vchadzajucich do vyznamného bodu sprava a zlava.

Majme vyznamné body krivky usporiadané podla x-ovej stradnice. Pre
vyznamny bod («;, 5;) uvazujme dve zvislé priamky = = 6; a © = ;41 pre
ktoré plati, 7e a; 1 < §; < a; < 641 < ;1. Nech v(6;),v(;),v(d;41) ozna-
¢uju pocet regularnych bodov na priamkach x = 9;, * = «;, * = §;,1. Potom
pocet vetiev vstupujicich do bodu (ay, 8;) zlava je rovny v(9;) — v(a;) a po-
Cet vetiev vstupujucich do bodu (o, 5;) sprava je rovny v(d;41) — v(«;). Pre
regularny bod plati, Ze pocet vetiev vstupujicich zlava a sprava je rovny 1.

Graf krivky medzi dvoma vyznamnymi bodmi («;, 3;), (i1, Biv1) vytvo-
rime tak, Ze vhodne pospajame reguldrne a vyznamné body na priamkach
r = ay, * = ayy1. Presnejsie, pospajame ich tak, aby sa hrany grafu pretinali
iba vo vyznamnych bodoch, pozri obrazok 10.

Algoritmus prezentovany v tomto ¢lanku pracuje prevazne s numerickymi
metodami. A teda ak chceme korektny vysledok, potrebujeme vysoku pres-
nost. Algoritmus pracuje s najmensou presnostou 10 miest, ktord ak nestaci
je postupne zvySovana. Vo vysledkoch uvedenych v tomto ¢lanku moézeme
vidiet, Ze pri istej $pecifickej krivke potrebovali presnost az 40 miest na to,
aby dosiahli jej spravny topologicky opis.

Fla, Bi,y) = (30)
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Obrazok 10: Graf medzi regularnymi a singularnymi bodmi na priamkach
T=0; T = Qit1-

3.5 Aproximéacia implicitne definovanej krivky

Uvedieme inkrementéalny pristup, ktory je podrobne popisany v [2]. Majme
krivku I'y zadant polynémom f(z,y) = 0. Zakladna idea pozostava v dvoch
krokoch:

1. ak sa nachiddzame v reguldrnom bode krivky, potom sa iterativne po-
hybujeme po krivke v smere doty¢nice ku krivke v danom reguldrnom
bode pomocou jednej zo Standardnych metod hladania korenov,

2. ak sme v singuldrnom bode, potom pouzijeme kvadraticki transfor-
méciu (upresnime neskor) a prejdeme cez singularny bod. Ked sme za
singularnym bodom, transformdciu vratime a pokracujeme v precha-
dzani po regularnych bodoch podla prvého kroku.

Kvadratickt transformaciu definujeme tymto predpisom:
Ty: v = = alebo Th: uw = x/y

vo= ylx vo= .

Ak krivka neobsahuje vertikdlnu doty¢nicu, potom pouzijeme Ti, inak T5.
Tieto transforméacie aplikujeme iba na singularne body, ktoré si v pociatku

stradnicovej ststavy a preto ak singularny bod v fiom nie je, musime ho do
podiatku dostat dalsou transforméaciou.

(31)

Priklad 3.9 Na obrdzku 11 vidime, Ze krivku Ty s rovnicou f(z,y) = y* —
x? — 2® transformujeme na krivku T, s rovnicou g(u,v) = v* — 1 — u. Dvoj-
ndsobny singuldrny bod krivky I'y, ktory sa nachddza v pociatku, sme kvad-
ratickou transformdciou rozloZili na dve requldrne body (0,1), (0, —1) krivky

r

g-
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Obrazok 11: Kvadratick4 transformacia krivky s rovnicou f(z,y) = y* — 22 —
23 na krivku s rovnicou g(u,v) = v? — 1 — u. (Zdroj: [2].)

4 Implementacia

Program Algebraic curve visualization prilozeny k tejto praci nam slazi ako
vizualiza¢n& pomocka na prezentovanie predchédzajtcich postupov. V tejto
kapitole uvadzame aj zdkladni metédu na aproximovanie regularnych oblu-
kov, ktoré koresponduju s hranami grafu vytvoreného v kapitole 3.4. Tuto
metddu sme implementovali v nasom programe. ACV je skratka od Algebraic
curve visualization.

4.1 Aproximacia regularnych obliakov

V predchadzajicich kapitolach sme sa dozvedeli ako ziskame topologicky graf
implicitne definovanej krivky I'. Vrcholy grafu st vyznamné body krivky
a hrany sme vhodne vytvorili tak, aby sa nepretinali (pozri kapitolu 3.4).
Vieme, 7Ze vyznamné body nam rozdeluju krivku na regularne obliky, ktoré
budeme aproximovat. Ak spojime ¢iasto¢né aproximécie oblikov, ziskame
aproximdciu krivky. Reguldrny oblik krivky budeme aproximovat lomenou
¢iarou, ktorej vrcholy ziskame nasledujicim sposobom.

Nech ¢islo n urcuje pocet useCiek lomenej Ciary, a teda troven vzorko-
vania. Nech body a,b st koncové body hrany topologického grafu krivky
I, napriklad obrézok 12 (a). Tuto hranu rozdelime na n tdsefiek rovna-
kej dlzky tak, aby sa pretinali iba v koncovych bodoch, ozna¢me ich ¢y =

a,c1, -+ ,Ch_1,Cn = b. Teraz pouZzijeme postup z kapitoly 3.4 a uré¢ime mno-
Zinu prienikov C; priamky x = ¢; s krivkou I'. Vzhladom na to, Ze ¢y = a
a ¢, = b, potom staci, ked ¢ = 1,--- ,n — 1. Vieme, Ze medzi bodmi a,b sa

nenachadza ziaden vyznamny bod a teda v mnozinadch C; st iba regulérne
body. Z mnozin C; ur¢ime body d; € C;, pre ktoré plati

|d;, ¢;| = min{le,¢;|, e € C;}, (32)
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Obrazok 12: Obréazok (a) — obluk prisluchajiuci k hrane AB. Obrazok (b) —
body dy,--- ,dgy, ktoré tvoria lomentu ¢iaru aproximujicu oblik medzi AB,
ziskali sme ich ako prieniky priamok x = ¢; s oblikom.

¢ize bod d; je k bodu ¢; najblizgie, napriklad obrazok 12 (b). Potom body
a,dy,--- ,d,_1,b tvoria vrcholy lomenej ¢iary, ktord aproximuje oblik krivky
I’ medzi bodmi a, b s rovhomernym vzorkovanim.

Poznamka 4.1 Tento postup nam dd nekompletny vysledok v situdcidch, ked
k jednej hrane grafu prislicha viacero oblikov, napriklad obrdzok 13.

Poznamka 4.2 V naSej implementdcii pouzZivame pre kazZdy oblik rovnaké
rovnomerné vzorkovanie, ktoré je vhodné pre vicsinu kriviek, ale urcite nie
pre vSetky. Vhodnejsie by bolo adaptivne vzorkovanie pre kaZdy oblik zvldst,
ktoré by bralo do dvahy dlzku a krivost obliku tak, Ze na kratsie alebo viac
zakrivené obliky by sme pouzili hustejsie vzorkovanie a naopak na dlhsie alebo
menej zakrivené obliky by sme poucili vzorkovanie s mensou urovnou.

4.2 O programe

Algoritmus sme implementovali v jazyku C++ v prostredi CodeBlocks na
platforme MS Windows XP. Ako kompilator sme pouzili GNU GCC Compi-
ler. V implementacii sme pouzili kniznice GLUT (verzia 3.7), GLUI (verzia
2.36) a GiNaC (verzia 1.5.1). Kniznicu GLUT [13] sme pouzili na vykreslo-
vanie bodov a ¢iar. Kniznica GLUI [14] nam poskytuje ovladacie prvky. Tato
kniznica nevie spracovavat diakritiku a preto sme pre celt aplikiaciu zvolili
anglicky jazyk. Symbolické vypoéty robime pomocou kniznice GiNaC [15].
Vstupom do nasho algoritmu je rovnica algebraickej krivky a vystupom je
topologicky graf a vizualizacia krivky.
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Obréazok 13: Dve rozne situacie, ked k jednej hrane AB prisluchaju dva
obluky krivky. A teda k hrane AB hladame pomocou priamok x = ¢; dve
rozne lomenené ciary.

Po spusteni programu sa nam otvoria tri okna. Prvé okno mé nazov ACV
controls, obrazok 14. Druhé okno mé nazov ACV sketch. Tretie okno je takz-
vané konzolové okno. Pripomenieme, ze ACV je skratka od Algebraic curve
wisualization.

Ovladacie prvky v okne ACV controls st rozdelené do Styroch hlavnych
panelov.

Prvy panel FEnter curve equation obsahuje vstupné pole na zadavanie
rovnice krivky.

Druhy panel zahriiuje zakladné prvky. Tlac¢idlo Enter spusta cely algorit-
mus. Pod tymto tla¢idlom je zasSkrtavacie policko LaTeX output, ktoré ked je
zaSkrtnuté, potom vsetky vypisy v konzolovom okne budia v LaTeX formaéte.
Napriklad zlomok 3 je v LaTeX formate \frac{1}{2}. Pomocou ovladacich
prvkov Translation XY a Scale posivame a sSkilujeme vSetky objekty zobra-
zené v okne ACV sketch. Toto posunutie a Skdlovanie resetujeme tlacidlom
Center curve. Zo zoznamového pola (angl. list box) Pre-defined curve si mo-
zeme vybrat jednu algebraickt krivku, ktorej rovnica sa nastavi ako vstupné
rovnica.

Treti panel ma nazov Additional settings. Jeho podpanel Render obsa-

32



huje niekolko zagkrtavacich poli¢ok, pomocou ktorych si volime, ¢o sa mé
vykreslovat v okne ACYV sketch:

Set Ax B —mnozina A je mnozina x-ovych stradnic vyznamnych bodov
a mnozina B je mnozina y-ovych siradnic vyznamnych bodov, pozri
kapitolu 3.3,

Third direction D — priamky zodpovedajice korenom rezultantu Ry (z)
(pozri poznamku 4.3 v kapitole 4.4), ktoré nAm z mnoziny A x B ur¢uju
vyznamné body, vykreslovanie tohto tretieho smeru zavisi od zaskrta-
vacieho policka Third direction D z podpanelu Compute (pozri dalsi
odstavec),

Graph of the curve — topologicky graf krivky,

Approzimation of the curve — aproximacia krivky vytvorena postupom
z kapitoly 4.1, vykres[ovanie aproximécie zavisi od zaskrtavacieho po-
licka Approzimation of the curve z podpanelu Compute (pozri dalsi
odstavec),

Critical points — vyznamné body krivky, pozri kapitolu 2.3,

Regular points — regularne body krivky, pozri kapitolu 2.3.

Ak je zaskrtavacie policko Return skewing (graph, approximation, points)
zaSkrtnuté, potom na graf krivky, aproximéaciu krivky, vyznamné a regulérne
body krivky pouZije inverzné skosenie k skoseniu, ktoré sme opisali v kapitole
3.2. Podpanel Compute ma tieto ovladacie prvky:

Third direction D — po¢itanie korenov rezultantu R(z),, pozri po-
zndmku 4.3 v kapitole 4.4,

Approximation of the curve — pocitanie aproximéacie monoténnych ob-
lukov krivky, pozri kapitolu 4.1,

Approximation sampling — pocet useCiek pouzitych na aproximovanie
monotonneho obliku krivky,

Synthetic divistion — na vypocitanie regularnych bodov pouzijeme syn-
tetické delenie, pozri kapitolu 3.4,

Resultants — na vypocitanie regularnych bodov pouzijeme rezultanty,
pozri poznamku 4.4 v kapitole 4.4.
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Ak chcem pozorovat zmenu vykonani pomocou jedného z ovladacich prvkov
z podpanelu Compute, musime stlacit tlacidlo Enter.

V poslednom Stvrtom hlavnom paneli Author st uvedené informécie o
autorovi a rok vytvorenia aplikacie.

Il ACY controls [_ O]

[Enter curve eguation ‘

itey)= 2 + yo2rz - TR - v

Enter | ,} #
[T LaTex output \:_ '_> \
S bl

Center curye | Translation =Y acale

FPre-defined curye: |Lemniscate j

" Additional seffings —I'
-Render
[ Set &=B

[~ Third direction D

Iw Graph of the Curve

[T Approximation of the Curve
v Critical points

v Regular points

[T Return skewing {graph, approximation, points)

-iCompute
[T Third direction D
¥ Approximation of the Curve

Approximation sampling: |1IZI =

-Method for computing regular points
¢~ Synthetic division
= Resultants

L Author +

Obrazok 14: Okno ACV controls.
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Obrazok 15: Lemniskata s rovnicou f(x,y) = —a* — y? + 22

4.3 Detailny priklad

Nech krivka I' je ur¢end polynéomom f(z,y) = —a* — y* + 2?2, obrazok 15.
Néahodne zvolime hodnotu \ = % S touto hodnotou urobime transformaciu
r=1x— \y, y =y. Potom nova rovnica krivky je

— 1 1
fla,y) = =158y = 22)" + 5 (3y — 22)" = o7, (33)
obrazok 16 (a). Vypo€itame rezultant g,(z) = R(z) = 198800,4 — 59049,6

820125, 2 - o p . . - o T
Toa1 %" Z polynému g; vypocitame polyném bez ndsobnych koretov g; =

—2304x° — 1252 +540823. Pomocou Newtonovej metody uré¢ime vietky redlne
korene polynému gi:

ap = —1.524426 o = —0.152794 a3 =0 a4 =0.152794 a5 = 1.524426.

Teraz vypocitame rezultant g = S(y) = —1296y5 + 488y* — 45y% a rovnako
z neho polyném bez nasobnych koreiiov gp = —12961° 4 488y3 — 45y. Redlne
korene polynému g, si:

By = —0.463873 By = —0.401702 B3 =0 [y =0.401702 s = 0.463873.

Takto sme dostali mnozinu P pozostavajiucu z 25 bodov (obrazok 16 (b)),
z ktorych prave 5 bodov patri krivke I'. KedZe pocet prvkov mnoziny P je
maly, stac¢i ak pre kazdy bod zistime ¢i patri krivke, t.j. ¢i vyhovuje rovnici

f(z,y). Ziskame tieto vyznamné body (obrazok 16 (c)) krivky I':

(041, 51)
(0427 52)

1.524426, —0.463873)
0.152794, —0.401702)
(a3, 43) = (0,0) (34)
(cua, Ba) = (0.152794, 0.401702)
(as, B5) = (1.524426,0.463873)

= (-
= (-

35



Poznamka 4.3 Na ziskanie vijznamngch bodov z mnoZiny P mdézZeme pouzit

tretiu projekciu v smere (=g, 1), tak ako je to v élanku [7]. To znamend

(%) —0ha) —02)
oLy, kde [ = fz— My, y).

Korene rezultantu RX?) tvoria projekciu mnoZiny prienikov krivky f s kriv-
kou f, pozdlZ priamky © + Moy na z-ovi os. A teda ak rezultant R*?) md
m koreniov, potom tieto korene wurcuji m paralelnyjch priamok so smero-
vym vektorom (—X2,1). Napriklad, ak si zvolime Ay = 1, potom gs(x) =
R (z) = 340620 54 9765620 5,6 _ SOLTORIZ0 2 ¢ pisledne separabilng polyndm
g3(x) = —6400x° — 9261 + 2793623. Korene polyndmu g si:

vypocitanie rezultantu RX2) (x) =res(f

o1 = —2.000890 09 = —0.601195 03=0 o4 =0.601195 o5 = 2.000890.

a podla obrdzka 16 (d) vidime, Ze tymto spésobom sme ziskali rovnakid mno-
Zinu vyznamnych bodov. Pocitanie tretieho rezultantu je vhodné pri polynd-
moch s vy$sim stuptiom.

Dalsim krokom je urcenie poctu vetiev vstupujucich do vyznamného bodu
(A, B;) a potitanie regularnych bodov krivky na priamkach x; = §;, x; = \;,
x; = 0;+1. Budeme postupovat podla [12] a ur¢ime korene polynémov

f(ai7 y)
y—05i’
a pocet vetiev prechadzajucich cez priamky x = §;, z = 0,41 uréime pomocou
Sturmovej postupnosti a Cauchyho hranice na pocet koreniov polynomickej
rovnice o jednej neznamej. A teda mnoZina regularnych bodov (obrazok 16

(e)) je

{(—=0.152794, —0.061071), (—0.152794, 0.457024), (0, —0.496903),
(0,0.496903), (0.152794, —0.457024), (0.152794, 0.061071)}.

F(a/i) ﬁiv y) =

(35)

(36)

Pocet vetiev vstupujucich zlava [(p;) a sprava r(p;) do vyznamnych bodov
pi = (au, i) je v tabulke 1. Vysledny topologicky opis krivky I' s rovnicou
f(x,y) = -3y — 2x)" + 13y — 2x)* — 32 je na obrazku 16 (f).

Poznamka 4.4 MnozZinu requldrnych bodov krivky I na priamke x = «;
mozZeme ziskat aj z mnoZiny korefiov rezultantu ves(f, (v — o), x). Korene
tohto rezultantu si y-ové suradnice prientkov krivky I' s priamkou v = «;,
ale jednym z tychto koreriov je aj B;, t.3. y-ovd suradnica vijznamného bodu
(e, B;). Preto ak vynechdme [; z mnoZziny koreriov rezultantu, ziskame y-ové
suradnice regularnych bodov na priamke x = o, a teda aj requldrne body.

36



l(pi) | m(ps)
P = (041751) 0 2
b2 = (042,52) 0 2
p3 = (a3, 33) 2 2
pa = (au, Ba) 2 0
bs = (045755) 2 0

Tabulka 1: Vyznamné body p; a pocet vetiev vstupujtcich do tychto bodov
zlava (p;) a sprava r(p;).

L

() (f)

Obrézok 16: (a) — algebraickd krivka I' s rovnicou
fla,y) = =158y — 22)" + 13y — 22)" — ¢,
(b)-(e) — postup tvorby grafu krivky I', (f) — topologicky graf krivky T'.
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Zaver

V préci sme zadefinovali pojem implicitnej krivky ako aj pojem vyznam-
ného bodu. Dozvedeli sme sa, ako vypocitame topologicky graf algebraickej
krivky, ktorého vrcholy st vyznamné body a hrany prislichaji regularnym
obliukom krivky. Tieto regularne obliky sme aproximovali lomenou ¢iarou, a
tak sme ziskali aproximaciu celej algebraickej krivky. Tato aproximacia ale v
niektorych pripadoch dava nekompletny vysledok. A preto jednou z moznych
rozsireni tejto prace vidime v zlepSeni aproximac¢ného algoritmu.

Poznatky nadobudnuté z literatary sme pouzili pri vytvarani programu
Algebraic curve visualization, ktory sme vytvorili ako sucast tejto prace. V
tejto aplikicii sme skombinovali symbolické aj numerické metédy do algo-
ritmu, ktorého funk¢nost sme v texte prezentovali na jednom kontrétnom
priklade.

Budicu pracu vidime v rozsireni algoritmu tak, aby pocital topologiu
priestorovej algebraickej krivky. Napriklad, priestorova krivku premietneme
do niekol'kych rovin, tym ziskame niekolko rovinnych kriviek, ktoré spracu-
jeme postupom opisanym v tejto praci. Potom topolégiu priestorovej krivky
mozeme zrekonStruovat z topologie rovinnych priemetov.

Na vytvorenie aplikicie pouzivame kniznicu GLUI, ktorej posledné do-
stupné verzia je z roku 2006, a preto by bolo vhodnejsie prerobenie imple-
menticie pomocou inej aktualnej kniznice, ktord by zaroven podporovala
diakritiku.
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