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Abstrakt

Existuje viacero programov, ktoré vykresluju dani 3D scénu do PostScrip-
tového obrazku. Tieto programy vsak vic¢sinou pouzivaju Z-buffer algorit-
mus na premietanie objektov v scéne. Vysledny obrazok je potom bitmapovy
a nie je skalovatelny. Iné programy zase nerieSia viditelnost objektov a tak
sa vo vyslednom obrazku nachddza zbytocne vela informécii. My sme sa
v naSej préci pokusili zostrojit navod, ako spravit program, ktory by pre-
mietal dant 3D scénu pomocou perspektivneho premietania z R3 do R? a
riesil viditelnost objektov v scéne. Premietnuté objekty reprezentujeme tro-
juholnikovymi mesmi alebo mesmi zloZzenymi z Coonsovych zaplat. Vdaka
tejto reprezentacii potom kreslime objekty v PostScripte vyuzivajuc tierno-
vania uvedeného v PostScript Language Level 3.

Klicové slovd: PostScript, tienovanie, perspektivna projekcia, viditel-
nost, 3D scéna.
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Uvod

V stcasnosti existuje vela metdd ako zobrazif 3D scénu. Odlisuji sa v tom,
¢o je pre ne v generovani obrazu najdolezitejSie. V pocitacovych hrach je
to predovsetkym rychlost zobrazovania scény, v technickom kresleni ide o
presnost. Dalej st tu rozne umelecké techniky, ktoré sa zase snazia zobrazif
scénu nejakym nestandardnym spésobom.

Nasa praca pojednéva o tom, ako z 3D scény vyrobit vektorovy obrazok,
ktory je pekne skélovatelny. Nejde vSak len o to, aby sa hrany pri zvicSovani
nerozmazéavali, ale aj o to, ze ked zobrazime gulu, tak jej okraje budi naozaj
okrtihle a nie len do istého zvicsenia.

Boli vyvinuté metddy, ako prerobif bitmapovy obrézok na vektorovy.
My sme sa vsak ststredili na priamu transforméciu 3D scény na vektorovy
obrazok pouzivajuc postupov geometrie a aproximacii.

Okrem toho, vysledok zapisujeme do formatu PostScritp. Tato skutoc-
nost nas obmedzuje v pouzivani reprezentacie premietnutych objektov a v
moznostiach tienovania a farbenia.

V prvej kapitole je prehlad moZnosti kreslenia, ktoré nam pontika Post-
Script. Dalej tu mozeme najst priblizenie osvetlovacieho modelu v tandarde
X3D a predstavenie standardu X3D. Okrem tychto prehladovych ¢asti nam
prvé kapitola poskytuje definicie a metddy, ktoré budeme vyuzivat

Druha kapitola nam predstavuje hruby nacrt algoritmu, pomocou kto-
rého objekty 3D scény vykreslujeme.

V tretej kapitole popisujeme metdody, akymi sme premietali jednotlivé
objekty 3D scény. Popisuje problémy, ktoré nastavaju, ked pouzivame per-
spektivne premietanie z R? do R? miesto klasického algoritmu Z-Buffer.

Kapitola 4 je cela urc¢ena trojuholnikovym mesom, lebo tie st pravde-
podobne v pocitacovej grafike najrozsirenejsie. Zoznamime sa tu s metédami
viditelnosti a hladania prienikov stien mesSov.

V dalSej casti, kapitole 5, si ukdzeme ako riesit prienik vsSetkych zo-
brazovanych objektov, nie len trojuholnikovych mesSov. Vyuzivame pri tom
aproximac¢nych metéd na urcenie priesecnikov objektov.

Pre spravne zobrazovanie objektov v scéne je dolezité urcenie ich vi-
ditelnosti, teda ich vzédjomného prekryvania sa. O tomto pojednéva Siesta
kapitola.



Na zaver si ukazeme nejaké vysledky, ktoré sme vyuzitim metod opiso-
vanych v tejto praci dosiahli.



Kapitola 1

Prehlad

1.1 PostScript

1.1.1 Co je PostScript?

V [Inc99] je PostScript definovany takto:

PostScript je interpretovany programovaci jazyk s velkymi grafickymi
moznostami. Jeho primérna funkcia je opisat vzhlad textu, grafickych ob-
jektov a obrazkov na tlacenych alebo zobrazovanych stranich podla zobra-
zovacieho modelu Adobe (Adobe imaging model). Program v tomto jazyku
moze prenasat opis dokumentu z kompoziéného systému do tlacového sys-
tému alebo riadif vzhlad textu a grafickych objektov na obrazovke. Opis je
vysoko trovnovy a nezavisly od zariadenia.

PostScriptovy dokument moze byt renderovany na tlaciarni, obrazovke
alebo inom vystupnom zariadeni pomocou PostScriptového interpretera pre
dané zariadenie. Ako interpreter vykonéva prikazy PostScriptu, konvertuje
vysoko roviiovy opis do nizko uroviiového rastrového datového formatu pre
dané zariadenie.

Jazyk v sebe zahfna beiné datové typy(¢isla, polia, retazce), riadiace
struktary (podmienky, cykly, procediry). Obsahuje aj niektoré nestandard-
né Casti, napr. slovniky.

PostScriptovy program moze byt bud v textovom rezime alebo ako bi-
narny subor.

1.1.2 Farbenie v PostScripte

Existuje viacero sposobov farbenia objektov v PostScripte. Farbenie zvo-
lenou farbou alebo farbenie vzorom (pattern). Pre farbenie farbou sa nas-
tavi nejakd farebna hodnota pre dany priestor farieb (colorSpace napr. De-
viceGray, DeviceRGB, DeviceCMYK).

Vzory si v PostScritpe definované ako slovniky. Delia na dva typy:
dlazdicové vzory (tiling patterns), tienovacie vzory (shading patterns).



Dlazdicové vzory sa skladant z malych ¢asti nazyvanych bunky (pattern
cells). Je treba zadefinovat jednu bunku. T4 sa potom opakovane kresli po
celej farbenej ploche.

Zaujimavejsie st tieniovacie vzory. Pomocou nich, ako aj nazov napoveda,
je mozné vykreslovanie hladkych objektov. Tieto vzory sa delia na sedem
typov, podla toho, aky typ tieniovacej funkcie pouzijeme:

e Function based shading (typ 1)

Axial shading (typ 2)

Radial shading (typ 3)

Free-form Gouraud shaded triangle meshes (typ 4)

Lattice-form Gouraud shaded triangle meshes (typ 5)

e Coons patch meshes (typ 6)

Tensor-product patch meshes (typ 7)

Tienovacia funkcia je definovana ako slovnik. Slovnik je objekt, ktory v
sebe obsahuje kltce a hodnoty. Kazdému klac¢u prislicha hodnota, podobne
ako u poli.

Farbenie tienovacimi vzormi sa robi v piatich krokoch:

Zadefinuje sa prototyp vzoru (slovnik).
e Vzor sa zainStancuje.
e Vyberie sa priestor farieb vzoru.

e Vzor sa nastavi ako farba na farbenie (current color).

Zavolaju sa procedury pre farbenie (napr. fill, stroke,...)

1.1.3 Definicia tienovacieho vzoru v PostScripte

Podobne ako tiefiovacia funkcia, aj tienovaci vzor (shading pattern) je v
PostScripte reprezentovany ako slovnik. Kazdy tiefiovaci vzor musi mat defi-
nované nasledovné kluce:

e PatternType — musi byt nastaveny na 2 (1 je dlazdicovy vzor)
e Shading — slovnik pre typ tienovacej funkcie.

Mozné je definovat aj dalsie kluce. Viac je o tom popisané v [Inc99] a
[Inc97].



1.1.4 Slovnik pre typ tienovacej funkcie

PodTa toho, aké tiefiovanie chceme pouzit sa bude definovaf aj slovnik. AvSak
2 kltce musi mat vzdy:

e ShadingType — typ: 1 — 7, ako st popisané v kapitole 1.1.2
e ColorSpace — Priestor farieb. vid [Inc99]

Dalsie nepovinné klde st v [Inc99] a [Inc97].
Nebudeme popisovat vSetky typy, stustredime sa len na typ 4 a typ 6.
Typ 7 je podobny ako typ 6. Podrobny opis je v [Inc99] a [Inc97].

Typ 4 - Free-form Gouraud shaded triangle meshes

Tento typ tieniovacej funkcie vyuziva Gouraudovo tienovanie. Je dany tro-
juholnik. V jeho vrcholoch méame dané farby. Tienovacia funkcia interpoluje
tieto farby.

V slovniku je treba douréit nasledujice kltuce:

e DataSource — pole, retazec alebo sibor. Obsahuje v sebe vrcholy tro-
juholnika spolu s farbami v tychto vrcholoch

e BitsPerCoordinate, BitsPerComponent, BitsPerFlag, Decode — tieto
klace sa definuju, ak DataSource nie je pole.

DataSource je zoznam vrcholov iduacich za sebou. Kazdy vrchol je defi-
novany tymito hodnotami:

frycr...cy

x,y su suradnice vrcholu, ¢ ... ¢, st farebné zlozky uréené podla toho, aky
priestor farieb sme si zvolili. Napr. pre DeviceRGB je n = 3 a jednotlivé
hodnoty zodpovedaju farebnym zlozkam cervend, zelend, modra. Hodnota
f znamena:

e 0 pre novy trojuholnik

e 1, 2 pre pripojenie bodu k prvym alebo druhym dvom bodom pred-
chadzajiceho trojuholnika.

Na obrazku 1.1 je priklad pouzitia tienovacieho vzoru typu 4. Za nim
nasleduje zdrojovy jeho zdrojovy kdd:

/DeviceRGB setcolorspace

/shd
<<
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Obréazok 1.1: Gouraudovo tienovanie

/ShadingType 4
/ColorSpace [/DeviceRGB]
/DataSource [
01010100

0 100 100 0.7 0 O

0 200 50 0.6 0 0]

>>

def

/pat

<<
/PatternType 2
/Shading shd
>>

matrix
makepattern
def

newpath

pat setpattern

0 0 200 150 rectfill
stroke

closepath

Typ 6 - Coons patch meshes

Typ tienovacej funkcie ¢. 6 je zostrojeny z jednej alebo viac farebnych za-
plat (Coonsove zaplaty). Kazda zaplata je ohraniena Styrmi Bézierovymi
krivkami.
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Farbenie zaplaty je nasledovné. Zoberie sa jednotkovy stvorec. V jeho
vrcholoch st definované farby. Pomocou bilinearnej interpolacie sa dopodi-
taju farby po celom stvorci. Potom sa Stvorec zobrazi na zaplatu. Vrcholy
Stvorca sa priradia rohom zaplaty, strany stvorca sa premietnu na hranice
zaplaty (Bézierove krivky).

Slovnik pre tento typ mé povinné kltce (okrem uz spominanych):

e DataSource — pole, retazec alebo sibor. Obsahuje v sebe 12 riadiacich
vrcholov pre Bézierove krivky reprezentujice hranice zaplaty.

e BitsPerCoordinate, BitsPerComponent, BitsPerFlag, Decode — tieto
klace sa definuju, ak DataSource nie je pole.

DataSource je zoznam riadiacich vrcholov hranic + Styroch farieb vo
vrcholoch zéaplaty
Jriy1z2y2... T12 Y121 C2C3 ¢4 (1.1)

f ma podobnt funkciu ako pri type 4. Body x1 y1 22 ys ... T12 Y12 su ria-
diace vrcholy hranic. ¢ ¢o ¢3 ¢4 st farby vrcholov, pricom kazdé z cq ¢o ¢3¢y
obsahuje farebné zlozky podla priestoru farieb napr. ¢; = 000.1.

Obrazok 1.2: Tienovanie typu 6

Na obrazku 1.2 je priklad pouzitia tienovacieho vzoru typu 6. Nasleduje
jeho zdrojovy kod.

/DeviceRGB setcolorspace

/shd1

<<

/ShadingType 6

/ColorSpace [/DeviceRGB]
/DataSource [0 10 100 10 70 30 40
10 10 60 10 80 30

110 10 110 40 130 70

12



110 100 70 120 40 120
1000.5000.50010 0]
>>

def

/pat

<<
/PatternType 2
/Shading shdi
>>

matrix
makepattern
def

newpath

pat setpattern

0 0 150 150 rectfill
stroke

closepath

Pozn. Typ 7 je zalozeny na podobnom principe ako typ 6. Len riadiacich
vrcholov je Sestnéast. Nemame teda Coonsovu zéplatu ale Bézierovu zaplatu.

Blizsie informécie o farbeni v PostScripte mozno najst v [Inc99], [Inc97].
Pekny navod na vykreslovanie geometrickych objektov a ich farbenie je
pontka [Cas].

1.2 Osvetlovacie modely

Pri vykreslovani objektov scény potrebujeme zistovat farbu bodov na po-
vrchu objektu. Na to sluzia osvetlovacie modely. Osvetlovacie modely sa
delia podla pristupu na empirické (Lambert, Phong) a fyzikalne zalozené
(Cook-Torrance, Oren-Nayar). Empirické modely sa opieraji o namerané a
odpozorované skutocnosti. Fyzikdlne zalozené modely pracuja na redlnych
fyzikalnych datach ako je hustota, index lomu a dalSie. Farebné vlastnosti
objektov st definované ako material. Strukttra materialu zavisi od osvetlo-
vacieho modelu.

Na to, aby sme vedeli uré¢if farbu v bode na povrchu objektu, potre-
bujeme vediet, ako sa v tomto bode odraza dopadajice svetlo. Na to slazi
obojsmernd distribu¢né funkcia (bidirectional reflectance distribution func-
tion BRDF). Poc¢ita pravdepodobnosti odrazu a lomu svetla dopadajticeho
pod urcitym uhlom.

Niektoré zdkladné principy prace osvetlovacich modelov st opisané v
[Z4r98]. My sme na osvetlenie scény pouzili osvetlovaci model uvedeny v
Specifikicii X3D [X3DO05]. Je velmi podobny Phongovmu osvetlovaciemu
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modelu, ktory je jednym z najrozsirenejsich. Preto si najprv predstavime
Phongov osvetlovaci model a potom osvetlovaci model uvedeny v [X3D05].

1.2.1 Phongov osvetlovaci model

Phongov osvetlovaci model je empiricky model. To znamené, Ze vypocet
farby na povrchu objektu je zalozeny na odpozorovanych a odmeranych
hodnotach, nie na presnych fyzikadlnych hodnotach.

Farebné vlastnosti objektu sa nazyvaju material. Phongov osvetlovaci
model vyzaduje v materiéli tri farebné zlozky (ambientna, diftzna, spekular-
na) a hladkost (shininess).

Ambientné farba je farba, ktorou sa objekt zafarbi bez ohladu na to,
kde sa nachadza zdroj svetla. Tato zlozka sa modze pouzit na nahradzanie
nepriameho osvetlenia.

Diftzna farba je farba svetla, ktoré sa po dopade na povrch objektu
odraza vSetkymi smermi. Je zavisla od uhlu dopadu.

Spekularna farba je farba svetla odrazeného v smere hladkého odrazu, t.j.
takého, ktorého uhol odrazu je rovny uhol dopadu prichéddzajiaceho svetla.
Tato zlozka je zavisld od uhlu medzi vektorom pohladu (vektor z bodu
pozorovatela do bodu dopadu svetla) a vektorom hladkého odrazu svetla.

BRDF pre vypocet farby vyzera nasledovne:

-

I = Lyokg + Lykg max (o, (L - N)) + L.k, max (0, (R 17)“) (1.2)

I je vysledna farba v bode na povrchu objektu. L,, Lg a Lg st ambient-
na, diftzna a spekularna zlozka svetla, k., kg, ks s ambientna, diftizna a
spekularna zlozka materidlu objektu. vektor L je smer dopadajiceho svetel-
ného lica, N je norméalovy vektor bodu vzhladom na povrch objektu, 1% je
vektor pohladu, t.j. vektor z bodu pozorovatela do bodu, v ktorom podcitame
farbu. Vektor R je vektor hladkého odrazu svetla od povrchu objektu. Plati
pren vztah:

— =

R=2(L-N)N-L

hladsi sa zda byt povrch objektu (obr. 1.3).
Niekedy sa pri vypocte farby na povrchu objektu berie do tvahy aj
vzdialenost svetla od objektu (attenuation). Potom sa BRDF trochu zmeni:

=

I = Lokg + fart Lakq max (o, (L N)) + faneLoks max (o, (R- 17)”) (1.3)

fatt je funkcia pocitajica koeficient ¢slabenia”svetla zavisly od vzdiale-
nosti svetla od bodu na povrchu objektu. Pre kazdé svetlo v scéne st dané
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Obrazok 1.3: priklad pouzitia Phongovho osvetlovacieho modelu. a) maly
koeficient hladkosti, b) velky koeficient hladkosti

tri hodnoty stvisiace s oslabenim svetla. Oznacujt sa c1, 2, c3. Dalej nech
d je vzdialenost svetla od bodu na povrchu objektu. Funkcia [ vyzerd
nasledovne:

1
=min (1, ——M—
fatt — < ’ c1 + Czd + 03d2>

1.2.2 Osvetlovaci model v X3D

Nez si predstavime samotny osvetlovaci model, povieme si nie¢o o svetlach
a materidloch v X3D.

Svetla

V X3D pozname tri druhy svetla: smerové svetlo (directional light), bodové
svetlo (point light) a reflektor (spotlight). Vypocet farby BRDF funkciou je
zavisli na type svetla v scéne.

Vsetky tri typy svetiel maju nasledovné spolo¢né parametre:

e ambientIntensity - urcuje, akll intenzitu mé ambientné cast svetla.
e color - farba svetla.
e intensity - intenzita svetla.

e on - urcuje, ¢ je svetlo zapnuté alebo vypnuté a teda ¢i sa m4 braf do
uvahy pri pocitani osvetlenia.
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Smerové svetlo ma dal$i parameter direction. Tento parameter je vektor,
ktory definuje polpriestor osvetleny tymto svetlom. Smerové svetlo osvetluje
objekty vzdy z rovnakého smeru, nezavisle od jeho polohy vzhladom na
objekty. To znamena ze vektor dopadajiiceho lGca je stéle rovnaky!.

Bodové svetlo mé okrem spolo¢nych styroch parametrov este dalSie tri:

e attenuation - pole s tromi hodnotami, urcujtce koeficienty c1, co a c3
potrebné pre pocitanie oslabenia svetla (vid stat 1.2.1).

e [ocation - pozicia svetla v scéne.

e radius - bodové svetlo vyzaruje luce na vSetky smery. AvSak osvetli
len objekty do vzdialenosti urcenej tymto parametrom.

A konecne svetlo typu reflektor. Ako ndzov napovedd, toto svetlo os-
vetluje objekty nachddzajuce sa v kuzeli. Parametre pre toto svetlo su:

e attenuation - znamena to isté ako u bodového svetla.

e direction - orientacia svetla. Priamka urcend tymto vektorom a pozi-
ciou svetla tvori os kuzela, v ktorom st objekty tymto svetlom os-
vetlené.

e [ocation - pozicia svetla.
e radius - to isté ako u bodového svetla.

e beamWidth - nech U je vektor zo svetla do bodu P. Ak uhol medzi
vektorom ¢ a vektorom direction je mens$i ako beamWidth, bod P
je osvetleny plnou intenzitou svetla (ked neratame oslabenie svetla
urcené parametrom attenuation).

e cutOf fAngle - opét nech ¥ je vektor zo svetla do bodu P. Ak uhol

.....

P nie je svetlom osvetleny vébec.

Dalsie podrobnosti o svetlach a ich parametroch st v [X3D05].

Material

Podobne ako Phongov osvetlovaci model, aj osvetlovaci model Specifikovany
v X3D potrebuje mat na vypocet farby bodu na povrchu objektu definovany
material objektu.

Materiadl v X3D ma nasledovné parametre:

e dif fuseColor, emissiveColor, specularColor - diftzna farba, emisna
farba a spekuldrna farba.

!Tymto vektorom je prave vektor direction
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ambientIntensity - intenzita ambientného osvetlenia. Ambientnéa far-
ba sa pocita z diftznej (viac v stati 1.2.2).

shininess - koeficient pre hladkost objektu (vid stat 1.2.1).

transparency - priechladnost.

Podrobné informacie mozno néjst v [X3D05].

BRDF

Podme si teraz priblizit, ako sa pocita osvetlenie v X3D scéne.
BRDF funkcia:

I = (1 — fo)IF + f() <OE + Z <oni - att; - spot; - ILi(ai +d; + Sz))> (1.4)

Ir - farba hmly

fo - interpolant hmly. Je zavisly od hustoty hmly, typu hmly (lineérna,
exponencialna) a vzdialenosti bodu od pozorovatela.

Opg - emisna farba materialu.
on; - parameter on i-teho svetla.

att; - koeficient oslabenia svetla. Pocita sa rovnako ako u Phongovho
osvetlovacieho modelu (stat 1.2.1).

spot; - pre bodové a smerové svetlo je spot; = 1. Pre reflektorové svetlo
sa tento parameter pocita nasledovne. Nech ' je vektor zo svetla do
bodu P. Nech « je uhol, ktory zvieraja vektor ¢ a vektor direction.

— Ak o < beamWidth, tak spot; = 1.

— Ak a > cutOf f Angle, tak spot; = 0.

(cutOf f Angle—a)
cutO f f Angle—beamW idth)

— Inak spot; = i
Iy, - farba i-teho svetla

a; - ambientna zlozka. Je to sti¢in ambientnej intenzity svetla, ambi-
entnej intenzity materidlu a diftznej farby materialu.

d; - diftzna zlozka.

s; - spekularna zlozka.
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d; = Iikd(ﬁ.f)
si = Iiks (]\7. ((‘E+ﬁ)))128n

I; je intenzita i-teho svetla, kg a dg st difizna a spekularna zlozka materialu,
n urcuje hladkost povrchu objektu (shininess). N je norméalovy vektor bodu
scény, L je smerovy vektor dopadajiceho lica a v je vektor z bodu scény do
bodu pozorovatela. Vektory N , E, ¥ st normalizované.

Dalsie informécie o osvetlovacom modeli v X3D st v [X3D05]

1.3 Bézierove kubiky

1.3.1 Definicia

Definicia 1.3.1 Polynomicka krivka
B =S B Vi te(0,1) (15)
i=0

sa nazyva Bézierova krivka stupria n. V; € R si riadiace vrcholy krivky a
B!'(t) je Bernsteinov polynom.

Bernsteinov polyném BF(t) je definovany nasledovne:

7

BF(t) = (@)ti(l — ) i=0,1,...,k (1.6)

Existuje dohoda, ze BF(t) = 0 pre i > k alebo i < 0.
Riadiace vrcholy Vi, ¢+ = 0,1,...,n tvoria polygdén nazyvany riadiaci
polygdn.

Definicia 1.3.2 Bézierova kubika je Bézierova krivka stupria 3.

V nasSej préaci sme sa sustredili na Bézierove kubiky, lebo tie ndm stacia
na popisanie kriviek, s ktorymi pracujeme. Okrem toho, Bézierove krivky
vyssieho stupna st nepraktické, lebo st ¢asovo naroc¢né na vypocet.

Na obrazku 1.4 je priklad Bézierovej kubiky.

Bézierove krivky a Bernsteinov polyném su blizsie opisané v [Sed03al,
[Gre02].

1.3.2 Vlastnosti Bézierovych kriviek

Uvedieme si niekolko vlastnosti Bézierovych kriviek, ktoré nam v dalsej praci
budu uzitocné.
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Vi1 V3

V2
VO

Obrazok 1.4: Priklad Bézierovej kubiky

1. Bézierova krivka interpoluje svoje krajné body (obr. 1.4), t.j. B(0) =

Vo a B(1) =V,.
2. Bézierova krivka lezi v konvexnom obale svojho riadiaceho polygdénu
(obr. 1.5).
1
V2
VO, V3

Obrazok 1.5: Bézierova krivka v konvexnom obale svojho riadiaceho
polygénu.

3. Usecka VyVy tvori dotyénicu Bézierovej krivky v bode B(0) a tisecka
Vn—1V}, tvori doty¢nicu Bézierovej krivky v bode B(1) (obr. 1.4).

4. Invariantnost vzhladom na affine transformécie. Nech ¢ je affina trans-
formécia, potom plati:

p(B(t) =) B(1) - ¢(Vi)
1=0

5. Bézierova krivka sa nemeni viac raz ako jej riadiaci polygon. Presnej-
Sie: Pre kazda nadrovinu H C R¢ plati, Ze pocet prienikov nadroviny
H s Bézierovou krivkou B(t) je mensi alebo rovny poctu prienikov
nadroviny H s riadiacim polygénom Bézierovej krivky B(t).

Vlastnosti 2 a 5 vyzijeme pri hladani priesecnikov Bézierovych kriviek.
Invariantnost na affine transformécie je uzitoénd pri rotécii a postivani Bé-
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zierovej krivky. Tretia vlastnost ndm pomoze pri konstrukeii Bézierovych
kriviek v R?, ked budeme aproximovat premietnuté krivky.
Dékazy vlastnosti a niektoré dalsie vlastnosti s v [Sed03al, [Gre02].

1.3.3 De Casteljau-ov algoritmus

Pozname dva sposoby ako vyratat bod na Bézierovej krivke. Priamo dosa-
denim parametra ¢ do rovnice (1.5), alebo de Casteljau-ovym algoritmom.
De Casteljau-ov algoritmus je zalozeny na linearnej interpolacii bodov.

Veta 1.3.1 (de Casteljau-ov algoritmus) Nech Vy,Vi,...,V, st ria-
diace vrcholy Bézierovej krivky B(t) stupria n. Oznacme VO(t) = V; pre
i=0,1,...,n. Dalej nech

: . . . .
VIt)=@0—-t)- V) ) +t- Vi (t) i=0,1,....,.n—

2

Potom V' (t) = B(t).

Dokaz: Urobime len dokaz pre Bézierovu kubiku, lebo len tie vyuzivame
v tejto praci. Cely dokaz je v [Gre02].
n = 3, riadiace vrcholy: V, V1, Vo, V3.

Vo) = (1—1t)-Vgt)+t- Vi)

Vo) = (1=t)-(1-t) Vi) +t- Vi(t)+
+t-((L—t) - VI (E) +t- V3 (1))

Vo) = (1=t Vo) +2t(1 —t) - Vi'(t) + £ - Vo (t)

Vo) = (1= (1-1) Vot+t-Vi)+
+2t(1—t)- (1 —1t)- Vi +t-Vo)+
+t2- (1 —1t)- Vo +t-V3)

VE@t) = (1—0)3 - Vo+3t(1—t)2-Vi+32(1—t)- Vo + 13- 13

Vi) = (FPa-1t® v+ A -1 Vit
+E)EA =) Vot (550 —1)° - Vs

Vot) = Bi(t) Vo+Bi(t)-Vi+B3(t) - Va+ Bi(t)- V3

Vi) = YoBi®) Vi

De Casteljau-ov algoritmus vyuzivame pri hladani priesecnikov Béziero-
vych kriviek, ked prerozdelujeme krivku na dve.

1.3.4 Prerozdelenie Bézierovej krivky

Riadiaci polygdn Bézierovej krivky je istou aproximéaciou samotnej Béziero-
vej krivky. Prerozdelenim krivky na dve dostaneme dva nové riadiace poly-
gbny, ktoré spolu tvoria lepsiu aproximaciu pévodnej krivky a st riadiacimi
polygénmi dvoch casti povodnej krivky.
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Presnejsie: Predstavme si, ze chceme rozdelit Bézierovu krivku B(t)
stupnia n definovant na intervale (0,1) v bode B(tp). Dostaneme nové Bé-
zierove krivky Bj(t) a By(t) stupna n, pre ktoré plati:

Bi(t) = B(t-ty) te(0,1)
By(t) = B(t-(1—to) +to) te(0,1)

Riadiace vrcholy pre Bézierove krivky Bj(t) a By(t) ndjdeme pomocou
de Casteljau-ovho algoritmu.

Veta 1.3.2 Nech Vi, pre i = 0,1,...,n su riadiace vrcholy krivky Bi(t) a
Vo, pre i =0,1,...,n su riadiace vrcholy krivky Ba(t). Potom plati:

Vi, =Vi(te) i=0,1,...,n
Vo, =V ' (ty) i=0,1,...,n

kde vrcholy Vi (to) a V" "'(ty) st vrcholy z de Casteljau-ovho algoritmu (veta
1.3.1).

Doékaz: Pre Bézierovu kubiku staci len dosadit a pomocou de
Casteljau-ovho algoritmu doratat. O

1.4 Coonsove zaplaty

Coonsove zaplaty st plochy ohranicené styrmi krivkami C (u), Ca(u), D1 (v),
Dy(v), u,v € (0,1), ktoré majia spolo¢né krajné body. Coonsova plocha
X (u,v) je definovana nasledovne.

Jej hranice tvoria krivky Ci(u), Co(u), D1(v), Ds(v), t.j. X(u,0) =
Ci(u), X(u,1) = Ca(u), X(0,v) = D1(v), X(1,v) = Da(v). X(u,v) je dana
predpisom:

X(uv) = (1 —u,uw) (30 4+ (X (u,0), X(u,1))(*,")~

1v v

e O

V nasom pripade budt vzdy hranicné krivky Bézierove kubiky, lebo tak
st definované Coonsove zaplaty v [POSTSCRIPT].

1.5 Perspektivne premietanie

Perspektivne premietanie (dalej nazyvané ako projekcia) je zobrazenie f z
R3 do R?. Ide vlastne o posunutie zobrazovaného bodu P v smere vektora
v do roviny 7. Rovina 7 sa nazyva priemetna. Vektor ¥ = P — C' sa nazyva
smer premietania, bod C' je stred premietania.
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1.5.1 Rovnica projekcie

Uvazujme trojrozmerny euklidovsky priestor £ nad polom reéalnych ¢isel R.
Nech stred premietania je v bode C' = (0,0,0). Priemetna nech je rovina
kolmé na os z. Teda rovnica priemetne je z = z1 pre nejaké z; € R, z; # 0.
Nech A € E. Potom pre obraz B = (zp,yg) € R bodu A = (14,4, 24)
plati:

B = LA

YB = L YA

1.6 Standard X3D

V nasej implementéacii sme pouzili 3D scénu zapisant v X3D formate, preto
si teraz tento format trochu predstavime. Informécia o X3D a jeho presna
Specifikacia je v [X3D05].

X3D (Extensible 3D) je Standard pre definovanie 3D obsahu a multimédii
(3D scény, animécie, zvuky,...). X3D je nasledovnik znameho VRML (Vir-
tual Reality Modeling Language) a dopliia ho o nové moznosti ako napriklad
nové kédovanie (XML).

V nasej implementéacii vyuzivame prave XML kédovanie na ¢itanie 3D
scény z x3d stboru.

Standard X3D v sebe zahftia definicie nasledovnych objektov:

e 3D grafika - Polygonalna geometria, parametrickd geometria, hierar-
chické transformacie, osvetlenie scény, materidly a mapovanie textur.

e 2D grafika - Text, 2D objekty zobrazované v 3D transformacnej hier-
archii.

e animadcia - animécie vratane animacie ¢loveka a morfingu.

e audio a video.

e interakciu s uzivatelom.

e navigiciu v scéne - kamery, pohyb uZivatela v scéne, kolizie.
e moznost definicie vlastnych objektov.

e skripty

e spristupnenie X3D cez sief.

e fyzikilne simulacie - napr. animécia cloveka

Pre nas st zaujimavé definicie 3D a 2D grafiky, lebo objekty v tychto
definicidch budeme zobrazovat.

X3D je velmi rozsiahli standard. Viac o niom v [X3D05], kde st aj infor-
macie o XML kédovani.
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Kapitola 2

Nacrt algoritmu

Teraz si predstavime cely algoritmus, ako budeme riesit vykreslovanie danej
3D scény. Jednotlivé casti algoritmu riesime v nasledujtcich kapitolach.

1. Najprv objekty scény zobrazime v perspektivnom premietani. Niektoré
objekty sa daju premietnut priamo, ale na niektoré musime pouzit
aproximacné metédy. Aby sme s premietnutymi objektmi mohli dobre
pracovat, reprezentujeme si ich bud ako trojuholnikové mese alebo ako
Coonsove mese.

2. Vyuzijic data ziskané projekciou urobime lokalnu viditelnost objektov.
Toto sa tyka len trojuholnikovych mesov, lebo u ostatnych objektoch
sme viditelnost riesili pri premietani.

3. KedZe sa objekty v scéne mozu pretinat, ndjdeme ich prieseéniky a
rozdelime ich na disjunktné cCasti.

4. Ked mame vyrieSent lokalnu viditelnost a priesecniky objektov, vyrie-
gime globalnu viditelnost, kde odstratiujeme casti objektov prekryté
inymi objektmi

5. Zostali nam priemety objektov, ktoré mame reprezentované ako tro-
juholnikové a Coonsove meSe. Pomocou Postskriptovych metdd tieto
mese vykreslime.
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Kapitola 3

Premietanie

3.1 Aproximacie Bézierovymi kubikami

V nasej praci pouzivame krivky, ktoré mame reprezentované ako postupnost
Bézierovych kubik. Preto si teraz uvedieme postupy, ako pomocou Béziero-
vych kubik aproximovat kruznicu a elipsu.

3.1.1 Aproximacia kruznice Bézierovymi kubikami

V [Sed03a] je presna reprezentacia Casti kruznice pomocou racionalnej Bé-
zierovej kubiky. My si ukdzeme spdsob, ako aproximovat cast kruznice po-
mocou regularnej Bézierovej kubiky. Celt kruznicu poskladame z viacerych
Bézierovych kubik.

Je dané kruznica k so stredom .S a polomerom 7 leziaca v rovine 7, ktorej
norméalovy vektor je 7. Zoberme si dva body P; a P» leZiace na kruZnici
k také, ze uhol o = ZPSP, < 7. Cast kruznice medzi bodmi P, a P,
aproximujeme pomocou Bézierovej kubiky B(t).

Oznac¢me Vp, Vi, Vo a V3 riadiace vrcholy Bézierovej kubiky B(t). Vrchol
Vo = Pi, vrchol V3 = P. Usetky VyVi a VoV3 s dotyénice kubiky B(t)
(vlastnost 3 v stati 1.3.2). Na urcenie presnej polohy vrcholov Vi a V; potre-
bujeme zistif smerové vektory useciek VoV; a VaV3 a vzdialenosti |VpVi| a
[VaV3|.

Kedze tsecka VpV; je dotyénica kubiky B(t) a kubika B(t) aproximuje
kruznicu k, usecka VyV) je aj dotycnica kruznice k v bode Vy = P;. Jej
smerovy vektor U7 = 7 X i1, kde @; = Vy — S. Analogicky smerovy vektor
dotycnice V5V3 je vektor vh = 71 X s, kde s = V3 — S.

Vrcholy Vi a Vo vyratame zo vztahu:

|»~

Vi = Ww+d-
Vo = Va—d-

1|g1§1 S

N

kde d = r-tan § (obr. 3.1).
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Obrazok 3.1: Zostrojenie Bézierovej kubiky B(t), aproximujicej kruznicovy
oblik so stredom S a polomerom r. Vrcholy Vj, Vi, Vs, V3 st riadiace vrcholy
Bézierovej kubiky B(t).

Tento vztah je zalozeny na tom, kruznicovy oblik je symetricky. Kedze
aproximujeme Bézierovou kubikou, rozdelime oblika na tri rovnaké casti.
Na obrazku 3.2 vidiet priklad pouzitia uvedenej aproximécie.

Obrézok 3.2: Aproximacia kruznicového obliika pomocou Bézierovej kubiky.

Teraz, ked vieme aproximovat ¢ast kruznice Bézierovymi kubikami, apro-
ximécia celej kruznice k je jednoducha. Stac¢i ju rozdelit na kruznicové
obliky, ktorych uhly st mensie alebo rovné ako 7 a tieto aproximovat Bé-

zierovymi kubikami. Kubiky spolu tvoria aproximéaciu celej kruznice k.
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3.1.2 Aproximacia elipsy Bézierovymi kubikami

Je dani elipsa e s polomermi r; a ro a stredom S. Najprv zostrojime krivku
K, ktora je zlozena s Bézierovych kubik a aproximuje kruznicu k so stredom
v bode S a polomerom 1. Elipsa je §kalovana kruznica. Elipsu e dostaneme
z kruznice k skalovanim faktorom :—f so stredom gkalovania v bode S v smere
vektora osi elipsy, ktorej zodpoveda polomer rs.

Kedze skalovanie je affina transformécia a Bézierova kubika je invariant-
na vzhladom na affine transformécie (vid staf 1.3.2), aproximéciu K. elipsy
e dostaneme pouzitim toho istého Skalovania krivky K aké sme pouzili na

transforméaciu kruznice k na elipsu e. T.j. nech e = s(k), potom K, = s(K).

3.2 Interpolacia bodov Bézierovymi kubikami

Pri premietani kriviek (stat 3.3.2) budeme potrebovat skonstruovat krivku,
ktora interpoluje dané body Fy, Pi,..., P,, pricom pozndme dotycnice v
tychto bodoch. V [Cha99] je popisanych niekolko takychto interpolacii. My
sme si vybrali nasledovnu.

St dané vrcholy Py, Py, ..., P, € R3 a normalizované smerové vektory
vg, V1, ..., Up dotycnic v tychto bodoch. Vrcholy Fy, Pi,..., P, budeme
interpolovat C'! spojitou po ¢astiach kubickou krivkou. T.j. medzi vrcholmi
Py, P1,. .., P, budeme vytvéarat Bézierove kubiky By(t), B1(t), ..., Bp_1(t),
pre ktoré plati:

Bo(0) = By
Bn_1(1) =P,
Bii(1)=B(0) =P, i=1,2...,n—1

Krajné riadiace vrcholy kubik By(t), Bi(t),..., B,—1(t) teda uz méme.
Pomocou vektorov vy, v1, ..., v, doratame ostatné riadiace vrcholy. Riadiace
vrcholy V2, V1, V2 a V3 Bézierovej kubiky B;(t) dostaneme takto:

VO o= P,

VO = -Pz + O4‘.PZ.PZ+1‘ - Uy
Py — 0.4|PiPija| - via
V3 = Py

2
I

Ako je spominané v [Cha99], toto riesenie je odévodnené len peknymi
vysledkami, ktoré dostavame.

3.3 Projekcia geometrickych objektov

Projekcia nie je affina transformaécia. Z toho vyplyva, ze nemusi platif nasle-
dujuci vztah:
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f(A+H(B = A)) = f(A)+t(f(B) - f(A))

A/ B € R3 t € R; f je projekcia z R3do R?. Tu nastédva problém s pre-
mietanim kriviek a pléch, ktoré sit definované parametricky pomocou ria-
diacich vrcholov. Ak zostrojime povodni krivku na premietnutych riadiacich
vrcholoch, dostaneme spravidla int krivku ako je priemet pévodnej krivky.

SIEWL Vo, Vo)) # K(f(V1), f(V2), .. f(V)

kde Vi, Vs, ..., V, € R? sti riadiace vrcholy krivky K, f je projekcia z R? do
R2.

My budeme premietat Bézierove kubiky (stat 1.3). Kazdy objekt popiso-
vany v dalsom texte si reprezentujeme zjednotenie ploch, ktoré tvoria Coon-
sove zaplaty. Coonsove zaplaty si plochy, ktorych hranice tvoria nejaké
krivky, v nasom pripade st to Bézierove kubiky. Viac o Coonsovych plochach
mozeme najst v stati 1.4.

Coonsove plochy sme si vybrali preto, lebo v PostScripte robime tieto-
vanie hladkych objektov pomocou Coonsovych ploch (stat 1.1.4).

Obrazom Bézierovej krivky je takzvana racionalna Bézierova krivka. Od
obycajnej Bézierovej krivky sa odlisuje tym, ze pre kazdy riadiaci vrchol V;
mé definovanu este vahu w; > 0 vrcholu.

V PostScripte je vSak Coonsova plocha definovana pomocou obyc¢ajnych
Bézierovych kubik, nie pomocou racionalnych. Preto budeme musief pouzit
pre zobrazenie Bézierovych kubik iny spdsob, ktory bude zobrazent krivku
aproximovat.

3.3.1 Projekcia uisecky

Nech F je trojrozmerny euklidovsky priestor nad polom realnych cisel R.
A,B € E. f je projekcia z E do roviny m € R2. Potom f(AB) = f(A)f(B).

Toto je dobra vlastnost projekcie. Usecky sa zobrazia na tisecky. Problém
vsak je, Ze projekcia nezachovéva pomery vzdialenosti. Nech A, B,C € F.

4B ) 2 o _ |f(AB)]
Nech a = 1BC] Potom nemusi platit a = TF(BO) -

3.3.2 Projekcia krivky

Projekcia krivky je velmi dolezita. VyuZijeme ju pri premietani konttar hlad-
kych objektov.

Nech K je Iubovolné krivka definovana parametricky z D C R do R3.
Krivku K budeme premietat tak, Ze zobrazime urcity pocet jej bodov a tie
potom interpolujeme Bézierovymi kubikami'. Okrem bodov zobrazime aj
dotykové vektory v tychto bodoch. Tie nam pomo6zu pri konstrukeii kubiky.

!Bézierovou kubikou preto, lebo v PostScripte budeme pouzivaf tiefiovanie pomocou
Coonsovych zaplat, ktorych hranice s Bézierove kubiky
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Teraz trochu presnejsie. Nech body Vp, Vi,...,V, € R3 st body patriace
krivke K. Body Vy, V,, st krajné body krivky. Teda V; = K(t;), t; € D pre
i=0,1,...,namnecht; <tjq,i=0,1,...,n— 1. Dalej nech vy, @1,...,0,
su vektory dotyc¢nic v bodoch Vy, Vi, ... ,Vn. Nech f je projekcia. Bézierovu
kubiku zostrojime medzi kazdymi dvoma bodmi f(V;), f(Vit1).

Potrebujeme 4 riadiace vrcholy pre kazda kubiku B;. Nazvime ich P g,
P;1, P2, P; 3. Krajné body uz mame: P o = f(V;), P;3 = f(Viy1) Body P;1
a P; o dopocitame pomocou obrazov dotykovych vektorov krivky K.

Dotykové vektory v, v, ..., U, musime premietat ako priamky preché-
dzajice bodmi Vj, Vi, ..., V,,. Ak totiz premietame dve rovnobezné priamky,
ich priemety v perspektivnej projekcii nemusia byt rovnobezné. Nech teda
i; je normalizovany smerovy vektor priamky f(V; + sv;). Riadiace body
Bézierovej kubiky B; st nasledovné

Pi,O = ( z)
P, = ( ) + dz 1 uz

’ 3.1
Py = f(Vis1) —dio. Uit (3.1)

P3 = f(Viq1)

d;1 a d; 2 st premenné zavislé od toho, aky sposob interpolacie si vyberieme
(stat 3.2).

3.3.3 Projekcia kruhu

V rovnobeznom premietani sa kruznica premietne na elipsu. Preto staci
premietnuf len stred a dva polomery. AvSak u perspektivneho premietania
to nemusi platit.

Kruznica je krivka. Preto ju premietneme ako krivku, tak ako je to
popisané v predchadzajicej casti.

Vnitro premietnutej kruznice vyplnime trojuholnikmi, ktoré spojime s
krivkou reprezentujicou hranicu Coonsovymi zaplatami. Na obrazku 3.3 je
vidief premietnuty kruh.

3.3.4 Projekcia gule

Pri premietani gule budeme podobne ako u inych hladkych telies hladat
kontury. Ako vyzera kontura gule? Ukazeme si, Ze je to kruznica.

Na obrazku 3.4 vidime gulu so stredom S a polomerom r. Bod C je
stred premietania (pozorovatel). Body Pj, P» lezia na konttre. Ako sme si uz
povedali, konttra je krivka na ploche, ktorej body maji normélu vzhladom
na plochu kolmi na vektor pohladu. Normalovy vektor v bode P leziacom
na povrchu gule je vektor 77, ktory je smerovym vektorom priamky SP.

Kontura K gule je krivka leziaca na povrchu gule.

K ={P;|SP|=r A /CPS = g}
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Obrazok 3.3: Premietnuty kruh

kde S je stred gule, r je polomer gule a C' je stred premietania.

Vzdialenost |C'S| je konstantna?. Vzdialenost |SP| je rovna r. To zna-
mend, ze vSetky trojuholniky C'PS, kde P je ITubovolny bod kontury, su
zhodné. Preto konttra gule bude kruznica so stredom v bode Y a polome-
rom |PY|, Y € CS, [ZCYP| = 3.

KedZe vzdialenost vSetkych bodov kontiry od stredu premietania je rov-
naka, tak normala roviny, v ktorej lezi konttura, je smerovy vektor priamky
YC.

Na obrazku 7.5 je zndzornena premietnutéa gula.

3.3.5 Projekcia valca

Premietanie valca sa d4 rozdelif na dve casti. Premietanie podstév a pre-
mietanie plasta. Podstavy st kruhy a teda ich premietanie uz pozname (vid
staf 3.3.3).

Ako premietneme plast? Potrebujeme najst kontury plasta. Tie tvoria
dve tsecky a dve ¢asti kruznice?. Tieto dve tsedky a stred premietania tvoria
dve dotykové roviny valca.

Dve casti kruznice st ¢astami hraniénych kriviek podstav. Preto tvoria
kontury. Ukazeme si, pre¢o st dalsimi kontirami dve tsecky. Zoberme si
Iubovolny bod P na povrchu valca, pre ktory plati ¢ L 7i, kde v = C — P,
C je stred premietania, 7i je normalovy vektor bodu P vzhladom na plast
valca. Zostrojme tisecku s leziacu na povrchu plasta, kolma na podstavy, pre
ktoru plati P € s. Lahko vidiet, ze vSetky body tejto tisecky maji rovnaku
normalu (77).

2Je konstantna, lebo nehybeme s objektmi v scéne.
3Predpokladéame, e je plast nie je zakryty podstavou valca. V opa¢nom pripade pre-
mietame len podstavu a plast nepremietame vobec.
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Obrazok 3.4: Kontura gule so stredom S a polomerom r. Y - stred kruznice,
ktora tvori konturu. P;, P, - body leziace na konture.

Usecka s spolu so stredom premietania C' tvoria rovinu 7. Tato rovinu
definuju bod P a vektory (P_C') a i, ktory je smerovym vektorom tsecky
s. Vieme, ze plati 7 L v a @ L @* a teda 7 je kolmy na celt rovinu .

Dalej kazda tsecka C'Q, kde @ € s lezi v rovine 7. Preto plati 7 L CQ.
Z toho vyplyva, ze bod @ lezi na konture pldsta a teda celd tsecka s tvori
kontturu (obr. 3.6).

Ukézali sme si, Ze ked pozndme jeden bod usecky tvoriacej konttru,
lahko najdeme celtt konturu. Teraz si predvedieme postup, ako najst dva
body, ktoré lezia na réznych konturach. Tak najdeme aj dve roézne kontury.

Posunime valec v smere normélového vektora podstavy tak, aby stred
premietania lezal v rovine podstavy. Dotykové roviny valca sa nezmenia.
Podstava valca je kruh so stredom S a polomerom 7. Body P; a P, st
spolo¢né body dotykovych rovin a podstavy. Najdeme ich analogicky, ako
pri hladani kontary gule (obr. 3.4).

Ked méame body P; a P,, posunieme valec aj s tymito bodmi na pévodné
miesto. Dalej zostrojime body Qi a Q ako priese¢nik priamok P; + t1.70
a Py + t9.m s druhou podstavou valca, kde vektor 7 je normalovy vektor
podstav valca, t1, to € R.

Usecky PiQq a PoQ9 st kontury valca. Este nam chybaji dve kontury,
ktoré st ¢astou kruznic ohranic¢ujucich podstavy. Zoberme si prvi podstavu,
nanej body P;, P, astred podstavy S. Uhol |£P;SP,| < 7 alebo |£ZP,SP,| >
. Nemoze sa stat, Ze by bol rovny 7. To by bolo mozné len u rovnobezného

4 je smerovym vektorom tisecky s leziacej na povrchu plagta valca. Vektor 7 je kolmy
na povrch valca v bode P. Preto 71 L .
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Obrazok 3.5: Premietnutéd gula

premietania. Plati, ze lim|gc|—o [£P1SP2| = 7, kde C je stred premietania.
Ktora cast kruznice teda bude konttura? T4, pre ktoru plati

|4X1$X2‘<7T pre Xi=PIANXo =P VX =P ANXy=P

To isté plati aj pre druht postavu a body Q1 a Qs.
Na obrazku 3.7 je premietnuty valec.

3.3.6 Projekcia kuzela

Podobne ako u valca, aj premietanie kuzela mozno rozdelif na premietanie
plasta a premietanie podstavy. Podstava je kruh, jej premietanie uz pozname
(vid stat 3.3.3).

Pouzijeme dva sposoby premietania plasta podla toho, ¢ sa priemet
vrcholu kuZela nachadza v priemete podstavy (obr. 3.8 (b)) alebo nie® (obr.
3.8 (a)).

Ako rozhodneme o tom, kde sa nachadza priemet vrcholu kuzela? Na
obrézku 3.9 je kolmy priemet kuzela do roviny CV S. V je vrchol kuzela, S
je stred podstavy, C' je stred premietania (pozorovatel). Ak sa pozorovatel
nachddza v Sedej oblasti (C2), priemet vrcholu kuzela lezi v priemete pod-
stavy. Ak sa pozorovatel nachddza mimo $edej oblasti (C;) , priemet vrcholu
kuzela nelezi v priemete podstavy.

5V oboch pripadoch predpokladame, e je plast aspoi z Gasti viditelny, t.j. Ze nie je
zakryty svojou podstavou.
Ak sa stred premietania nachadza vo vnutri kuzela, tak kuzel nezobrazujeme
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Obrazok 3.6: Najdenie kontury valca. C' - stred premietania; P, ) - body
konttury, n - normélovy vektor v bodoch P, Q; s -kontura plasta; u - smerovy
vektor tsecky s; v - vektor z bodu P do bodu C. Bod P a vektory u a v
urcuju rovinu 7.

—

Matematicky to vyjadrime nasledovne Nechv=85-V,u=C—-V a
W = P — V. Dalej nech cos a = \*II*I acosfl = % Stred premietania C sa
nachadza v Sedej oblasti a teda priemet vrcholu V lezi v priemete podstavy
kuzela prave vtedy, ked | cos a| > | cos 3].

Ak sa priemet vrcholu kuzela nachédza v priemete jeho podstavy, potom
plagt zobrazujeme ako kruh s tym rozdielom, Ze jeho vnitro vypliiame celé

Coonsovymi zaplatami a pouzijeme normaly bodov pléasta.

Kontuary plasta

Teraz predpokladajme, Ze priemet vrcholu kuzela lezi mimo priemet jeho
podstavy. Potom kontury plasta tvoria cast kruznice a dve tsecky, ktoré
sa pretinaji vo vrchole valca. Usecky maji s ¢astou kruznice dva spoloéné
body. Najprv si dokazeme, ze dve tsecky a ¢ast kruznice st naozaj kontury.

Konttra podstavy je kruznica. T4 je zaroven aj kontirou plasta. Kruzni-
ca moze byt z casti zakryta plastom, preto povazujeme za konttru len cast
kruznice.

Teraz predpokladajme, ze pozname bod kontury plasta (P), ktory nelezi
na spominanej Casti kruznice. Cez tento bod vedie z vrcholu kuzela (V)
tsecka do nejakého bodu X leziaceho na podstave. Vsetky body tejto tsecky
maji rovnaki normalu 7. Bod P spolu s norméalou 7 urc¢uju dotykovi rovinu
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Obrazok 3.7: Premietnuty valec

() plasta. Kedze bod P lezi na konture, tak vektor v = C' — P, kde C je
stred premietania, je kolmy na vektor 7i. Z toho vyplyva, ze C € 7.

Usetka XV lezi na povrchu plasta kuzela, P € XV, preto je vektor
71 kolmy na tsecku XV a teda aj tato tsecka lezi v rovine 7. KedZze aj
stred premietania C lezi v rovine m, tak pre vSetky body Y € XV plati,
ze CY 1| 7. Ako sme si povedali, vSetky body leziace na tisecke XV maju
rovnaka normaélu (7). Z toho vyplyva, ze vSetky body tsecky XV lezia na
konture plasta (obr. 3.10).

Uz vieme, ze ak najdeme jeden bod konttury (P) leziaci na plasti, tak
vSetky body leZiace na prieniku priamky V' P a plasta tvoria konttaru plésta.
Teraz si ukdzeme ako najst bod P.

Bod kontury plasta

Na obréazku 3.11 vidime kolmy priemet kuzela do roviny, v ktorej lezi pod-
stava kuzela. Na obrazku 3.12 je kolmy priemet kuzela do roviny CV'S, C
je stred premietania, V' je vrchol kuzela, S je stred podstavy.

Bod P, ktory lezi na konttre plasta najdeme tak, Ze najprv ndjdeme
bod Y leziaci na priamke C1.5 a ten potom posunieme v smere kolmom na
rovinu C'V'S tak, aby lezal na kruznici ohrani¢ujicej podstavu.

KedZe body kontury tvoria tsecky, tak trojuholniky C1SP a CS1P; st
podobné. Aj trojuholniky Y PS a Y1 P1.S; st podobné. Preto budeme hladat
bod kontury v rovine podstavy, lebo tu pozname vzdialenost |SP|, je to
polomer podstavy kuzela.
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Obrazok 3.8: Premietnuty kuzel.

Podme si vyjadrit vzdialenost |Y'S|. Ozna¢me o = ZY SP. Potom
VS| =rcosa, kder =|SP|

S o
Dalej cosa = ors) & teda

?”2

|C1S]|

Ozna¢me = ZCV S (obr. 3.12). Body C1, S z obrazku 3.12 st totozné
s bodmi C1, S z obrazku 3.11. Ideme si vyjadrit vzdialenost |C}.S| pomocou
h = |SV| (vyska kuzela) a uhlu 5.

Vieme, ze |C1S| = hig;g Po doplneni tejto rovnosti do vztahu (3.2)
dostaneme

VS| = (3.2)

r2.cos 3

h.sin 8
sin # nikdy nebude rovné nule, lebo predpokladame takt polohu stredu
premietania, Ze vrchol V sa nezobrazi do obrazu podstavy kuzela. Keby
sin 3 = 0, tak by polomer r podstavy kuzela musel byt rovny nule.

Mbze sa stat, ze |Y'S| < 07. V tom pripade bod Y bude stale lezat na
priamke C1.5, ale uz nie na tusecke C15.

Zostrojime priamku p kolmu na rovinu C'V' S a prechadzajicu bodom Y.
Potom body P € p, @Q € p, pre ktoré plati |[SP| = r, |[SQ| = r, st body
leziace na kontturach plasta kuzela a tsecky PV a QV su tieto kontury.

S| = (3:3)

3.3.7 Premietanie parametrickych ploch

Parametrické plochy st funkcie dvoch premennych. Ich vystupom je bod.
Pre nas st podstatné parametrické plochy X (u,v) : (0,1)2 — R3, ktoré
maju siet riadiacich vrcholov V; ;. Teda X (u,v) je definovana takto:

"Ked cos 8 < 0, t.j. 7 <B< ‘%”
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Obrazok 3.9: Kolmy priemet kuzela do roviny V.SCy resp. V.SCs. V - vrchol
kuzela; S - stred podstavy kuzela; C7, Cy - stredy premietania; P - bod
leziaci na prieniku plasta a podstavy kuzela, bod P lezi v rovine V SC] resp.
VSCs.

m

X(u,0) =Y Vi Bi'(u)- B} (v) (3-4)

i=0 j=0

Prikladom parametrickych ploch typu (3.4) si B-Splajnové plochy a Bé-
zierove plochy ([Gre02]).

Parametrické plochy budeme zobrazovat tak, Zze nadjdeme kontiry plochy
pomocou riadiacich vrcholov a derivécii plochy. Vyriesime viditelnost kon-
tur, zobrazime kontiry a hraniéné krivky a oblast medzi nimi vyplnime
Coonsovym mesom ako u ostatnych objektoch.

Hladanie konttr parametrickych ploch

Hladanie konttr je zalozené na tom, Ze vyratame urcity pocet bodov plochy
rozmiestnenych rovnomerne po ploche. Na zaklade normal v tychto bodoch
zistime, medzi ktorymi bodmi vedie konttira. Bod kontury potom ziskame
linearnou interpolaciou.

Kolko bodov budeme zobrazovat? Z vlastnosti parametrickych ploch
vieme, Ze sa plocha nemeni viackrat ako jej riadiaca sief (podobne ako u
Bézierovej krivky, stat 1.3.2 vlastnost 5). Preto ndm staci zobrazit tolko
bodov, kolko je riadiacich vrcholov.

Po zobrazeni tychto bodov dostdvame siet bodov P; j = X (u;,v;), ktoré
nam istym spésobom aproximuju nasu plochu. Teraz vyratame v tychto
bodoch normaly 77; ; vzhladom na plochu. Pre kazdy bod FP; ; zistime uhol
medzi vektorom 7; ; a vektorom pohladu w;; = C — P ;, kde C je stred
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Obrézok 3.10: Kontuara kuzela. C - stred premietania; V - vrchol kuzela; XV
- kontura plasta; P, Y € XV; C, P, Y, X, V € w; ii - norméla bodov tsecky
XV vzhladom na plast kuzela.

premietania. Ak je uhol mensi ako 7, bod P; ; je privrateny k pozorovatelovi,
inak je bod P; j od pozorovatela.

Konttra vedie medzi privratenymi a odvratenymi bodmi P; ;.

Bod Q@ = X(uq,vq) konttry najdeme nasledovne. Nech bod P, ;, =
X (u4,,vj,) je odvrateny od pozorovatela a bod P, j, = X (us,,vj,) je pri-
vrateny k pozorovatelovi. Dalej nech

Mgy ,51 Wiq,j
i 1 "o Tl

Tig,jp Wiz, jo

d;, = =
12,72 |ni2,]'2 ||'LU7;2,]'2 |

potom

Q = X(ug,vq)
U _ di1,]'1'|ni1,]'1|'ui1 +di2,]'2'|ni2,]'2|'ui2
Q = d;

v =

]],11 'lnir,jl IHdiy o [Tiig,js |
iy gy 1Ty gy [Vig g go |Tig o | Vin
di17j1 "ni1,j1 H‘dig,h '|ni2,]'2

Podrobnejsi postup ako najst kontiry NURBSovej plochy a ako rieSit
ich viditelnost moézeme néjst v [Goo98| a v [GCIO].

36



Obréazok 3.11: Kolmy priemet kuzela do roviny podstavy kuzela. C' - stred
premietania; C - stred premietania posunuty v smere vektora CV (V je
vrchol kuzela), C; lezi v rovine podstavy kuzela; P, P; - body leziace na
priamke obsahujtcej konturu plasta; S - stred podstavy kuzela.
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Obréazok 3.12: Kolmy priemet kuzela do roviny C'SV. C - stred premietania;
V - vrchol kuzela; S - stred podstavy kuzela; C; - stred premietania posunuty
v smere vektora C'V (V je vrchol kuzela), Cy lezi v rovine podstavy kuzela;.
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Kapitola 4

Viditelnhost mesov

4.1 Viditelné a neviditelné steny

Steny mesu rozdelime do dvoch skupin. Na viditelné a neviditelné. Zobrazo-
vat budeme len viditelné. Stenu mesu chapeme ako polygén, ktory lezi cely
v jednej rovine.

Stenu nazveme neviditelnou, ak je odvratena od pozorovatela! alebo ak
kazdu tsecku idtacu z bodu pozorovatela do lubovolného bodu steny preti-
na iny predmet scény. Odvratend od pozorovatela znamend, Ze uhol medzi
normalovym vektorom steny a vektorom z bodu steny do bodu pozorovatela
nie je z intervalu (-7, 5). Viditelnd stena je kazda stena, ktora nie je nevi-
ditelna.

Najprv si ukdzeme, ako odstranime odvratené steny a uplne zakryté
steny. Steny, ktoré nie st zakryté tiplne a navzajom sa prekryvaji, zoradime
podla ich vzdialenosti od pozorovatela.

4.1.1 Odstranovanie neviditelnych stien

Odvratené steny

Zacneme odstranovanim odvratenych stien, lebo ide o najjednoduchsi pri-
pad. Nech 7 je norméalovy vektor steny, nech ¥ je vektor z niektorého bodu
steny? do bodu pozorovatela. Stena je odvratena prave vtedy, ked plati:

n-v<0

Po normalizovani vektorov 77 a ¢ dostaneme kosinus uhla, ktory zvieraju
vektory 7 a U. Plati

3
<y

- =

n-Uv<0 <

<0

!Niekedy sa moze stat, ze chceme zobrazoval aj steny, ktoré st odvratené.
2Nezalezi na tom, ktory bod steny si vyberieme

=
<i
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a teda uhol medzi vektormi 77 a ¥ nie je z intervalu (-7, 5) prave vtedy, ked
n-v<0.
Odstranili sme vSetky odvratené steny. Teraz ideme hladat zakryté steny.

Odstranovanie zakrytych stien pomocou vrcholov

Nech p je polygoén urcujtci stenu a nech je definovany bodmi Vi, Vs, ..., V.
Pre kazdy s tychto bodov otestujeme, ¢i nie je zakryty inou stenou. Ak st
zakryté vSetky vrcholy, stenu prehlasime za neviditelnu.

Této metdda ale v niektorych pripadoch nefunguje. Moze sa totiz staf,
ze aj ked méa polygén zakryté vSetky vrcholy Vi, V5, ..., V,, nejaka jeho cast
moze byt vidief. Algoritmus ale oznadi tito stenu za neviditelnt.

Triangulacia polygdénu

V dalsom texte budeme pracovat s meSom, ktorého steny su trojuholniky.
Takéto mese st jednoduchsie na spracovanie. AvsSak na vstupe nemusime
mat vzdy len trojuholnikovy mes. Preto musime steny mesu striagnulovat
([Eri00]).

Myslienka algoritmu je zalozena na tom, ze kazdy polygdén obsahuje di-
agonalu. Diagonala je tisecka medzi dvoma vrcholmi polygénu, ktord nie st
susedné. Diagonala lezi celd vo vnutri polygdnu. Algoritmus najde pre dany
polygén diagonalu. Vznikna dva nové polygény, pre ktoré opét hfadame di-
agonélu. Pokrac¢ujeme induktivne az pokial z povodného polygénu nezostant
samé trojuholniky.

Prekrytie vrcholu stenou

Je dany vrchol P a stena mesu reprezentovana ako trojuholnik ABC.

Najprv zistime pre vrchol P a AABC, ¢i priemet bodu P lezi v priemete
NABC. Body AABC st usporiadané proti smeru chodu hodinovych rudi-
¢iek. Funkcia ARFA(A, B, C) ([Eri00]) vypocita dvojnasobok orientovaného
obsahu AABC.

Funkce AREA(A, B,C)
ARFA(A,B,C):
return (C.y — Ay)(B.x — Ax) — (C.o — Ax)(B.y — Ay)

Ak ARFA(A, B,C) > 0, tak body A, B,C st usporiadané proti smeru
chodu hodinovych ruciciek.

Nech P; je priemet bodu P a Ay, By, C; st priemety bodov A, B, C. Bod
P, sa nachadza v AA;B;Cy ak plati:
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AREA(P,, Ay, By) > 0 A
AREA(Pl, By, Cl) >0AN (41)
AREA(P,,Ch, Ay) > 0

Zistili sme, ¢i priemet bodu P lezi v priemete AABC. Ak dno, musime
zistif, ¢éi bod P lezi pred alebo za AABC.

Body A, B, C lezia v jednej rovine, ozna¢me ju 7. Dosadme bod P a stred
premietania do rovnice roviny 7. Ak maju vysledky opa¢né znamienka, bod
P je zakryty trojuholnikom ABC' a teda ho oznac¢ime ako neviditelny.

4.1.2 Zoradovanie stien podla vzdialenosti od pozorovatela

Je viacero sposobov ako riesit vykreslovanie prekrytych polygénov. Je mozné
zakryty polygén rozdelit na ¢asti, ktoré st tplne viditelné alebo vykreslit po-
lygény postupne od zadného k prednému®. My sme si vybrali druhy spésob.
Musime preto riesit problém zoradenia prekrytych polygénov podla vzdiale-
nosti od pozorovatela. Najprv musime zistit, ktoré polygdény sa prekryvaju,
potom vypocitat ich vzdialenost od pozorovatela a nakoniec ich zoradif.

Hladanie prekrytych stien

Pri hladani prekrytych stien pouzijeme dva pristupy. Vrcholovy a hranovy.
Vrcholovy pristup spociva v tom, Ze zoberiem vrcholy jedného polygénu a
testujem, ¢i sa ich priemet nachiddza v priemete druhého polygénu. Hranovy
sposob testuje, ¢i sa pretinaju premietnuté hrany polygénov.

Nase algoritmy testuja len trojuholniky. To je ale v poriadku, lebo mes si
mozeme striangulovat a az potom pouzif algoritmy na hladanie prekrytych
polygoénov. U obidvoch algoritmov predpokladame, ze polygény sa pretinaja
len v hranéch alebo vo vrcholoch.

%

a. Toto prekrytie nedetekuje b. Toto prekrytie nedetekuje
vrchol. algoritmus hran. algoritmus

Obrazok 4.1: Priklady prekrytia polygénov, ktoré jednotlivé algoritmy nede-
tekuju

3maliarov algoritmus
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Hladanie prekrytych stien - vrcholovy pristup

Majme dva polygdny pi a po. Zoberieme kazdy vrchol V polygénu p; a
zistime, ¢i sa jeho obraz v perspektivnom premietani nachddza v obraze
polygoénu ps. Ak dno, otestujeme, v ktorom polpriestore definovanom rovinou
polygdénu ps sa vrchol V' nachddza. Ak v tom istom ako stred premietania,
potom je polygoén ps prekryty polygénom p;. Ak je V' v opa¢nom polpriestore
ako stred premietania, potom p; je prekryty polygénom py (vid stat 4.1.1).

KedZe sme predpokladali, Ze sa polygény pretinaju len v hranéch alebo
vrcholoch, tak po najdeni prvého prekrytia sa uz ostatné vrcholy polygdnu
netestuju.

Vrcholovy algoritmus ale nestaci na najdenie vsetkych prekryti. Na ob-
razku 4.1.a. je pripad, ktory tento algoritmus nedetekuje.

Prienik dvoch useédiek v rovine

Este nez si uvedieme hranovy algoritmus na detekovanie prekrytych stien,
ukézeme si sposob hladania prieniku dvoch tseciek v rovine. Majme tsecky
AB a CD s normalovymi vektormi 771 a 7is. VSeobecné rovnice tychto tiseciek
su:

a1z + bly +c = 0 kdeﬁl = (al,bl)
asx + boy +co =0 kdetiy = (ag,bg)

Bod P lezi na oboch priamkach AB aj CD*. Z toho vyplyva, Ze vyhovuje
obom rovniciam. Z nich vyratame stradnice bodu P. Teraz bod P vyjadrime
pomocou bodu A a vektora ¥ = B— A: P = A+ tv. Akt € (0,1), tak P
lezi na tsecke AB, inak lezi mimo nej. Analogicky otestujeme, ¢i P lezi na
tsecke C'D.

Usecky AB a CD sa pretinaju, ak P lezi na tsecke AB aj na tsecke C'D
a ich prienikom je bod P.

Hladanie prekrytych stien - hranovy pristup

Opit majme dva polygény p; a ps. Tento raz zoberme kazdt hranu e po-
lygénu p; a testujme ju s hranami polygénu ps. Nech sa priemet hrany e
pretne s priemetom niektorej hrany es polygénu ps (vid stat 4.1.2). Nazvime
tento prienik X. Usecka X C, kde C je stred premietania, pretina hrany e aj
ea. Nech P = enNXC a P, = eoNXC. Aby sme zistili, ktora hrana prekryva
ktord, musime porovnat vzdialenosti |P,C| a |PC| (obr. 4.2).

Nech d; je vzdialenost stredu premietania C' od roviny m; polygénu py
a ds je vzdialenost stredu premietania C' od roviny 7o polygénu po. Tieto
vzdialenosti vyratame z rovnic spominanych rovin. Nech 77; je normaélovy

4okrem pripadu, kedy st priamky AB, C'D rovnobezné. A to je vtedy, ak ich normélové
vektory su linearne zavislé.
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Obrazok 4.2: Prienik X priemetu hran e a ey. C' - stred premietania; Body
P, a P, st prieniky hran e a eg s tiseckou XC'.

vektor roviny 7y, 7o normélovy vektor roviny 7o a nech ¢ je smerovy vektor
usecky XC (taktiez useciek P,C a P»C) (obr. 4.3). Potom

d
PO = Coglal
1ROl = o

kde a7 je uhol medzi vektormi 771 a ¥ a ay je uhol medzi vektormi 7y a v,
priom cos y = 1.0 a cos ag = Ti9.U

Hranovy algoritmus taktiez nestaci na najdenie vSetkych prekryti. Na
obrazku 4.1.b. je pripad, ktory tento algoritmus nedetekuje. Ale hranovy
a vrcholovy algoritmus najdu vsetky pripady prekrytia za podmienok uve-
denych na zaciatku.

Zoradovanie prekrytych stien

Pomocou hore uvedenych algoritmov (state 4.1.2, 4.1.2) vieme pre kazdé dva
polygény rozhodnuf, ktory z nich je vpredu a ktory vzadu, pripadne, Ze sa
neprekryvaji. Mame teda mnozinu polygénov a na nej definovanu relaciu
poradie (<), priom p; < po znamena, ze polygén p; je prekryty polygd-
nom po. Tato relacia ndm na mnozine polygénov vytvara orientovany graf.
Na tomto grafe si ukdzeme algoritmus, ktory rozhodne o poradi vykreslova-
nia polygénov tak, aby sa polygény umiestnené vzadu vykreslili ako prvé a
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Obrazok 4.3: Porovnanie vzdialenosti bodov P; a P, od stredu premietania

C.

polygény vpredu ako posledné®.

Ideme zostrojit graf G(V,E). V je mnozina uzlov, E C V x V je mnozina
hran. Pre kazdy polygén p vytvorime uzol v € V grafu G.

Dalej E = {(v1, v2); v1, v2 € V, pre polygény p; a po prislichajice uzlom
vy a v plati: p1 < ps }

Uzol vo nazveme potomkom uzla v; a uzol v1 nazveme predchodcom uzla
vy, ak (v1, v2) € E. Uzol, ktory nema ziadneho predchodcu nazveme koreri.

Kazdy uzol bude maft tieto premenné:

e pos - pocet polygénov, ktoré st z pohladu pozorovatela za polygénom
reprezentovanym danym uzlom. T.j. ak pos = 0, tak za polygénom uz
nie je ziadny iny a bude sa vykreslovat medzi prvymi.

e snd - tato premennd sa vyuziva na zabranenie zacyklenia.

Algoritmus bude pre kazdy uzol hladat najdlhsiu cestu z korena do tohto
uzla. Cesta medzi uzlami v; a vy je postupnost hran ej,es,...,e, € E,
pre ktoré plati: ey = (vi,u), e, = (v,v2) a nech ¢; = (ujy,Us,), €41 =
(Uit1y, Uit1,), POLOM Uiy = Uit

Dlzka cesty je ¢islo n, t.j. pocet hran v ceste.

Na zaciatku nastavime pre kazdy uzol uw hodnota u.pos = 0. Kazdy
uzol u posle svojim potomkom ¢islo u.pos + 1. Ak uzol v dostane od svojho

5Toto je princip maliarovho algoritmu. KedZe sme ale najprv odstranili uplne nevidi-
telné steny, nas algoritmus bude rychlejsi
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spravy korene. Ich hodnota pos sa nezmeni, ostane rovna nule.

Po skonceni algoritmu bude maf kazdy uzol v premennej pos dizku naj-
dlhsej cesty z najvzdialenejSieho korena. Polygény sa buda vykreslovat v
nasledovnom poradi. Najprv sa nakreslia tie, pre ktoré ma prislachajuci
uzol pos = 0, potom tie s pos = 1 atd. Z definicie reldcie < vyplyva, Ze sa
prekryvajice polygdny vykreslia v poradi od najvzdialenejsich po najblizsie.

Algoritmus 2 popisuje postup podrobnejsie.

Algoritmus 2: Zoradovanie polygénov

Data: graf G = (V, E), kazdy uzol v € V méa premenné pos, snd, par.
Result: Pre Vv € V v.pos je ¢islo urcujice poradie vykreslenia
polygénu
inicializacia:
forall v € V do
v.pos «+— 0
v.snd «— false
v.par — NULL
end
forall v € V Awv je koreni do
v posle spravu (1, snd) vsetkym svojim potomkom
end

uzol v prijme spravu (n, snd) od uzla wu:

if v.snd then
zacyklenie

else

if n > v.pos then
V.pOS — n

if v ma potomkov then
v.par < u

v.snd «— true
v posle svojim potomkom spravu (v.pos + 1, snd)
else
v posle u spravu (done)
end
else
v posle u spravu (done)
end
end

uzol v prijme spravu (done) od uzla u:
v.snd «— false
v posle uzlu v.par spravu (done).
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4.2 Efektivny algoritmus

Ako zefektivnif algoritmus viditelnosti? Jeden zo spdsobov je ten, Ze nebu-
deme porovnavat kazdy polygén s kazdym, ale len niektoré vybrané dvojice.
Nemé zmysel testovat také polygdny, ktoré su prilis daleko od seba, lebo
takéto sa nikdy neprekryja.

Predstavme si me$ premietnuty v rovine. Ttto rovinu si rozdelime na
niekolko obdlznikovych oblasti. Testovat sa medzi sebou budii len polygény
spadajice do rovnakej oblasti.

4.2.1 Rozdelenie na oblasti

Nech V' je mnozina vrcholov premietnutého mesu. Definujme

minz = min{z;P = (z,y), P €V}
miny = min{y;P = (z,y), P € V}
mazxx = max{z;P = (x,y), P€V}
mazry = max{y;P = (z,y), P €V}

Vytvorime v rovine obdlznik so stradnicami (minz, miny) viavo dole a
(mazxz, maxy) vpravo hore. Obdlznik rozdelime na a stipcov a b riadkov.
Parametre a a b sa vhodne zvolia podla priemernej velkosti polygénov. Cim
hodnoty rézia struktiry opisanej dalej moze naopak algoritmus spomalovat.

Pre kazdy bod P = (z,y) € V zistime, do ktorej oblasti patri a naopak
pre kazdu oblast si budeme pamiitat, ktoré body do nej patria. Oblasti si
reprezentujeme ako dvojrozmerné pole Obl. Musime néjst indexy ¢, j urcu-
juce oblast pre bod P.

T—minz

o= O razz—minz

y—miny
‘maxy—miny

Jo=|b

Bod P patri do oblasti Obl[i][j].

Dalej zistime, do ktorych oblasti patria polygény. Na to vyuzijeme zna-
lost o tom, kam patria jednotlivé jeho vrcholy.

Pre kazdy polygén p ndjdeme mini = min {i| P € Obl[i][j], P je vrchol
polygénu p}, ming = min {j | P € Obl[i][j], P je vrchol polygénu p}, maxi =
max {i| P € OUl[i][j], P je vrchol polygénu p}, maxrj = max {j| P €
Obli][j], P je vrchol polygénu p}. Polygén p patri do tychto oblasti:

Obl[mini][minj] Obl[mini + 1|[minj] ... Oblmazi][minj]
Obl[mini][minj + 1]  Obl[mini + 1][minj + 1] ... Obl[mazi][ming + 1]
Obl[mini][mazj] Obl[mini + 1|[maxj] ...  Obl[maxi|[maxj]
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Teraz pri rieSeni viditelnosti, ked je treba zistit, ¢i je bod P zakryty
polygénom p, budeme testovat prekrytie len vtedy, ak P € Obl[i][j] A p €
Obl[i][j], pre nejaké 1, j.

4.3 Pretinajiuce sa steny
Dalsi problém, ktory sa objavuje pri rieSeni viditelnosti mesov st pretina-
juce sa steny. Steny budeme mat reprezentované ako trojuholniky, preto si

uvedieme definiciu pretinajucich sa trojuholnikov.

Definicia 4.3.1 Dwva trojuholniky NA1B1C1 a NAyByCy sa pretinaji, ak
ich prienikom je usecka, ktorej asporn jeden bod nelezi na Ziadnej hrane ani

jedného z trojuholnikov ANA1B1C1 a AAsBsCh.
A
k d) g;

Obrazok 4.4: Styri pripady vzajomnej polohy dvoch trojuholnikov v zmysle
pretatia sa.

b)

/\
Z_X

Budeme rozoznavat tri pripady vzéjomnej polohy dvoch trojuholnikov v
priestore pre potreby riesenia ich pretatia sa:
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e Pripad 1: trojuholniky sa nepretinaju (obr. 4.4a.). Sem patri aj pripad,
ked sa trojuholniky dotykaji, napr. hrana jedného trojuholnika lezi
druhom trojuholniku.

e Pripad 2: trojuholniky sa pretinaju tak, ze jeden z nich je rozdeleny na
dva nové polygdny, pricom nemaji spoloény vrchol (obr. 4.4b.) alebo
trojuholniky sa pretinaja tak, ze ani jeden z nich nie je rozdeleny na
dva polygény (obr. 4.4c.)

e Pripad 3: trojuholniky sa pretinaji a jeden z vrcholov niektorého tro-
juholnika lezi v rovine druhého trojuholnika (obr. 4.4d.)

Problém budeme riesit tak, ze ked najdeme dva pretinajice sa trojuhol-
niky, tak jeden z nich ponechédme a druhy rozdelime na niekolko dalsich.
Pretatie trojuholnikov je nezéavislé od polohy pozorovatela a tak staci, ked
sa riesi len raz.

My ho budeme riesif po odstraneni odvratenych stien, aby sme netesto-
vali zbytoc¢ne vela polygénov.

Ideme najst pretinajice sa trojuholniky a zaradit ich do spominanych
skupin. Majme dva trojuholniky, AA1B1Cy a AAsBoCs. Ak maji spolocnt
hranu, tak sa mozu pretinat len tak, Ze lezia v jednej rovine. Tento pripad
nepotrebujeme riesit.

Predpokladajme teda, ze A A1 B1C1 a AAyByCs nemaji spoloéna hranu.
Uvedme si teraz nutntt podmienku pre pretatie sa dvoch trojuholnikov. Nech
sa trojuholniky AA1B1Cy a AAyBs(Cy pretinaju a nech AA;B1Cy lezi v
rovine 71 a AAyBoCy lezi v rovine mo. Potom jeden z vrcholov AA; B1Cy
lezi v opacnom polpriestore ur¢enom rovinou 7wy ako ostatné dva vrcholy
A A1 B1C asucasne jeden z vrcholov AAsBsCly lezi v opa¢nom polpriestore
uré¢enom rovinou 7y ako ostatné dva vrcholy AAsByCo.

Dosadme teda postupne vrcholy A, By, C; do rovnice roviny my (a1, b1,
¢1) a vrcholy A, Bs, Cy do rovnice roviny 71 (ag, be, c2). Zadefinujme si
funkciu SIGN (t) (algoritmus 3).

Funkce SIGN(t)
SIGN (t):
if ¢ <0 then
return 0

else
return 1

end

Ak SIGN(a1) = SIGN (b)) = SIGN(cy) alebo SIGN (ag) = SIGN (b2)
= SIGN(cy), potom sa trojuholniky nepretinaji (pripad 1).

Nech teda nutna podmienka plati. Dalej nech Ziaden vrchol ani jedného
z trojuholnikov nelezi v rovine druhého trojuholnika. Bez ujmy na vSeobec-
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nosti predpokladajme, ze SIGN (a;1) # SIGN (b1) a stcasne SIGN (a1) #
SIGN (c1). Potrebujeme ndajst prieseénik X tsecky A;B; a roviny mo a
prieseénik Y tsecky A1C; a roviny my. Tie ndjdeme jednoducho pomocou
ai, b1 a Cy:

X = A+ v

Y= Ayt e
kde ¥= By — A1 ai=Cp — A;.

Teraz pomocou nerovnosti (4.1) zistime, ¢i bod X alebo bod Y lezia v
trojuholniku Ay ByC%. Ak aspoii jeden z nich lezi v AAyByCo, tak dosta-
vame pripad 2.

Predstavme si situdciu, ked X, Y ¢ AAyByCy . Tak zoberme dve vhod-
né hrany” z trojuholnika Ay B>Cs a zistime, & pretinaju AA; B1C;. Ak obe
hrany pretinaju AA;B1Cq, dostavame pripad 2, inak sa trojuholniky ne-
pretinaju (pripad 1). Ak by len jedna hrana trojuholnika Ay ByCy prefala
trojuholnik A, B1C7, musel by jeden z bodov X, Y lezat v trojuholniku
Ao Bs(Cy. To sme ale vylaéili.

Este ndm chyba pripad 3. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze
vrchol A; trojuholnika A B1C; lezi v rovine 7o trojuholnika As BoCy. Ak
hrana B{C; prefala trojuholnik A;BsCy alebo bod A; lezi v trojuholniku
Ay By, nastal pripad 3.

Zostal ndm eSte jeden pripad, ktory sme neriesili. A to ked jeden vr-
chol trojuholnika lezi v rovine druhého trojuholnika, ale nelezi v druhom
trojuholniku a ani ziadna hrana prvého trojuholnika nepretina druhy tro-
juholnik. Trojuholniky sa vSak pretali tak, Ze druhy trojuholnik je rozdeleny
na dva polygény (podobne ako obr. 4.4 (b)). Tuto situaciu riesime ako pripad
2.

4.3.1 Rozdelovanie trojuholnikov

Uviedli sme si, ako detekujeme jednotlivé pripady prefatia sa dvoch tro-
juholnikov. Teraz si ukdzeme, ¢o urobime, ak niektory z pripadov nastal.

Pripad 1

KedZe sa trojuholniky nepretali, nie je ¢o riesit.

Pripad 2

Nech AAQBQCQ pretina hranu AlBl trojuholnika AlBlCl. Nech X = A1 Blﬁ
AoBoCy a Y = A1Cy Nme, AA3ByCs € mo. Trojuholnik Ay B1C) rozdelime

5Spominana nerovnost uréuje, ¢ bod lezi v trojuholniku pre dvojrozmerny priestor. To
nam ale neprekéza, lebo body X, Y, As, By, Co si mdzeme premietnut.
"Ich konce lezia vizdy v opaéngch polpriestoroch definovanych rovinou m;
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na tri nové: AA XY, AXB1Cy a AXC1Y. NA3;B>C5 ponechdme nezme-
neny.

Pripad 3

Nastal pripad 3. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze vrchol A;
trojuholnika A1B1C1 lezi v rovine m9 O AAsByCsy. Nech X = B1Ci N .
Trojuholnik Ay B1Cy rozdelime na dva nové: AA1B1X a ANA1XCq. Tro-
juholnik As Bo(C'y ponechdme nezmeneny.

Rozdelenie susednych trojuholnikov

Ked pri rozdelovani trojuholnika rozdelime hranu tohto trojuholnika na dve,
tak ostatné trojuholniky obsahujiice tito hranu rozdelime na dva nové tro-
juholniky.

4.3.2 Algoritmus na riesenie problému pretinajicich sa stien

Teraz si ukdzeme kompletny algoritmus na riesenie problému pretinajicich
sa stien. Na vstupe mame trojuholnikovy mes. Na vystupe dostavame mo-
difikovany trojuholnikovy mes, ktorého steny sa nepretinaja. Pre lepsiu pre-
hladnost uvddzame algoritmus riesiaci problém pre vSetky steny, nie len pre
viditelné (algoritmus 4). Algoritmus porovnava steny F[i| a Fj[j], priCom
pre jednoduchost vzdy rozdeli AF}[i]. Doplnenie o test, ktory trojuholnik
sa mé delif, je trividlne.

Algoritmus netestuje dvakrat t isttt dvojicu trojuholnikov. parent(F[i])
# parent(F1[j]) znamend, ze trojuholniky F[i] a F}[j] nevznikli rozdelenim
toho istého trojuholnika. Ak 4no, nie je potrebné ich testovat.
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Algoritmus 4: Riesenie problému pretinajtcich sa stien

Data: mes M, mnozina vrcholov V, mnozina stien F', pocet stien
feount
Result: mes M;, novd mnozina vrcholov Vi, novd mnozina stien Fi,
novy pocet stien fcount;
inicializacia:
My — M, V3 —V, Fy — F, fcount] < fcount, i < 0, j < 1,
oldf count «— fcount,

for ¢ < fcount; do
for j < oldf count do
testujeme F[i| a F1[j], parent(Fii]) # parent(F1[j])
switch poloha trojuholnikov F1[i] a Fi[j] do
case pripad 2
Vznikli dva nové vrcholy X, Y: Vi =V U{X,Y}
Z Fy[i] vznikli tri nové trojuholniky t1, ta, t3:
feounty = fcounty + 2
F1[i] < t1, Fi[fcount; — 2] < to, Fy[fcount; — 1] « t3
Rozdel susedné trojuholniky
end
case pripad 3
Vznikli dva nové vrcholy X, Y: V; =V, U{X,Y}
Z Fili] vznikli dva nové trojuholniky 1, to:
feounty = fecount + 1
F1[i] < t1, Fi[fcount; — 1] « to
Rozdel susedné trojuholniky

end
otherwise
nie je ¢o riesit
end
end
Je=J+1
end
oldfcount «— fcounty, i —i+1, j—i+1
end
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Kapitola 5

Priesec¢niky objektov

V tejto Gasti si ukdzeme, ako najst prieseéniky telies v priestore (R?). Priesec¢-
niky si reprezentujeme ako krivky zlozené z Bézierovych kubik. Premietnuté
objekty urcené na vykreslenie st ulozené ako plochy pospajané z Coonsovych
zaplat, ktorych hranice tvoria Bézierove kubiky. Na urcéenie viditelnosti bu-
deme potrebovat rozdelit pretinajtce sa objekty podla ich prieseéniku, teda
budeme pocitat prieniky Coonsovych zaplat a Bézierovych kubik v rovine.

5.1 Prienik Bézierovych kriviek

Ukéazeme si, ako najst prieniky Bézierovych kubik v R? s vyuzitim vlastnos-
ti, Ze krivka lezi v konvexnom obale svojho riadiaceho polygénu. Postup pre
najdenie prieniku dvoch Bézierovych kriviek Tubovolného stupria je analo-
gicky. Nam staci prienik Bézierovych kubik.

St dané dve Bézierove kubiky B a Bs. Kedze krivky lezia v konvexnom
obale svojich riadiacich polygénov, tak nutnou podmienkou pretatia sa kri-
viek je prefatie sa konvexnych obalov riadiacich polygénov (obr. 5.1)(vid
[Sed03b]).

Tento postup sme trochu zjednodusili tak, ze pre obe krivky nadjdeme naj-
mensi obdlznik obsahujtci konvexny obal ich riadiacich polygénov a strany
tychto obdlznikov st rovnobezné s osami x a y. Pre takéto obdlzniky sa
lahsie a rychlejsie zistuje, ¢i sa pretali. Je zrejmé, ze ak sa pretnt konvexné
obaly riadiacich polygénov kriviek, tak sa pretntl aj spominané obdlzniky.

Nez si uvedieme algoritmus na najdenie prienikov, treba poznamenat, ze
maximalny pocet prienikov dvoch Bézierovych kubik je devif (vid vlastnost
5 v stati 1.3.2).

5.1.1 Algoritmus hladajici prieniky Bézierovych kubik

Algoritmus bude pracovat nasledovne:
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Obrazok 5.1: Ak sa pretinaju dve Bézierove krivky, musia sa pretnat aj
konvexné obaly ich riadiacich polygénov.

1. Pre obe Bézierove kubiky B;(t) a Bs(t) ndjdeme najmensie obdizniky
01 a 0y obsahujiice riadiaci polygén kubiky. Strany obdlznikov o; a 0o
su rovnobezné s osami x a .

2. Ak sa obdlZniky o1 a 0o pretinaji, kubiky Bj(t) a By(t) prerozdelime
v bodet = % Dostaneme tak styri Bézierove kubiky. Zoberieme vsetky
dvojice tychto kriviek tak, ze v jednej dvojici je jedna kubika vzniknuta
z kubiky Bi(t) a druba kubika vzniknuté z kubiky Bs(t). Pre kazda

taktto dvojicu testujeme ich prienik induktivne od bodu 1.
3. Ak sa obdlzniky o0; a 0y nepretinaji, nerobime nic.

Aby algoritmus nebezal donekonecna, uréime si € € R, ¢ > 0. Ak strany
obdlznikov 0 a 0 budii mensie ako &, zoberieme bod, ktory spaja dve kubiky
prisltichajiice obdlZznikom 0; a 09 a ten prehldsime za prienik kriviek B (t)
a By(t). Potom pokrac¢ujeme v hladani dalsich prienikov.

Nez si napiSeme algoritmus formalne, este si ukdzeme, ako zistit, ¢i sa
pretinaja dva obdlzniky v rovine.

St dané dva obdlzniky o1 a 0y. Zadefinujeme si Styri funkcie:

minz(o) = min{zx; A =[z,y] A\ A € o}
miny(o) = min{y; A= [z,y] N A € o}
mazx(o) = max{z;A =[x,y \NAE€ o}
mazy(o) max{z; A = [z,y] N A € o}
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Obdlzniky o1 a o0y sa pretinaji prave vtedy, ked plati:

not (minx(o1) > mazxxz(oz) V mazz(or) < minx(og)
V miny(o1) > mazxy(o2) V maxy(o1) < miny(oz))

Dalej si urobime dve polia K; a Ks, ktoré budu predstavovat povodné
Bézierove kubiky. Ked niektort kubiku prerozdelime, odstranime ju z pola
K; a namiesto nej vlozime dve vzniknuté kubiky. Vystupom algoritmu bude
pole res obsahujtce zdznamy o prienikoch.

Funkcia Subdivide(B,ty) rozdeli Bézierovu krivku B v bode ty a vrati
dvojicu kriviek vzniknutych po prerozdeleni. Pre kazdu krivku si budeme v
premennej B.sub pamitat, kolkym je prerozdelenim povodnej krivky. Teda
ak (B1, B2) = Subdivide(B, ty), tak By.sub = B.sub+1 a By.sub = B.sub+1.

Funkcia Rect(B) vrati najmensi obdlznik obsahujtici riadiaci polygén
Bézierovej krivky B, ktorého hrany st rovnobezné s osami x a y.

Funkcia Insert(K, B,i) vloz do pola K na poziciu ¢ Bézierovu krivku
B, pricom poévodné krivky od pozicie ¢ do konca posunie o jednu poziciu
dalej:

Klj+1] <« K[j| j=Count(K),Count(K)—1,...,i
K[i] <« B

Nastavime si € na pozadovand hodnotu, napr. e =0, 1.

Funkcia Compute(K,i) vyrata pre pole Bézierovych kriviek K a index
i hodnotu parametra t = tg, pre ktory plati: B(ty) = K[i|(1), kde B(t) je
povodna Bézierova krivka.

Funkce Compute (K1)
Compute(K,i) :
j—0,t<—0
for j < i do

¢ — K[j].sub
t—1t+ 2%
end
return ¢

Na obrézku 5.2 je vysledok algoritmu hladajiceho prieniky dvoch Bézie-
rovych kubik.

5.2 Prienik Bézierovej kubiky a roviny

Pri poditani viditelnosti kriviek budeme potrebovat najst prieniky Bézierovej
kubiky a roviny.
Je dand Bézierova kubika B(t) a rovina 7. Vieme, Ze pocet prienikov

.....
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Obrazok 5.2: Prieniky dvoch Bézierovych kubik. Malé body predstavuja
riadiace vrcholy jednotlivych kubik, velké body predstavuju prieniky. V okoli
prienikov je vicsSia hustota riadiacich vrcholov, ¢o je sposobené tym, ze v
tychto miestach sa kubiky delili najviac.

kubiky B(t) a roviny 7 (vid vlastnost 5 v stati 1.3.2). Preto podobne ako pri
hladani prieku dvoch Bézierovych kriviek v rovine (stat 5.1) teraz budeme
hladat prieniky riadiaceho polygénu kubiky B(t) a roviny 7 a kubiku B(t)
budeme nésledne prerozdelovat.

Hladanie prienikov polygény p a roviny 7 je jednoduché. Staci hladat
prieniky jednotlivych tseciek polygénu p a roviny 7. Prienik tsecky s rovinou
zistime tak, Ze do rovnice roviny dosadime krajné body tsecky. Ak maja
vysledky opacné znamienka, alebo je niektory nulovy, tak sa tisecka s rovinou
pretala.

Riadiaci polygdén kubiky B(t) je uréeny jej riadiacimi vrcholmi. Pri hla-
dani prienikov budeme postupovat nasledovne:

1. Pre dant Bézierovu kubiku By(t) zistime, ¢i niektord z tuseciek VoV,
ViVa, Vs (Vy, Vi, Vo a V3 st riadiace vrcholy kubiky By(t)) pretina
rovinu m

2. Ak 4no, kubiku By(t) rozdelime na dve v bode t = 1 a testujeme nové
kubiky na prienik s rovinou m

3. Ak nie, skoncime.
Opiit si uréime ¢, aby sme zabréanili nekone¢nému behu algoritmu. Tento

raz budeme testovaf, ¢i dizka tseciek VyVi, ViV, VaVs je mensia ako . Ak
ano, prehlasime spolo¢ny riadiaci vrchol prave vzniknutych kubik za prienik
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Bézierovej kubiky B(t) a roviny . Tento bod vyjadrime ako B(ty), kde to
najdeme pomocou funkcie Compute(K,1i) zo state 5.1.1.

5.3 Prieseénik dvoch kruhov

St dané dva kruhy k; a ko ich S7 a Ss a ich polomery r1 a ry. Ideme hladaft
ich priese¢nik.

Ak kruhy kq a ko leZia v tej istej rovine, mozu sa pretinat v ploche uréenej
dvomi éastami kruznic. Tymto pripadom sa vSak nebudeme zaoberat. Ak
taky pripad nastane, budeme povazovat jeden z kruhov za predny a budeme
ho kreslit cez druhy kruh.

Predpokladajme teda, ze kruhy ki a ko lezia v réznych rovinach 7 a mo
a tieto roviny nie st rovnobezné!. Priese¢nik kruhov k; a ko bude lezaf na
priesecniku rovin 7 a 7o, ktorym je priamka p.

Nech vektor ¥ = 711 X iy je smerovym vektorom priamky p, vektory 7i; a
7l st norméalové vektory rovin 7 a mo. Potrebujeme néjst prieniky kruhov
k1 a ko s priamkou p.

Postup, ako néjst prienik kruhu s priamkou si ukdZeme na kruhu k;.
Prienik priamky p a kruhu k5 sa hlada analogicky.

Najprv musime néjst vektor @ zo stredu S7, ktory je kolmy na priamku
p: w; = 11 X U. Nech bod X; je priemet stredu S; v smere vektora ] na
priamku p. Aby sa kruh k; prefal s priamkou p, musi platit: [S1X;| < 7.

Ako vyratame vzdialenost |S7X1|? Pozndme smerovy vektor w; tsecky
S1X1. Z rovnice roviny my si vypocitame vzdialenost d stredu Sy od roviny
. Nech bod Y] je priemet stredu Sy do roviny mo v smere vektora 5. Bod
X lezi v rovine .

Dostévame pravouhly trojuholnik S1Y; X;. Velkost hrany S1Y; je d, uhol
X151Y7 je uhol, ktory zvieraju vektory @ a 7is. My chceme zistit velkost
hrany S7 X;. Predpokladajme, Ze vektory 7is a u; si normalizované, potom:

d

—

ﬁl-ng

|S1X1| =

kde u; - 715 je vlastne kosinus uhla X7.51Y7.

Uz pozname vzdialenost stredu S; od priamky p (]S1X1]). Ak [S1X1]| <
r1, priamka p pretina kruh k.

Predpokladajme, ze |S; X1| < r12. Potrebujeme najst tisecku A1 By, ktora
je prienikom kruhu ki a priamky p.

Vzdialenost bodov Ay a By od stredu S; je r1. Méame teda dva zhodné
pravouhlé trojuholniky S1 X7 A1 a S1.X1B1. Z Pytagorovej vety dostavame:

[ X1Ai] = [X1Bi] = /] — [S1X1[?

LAk by boli, tak by sa kruhy nemohli pretnaf a teda nemé zmysel sa touto situaciou
zaoberat.
2Ak |S1X1| = 71, tak prienikom priamky p a kruhu k; je jeden bod.
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Body Ay a B; zostrojime nasledovne:

A = Xhi+ X147
Bl = X1—|X131|"l7

pri¢om predpokladame, Ze vektor ¢ je normalizovany.
Situacia je ilustrovana na obrazku 5.3.

P

>

Obrazok 5.3: Priese¢nik kruhu k; s priamkou p, ktora je prienikom dvoch
rovin. 51, 71 - stred a polomer kruhu ki; X; kolmy priemet bodu 57 na
priamku p; A B; - Gsecka, ktora je priese¢nikom kruhu k; a priamky p.

Analogicky zostrojime aj tisecku Ay Bs, ktord je prienikom kruhu k9 a
priamky p.

Teraz, ked mame tusecky A;B; a AsBs, nadjdeme ich prienik. Ten bude
zaroven prienikom kruhov ki a ko. Staci, ak zistime, ¢i niektory z bodov Ay,
B nelezi na tsecke Ao By alebo ¢i niektory z bodov As, By nelezi na tsecke
AlBl.

5.4 Priesecnik gule a kruhu

Priese¢nikom gule a kruhu je krivka na povrchu gule, leziaca v jednej rovine.

Je dana gula g so stredom v S, a polomerom r,. Dalej je dany kruh k
so stredom v Sj, polomerom rg, leziaci v rovine 7, ktora je urcena stredom
S) a normélovym vektorom 7.
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Najprv najdeme prienik gule g s rovinou 7. Do rovnice roviny 7 dosadime
stred S, gule g> a dostaneme tak vzdialenost d stredu S, od roviny 7. Ak
|d| < rg, prienikom gule ¢ a roviny 7 je kruznica k;, ktord ma stred v bode
S1 =Sy +d-ii. Polomer r; kruznice k1 dostaneme nasledovne:

— 2 _ 12
Ty =4/rg—d

Teraz mame v rovine 7w kruh k£ a kruznicu k;. Ich priesecnik je zaroven
priese¢nikom gule g a kruhu k.

Podobne ako pri hladani prieniku dvoch gul (stat 5.8), ndjdeme body P,
a P», ktoré tvoria prienik kruznic k a ki (obr. 5.4).

Obrazok 5.4: Priesecnik kruhu k so stredom S; a polomerom 7 a kruznice
k1 so stredom S a polomerom 7. Priesecnik tvori ¢ast kruznice k1 od bodu
P2 po bod Pl.

r2—r2—|S1 8|2 )

S Sl"‘W (81— Sk)
7 = ﬁX(Sl—SQ)

o = V-SSP

P = S+G|U@

P2 = S—a'i

=y

Cast kruznice k; od bodu P> po bod P; tvori prienik kruhu k a kruznice
k1. Tato krivku si reprezentujeme ako krivku K zlozent s Bézierovych kubik
(sta 3.1.1)

Krivka K, ktort sme dostali, je prienikom gule g a kruhu k. Pri vykreslo-
vani vSak budeme potrebovat len viditelna ¢ast krivky K. Preto eSte musime
najst prienik krivky K s kontirou gule. Konttra ¢ gule g je kruznica leziaca

3Vektor 7 musi byt normalizovany.
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v nejakej rovine 7, (vid stat 3.3.4). Pre najdenie prienikov krivky K a kon-
tary c staci, ak nadjdeme prieniky krivky K a roviny 7. (vid stat 5.2). Obe
krivky (K aj c¢) totiz lezia na povrchu gule.

Nech body P; a P, st prieniky krivky K a roviny 7. Prieniky budu na-
najvys dva, lebo krivka K je ¢ast kruznice a kruznica sa s rovinou pretina na-
najvys v dvoch bodoch?. Body P, a P, delia krivku K na tri éasti: K1, K» a
K3. Pre krivku K zistime, ¢i sa nachadza v tom istom polpriestore ur¢enom
rovinou 7. ako stred premietania C°. Ak ano, krivka K je viditelna, krivka
K5 nie je viditelnd, krivka K3 je viditelna. Ak nie, krivka K7 nie je viditelna,
krivka K5 je viditelna, krivka K3 nie je viditelna.

5.5 Prieseénik valca a kruhu

Podobne ako u prieniku gula a kruhu, aj tu tvori priese¢nik krivka na povr-
chu valca leziaca v jednej rovine.

Je dany valec c so stredmi podstav S; a Sy a polomerom r. Dalej je dany
kruh k so stredom v Sj, polomerom r, leziaci v rovine 7, ktord je urcena
stredom S}, a normalovym vektorom 7.

Predstavme si, ze rovina 7 pretina valec len v plasti. V tomto pripade
tvori priesec¢nik elipsa €®. Stred S elipsy e lezi na priamke 5195 (obr. 5.5).

Elipsa e je urcend stredom S, polomerom r, polomerom d a vektormi osi
i a W (obr. 5.6). Polomer r je polomerom valca. Vektor @ = 7i x ¥ a vektor
W = 4 X 1. ESte ndm zostéva néjst stred S a polomer d.

Stred S lezi sa prieniku priamky 5759 a roviny 7. Jeho polohu vyratame
nasledovne:

U
S = SQ —1-a- =
|7
kde ¥ = S1 — S9, a je orientovand vzdialenost bodu S5 od roviny 7, i = —1

akn-v<0,i=1akn- -J>0.
Polomer d vypocitame pomocou polomeru r a uhla «, ktory zvieraju
vektory 71 a v.
|

Si
=L

(v = arccos

=
<=L

r

sin av
Nasli sme teda elipsu e. Avsak na zaciatku sme predpokladali, Ze rovina
pretina iba plast valca. Co sa stane, ak rovina pretne aj niektorti podstavu,
pripadne obe.

4ak kruznica nelezi v danej rovine

Sstadl jeden bod krivky K; dosadit do rovnice roviny ..

5Ak je vektor i rovnobezny s vektorom ¥ = S — So, prieseénikom je kruznica. Ak je
vektor 7 kolmy na vektor ¥, priese¢nikom moéze byt obdlznik.
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Obrazok 5.5: Kolmy priemet valca ¢ a roviny 7 v smere kolmom na vektory
7 a ¥. 1 - normalovy vektor roviny m; ¥ = S1 — So; S1, S3 - stredy podstav
valca c¢; r - polomer valca ¢; « - uhol zvierajici vektory 7 a v; S - stred
elipsy, ktora je prienikom roviny 7w a valca c.

7 elipsy najskor spravime krivku k., ktora tvoria pospajané Bézierove
kubiky (stat 3.1.2). Potom néjdeme priesecniky krivky ke s rovinami m a
9, v ktorych lezia podstavy valca (stat 5.2). Krivka k. sa nam tak rozlozi na
viacero mensich kriviek podla toho, kolko raz sa krivka k. pretala s rovinami
w1 a my. Z tychto kriviek zoberieme len tie, ktoré lezia medzi rovinami 7 a
77 a ich zjednotenie oznacime K.

Teraz mame krivku K, ktora je prienikom roviny 7 a valca c. Zostava
nam uz len spravit prienik krivky K s kruhom k.

Kruznicu k si aproximujeme pomocou Bézierovych kubik (stat 3.1.1).
Ttto aproximéciu si oznacime ako Kj. Krivky K a K}, lezia v jednej rovine.
Prienik Bézierovych kubik leziacich v jednej rovine uz vieme spravit (stat
5.1). Cast krivky K nachidzajica sa v kruhu k je prieseénikom valca v a
kruhu k.

"Zoberieme nejaky vnatorny bod krivky a ten dosadime do rovnic rovin 71 a ms. Tak
zistime, ktoré krivky sa nachadzaji medzi tymito rovinami.
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Obrazok 5.6: Elipsa e, ktora je prienikom roviny 7 a valca c. Polomery
elipsy su r (to je aj polomer valca) a d. S - stred elipsy, lezi na priamke
S1S2. =17 X U; W = U X 7i; 1t - normalovy vektor roviny m; ¥ = S1 — Ss.

5.6 Prieseénik kuzela a kruhu

Je dany kuZel ¢ so stredom podstavy S, vrcholom V. a polomerom podstavy
re. Dalej je dany kruh k so stredom v S}, polomerom ry, leziaci v rovine T,
ktora je urcend stredom Sy a normélovym vektorom 7.

Podobne ako pri hladani prieniku valca a kruhu, najprv najdeme prienik
kuzela ¢ s rovinou 7. Prienikom kuZela a roviny moéze byt elipsa, parabola
alebo hyperbola. Pekny dokaz aj s popisom konstrukcie je v [Tul02].

5.7 Prieseénik mesu a kruhu

Je dany mes m a kruh k so stredom S a polomerom r, leziaci v rovine 7.

V stati o mesoch (stat 4.3) sme si ukazali, ako spravit prienik trojuhol-
nika s rovinou. Teraz pre kazdy trojuholnik mesu zistime, ¢i sa pretina s
rovinou 7, v ktorej lezi kruh k. Ak sa trojuholnik pretina s rovinou 7 a
vzdialenost tohto prieniku (tsecky) od stredu S je mensia ako r, trojuholnik
sa z kruhom k pretina. V tomto pripade rozdelime trojuholnik podla roviny
.

5.8 Priesecnik dvoch gal

Priese¢nikom dvoch gil je kruznica. Jej stred lezi na priamke urc¢enej stredmi
pretinajacich sa gal.

Najprv si uvedieme podmienky, kedy sa dve gule pretinaji, potom si
dokézeme, 7e ich prienikom je kruznica® a nakoniec si ukazeme, ako tito
kruznicu najst.

8alebo jeden bod.
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St dané dve gule: gula g; so stredom S; a polomerom 71 a gula go so
stredom Sy a polomerom 7. Nech d = [S1.53] je vzdialenost stredov gul g;
a go. Gule g1 a go sa pretinaju préve vtedy, ked plati nasledovné:

rm+ro>d AN d+ri>re A d+ra>nr (51)

Pre body priese¢niku guli g; a go plati, Ze st od stredu S; vzdialené ry
a od stredu S vzdialené ro. Tento priesecnik definujeme nasledovne:

M = {P; |PSi| =r1, |PSs| = ra}

Ak plati podmienka (5.1), tak body Si, Sa, P (P € M) tvoria zhodné
trojuholniky. Vsetky tieto trojuholniky maju spolo¢nii hranu S;.S;. Lahko
vidiet, Ze body mnoziny M tvoria kruznicu so stredom S leziacim na prieniku
hrany 5152 a vysky v trojuholnika S159P z bodu P. Polomer kruznice je
dizka vysky v. Kruznica lezi v rovine uréenej bodom S a vektorom o =

Sl — SQ (obr. 5.7).

Obrazok 5.7: Priese¢nik dvoch gul. g1 - gula so stredom S; a polomerom r;
g2 - gula so stredom Ss a polomerom 79; Priesecénik gil g1 a g2 je kruznica so
stredom S, polomerom |v|, P lezi na tejto kruznici, v je vyska trojuholnika
S15,P.

5.8.1 KonStrukcia prieseénika dvoch gual

Ukéazali sme si, ze prieseénikom dvoch gl je kruznica (resp. jeden bod).
Teraz si uvedieme postup, ako ju néjst. Znovu si zadefinujme priese¢nik gul
g1 a go, ale tento raz ako kruznicu k so stredom S, polomerom r, leziacu v
rovine definovanej bodom S a normélovym vektorom 7i:



Vektor 7i pozndme. Je to vektor 7 = S7 — S, body S7 a Ss st stredy gul
g1 a go. Potrebujeme najst stred S a vypocitat velkost polomeru r.

Vieme, Ze stred S lezi na priamke Si,S2”. Oznaéme d = |S15|, di =
|S1S| a uhol o = ZPS;S,. Z kosinusovej vety dostaneme:

cosa = L —ri-d
N 27“1d
Dalej plati:
dq
cosa = —
™
a teda: ) 2 g2
ry—Ti —
dy = -2 22 (5.2)
Stred S vyjadrime takto:
d
S=81+31-(52—Sl)
a po dosadeni (5.2):
r2 —r? — d?
SZSl—F%‘(Sb_Sl)

Polomer » =71 - sinaw

Podobne ako pri hladani prieseénika gule a kruhu (stat 5.4), aj te-
raz potrebujeme zistif viditelnost kruznice k; vzhladom na gule g1 a ¢o.
Kruznicu k; si najprv reprezentujeme ako krivku K zlozent z Bézierovych
kubik (stat 3.1.1) a potom vyratame jej prienik s rovinami, v ktorych lezia
kontury gul g; a g2 (stat 3.3.4). Dostaneme dve krivky zlozené z Béziero-
vych kubik. Obe predstavuju c¢ast prieseénika gal g1 a g2, jedna krivka s
vyrieSenou viditelnosfou vzhladom na gulu ¢; druhd krivka s vyrieSenou
viditelnostou vzhladom na gulu gs.

5.9 Priesecnik trojuholnika a gule

Je dana gula g so stredom S a polomerom r. Dalej je dany trojuholnik ABC
leziaci v rovine 7.

Najskor najdeme kruznicu k; so stredom S; a polomerom 71, ktora je
prienikom gule ¢ a roviny 7 (vid stat 5.4). Pre kazda hranu trojuholnika
ABC najdeme jej prienik s kruznicou k;. Najdenie prieniku priamky a kruhu
sme uz mali (staf 5.3).

Nech teda body Pi, Ps,...,p, su prieniky hran trojuholnika ABC a
kruznice k1. Zoradme tieto body podla ich polarnych sturadnic vzhladom na

9Stred S nemusi nutne lezat medzi bodmi S; a So.
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stred kruznice ki: Py, Py,,...,p;,, kde (i1,i2,...,i,) je permutécia prvkov
(1,2,...,n).

Kruznicu k; si teraz reprezentujme ako krivku K zlozenu z Bézierovych
kubik, pricom body F;,, F,,...,p;, st krajné riadiace vrcholy niektorych
z tychto Bézierovych kubik (stat 3.1.1) (obr. 5.8). Bézierova kubika nie je
schopna reprezentovat celt kruznicu, ale len jej ¢ast, preto musi byt kruznica
k1 rozdelené aj na niektorych dalsich miestach.

Obréazok 5.8: Kruznica ki so stredom S; reprezentovand ako postupnost
Bézierovych kubik By (t), Ba(t),..., Bg(t), pricom prieseéniky P, P, Py, Py
trojuholnika ABC' a kruznice k; st krajné riadiace vrcholy niektorych Bé-
zierovych kubik.

5.10 Priesec¢nik gule a mesu

Je dana gula g so stredom S a polomerom r. Dalej je dany mes m, ktorého
steny st trojuholniky, ktoré sa nepretinaju.

Najdeme jeden trojuholnik A mesu m, ktory sa pretina s gulou g (stat
5.9). Vezmeme jednu krivku K7, ktord tvori priese¢nik trojuholnika A\; a
gule g.

Krajné vrcholy A; a By krivky K lezia na hranach trojuholnika A;.
Nech krajny vrchol By krivky K7 lezi na hrane ey trojuholnika A;. Najdeme
trojuholnik Ay mesu m, ktory tiez obsahuje hranu e;. Najdeme krivku Ko,
ktora je prieseénikom trojuholnika As a gule q. Krivka K5 méa krajné vrcholy

64



Ay = B1 a By. Vezmeme bod By a hranu ey trojuholnika A, na ktorej lezi
vrchol Bj. Opiit najdeme trojuholnik A3 me$u m obsahujici hranu e; a
opift hladdame krivku Kj.

Skonéime, ked pre nejakt hranu e; uz neexistuje dalsi trojuholnik, ale-
bo ked najdeme uZ najdeny prieseénik. Vyslednéd krivka zlozend z kriviek
Ki,Ks, ..., K, je priese¢nikom mesu m a gule g. Samozrejme me$ m a gula
g mozu mat aj viac ako jeden priesecnik. Najdeme trojuholnik, ktory sme
eSte neprehladavali a ktory sa pretina s gulou ¢ a algoritmus opakujeme.

5.11 Priesecnik gule a valca

Je dané gula g so stredom S a polomerom 7, a valec ¢ so stredmi podstavy
S1 a So a polomerom 7.

Ukézeme si algoritmus, ktory pouzijeme pri hladani prieniku medzi gulou,
valcom a kuzelom. Je zaloZeny na tom, Ze vzdy spravime rez objektov neja-
kou rovinou 7 a v tejto rovine hfadame prieseéniky prienikov objektov s rovi-
nou 7. T.j. oznacme K7 krivku predstavujicu prienik roviny 7 s prvym ob-
jektom . Dalej ozna¢me Ky krivku predstavujtcu prienik roviny 7 s druhym
objektom. Prienikom objektov v rovine 7 je prienik kriviek K7 a Ko.

Krivku K predstavujicu prienik objektov budeme aproximovat Bézie-
rovymi kubikami. Pouzijeme vrcholy, ktoré dostaneme hladanim prienikov
objektov v rezoch. V tychto bodoch tiez pozname smerovy vektor dotycnice.

Nech vrchol P lezi na prieniku objektov o1 a 09, t.j. P € K. Smerovy
vektor # doty¢nice krivky K v bode P ma tvar:

ﬁ:ﬁ1Xﬁ2

kde vektor 71 je normdlovy vektor v bode P vzhladom na povrch objektu
01 a vektor 7y je normalovy vektor v bode P vzhladom na povrch objektu
09.

Na zostrojenie krivky K interpolujicej takéto vrcholy P pouzijeme in-
terpolaciu opisana v stati 3.2.

Krivka K je aproximaciou prieniku objektov o1 a 09.

5.12 Priesec¢nik valca a mesu
Opit tak ako pri hladani prieseéniku gule a mesu, aj teraz najdeme priesecnik

valca a trojuholnika mesu a budeme hladat prieniky susednych trojuholnikov
s valcom.

5.13 Priesec¢nik kuzela a mesu

Budeme postupovat podobne ako pri hladani prieseéniku gule a mesu a valca
a mesu. Najdeme trojuholnik, ktory pretina kuzel a budeme postupovat po
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susedoch tohto trojuholnika a tak skladat krivku K zlozent z Bézierovych
kubik. Algoritmus na najdenie priese¢niku kuzela a trojuholnika je v [Ebe02]
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Algoritmus 6: Priesec¢niky dvoch Bézierovych kriviek By, By

Data: Ky = (By), K2 = (Ba), B1.sub =0, Ba.sub =0, res = ()
Result: pole res

cuty «— 0, cuty «— 0,70, 7«0
all = false

while /all do
enough < false

while /enough do
cut « true, 1 «— cuty

for : <cut; +1 A cut do
J=0
for j < Count(Ks) A cut do
if Rect(K1[i] sa pretina s Rect(K3[j]) then
Prerozdel K7 a Ko
end
end
end
1« st1, j <0
for i < Count(K;) A cut do
for j < Count(Ks) A cut do
if Rect(K[i] sa pretina s Rect(K2[j]) then
Prerozdel K a Ky
end
end
end

if cut then
enough « true, all < true

end
end
end
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Algoritmus 7: Prerozdel K a Ko

Prerozdel K| a Ks:

(B1, By) « Subdivide(K [i], 3)

Insert(Kq, By,1), Insert(Ky, Bo,i+ 1)

(B1, Ba) « Subdivide(K>[j], 3)

Insert(Kq, By,j), Insert(Ky, Ba,j + 1)

cut — false, cuty =1, cuty = j

if strany Rect(K1[i] a stany Rect(K3[j]) < ¢ then
res = res U (Compute(K1, 1), Compute(Ka, j))
enough < true, cut; < cuty + 2, sty < cut;

end
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Kapitola 6

Globalna viditelnost

6.1 Rozdelenie Coonsovych zaplat pozdlz krivky

Ako sme uz povedali, geometrické objekty, ktoré premietame mame v rovine
reprezentované ako plochy zlozené z Coonsovych zaplat (Coonsove mese).
Priesecniky telies mame reprezentované ako krivky, ktoré st po cCastiach
Bézierovymi kubikami. Ich obraz v perspektivnom premietani si tiez repre-
zentujeme ako postupnost Bézierovych kubik.

Aby sa objekty vykreslili spravne, potrebujeme Coonsov mes m rozdelit
pozdlz krivky K predstavujicej priese¢nik objektov. Napr. ak sa v scéne
pretnt dve gule, ndjdeme Coonsove meSe pre kazda gulu, zostrojime prie-
se¢nik gul, meSe a priese¢nik premietneme a v rovine rozdelime premietnuté
mese pozdlz premietnutého prieseéniku.

Coonsove mese, ktoré budeme pouzivat maju hraniéné krivky v tvare Bé-
zierovej kubiky. Krivka K reprezentujica priesec¢nik dvoch telies je poskla-
dana z Bézierovych kubik. Pri rieSeni prieniku Coonsovych zaplat a krivky
K budeme teda hladaf priese¢niky Bézierovych kubik (stat 5.1).

Elementarne Coonsove plochy, z ktorych je Coonsov mes zlozeny bude-
me nazyvaf zaplaty. Bézierove kubiky tvoriace krivku K budeme nazyvat
segmenty krivky K. Algoritmus rieSiaci popisany problém bude pracovat
nasledovne:

1. Najdeme prieniky krivky K s hrani¢nymi krivkami Coonsovho mesu
m.

2. Zoberieme kazda zaplatu mesu m, ktord sa pretala s krivkou K a
skontrolujeme

(a) pocet prienikov hrani¢nych kriviek zéplaty a krivky K

(b) pocet segmentov leziacich v zéplate

3. Ak je pocet prienikov hraniénych kriviek zaplaty a krivky K ale-

.....
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rozdelime. Vzniknt tak Styri nové zaplaty, pre ktoré musime opét poci-
tat prieniky s krivkou K.

4. Ak je pre vSetky zaplaty pocet prienikov hrani¢nych kriviek zaplaty
s krivkou K a pocet segmentov krivky K leziacich v zaplate spravny,
zéplaty rozdelime pozdlz krivky K.

6.1.1 Prerozdelenie Coonsovej zaplaty

Prerozdelenim Coonsovej zaplaty urobime z jednej Coonsovej zaplaty Styri
mensie, ktoré spolu definuji rovnaka mnozinu bodov ako pévodné Coonsova
zaplata. Prerozdelenie sa urobi tak, ze sa prerozdelia hrani¢né Bézierove
kubiky v bode t = ty. Vyratame bod V = X(t¢, o), kde X (u,v) je rovnica
Coonsovej zaplaty. Pomocou derivacii vo vrchole V' najdeme zostavajice
Styri hrani¢né krivky (obr. 6.1)

Obrazok 6.1: Prerozdelenie Coonsovej zaplaty. Krivky Cuyo, Co1, Cro, C11,
(90, Co1 st nové hrani¢né krivky v smere u. Podobne vznikli nové krivky aj
v smere v. Vrchol V' = X (tg, o).

Pre krivky Cyg, Co1, Cog, Co1 pozname ich riadiace polygdny, lebo vznikli
prerozdelenim Bézierovych kriviek. Ukéazeme si, ako najst riadiaci polygén
kI‘iny 010.

Nech ‘/00, V()l, VOQ, Vo3 su riadiace VI‘ChOly kI‘iny C(]O a Vgo, ‘/él, V22, V23
su riadiace vrcholy krivky Cby. Riadiace vrcholy krivky Cy oznacme Vi,
Vi1, Via, Vis. Plati:
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Vio = Dy(to)

Vit = (I —=to)(Vio + (Vor — Voo)) + to(Vio + (Va1 — Vao))
Vie = (L —=1to)(V 4+ (Vo2 — Voz)) + to(V + (Vaa — Va3))
Vis = V

Analogicky to plati aj pre ostatné novo vzniknuté hrani¢né krivky.

6.1.2 Prieniky Coonsovych zaplat s krivkou K

Krivka K, ako sme uz povedali, je postupnost za sebou idtucich Béziero-
vych kubik. Pri hladani prienikov krivky K a Coonsovych zaplat budeme
postupovat nasledovne.

Najprv zistime, v ktorej zaplate sa nachadza vrchol Vj, ktory je prvym
riadiacim vrcholom prvého segmentu krivky K. Potom najdem prvy prienik
krivky K s hrani¢nou krivkou zaplaty. Zapisem si idaje o prieniku. Zaplate
pretala s hrani¢nou krivkou zéplaty, zvy$im pocitadlo segmentov nachédza-
jucich sa v zéplate. V hladani prienikov pokracujem v dalSej zéplate, ktorej
hraniénd krivka je rovnaka ako té, s ktorou sa préve pretala krivka K.

6.1.3 Strukttra Coonsovho mesu

Trochu si priblizime Struktiru Coonsovho mesu. Aby sme nemuseli pocitat
priesecniky jednej hranicnej krivky viackrat, mes obsahuje pole, v ktorom
ma ulozené vSetky hranicné Bézierove krivky. Coonsove zaplaty neobsahuji
samotné kubiky, ale len odkazy na ne.

Odkaz na hrani¢nt krivku obsahuje pointer na Bézierovu kubiku B(t)
plus dva parametre ¢; a to, ktoré predstavuju zaciatok a koniec krivky. T.j.
hrani¢nt krivku tvori krivka B(t), kde t € (to,t1).

Tato reprezentacia je uzitocna po prerozdeleni Coonsovej zaplaty, kedy
sa nemusi vytvarat nova Bézierova kubika, ale sa len zaznamena jej pociatok
a koniec. Vdaka tomu, Ze sa pointer na hrani¢ni krivku nezmeni a zmenia sa
len parametre t; a to, nestrati sa informacia o tom, ktoré zaplaty st susedné.

6.1.4 Prerozdelenie Coonsovej zaplaty pozdlz krivky K

Na obrazku 6.2 vidime mozné prieniky krivky K a Coonsovej zaplaty po
prerozdeleni zaplaty tak, aby spliiali podmienky o pocte prienikov (staf 6.1).
Pre pripady a), ¢), e) plati, Ze pocet segmentov krivky K v Coonsovej zaplate
je jedna. V pripadoch b), d), f) sa lezia v Coonsovej zaplate dva segmenty
krivky K.

Segmenty krivky K musia tvorif hraniéné krivky Coonsovych zéplat,
lebo prave krivkou K vedie priesecnik premietanych objektov. Na obraz-
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ku 6.2 je ku kazdému pripadu aj prerozdelenie Coonsovej zaplaty na nové
Coonsove zaplaty.

.
o

Obréazok 6.2: Coonsove zaplaty v roznych prienikoch s krivkou K a nasledné
prerozdelenie zaplat.

6.2 Globalna viditelnost Coonsovych zaplat

Pri rieSeni viditelnosti Coonsovych zéplat pouzijeme rovnaky princip ako
pri rieSeni viditelnosti trojuholnikovych mesov. Najprv odstranime zéaplaty,
ktoré st zakryté inymi objektmi a potom uréime poradie vykreslovania jed-
notlivych zaplat, ¢im opif vyuzijeme jednoduchost maliarovho algoritmu.

Oproti trojuholnikovym meSom to mame trochu zjednodusené v tom, ze
uz nemusime riesit lokalnu viditelnost. Zaplaty toho istého objektu sa totiz
neprekryvaju. Pri objektoch, ktoré sit v rovine (priemetni) reprezentované
ako Coonsove mese, sme lokalnu viditelnost riesili uz pri premietani.

Coonsovu zaplatu ozna¢ime za neviditelnt, ak ani jeden z jej riadiacich
vrcholov nie je viditelny. Inak je zéplata viditelnd. Tato metdda nie je presna,
ale je rychla. Rovnakym spdsobom sme urcovali aj viditelnost trojuholnikov
v trojuholnikovom mesi.

Vrchol V je viditelny, ak bod P predstavujiici vzor vrcholu V v priestore!
je viditelny. A bod P je viditelny, ak tisecka C'P, kde C' je stred premietania,
nepretina ziaden objekt v priestore.

'V = f(P), kde f je perspektivna projekcia.
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Budeme teda testovaf prieniky useciek s objektmi v priestore (”Ray
Casting”, ¢ize vysielanie luca).
V nasledujtcich kapitolach budeme pouzivat toto oznacenie:

e Vrchol V' je vrchol v priemetni, pre ktory zistujeme, ¢i je viditelny,
alebo neviditelny.

e Bod P je bod v priestore, ktorého obraz je vrchol V' v premietani f.

e Bod C je stred premietania f.

6.2.1 Viditelnost bodu P vzhladom na trojuholnik

Je dany trojuholnik A leziaci v rovine 7. Viditelnost bodu P vzhladom
na trojuholnik sme uz preberali v ¢asti o mesoch (stat 4.1.1). Len pre
pripomenutie si nac¢rtneme postup.

Pri rieSeni viditelnosti uz méme objekty scény premietnuté. Preto najprv
zistime, ¢i vrchol V' sa nachadza v priemete trojuholnika A. Ak ano, tak
pomocou rovnice roviny 7 zistime, ¢i sa body P a C' nachadzaja v tom istom
polpriestore definovanom rovinou m, alebo nie. Ak 4no, bod P je viditelny,
inak je neviditelny.

6.2.2 Viditelnost bodu P vzhladom na gulu

Je dané gula g so stredom S a polomerom r.

Bod P je neviditelny prave vtedy, ak je lezi vo vnitri gule g, alebo ak je
za gulou g. Preto najprv otestujeme vzdialenost bodu P od stredu S. Ak je
mensia ako r, bod P je neviditelny.

.....

d priamky C'P od stredu S:
d=|CS|- sina

Uhol « je uhol, ktory zvieraju vektory « =S — C a v = P — C. Vieme,
7esina=1—cos’a acosa = ‘v"“ . A teda

. 2
WI)

_,|

<y
=

S
S

d=|CS|- 1_<

Ak d > r, bod P je viditelny. Inak potrebujeme zistit, ¢i je bod P pred
alebo za gulou g. To zistime tak podla uhla § = ZCPS, ktory vieme vyratat
pomocou vektorov C'— P a S — P. Ak je uhol 8 > 7, bod P je pred gulou g
a teda je viditelny?. Inak je bod P zakryty gulou g a teda neviditelny (obr.
6.3).

2Je to naozaj tak, lebo moznost, Ze sa bod P nachadza vo vnitri gule g sme uz vylaéili.
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Obrazok 6.3: Viditelnost bodu P vzhladom na gulu g. S, r - stred a polomer
gule g; C' - stred premietania.

6.2.3 Viditelhost bodu P vzhladom na valec

Je dany valec ¢ so stredmi podstav S} a Sy a polomerom r.
nepretala s valcom ¢ a bod P je viditelny.

Inak najdeme prienik @) priamky C'P a valca c¢. Ak CQ > CP, bod P je
viditelny, inak je bod P neviditelny.

Ako najst bod Q? Ak sa stred premietania C' nachddza medzi rovinami
podstav valca ¢, testujeme len prienik s plastom. Inak testujeme aj prienik
s podstavou leziacou v rovine, ktora je blizsie k bodu C.

Prienik s podstavou sa urobi tak, Ze sa najde prienik s rovinou w, v
ktorej podstava lezi a potom sa testuje vzdialenost tohto prieniku od stredu
podstavy. Ak je mensia ako 7, bod @) je prienikom podstavy a priamky C'P.

Prienik s plasfom overime tak, vypocitame vzdialenost a bodu P od
priamky S1.52. Ak bod P lezi v tom istom polpriestore definovanom priam-
kou 5155 a vektorom @ = (P — C) x (S — S2) a stcasne vzdialenost a je

.....

6.2.4 Viditelhost bodu P vzhladom na kuZel

Je dany kuzel ¢ so stredom podstavy S, polomerom podstavy r a vrcholom
V.. Opit najprv ndjdeme prienik @ priamky CP s kuzelom ¢ a potom
porovname vzdialenosti |[CP| a |CQ).

Algoritmus na hladanie prieniku kuzela s priamkou je v [Ebe00].
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6.3 Globalna viditelhost trojuholnikového mesu

Rovnako ako pri lokdlnej viditelnosti mesov, aj teraz budeme urcovat viditel-
nost vrcholov jednotlivych trojuholnikov mesu. Na urcenie ich viditelnosti
pouzijeme rovnaky postup ako pri urcovani viditelnosti vrcholov v Coon-
sonych zéplatach (staf 6.2).

6.4 Urcenie poradia vykreslovania

V tejto Casti za budeme zaoberat uréenim poradia vykreslovania tak, aby
sa zaplaty a trojuholniky, ktoré st prekryté inymi objektmi, vykreslili pred
tymito objektmi. Toto je princip maliarovho algoritmu. V predchadzajicich
kapitoldch sme trojuholniky a Coonsove zaplaty rozdelovali, aby sa nepreti-
nali. Vdaka tomu moZeme princip maliarovho algoritmu pouzit.

Pouzijeme algoritmus velmi podobny tomu, ktory sme pouzili pri uréo-
vani poradia vykreslovania mesu (stat 4.1.2). Premietnuti 2D scénu si roz-
delime do obéalok. Pod obélkou rozumieme nejakt oblast scény, napr. ob-
diznikovii. N4jdeme prislusnost jednotlivych trojuholnikov a Coonsovyjch
zéplat do tychto obalok pomocou ich vrcholov, pre ktoré najst prislusnost
do obalok nie je problém.

Pre jednoduchost nazvime elementmi trojuholniky a Coonsove zaplaty,
ktoré ndm v priemetni reprezentuji zobrazené objekty.

Pre kazdy element zistime, s ktorymi dal$imi elementmi sa pretina.
Testovat budeme len elementy patriace do jednej a tej istej obalky. Ak sa
totiz elementy nenachadzaju v rovnakych obalkach, tak sa nemoézu pretnut.
Tymto eliminujeme pocet zbyto¢nych testov a algoritmus tak urychlime.

Predpokladajme, Ze mame dva elementy, ktoré sa prefali. To znamena,
ze Casti objektov v 3D scéne, ktoré prisluchaji tymto elementom, sa prekry-
vaji. Opift si zadefinujeme binarnu relaciu >. Pre elementy e; a es vzfah
e1 > ey znamend, Ze Cast objektu o1 v 3D prislichajica elementu e; je blizsie
k stredu premietania ako ¢ast objektu oo v 3D prislichajtica elementu es a
teda element e; sa bude vykreslovat po elemente es, aby ho prekryl.

Nad mnozinou vSetkych elementov sa nam vdaka relacii > vytvoril orien-
tovany graf. Na nom urobime rovnaky algoritmus ako v stati 4.1.2. Takto
rozhodneme o poradi vykreslovania elementov.

Pre zrychlenie algoritmu mézeme takato modifikdciu. Najskor si kazdy
objekt v 3D scéne obalime 3D obalkou, ktora bude konvexna. Pre kazdu dvo-
jicu objektov zistime, ¢i sa ich obdlky prefali. Ak nie, tak poradie vykreslo-
vania tychto dvoch objektov urcime na tirovni celého objektu a nemusime
ju urcovat na trovni elementov. Ak sa obélky pretali, viditelnost riesime na
drovni elementov.
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Kapitola 7

Zaver

V naSej praci sme sa pokusali pontiknut navod, ako zobrazovat 3D scénu
pouzitim perspektivneho premietacia z R? do R? tak, aby sa zachovalo ¢o
najviac vektorovej informécie a vysledny obrazok bol skalovatelny. Vyuzili
sme pri tom viacero aproximac¢nych metéd na reprezentaciu objektov, aby
sa dali riesit problémy viditelnosti a pretinania objektov. Pouzili sme niek-
toré postupy urychlujtice spracovavanie scény ako napr. rozdelenie scény do
obalok.

Metédy opisované v tejto praci sme implementovali. Vysledky tejto im-
plementéacie si ukdzeme v nasledujicej kapitole.

V préaci je vidiet to, ze nie vzdy ide vSetko. Pre nas bolo ddlezité za-
chovanie vektorovej informéacie a preto kvalita obrazkov vygenerovanych
nasou implementéciou nie je takd ako kvalita obrazkov, ktoré vznikli po-
uzitim inej metdédy zobrazovania, ktorej vysledkom su bitmapy (napr. ray-
tracing).

7.1 Vysledky

Na nasledujtcich obrazkoch st vysledky metéd opisovanych v nasSej praci.
Na obrézku 7.1 vidiet uzol, reprezentovany ako mes. Normaly neboli zadané,
preto sa pouzili norméaly rovin, v ktorych dané trojuholniky mesu lezali.
Obrazok uzlu ukazuje hlavne vysledok pocitania viditenosti.

Na obrazku 7.2 je vykresleny cajnik. V tomto pripade boli zadané aj
normaly vo vrcholoch mesu. Preto sa povrch ¢ajnika javi ako hladky, aj ked
st tam urcité nedostatky sposobené Gouraudovym tienovanim.

Obrazky 7.3, 7.4 a 7.5 demonstruji pouzitie tiennovania pomocou Coonso-
vych zéplat. Vdaka tomu aj po zvicSeni obrazkov okraje objektov zostavaju
hladké, nie ako pri meSoch, ked st vidief ostré prechody medzi hranami
(napr. obréazok ¢ajnika).

Na obrazku 7.6 vidno vysledok metddy pocitajicej priesecniky objek-
tov. Tri gule reprezentované mesSom sa navzajom pretinaji. Steny mesov st
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rezané podla ich prienikov s inymi stenami.

Obrazok 7.1: Uzol (mes). Je tu vidiet rieSenie lokalnej viditelnosti mesu.
2880 trojuholnikov. Cas riesenie viditelnosti: 0,801 sekundy.

Obrézok 7.2: Cajnik (mes). Oproti uzlu mé definované normélu vo vrcholoch,
preto vyzera byt hladky. 1055 trojuholnikov, viditelnost: 0,289 sekundy
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Obrazok 7.3: Kuzel. Podstava je definovand pomocou Coonsovych ploch,
preto aj po zvicSeni vyzeraju jej okraj hladko. Viditelnost: 0,001 sekundy.

Obrazok 7.4: Valec. Podstavy st definované pomocou Coonsovych pléch ako
u kuzera.
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Obrazok 7.5: Gula. Opiit reprezentacia Coonsovymi zaplatami zabezpecuje
hladky vzhlad okraju gule.

Obrazok 7.6: Tri gule (3 mese). Ilustracia pocitania prienikov mesov. Tro-
juholniky v oblasti prieniku sa delia na viaceré.
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