
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
UNIVERZITA KOMENSKÉHO
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3.3.5 Interpolácia rezov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.3.6 Nesymetrické rezy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Vytváranie a editovanie trojrozmerných objektov je nepochybne atraktı́vna oblast’počı́tačo-
vého dizajnu. Existuje vel’a spôsobov, ktorými sa dá reálne teleso či trojrozmerná predstava člo-
veka pretavit’do elektronickej reprezentácie v počı́tači. V praxi sa čoraz viac uplatňujú intuitı́vne
metódy modelovania 3D objektov, t.j. návrhár má k dispozı́cii podobné elektronické nástroje, aké
mávajú konštruktéri (sochári, hrnčiari, tesári, ...) fyzických diel resp. dielcov. K modelovaniu sa
vd’aka tomu môže dostat’aj laik.

V práci uvedieme najbežnejšie metódy reprezentácie a modelovania trojrozmerných objektov,
potom sa budeme venovat’ jednému spôsobu modelovania – šablónovaniu, pričom uvedieme
a rozoberieme metódy parametrického aj implicitného prı́stupu.
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Ciel’om tejto práce je poskytnút’ čitatel’ovi prehl’ad o problematike dnešného modelovania

objektov v trojrozmernom priestore, pričom sa predpokladajú určité teoretické základy v tejto
oblasti. Definı́cie niektorých pojmov budú uvedené v nasledujúcom odseku, avšak väčšina uve-
dených termı́nov bude bez takýchto definı́ciı́, bude uvedený len anglický ekvivalent a často aj
stručný popis.

Hlavný dôraz je kladený na modelovanie šablónovaných objektov, za zaujı́mavý výsledok by
som označil parametrickú definı́ciu 3.3 šablónovaného povrchu, ktorá sa dá bez väčšı́ch úprav
použit’pri vytváranı́ jednoduchého 3-D modelovacieho softvéru.

� ������������ ��!#"%$'&(� �)
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Definı́cia 1.1 (Definičný obor a obor hodnôt).
Nech .0/�132 4 je l’ubovol’né zobrazenie. Potom5 množinu 1 budeme nazývat’definičným oborom zobrazenia . a označovat’ 687 a5 množinu 4 budeme nazývat’oborom hodnôt zobrazenia . a označovat’ 987 .
:<;>=@?BADC�ED;GFH;JILKNMJO�MBFHPBQRMTS�;BUVI>WDEYXJMBFHZ[I\PBQRM^]_O�ED;`ZNKNMJOaUcbd]eMfXVghSjilkmS`KnO�oJp_qsr
Definı́cia 1.2 (Grupa).
Abelovská grupa je usporiadaná dvojica tvuxwNy>z , kde u je neprázdna množina a y je binárna
operácia na u , pričom platı́:

1. t|{f}Jws~�ws���0u�z }<y�t�~�y+��z���t�}�y�~�z�y�� (asociatı́vnost’)
2. t|{f}Jws~��0u�z }<y+~���~�y+} (komutatı́vnost’)
3. tv�B���0u�z�t|{f}��Tu�z }<y+�<��}��3��y+} ( � sa nazýva neutrálny prvok grupy)
4. t|{f}��0u�z�tv�B~��0udz }<y+~������3~#y+} ( ~m�)/H}B�J� sa nazýva inverzný prvok k } )
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Definı́cia 1.3 (Pole).
Pole je usporiadaná trojica t��mw��)w��Dz , kde t���w��
z je abelovská grupa s neutrálnym prvkom �
a t��
	��
���Hw��Dz je abelovská grupa, pričom platı́:

t {f}Jws~�ws������z }��`tv~�� ��z���}��\~�� }��\����tv~�� ��z��\}���~��\}�� ����}
Definı́cia 1.4 (Vektorový priestor).
Nech t��mw��)w��Dz je pole. Nech � je množina, na ktorej je definovaná binárna operácia � a nech{f����� a {��^��� je priradený prvok �����^��� , pričom:

1. t�� w���z je abelovská grupa
pre {�� w! ��� a {f�\ws��"e��� /

2. ��� t��#�$ z����%�$�&�	�%�' 
3. t��%� ��" z(���T�������&� ��")���
4. t��*�\��"Yz(���T�3�+��t���",���@z
5. -����T�.�

Potom � nazývame vektorovým priestorom nad pol’om t��mw��)w��Yz�/ Prvky množiny � nazývame
vektory, prvky z � nazývame skaláry. Vektorový priestor � nad pol’om � budeme označovat’� t��dz�/
Definı́cia 1.5 (Euklidovský priestor).
Vektorový priestor 0 nad pol’om 1 sa nazýva euklidovským vektorovým priestorom, ak existuje
zobrazenie 2 /3054�0 261 , pre ktoré platı́:
pre {�� w! w!7 ��0 w {f���81 /

1. 2ft�� w9 z��:2 t; w�� z
2. 2ft��#�< w978z#�.2ft�� w97 z��<2ft= w978z
3. 2ft��>� w9 z��3�?2ft�� w9 z
4. �:@�BA ��C 2 t�� wD� z*E:�

Zobrazenie 2 sa nazýva skalárnym súčinom. Euklidovský vektorový priestor 0 so skalárnym
súčinom 2 označujeme t�0 w92_z . Niekedy sa vynecháva znak 2 – namiesto 2ft�� w9 z pı́šeme FG� w! �H .
Definı́cia 1.6 (Matica).
Nech � je pole. Obdĺžniková tabul’ka prvkov pol’a � , pozostávajúca z I riadkov (vodorovné
zoskupenia prvkov) a J stĺpcov (zvislé zoskupenia prvkov) sa nazýva matica typu IK4LJ nad
pol’om � .M S_WON�ED;�Xe;>= ?JADCLED;
Definı́cia 1.7 (Dĺžka vektora, uhol vektorov).
V euklidovskom priestore t�0 w!2Bz definujeme dĺžku vektora �^��0 (označujeme PQ�RP ) takto:

PQ�RP��TS FG� w���H
Potom �QU,VXW)t�W��BY^t�� w9 z z definujeme takto:

�QU,VXW)/D�
Z � ak t��T�BA z\[ t= 0�
A z]_^a` bdce�^,eae;b)e inak
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Definı́cia 1.8 (Bežný skalárny súčin a bežný euklidovský priestor).
Zobrazenie

2�/)1���261+w 2ft � w��_z#� �� �
� �

� � �
�

(1)

sa nazýva bežný skalárny súčin � 1 	 a označuje sa �L�) (namiesto FG� w9 �H ). Euklidovský priestort=1 � w92_z budeme nazývat’bežný euklidovský priestor a označovat’ 0 � .

Definı́cia 1.9 (Bázové vektory 0 � ).
Ak v euklidovskom priestore 0 � pre vektor 
�� t � � w ��� w /�/�/ w � � z�
 platı́

1. P�
*P�� - ,
2. tv��� z�t -������:J z � � � - ,

potom vektor 
 nazývame � -tym vektorom (prvkom) štandardnej ortonormálnej bázy 0 � a ozna-
čujeme ho ��� .
Definı́cia 1.10 (Vektorový súčin).
Nech � w9 � 0�� , � � t�� � w�� � w�� � z�
 ,  � t�� � w � � w � � z�
 . Vektorovým súčinom vektorov � w9 
nazývame vektor 7 ��/3� 4  , pre ktorý platı́

� 4  �
!!!!!!
�#"$�&% �('� � � � � �� � � � � �

!!!!!! w (2)

kde �#"[w��&%�w��(' sú vektory štandardnej ortonormálnej bázy 0 � /
Definı́cia 1.11 (Frenetov repér).
Ak ) je krivka v 0 � , ) /+* }ew ~�,�2 1 � w
}Jws~<� 1+w }.- ~�w potom Frenetovým repérom alebo
Frenetovým trojhranom (Frenet frame) krivky ) v bode � je trojica vektorov t�/>w�0 w�1 z , kde

/<� 2) t��VzP 2) t��Vz P w 1 � 2)8t��Vz*443) t��VzP 2)8t��Vz*443) t��Vz P w 0T�5/ 461 w (3)

vektory />w�0 w�1 budeme označovat’ ako vektor dotyčnice, normály, binormály krivky ) v bode� . � 2 	
Definı́cia 1.12 (Lineárna interpolácia).
Nech }Jws~-� 1 / Funkcia

.0/7* �_w�-8, 2 1+w .#t � z � t - 	 � za} � � ~ (4)

sa nazýva lineárnou interpoláciou } a ~ . Čı́sla }ew ~ sa nazývajú ��J:9 �<;>= U@?�} J79A� . Analogicky možno
lineárnu interpoláciu definovat’v euklidovskom priestore.

1Pozornému čitatel’ovi zaiste neušiel fakt, že „bežný skalárny súčin“ je len označenie; dôkaz, či spĺňa podmienky
skalárneho súčinu pre BDC�EFBDG , prenechávame na čitatel’a.

2Dôkaz toho, že vektory HJILK:I�M spĺňajú podmienky svojich označenı́ nebude uvedený z priestorových dôvodov
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Definı́cia 1.13 (Priestor matı́c).
Nech � je pole a I0wDJT����wRI0wDJ�E�� . Množinu

����� �x/h� ��� �	� je matica typu I 48J nad � �
nazývame priestor matı́c typu I 4 J nad � .
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Jednoduchšie ako bodovou reprezentáciou sa trojrozmerný objekt ani nedá reprezentovat’–

zapamätáme si len vrcholy na jeho povrchu s dostatočne malým krokovanı́m (stačı́ 1-rozmerné
pole). Čiže objekt bude reprezentovaný bodmi, ktoré keby sme potiahli „vhodnou“ interpolačnou
plochou, dostali by sme pôvodný objekt. Dá sa použit’ ako náhl’ad (preview) na menej zložité
objekty alebo scény, alebo ked’požadujeme vysoký počet snı́mkov za sekundu (framerate, FPS).

Implementácia: Do jednorozmerného pol’a (trojı́c) ukladáme súradnice vrcholov objektu. Do
d’alšej premennej si uložı́me ich počet.

Objekty v tejto reprezentácii sa vykresl’ujú extrémne rýchlo (vykreslı́ sa pole bodiek), repre-
zentácia je však náročná na predstavivost’a bez možnosti natáčania objektu je takmer nemožné
zistit’ jeho kontúry a orientácie jeho plôch, ktoré sú už v hranovej reprezentácii (vid’odsek 2.2)
často zjavné. Priestorové usporiadanie bodov sa dá zvýraznit’jasovým alebo farebným rozlı́šenı́m
bodov podl’a vzdialenosti od kamery (pozorovatel’a) – napr. čı́m sú body d’alej, tým sú tmavšie.
Na obr. 1 je znázornená Bèzierova tenzorovo-súčinová plocha pomocou bodovej reprezentá-
cie – spojenı́m viacerých takýchto plôch (alebo podobných, často NURBS plôch � 3 	 ) môže byt’
reprezentovaný plášt’telesa.

Obr. 1: Prı́klad plochy v bodovej reprezentácii.

Bodová reprezentácia je dost’vzdialená od verného zobrazovania 3D objektov, preto je vhodná
len na ilustráciu zložitejšı́ch výpočtov.

3vid’odsek 2.4
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Je to jedna z najjednoduchšı́ch metód reprezentácie trojrozmerného objektu – ukladajú sa len

vrcholy telesa a hrany medzi nimi. Takto vytvorený model sa označuje aj ako drôtový model
(wire-frame) . Väčšinou sa použı́va ako náhl’ad 3D scény alebo 3D objektu, pretože spomedzi
ostatných modelov jeho zobrazovanie aj modifikácia sú výpočtovo najlacnejšie (s výnimkou
bodovej reprezentácie).

Implementácia: Vytvoria sa dva zoznamy – zoznam vrcholov a zoznam hrán. V zozname
vrcholov sú uložené ich súradnice, v zozname hrán každá položka obsahuje dva ukazovatele do
zoznamu vrcholov.

Kvôli svojim nedostatkom sa nedá použit’ na jednoznačné zobrazovanie 3D objektov. Jeho
hlavnou nevýhodou je, že pri pohl’ade z jedného miesta je t’ažké určit’, ktoré hrany sú vpredu
a ktoré vzadu (napr. obyčajná kocka v kabinetnom premietanı́). Toto sa dá čiastočne odstránit’
jasovým alebo farebným rozlı́šenı́m hrán podl’a vzdialenosti od kamery (pozorovatel’a). Ďalšou
nevýhodou je nejednoznačnost’stien a „dier“ určených hranami, ako vidno na obr. 2.

Obr. 2: Nejednoznačnost’hranovej reprezentácie.

Na obr. 3 je znázornená plocha z obr. 1 pomocou hranovej reprezentácie.

Obr. 3: Prı́klad objektu (plochy) v hranovej reprezentácii.
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Mnohouholnı́ková (po častiach lineárna) reprezentácia je dnes základom pre reprezentáciu
a zobrazovanie 3D scén. Je založená na sieti z trojuholnı́kov (triangle mesh), prı́padne zo štvor-
a mnohouholnı́kov, ktoré sú podporované rôznymi štandardami na zobrazovanie priestorových
dát (OpenGL, Direct 3D, PHIGS, GKS 3D). Väčšinou sa použı́vajú trojuholnı́ky, pretože pri
viac-uholnı́koch je nutné pri zobrazovanı́ zist’ovat’ich konvexnost’, čo trojuholnı́ky nevyžadujú.
Ďalej pri viac-uholnı́kov vzniká problém planárnosti – treba zistit’, či všetky jeho body sú v jednej
rovine – čo je pre trojuholnı́ky samozrejmost’ou.

Vel’kou výhodou mnohouholnı́kovej reprezentácie je to, že jej zobrazovanie je podporované
hardvérovým vybavenı́m počı́tačov. Väčšina operáciı́ s objektami v tejto reprezentácii vedie
nakoniec k lineárnej interpolácii, ktorá je technicky vel’mi l’ahko realizovatel’ná. Preto je mnoho-
uholnı́ková reprezentácia vhodná pre aplikácie vyžadujúce vysokú rýchlost’zobrazovania scén –
ako sú virtuálna realita, počı́tačové hry, spolupráca cez internet (collaborative work), náhl’ady na
zložité 3D scény a iné. Ked’že výpočet priesečnı́ku polpriamky a trojuholnı́ka je pomerne rýchly,
d’alšie vel’ké uplatnenie je pri metóde sledovania lúča (ray-tracing), kde sa celá scéna prevádza na
trojuholnı́kovú siet’, a potom sa počı́tajú priesečnı́ky lúčov s trojuholnı́kmi namiesto s pôvodnými
(zložitými) objektami.

Z hl’adiska modelovania objektov je ale mnohouholnı́ková reprezentácia dost’ nevýhodná,
preto modelovacie programy použı́vajú na modelovanie inú reprezentáciu, najčastejšie sú to
NURBS krivky a plochy (vid’čast’2.4), pričom trojuholnı́kovú siet’generujú (väčšinou) ako vstup
pre zobrazovanie náhl’adu a renderovanie (vypočı́tanie obrázku) celej scény. Bežným prı́kladom
tohto je modelovanie objektov napr. v 3D Studiu – vid’obr. 4. Iným prı́kladom takéhoto prı́stupu sú
3D modely vo virtuálnej realite. Niekedy sa generuje viac výstupných sietı́ lı́šiacich sa zložitost’ou
a teda aj vel’kost’ou detailov (level of detail). Ďalšı́mi nevýhodami sú obtiažne mapovanie textúr
a geometrický alias (skreslenie) spôsobený obmedzenou presnost’ou reprezentácie reálnych čı́sel
v počı́tači.

Obr. 4: Gul’a v mnohouholnı́kovej (trojuholnı́kovej) reprezentácii (model v 3D Studiu).
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Môžme rozlišovat’medzi jednoduchou a štruktúrovanou mnohouholnı́kovou reprezentáciou
(vid’[Žára98]).

��������� �	��
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Implementácia: Rozšı́rime dátové štruktúry z implementácie hranovej reprezentácie o plochy
– zoznam vrcholov doplnı́me d’alšou štruktúrou na popis plôch. V praxi nastávajú tieto prı́pady:

1. Plochy sú usporiadané tak, že tvoria pravidelnú siet’ (mesh). Túto siet’ reprezentujeme
dvojrozmerným pol’om ukazovatel’ov do zoznamu vrcholov.

2. Všetky plochy majú rovnaký počet vrcholov, najčastejšie 3 alebo 4. Dátovou štruktúrou
bude zoznam, ktorého každý člen bude tvorený trojicou alebo štvoricou ukazovatel’ov na
vrcholy.

3. Plochy majú rôzne usoriadanie a vel’kost’. Zoznam plôch bude mat’ rôzne dlhé položky,
každá bude obsahovat’rôzny počet ukazovatel’ov na vrcholy.

Oproti hranovej reprezentácii je jednoduchá mnohouholnı́ková reprezentácia jednoznačná
a je vhodná na priame vykreslenie plôch aj hrán. Stále však neobsahuje dostatok topologických
informáciı́ – chýbajú v nej naprı́klad údaje o type hrán a nedá sa l’ahko zistit’, či je teleso varietou
(vid’[Žára98]).

�������0� 1�)2#3���4)657#%�"!�.����8����������������������� �"!��$#%��&�#%��'(���*)+���-,/.

Najznámejšiu komplexnou dátovou štruktúrou pre hraničnú reprezentáciu navrhol Baumgart
[Baum75]. Tvoria ju 3 zoznamy v hierarchickom usporiadanı́. Na najnižšej úrovni je zoznam
vrcholov, na strednej úrovni zoznam hrán a na najvyššej úrovni zoznam plôch. Zoznamy môžu
byt’ cyklicky zret’azené. Najviac informáciı́ obsahujú prvky zoznamu hrán. Dátový záznam pre
hranu obsahuje ukazovatele na všetky geometrické elementy (plochy, hrany, vrcholy), s ktorými
susedı́. Tento dátový záznam je znázornený na obr. 5. Dostal názov okrı́dlená hrana (winged
edge), lebo grafické znázornenie s nı́m susedných hrán pripomı́na krı́dla.

Obr. 5: Dátový záznam okrı́dlená hrana (winged edge).
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Implementácia: Na obr. 5 je schéma záznamu pre okrı́dlenú hranu. Okrem odkazov na oba
koncové vrcholy t�� � w�� � z v ňom sú aj ukazovatele na susedné plochy t�� � w�� � zQ/ Naviac obsahuje
informácie o d’alšı́ch štyroch hranách. V l’avej časti schémy sú hrany susediace s l’avou plochoutv9 � w 9��Nz , v pravej časti hrany susediace s pravou plochou t�9 � ws9��NzQ/ Ich poradie je zhodné s pora-
dı́m koncových bodov hrany. Horný ukazovatel’reprezentuje spojnicu na l’ubovol’nú nasledujúcu
hranu v zret’azenom zozname okrı́dlených hrán.

Zoznamy vrcholov a plôch sú ovel’a jednoduchšie. Záznam každej plochy obsahuje ukazovatel’
na l’ubovol’nú z jej hrán, prı́padne na hranu patriacu k vnútornej hranici (otvoru). Môže obsahovat’
aj normálový vektor, farbu alebo inú materiálovú charakteristiku. Zo záznamu pre okrı́dlenú
hranu možno odvodit’vel’a topologických údajov. Napr. l’ahko sa dá nájst’:

5 plochy susediace s danou plochou

5 plochy susediace s danou hranou

5 plochy dotýkajúce sa v danom vrchole

5 vrcholy a hrany danej steny

(vid’[Žára98]).
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NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) krivky a plochy sú triedou parametrických kriviek

a plôch. NURBS sa použı́vajú z výpočtových dôvodov (l’ahko sú spracovávané počı́tačom,
sú stabilné voči chybám v pohyblivej rádovej čiarke a majú nı́zke pamät’ové nároky) a kvôli
schopnosti reprezentovat’l’ubovol’ný druh krivky resp. plochy. Sú zovšeobecnenı́m neracionálnych
B-splajnov, ktoré sú založené na neracionálnych Bèzierových krivkách, ktorými sa budeme
zaoberat’ako prvými.

Bèzierova krivka stupňa J je definovaná ako

	 t��Vz�� �� �
��
 4��

�
t��Vz �

�
w � ���6� - (5)

Geometrické koeficienty �

�
sa nazývajú riadiace vrcholy. Bázickými funkciami 4 �

�
sú klasické

Bernsteinove polynómy J -tého stupňa

4 �
�
t��Vz�� J
���� t=J#	 � z�� �

�
t - 	 �fz � �

�
(6)

Pre interaktı́vne navrhovanie tvarov vyjadrujú riadiace vrcholy Bèzierovej krivky vel’a gra-
fickej informácie, ako vidno na obr. 6. Bèzierovymi krivkami sa nedajú reprezentovat’ všetky

Obr. 6: Bèzierova krivka stupňa 3.

kužel’osečky. Kužel’osečka (ako napr. kružnica) sa dá reprezentovat’ použitı́m racionálnej fun-
kcie, ktorá je definovaná ako pomer dvoch polynómov ako

� t��Vz�� � t��Vz� t��Vz w �ft��Vz#� � t��Vz� t��Vz w �Jt��Vz � � t��Vz� t��Vz / (7)

Vychádzajúc z tejto poznámky, racionálna Bèzierova krivka je definovaná ako

	 t��Vz�� � �
�
��
 4 �

�
t��fz��

�
�

�
� �

�
��
 4 �

�
t��fz��

� w � ��� � -�w (8)

kde �

�
a 4 �

�
sú definované ako v rovnosti (5) a �

�
sú skaláre nazývané váhami. Pri menenı́ váh

riadiaci vrchol viac prit’ahuje alebo odpudzuje krivku. Najlepšie je to vysvetlit’na prı́klade. Na
obr. 7 sú nakreslené štyri Bèzierove krivky. Jediný rozdiel medzi nimi je váha riadiaceho vrcholu
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Obr. 7: Účinky menenia váhy tretieho riadiaceho vrcholu pre ��� �������
	��
� a
	��

.

� � . Váha o hodnote �Rw�� spôsobı́, že krivka pôjde mimo konvexného obalu riadiacich vrcholov.
S váhou rovnou - je krivka ekvivalentná krivke znázornenej na obr. 6. Váha o hodnote � odtláča
krivku preč od tretieho riadiaceho vrcholu a váha -d� ju odtláča ešte d’alej.

Krivka pozostávajúca iba z jedného segmentu racionálnej Bèzierovej krivky je často nepos-
tačujúca. Problémy s jediným segmentom sa pohybujú od potreby krivky vyššieho stupňa, ktorá
by sa presne zhodovala s komplexným tvarom (ktorý sa nedá efektı́vne spracovat’a je numericky
nestabilný) až po interaktı́vne navrhovanie, pre ktoré tento segment predstavuje obmedzenia
týkajúce sa lokálneho riadenia tvaru. Na prekonanie týchto problémov sa použı́va čiastková
racionálna krivka.

Čiastková Bèzierova krivka alebo tiež B-splajn(ová krivka) je tvorená z viacerých kriviek
spojených v určitých bodoch (tzv. spojoch) s nejakým stupňom spojitosti medzi nimi. Takáto
krivka je znázornená na obr. 8.

Obr. 8: Čiastková racionálna Bèzierova krivka.

Krivka
	 t��Vz je definovaná na � � * �_w -8, a je zložená zo segmentov

	
�
t��fzNw - � � � I .

Segmenty sú spojené v spojoch � 
 �
� - � � - � � - � � - � �m� - s určitým stupňom spojitosti.
Krivka sa nazýva

	��
-spojitá v spoji �

�
ak
	������
�
t��

�
zm� 	�� ���

�
� � t��

�
z pre všetky � ��� � � , kde

	!� ���
�

predstavuje � -tu deriváciu
	
�
.

Na obr. 9 sú znázornené rôzne riadiace vrcholy vytvárajúce B-splajn. Zakrúžkované sú tie
riadiace vrcholy, ktoré sú použité pre dva Bèzierove segmenty. Malo by byt’zrejmé, že ukladanie
týchto bodov do pamäti viac ako raz je neefektı́vne. Ak má byt’krivka

	 � -spojitá, tak niektoré
z bodov vnútri Bèzierovho segmentu sú závislé na polohe bodov susedných segmentov, aby bola
splnená podmienka spojitosti. Preto ukladanie takýchto bodov do pamäti nie je nutné. Rovnica
B-splajnu by preto mala byt’pamät’ovo efektı́vna a takisto by mala dovol’ovat’ lokálne riadenie
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Obr. 9: Bèzierove segmenty vytvárajúce krivku.

krivky; t.j. bázické funkcie by nemali byt’definované na celom intervale * � 
 w�� � , , ale by mali byt’
zúžené na obmedzený počet podintervalov. Teda B-splajn je definovaný ako

	 t��Vz�� �� �
��
 ���

�
�

�
w } ��� � ~�w (9)

kde �

�
sú riadiace vrcholy a

����
sú B-splajnové bázické funkcie stupňa = . Existujú rôzne metódy

definovania B-splajnových bázických funkciı́: delené diferencie mocninových funkciı́, blosso-
ming a rekurentný vzorec. Použı́va sa rekurentná definı́cia, ked’že je vhodná na počı́tačovú
implementáciu. B-splajn má spoje, ktoré sú označované ako uzly (vid’obr. 8). Postupnost’týchto
uzlov sa označuje ako uzlový vektor – je definovaný ako � � � 
 w�/�/ / w�� � , čo je neklesajúca
postupnost’reálnych čı́sel, t.j. �

�
���

�
� � pre �@�.�_w�/�/�/fwDI . B-splajnová bázická funkcia stupňa =

je definovaná rekurentným vzorcom ako

� 
� t��Vz�� � - ak �
�
��� - �

�
� �� inak

���� t��Vz�� � 	 �
�

�
�
� � 	 �

� ��� �J�
�

t��Vz(� �
�
� � � � 	 ��

�
� � � � 	 �

�
� �
��� �J�
�
� � t��Vz

(10)

Táto rovnost’ môže viest’ k podielu



 ; tento podiel sa tu definuje ako nula. Uzlový vektor

B-splajnovej krivky je uzlový vektor tvaru

� � �[}Jw�/�/ / ws}� �	� 
� � �
w�� � � � w�/�/ / w�� � � � � � � � w ~\w /�/�/ ws~� �	� 
� � �

� (11)

B-splajnová krivka z obr. 8 je ukázaná na obr. 10 so svojı́m riadiacim polygónom. Riadiaci
polygón je polygón vytvorený spojenı́m riadiacich vrcholov �

�
. Ako bolo spomenuté vyššie,

iba racionálne funkcie môžu reprezentovat’ kužel’osečky, preto bola B-splajnová krivka zovše-
obecnená kvôli zı́skaniu racionálnej reprezentácie. Toto zovšeobecnenie sa nazýva neuniformný
racionálny B-splajn (NURBS) – je definovaný ako

	 t��Vz�� � �
�
��
 � �

�
t��Vz �

�
�

�
� �

�
��
 ���

�
t��Vz �

� w } ��� � ~�w (12)

kde �

�
sú riadiace vrcholy, �

�
sú váhy a

� ��
sú B-splajnové bázické funkcie definované na nepe-

riodickom a neuniformnom uzlovom vektore definovanom v rovnosti (11). Racionálne krivky so
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Obr. 10: B-splajnová krivka so svojı́m riadiacim polygónom.

súradnicovými funkciami v tvare vyjadrenom v rovnosti (7) sa efektı́vne spracovávajú a majú ele-
gantnú geometrickú reprezentáciu. Použitı́m homogénnych súradnı́c sa dá racionálna J -rozmerná
krivka reprezentovat’ako t=J �
-\z -rozmerná polynomiálna krivka. Homogénne riadiace vrcholy
sa zapisujú ako ���

�
� t �

� � � /��
�
�
�
/��

�
�

�
/ �

�
z v štvorrozmernom priestore, pričom �

�
@� � . na

zı́skanie �

�
, vydelı́me všetky súradnice štvrtou súradnicou �

�
. Táto operácia zodpovedá stredo-

vému premietaniu so stredom v t��_wD�_w��>z do nadroviny � � ��� /�/�/ � � . Pomocou týchto súradnı́c sa
dá NURBS krivka zapı́sat’ako

	 � t��Vz�� �� �
��
 � �

�
t��fz � �

�
/ (13)

NURBS sú taktiež použı́vané na reprezentáciu plôch. NURBS plocha v homogénnych súrad-
niciach je definovaná ako

� � t���w��Rz�� �� �
��


��
� ��
 � �

�
t��Vz ���� t��Rz � �

� ` � w (14)

kde � �

� ` � tvorı́ dvojsmernú riadiacu siet’ a
���� t��Vz , � �� t��Rz sú neracionálne B-splajnové bázické

funkcie definované na uzlových vektoroch

��� �[}Jw�/�/�/%w }� �	� 
� � �
w � � � � w�/�/�/ w ��� � � � � � � ws~�w�/�/�/fws~� �	� 
� � �

�
�3� �[�\w�/�/ / ws�� �	� 


� � �
w�� � � � w�/ /�/ w���� � � � � � � w
	Jw�/�/ / w
	� �	� 


� � �
� (15)

kde ;�� J8� = � - , Vc� I ��� � - a intervaly * }Jws~�, a * �\w
	 , sú zvyčajne vždy * �_w -8, (vid’
[Lavo99]).
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Prvá dôležitejšia zmienka o implicitných objektoch pochádza z roku 1982 od J. Blinna, ktorý

navrhol chápat’izoplochy vzniknuté pri modelovanı́ elektrického potenciálu elementárnych častı́c
ako objekty ([Blin82]). Postupne bola táto technika rozširovaná a tieto objekty dostávali rôzne
názvy (Blobby objects [Blin82], Soft objects [Wywi86], Meta balls ) podl’a toho, aké spájacie
funkcie boli použité. J. Bloomenthal upozornil ([Bloo88]), že všetky tieto objekty patria do
rovnakej kategórie a môžu byt’preto označené spoločným názvom – implicitné plochy (implicit
surfaces).

Implicitná plocha je množina bodov t � w��Vw �>z v 3-rozmernom priestore, pre ktoré platı́

� t � w�� w �>z�����w (16)

kde � je zvolená prahovacia hodnota (threshold value) a � je implicitná funkcia plochy. V tomto
prı́stupe sa využı́va skupina základných prvkov (každý z nich určuje svoju implicitnú funkciu),
ktoré spolu tvoria kostru (skeleton) objektu, ktorá je spojená do jednej implicitnej funkcie tzv. spá-
jacı́mi funkciami (blending functions). Teda uvedenú implicitnú funkciu � možno vyjadrit’ako

� t � w�� w �>z�� �� �
� � �

�
�
�
t 	

�
t � w �Vw ��z z w (17)

kde J je počet prvkov kostry, �
�

je reálne čı́slo určujúce vplyv � -teho prvku v bode t � w �Vw ��z na
celkovú hodnotu � , �

�
je spájacia funkcia pre � -ty prvok a 	

�
je funkcia vzdialenosti bodu t � w�� w �>z

od � -teho prvku. Prı́klad implicitnej plochy zloženej zo štyroch prvkov (tri úsečky a bod) je na
obr. 11 (vid’[Žára98]).

Obr. 11: Implicitná plocha vzniknutá z troch úsečiek a jedného bodu.
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Podobne ako konštruktér modeluje zložitejšie telesá pomocou jednoduchšı́ch, funguje kon-

štruktı́vna geometria telies – skrátene CSG (Constructive Solid Geometry) – teleso je vytvárané
z jednoduchých geometrických objektov – základných telies (CSG primitives) pomocou mno-
žinových operáciı́ t�
�w
��w�	<z alebo priestorových transformáciı́ (posun, otočenie). Množinové
operácie sa aplikujú aj na takto vytvorené objekty, čı́m vzniká pre vytvárané teleso konštrukčný
strom (binárny), tzv. CSG-strom (CSG-tree), ktorého listy sú základné telesá (gul’a, kváder, va-
lec, kužel’, polpriestor, torus (anuloid), /�/�/ (vid’obr. 12)) a vnútornými vrcholmi sú spomı́nané
množinové operácie a priestorové transformácie (prı́klad na obr. 13). Prı́klad CSG stromu je na
obr. 14.

� �
Obr. 12: Prı́klad základných telies CSG (CSG primitives) – gul’a (A), kváder (B).

Obr. 13: Množinové operácie nad CSG telesami z obr. 12 – zjednotenie ��������� , prienik ��������� , rozdiel
��������� (zl’ava).

Obr. 14: Zložitejšı́ objekt (vl’avo) a jeho CSG strom (vpravo).
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Ďalšı́ použı́vaný spôsobom reprezentácie trojrozmerných telies je založený na popise pries-

toru, ktorý teleso fyzicky zaberá (predpokladáme, že telesá sú vnútri neprázdne, teda plochy sa
takto reprezentovat’nedajú). Existuje viacero prı́stupov popisu zabraného objemu – rozdelenı́m
objektu na atomické časti, ktoré sú triviálne popı́satel’né, alebo rozdelenie daného priestoru na dost’
malé, väčšinou pravidelné útvary (kocky, kvádre, štvorsteny), do ktorých potom transformujeme
vstupný objekt.

��������� � �	������


Jednoduchým spôsobom popisu priestorových dát je použitie „priestorového“ rastra (analógia
k rovinnému rastru), ktorého prvky (kocôčky alebo kvádričky) označujeme ako voxely (volume
element) – podobne ako prvky rovinného rastra označujeme pixely (picture element). Každý voxel
môže byt’v jednom z dvoch stavov – prázdny alebo plný. Zo zvyšovanı́m jemnosti priestorového
rastra sa kubicky zvyšuje počet voxelov a teda pamät’ová náročnost’ na reprezentáciu danej
scény. Preto je táto metóda dost’neefektı́vna a pre vel’ké scény alebo jemné rastre nepoužitel’ná.
Nasledujúca metóda odstraňuje tento závažný nedostatok.

�������0� � �4) �"������
 )6#%�
��


Ak teleso obsahuje väčšie homogénne časti resp. nie je prı́liš členité, je výhodnejšie ho
reprezentovat’ tzv. oktálnym stromom. Prı́klad telesa a jeho reprezentácie – oktálneho stromu je
na obr. 15 (plný štvorček = plná kocka, prázdny štvorček = prázdna kocka, polovičný štvorček =
čiastočne zaplnená kocka).

Obr. 15: Schéma delenia priestoru, teleso a jemu prislúchajúci oktálny strom.

V podstate ide o rekurzı́vne delenie počiatočného priestoru (kvádru) na osem rovnakých
segmentov (oktantov), ktoré sú potom spracovávané rekurzı́vne – nastáva jedna z troch možnostı́
zaplnenia oktantu:

1. prázdny - void (V), empty (E) vynechaný z d’alšieho spracovávania
2. plný - full (F) vynechaný z d’alšieho spracovávania
3. zmiešaný - mixed (M), partial (P) d’alej rekurzı́vne delený a spracovávaný
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Rekurzı́vne delenie pokračuje dovtedy, kým každý výsledný oktant nie je homogénny vzhl’a-
dom na nejaké kritérium). Strom z obr. 15 sa dá zapı́sat’tak, že rekurziu (teda zmiešané vrcholy)
vyjadrı́me zátvorkami:

FFFFFV(FFFVFVVV)V .

Vel’kost’ (objem) oktantov sa v každej úrovni rekurzie 8-krát zmenšuje, takže po relatı́vne
malej hĺbke oktálneho stromu zı́skame vel’mi jemné delenie priestoru (vid’[Žára98]).
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V šablónových reprezentáciách je želaný tvar popı́saný šablónovanı́m 2-rozmernej funkcie
v 3-rozmernom priestore. Šablónovacia dráha (sweeping path) je označovaná ako chrbtica (spine),
prı́padne trajektória (trajectory); šablónovaná funkcia sa označuje ako rez (cross section), prı́-
padne obrys (contour); a geometrické vzt’ahy rezu a chrbtice sa označujú ako šablónovacie
pravidlo (sweeping rule). Najrozšı́renejšia reprezentácia v tejto triede je zovšeobecnený valec
(generalized cylinder) [Binf71]. Najjednoduchšı́ zovšeobecnený valec je kruh šablónovaný (po-
súvaný) po priamke, kde sa rovina kruhu a priamka pretı́najú pod uhlom 90 � , vytvárajúc klasický
valec. Ak je polomer kruhu lineárnou funkciou svojej polohy na danej priamke (presnejšie fun-
kciou dĺžky úseku priamky (úsečky) medzi počiatočnou a aktuálnou polohou kruhu), potom
týmto šablónovanı́m vznikne kužel’ (odtial’ pochádza meno zovšeobecnený kužel’ (generalized
cone) ). Na zahrnutie väčšej triedy tvarov boli definované rôzne typy zovšeobecnených valcov.
Priamkové homogénne všeobecné valce (straight homogeneous generalized cylinders) [Ponc89]
majú ako chrbticu priamku; avšak rez a šablónovacie pravidlo sú l’ubovol’né. Ďalšia forma zo-
všeobecnených valcov sa označuje ako krivkové rotačné telesá (curved solids of revolution), kde
chrbtica, rez, škálovanie rezu a šablónovacie pravidlo sú všetky nekonštanté. Možnou nevýho-
dou zovšeobecnených valcov je ich nejednoznačnost’. Pri reprezentovanı́ zı́skaných dát môže byt’
počiatočný rez definovaný vel’a spôsobmi, čo má za následok rôzne reprezentácie pre tie isté dáta.
Tento nedostatok bol prekonaný niektorými metódami už v minulosti (vid’napr. [Bhan87]) – vid’
[Arma93].
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„Šablónovaný objekt“ (sweep object) je dost’ všeobecný a nejednoznačný pojem. V praxi

sa skôr vyskytujú pojmy „šablónovaná plocha“ (swept surface), „šablónovaný objem“ (swept
volume) a „zovšeobecnený valec“ (generalized cylinder).

��� ����� � ��!�� ���������	���"����!�.�� � �

Zovšeobecnené valce sú triedou šablónovaných objektov definované 2-rozmerným obrysom
a 3-rozmernou trajektóriu. Obrys definuje rez objektu a trajektória definuje jeho dráhu. Sú štyri
základné typy šablónovaných objektov ([Bron90], s.77) :5 translačné: obrys l’ubovol’ný, trajektória = priamka5 rotačné: obrys l’ubovol’ný, trajektória = kružnicový oblúk5 kružnicové: obrys = kružnica, trajektória l’ubovol’ná5 zovšeobecnený valec: obrys aj trajektória sú l’ubovol’né

Na obr. 16 a 17 je prı́klad translačného resp. rotačného šablónovaného objektu.

Obr. 16: Prı́klad translačného šablónovaného objektu a jeho konštrukcia (hviezda predstavuje rez).

Obr. 17: Prı́klad rotačného šablónovaného objektu a jeho konštrukcia (lichobežnı́k predstavuje rez).
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Pozornost’bude teraz venovaná poslednému typu šablónovaných objektov, zovšeobecneným
valcom. Táto trieda môže byt’ d’alej rozdelená na profilované a neprofilované zovšeobecnené
valce.

� O�MB=�WhMBFHSJ?_PcSj?R;B]_O�MB=�WhMBFHSJ?_P�� MBF3N ;HM �e;`C`?R;B?_P8FHS_WDCL;
Termı́n „profilovaný“ označuje tvar obrysu počas šablónovania po trajektórii. Neprofilované

zovšeobecnené valce zachovávajú tvar obrysu konštantný počas šablónovania. To znamená, že
všetky zmeny v tvare sú určené samotnou trajektóriou.

Pri profilovaných zovšeobecnených valcoch je obrys škálovaný ako je šablónovaný po trajek-
tórii. Dve profilové krivky, V�� a V�� , určujú škálovacie násobky v dvoch na seba kolmých smeroch
ležiacich v rovine obrysu [Bron90]. Ten istý parameter je použitý pre trajektóriu aj pre profilové
krivky, takže v každom bode na trajektórii sú definované dva škálovacie násobky (vid’[Burf98]).

Podl’a normy ISO 10303-42 z roku 2000, definı́cia 4.4.62: „Šablónovaný povrch je taký, ktorý
je konštruovaný šablónovanı́m krivky po inej krivke.“

Teraz uvedieme jednoduchú definı́ciu zo sveta implicitných objektov (vid’[Bloo97]) :

Definı́cia 3.1.
Ked’ vzdialenost’ 	 od krivky definujeme pre trojrozmerné body, výsledná implicitná plocha je
zovšeobecnený valec (generalized cylinder). Pre kostru pozostávajúcu z J úsečiek, implicitná
definı́cia pre zovšeobecnený valec s polomerom ; je:

. t�� z � t �	�

�� t 	 t�� w úsečka

�
z � z z�� ; � 	�-<�B� (18)

Pre vizualizáciu tejto definı́cie: Výsledná implicitná plocha je tvorená valcami s polomerom; okolo jednotlivých úsečiek, pričom každý spoj bude z vonkajšej strany gul’ovitý – akoby v ňom
bola umiestnená gul’a s polomerom ; /

Ako protiklad k implicitnej definı́cii uvedieme popis parametrickej konštrukcie : Zovšeobec-
nené valce môžme považovat’za rozšı́renie klasických valcov. Presnejšie, kolmý valec s kruhovou
podstavou môžme definovat’ako teleso vyznačené kruhom, ktorý sa pohybuje po úsečke � kolmej
na disk. Nahrad’me tento kruh rovinným útvarom l’ubovol’ného tvaru, a taktiež nepožadujme, aby
úsečka � bola stále kolmá na tento rovinný útvar. Teraz ak sa rovinný útvar pohybuje po � , stále
paralelne k sebe, tak vyznačı́ teleso nazývané zovšeobecnený valec. Vzorec pre objem takéhoto
telesa je potom

� � (výška zovšeobecneného valca).(plocha rovinného útvaru), (19)

kde (výška zovšeobecneného valca) teraz znamená vertikálnu vzdialenost’medzi vrchom a spod-
kom zovšeobecneného valca (vid’[Nezn00]).

Teraz načrtneme abstraktnejšiu a formálnejšiu definı́ciu šablónovaného objemu:
Ak � je trajektória v 1�� , ktorá obsahuje rotácie, � môže byt’parametrizovaná cez 9 ako

����9 t�9azNw (20)
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kde 9^t�9az je t 	 � -\z -rozmerná homogénna matica určujúca pozı́ciu a orientáciu v 1 � . Takéto
matice majú tvar � �

�� �d�d� � -�� w (21)

kde
�

je 	 -rozmerná ortonormálna matica rotácie a � je 	 4 - vektor posunutia.
To nám dáva novú pozı́ciu a orientáciu v každom čase 9 . Definujme ��� ako nejakú množinu� � 1 � transformovanú homogénnou maticou 9 , t.j.:

��� � �[9 I / I �	� � (22)

Definujme šablónovanie množinou � � 1 � po l’ubovol’nej trajektórii � (označujeme� t
�3w �dz ) ako:

� t
��w �dz � ��
��� ��� (23)

Intuitı́vne, t’aháme � po trajektórii � , pričom � skrúcame a otáčame (vid’[Abra95]).
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Definı́cia šablónovaného objektu závisı́ na troch faktoroch:

1. špecifikácia generátora – objektu, ktorý bude šablónovaný;

2. špecifikácia trajektórie – šablónovacej cesty;

3. špecifikácia orientácie generátora počas postupu po trajektórii.

Definı́cia 3.2.
Nech � � w�� � w�� � w�� sú l’ubovol’né intervaly na 1 / Ak je daný generátor ��t���w��ew ��z , 6
	���� � 4�� � 4
� � ,9�	�� 1 � , krivka trajektórie �et 9az , 6�� ��� , 9�����1 � , a transformácia súradnicového repéru
(coordinate frame) �Tt�9az , 6��G��6�� , 9
���:1 � � � , potom šablónovaný objekt (swept object) � je
definovaný ako množina bodov, kde

��t���w��ew ��w 9az ���et�9az(���#t���w��ew ��z��Tt 9az (24)

pre nejaké 9��06
�ew\t���w��ew ��z �06�	 /
Šablónované objekty definované touto definı́ciou sú skutočne dost’ všeobecné. Dovol’ujú

l’ubovol’nému parametrickému telesu šablónovat’po parametrickej krivke, využı́vajúc l’ubovol’né
transformácie súradnicového repéru na definovanie orientácie/prehýbania telesa v nejakom bode
krivky. To naprı́klad dovol’uje, aby bol generátor škálovaný, rotovaný alebo prehýbaný (vektory
súradnicového rámu nemusia byt’navzájom kolmé) pri postupe po krivke (vid’[Conk00]).

Takéto šablónované objekty (šablónované objemy) sa použı́vajú väčšinou pri počı́tačových
simuláciách v mechanike a výpočtoch dráhy pre (obrábacie) roboty.

Dôležité pre výsledný tvar šablónovaného objektu je zmena normály rezu – pri pohybe
po chrbtici rez bud’ kopı́ruje normálou dotyčnicu chrbtice, alebo ju má počas celého pohybu
konštantnú (vid’obr. 18). Rozdiel l’ahko vidno – kým prvý prı́stup simuluje ohýbanie tyče s daným
profilom podl’a krivky chrbtice, pri druhom prı́stupe rez „vykrajuje“ do priestoru výsledný objekt,
pričom sleduje chrbticu a je stále paralelne k východzej pozı́cii.

Pri pohybe rezu po chrbtici (trajektórii) má rez bud’ konštantnú orientáciu vzhl’adom na
normálu rezu, alebo sa orientácia rezu menı́ podl’a normály (vektora krivosti) chrbtice (vid’
obr. 19). Menenie tejto orientácie rezu má význam pri modelovanı́ napr. objektu obtáčajúceho iné
objekty, okolo ktorých sa krúti krivka chrbtice. V CAD-systémoch je väčšinou implementovaná
len konštantná orientácia rezu vzhl’adom na normálu rezu, prı́padne sa dá zmenit’zadefinovanı́m
druhej chrbtice (kol’aje (2-rail)), ktorej relatı́vna pozı́cia od prvej chrbtice určuje orientáciu rezu,
prı́padne jeho škálovanie.

Ked’že definı́cia 3.2 je pre modelovanie výpočtovo dost’ náročná (kvôli komplexnosti ge-
nerátora), nasledujúca (def. 3.3), podobná definı́cia, je pre modelovanie vhodnejšia – budeme
uvažovat’prı́pad, ked’generátorom je 2-rozmerná krivka (rez) ) (a teda v 3-rozmernom priestore
definujeme jej tretiu súradnicu ako � ) a krivka trajektórie je 3-rozmerná krivka � / Na druhej strane
umožnı́me definovat’ J kriviek rezu t�) "[w /�/�/ w )! >z a ich interpolovanie t�. � w�/�/�/%wN. � z�/ Výsledná
krivka rezu ) t���w��Rz�� � �

�
� � .

�
t��Vz�) ��t��Rz bude {:��w��j� 6 
 umiestnená do bodu ��t��Vz a nato-

čená tak, aby sa jej natočený súradnicový repér t��7"#"�w��&%$"�w��('%"sz prekrýval s Frenetovým repérom
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Obr. 18: Šablónovanie: Chrbtica, šablónovanie štvorca s normálou dotyčnice chrbtice a s konštantnou
normálou (zl’ava).

Obr. 19: Šablónovanie: šablónovanie zrezaného kruhu s konštantným natočenı́m vzhl’adom na normálu
rezu a s natočenı́m v.n.n.r. podl’a normály (vektora krivosti) chrbtice (zl’ava). Vpravo vzniká dojem obtá-
čania hadice okolo valcov – l’avý v smere osi � , pravý v smere osi � .

� v � (vid’ definı́ciu 1.11) nasledovne: ��" " � 0 t��Vz , �&% " �41�t��Vz , �(' " � /`t��Vz , čo zabezpečı́me
rozloženı́m bodu interpolovaného rezu ) na súradnice, ktorými potom postupne vynásobı́me
zložky Frenetovho repéru krivky � v bode � t��Vz�/ (Umiestnenie rezu do bodu ��t��Vz realizujeme
posunom ) t�� w �_z3� ��t��Vz .) Ďalej dovolı́me odchýlenie referenčného bodu )8t���w 	 
 � 6��%z rezu od
krivky � pridanı́m vektora posunu (shift) �>t��Vz – tým sa bude dat’menit’excentricita rezu počas
šablónovania. Ponecháme pritom transformáciu � súradnicového repéru.

Definı́cia 3.3.
Nech �ew�� sú l’ubovol’né intervaly na 1+w � -.J^� � a �D"[w��&%�w��(' sú vektory štandardnej ortonor-
málnej bázy 0 � � 4 	 . Ak je v 0 � dané:

5 krivka trajektórie (chrbtice) ��/ �x2 0 � , (teda 6 
 ��� )
4vid’definı́ciu 1.9
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5 krivky rezu ) � / � 2 0 � 4 �
� � , �@� -�w /�/�/%wDJ ,

5 ich interpolačná funkcia ) t���w��Rz#� � �
�
� � .

�
t��Vz�) ��t��RzNw0. � w /�/�/ wN. � />6 
 2 * �Rw�-8, ,t {:���06 
 z � �

�
� � .

�
t��fz�� - ,

5 váhovacie funkcie � � w � � /H6 
 2 * �_w -8, ,
5 transformácia � /H6 
 2 1�� � � Frenetovho repéru

5 a odchýlenie �
/H6 
 2 0 � 4 �
��� rezu od trajektórie,

potom šablónovaný povrch (swept surface) alebo zovšeobecnený valec (generalized cylinder) �
je definovaný ako množina bodov, kde

� t���w��Rz � � t��fz(� � t��) t���w��Rz � �#"�z * t - 	 � � z 0 t��Vz � � � �#">, � (25)�xt �) t���w��Rz � �&%\z8* t - 	 � � z 1�t��Vz(� � � �&%8,���4 �Tt��Vz w
�)�t���w��Rz � �� �

� � .
�
t��Vz�) ��t��Rz(� �>t��Vz w (26)

pre každé ���06 
 w � �06 ����/
Ak ��t��Vz je regulárna krivka (t.j. prvá derivácia � t��Vz nie je nulový vektor), je aspoň

	 �
-spojitá

a vektory 2��t��fz , 3� t��Vz sú lineárne nezávislé, môžme zvolit’ /`t��Vz , 0�t��Vz , 1�t��Vz podl’a Frenetovho
repéru, čiže

/`t��Vz�� 2��t��VzP 2��t��Vz P w 1�t��Vz�� 2��t��Vz*4 3��t��VzP 2��t��Vz*4 3��t��Vz P w 0 t��Vz��5/`t��Vz*461�t��Vz w (27)

(vid’[Jbook] pre porovnanie).

Definı́cia 3.3 je vhodná na parametrické modelovanie zovšeobecnených valcov. Užı́vatel’
zadá 2-rozmerné krivky rezu ) � , 3-rozmernú krivku trajektórie � , prı́padne ešte transformáciu
� Frenetovho repéru počas šablónovania, váhovacie funkcie � � w � � a odchýlenie � , čı́m defi-
nuje rôzne deformácie rezu – otáčanie v l’ubovol’nom smere, škálovanie, deformovanie, zmenu
excentricity a predovšetkým l’ubovol’né interpolovanie medzi zadanými rezmi. Váhovacie fun-
kcie � � w � � umožňujú plynulý prechod od úplného kopı́rovania dotyčnice a normály chrbtice po
úplnú konštantnost’(vid’obr. 18 a 19).
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Nulová krivost’ Problémy vzniknú v bodoch, kde krivost’ 
�� t��fz (curvature) chrbtice je nulová,
t.j. kde 3� t��Vz je násobkom 2� t��Vz . Prı́klady zahŕňajú inflexné body a body na priamkovom úseku
chrbtice, kde 3� t��Vz�� � . Takéto body sa zriedka vyskytujú na priestorových krivkách, ale sú
bežnejšie na planárnych krivkách, ktoré sa často použı́vajú v praxi. Na priamkovom úseku
sa vektor 3��t��Vz zvykne definovat’ ako interpolácia 3� t�� � z a 3� t�� � z , kde � � , � � sú krajné body
priamkového úseku.

Prudké zmeny vektorov Frenetovho repéru Ak je skoková nespojitost’v 3��t��Vz , smery 1�t��Vz
a 0 t��Vz sa v bode ��t��Vz prudko zmenia ([Bron90], s. 80). To sa môže stat’ v bodoch s nulo-
vou krivost’ou (vyššie spomenuté). Upozornenie: Ak je krivka reprezentovaná parametrickými
splajnovými segmentami, k takýmto skokom dochádza ak segmenty nie sú na spojoch aspoň	 �

-spojité (vid’[Burf98]).

��������� 
 �
��� , ) ,/�������7# ,/��#%�"!���� )6#%.�� 
�� ��#3� �*�-,/�

��Mf]BEDZ � MBF3N ;HM �e;`C`?R;J?R;B?��HC`QGFHSBWDC MBF
Vo všeobecnejšej špecifikácii zovšeobecnenených valcov trajektória a rezy môžu byt’definované
l’ubovol’nými krivkami. Ak reprezentujeme krivku trajektórie trojrozmernou parametrickou fun-
kciou �%t��Vz���tv} �`t��VzNws} ��t��Vz ws}��\t��fzaz a rez rovinnou krivkou �et��Rz���tv� �Ht��Rz ws� � t��Rzaz , potom rovnica
povrchu zovšeobecneného valca � t���w��Rz formovaného šablónovanı́m �et��Rz po �%t��Vz môže byt’
reprezentovaná ako

� t�� w �_z�����t��Vz(���et��Rz�� �Vt��Vz w (28)

pre �
�
� � � � 7 , �

�
� � � � 7 , kde �ft��Vz��(tv���`t��VzNws���Lt��Vz z je lokálna súradnicová sústava,

ktorá definuje orientáciu rovinnej krivky �et��Rz v trojrozmernom priestore. Orientácia vektorov
sa bežne definuje referenčnou súradnicovou sústavou určenou Frenetovým repérom. Pre každý
bod kostry definuje táto referenčná sústava tri ortogonálne vektory ktoré sú závislé na lokálnom
tvare trajektórie. Rezy sú potom umiestnené do trojrozmerného priestoru namapovanı́m ich
dvojrozmernej definı́cie do jednej z rovı́n Frenetovho repéru (t.j. zväčša do normálovej roviny).
Frenetov repér nie je definovaný pre body, v ktorých je krivost’nulová, preto je definı́cia repéru
prispôsobená nahradenı́m normálového vektora repéru l’ubovol’ne zvoleným vektorom kolmým
na trajektóriu � 5 	 . V rozšı́renej definı́cii zovšeobecnených valcov sa krivky rezu menia pozdĺž
trajektórie. V tom prı́pade sú rezy predefinované a závisia od parametrov � a � ako �et���w��Rz��tv� �`t�� w �_zNws� � t���w��Rz z . Teda, z rovnosti (28) dostávame

� t���w��Rz#����t��fz(���et���w��Rz �<�Vt��fz�/ (29)

5Na priamkovom úseku sa tento vektor zvykne definovat’ ako interpolácia normálových vektorov v krajných
bodoch priamkového úseku, ak je tam krivost’nenulová
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Dajú sa zı́skat’ rôzne triedy zovšeobecnených valcov založených na špecifických definı́ciách
funkciı́ ��t��fz a �et�� w �_z . Zahrnutı́m koncepcie interpolácie obrysov môžme definovat’ špeciálny
tvar rovnosti (29). Podl’a neho je zmena tvaru po trajektórii určená dvomi rezmi �D"Lt��Rz a � %>t��Rz
a interpolačným pravidlom. Teda krivka �et�� w �_z v rovnosti (29) je definovaná funkciou ktorej
počiatočná a koncová hodnota je daná

�et��
�
w��Rz�����"Lt��Rz w �et�� 7�w��Rz���� %Ht��_z�/ (30)

Pravidlo určujúce prechod je zadané funkciou prelı́nania
� t��Vz�� * �_w�- , . Teda,

�et�� w �_z � � t��Vz ��"\t��Rz(��t - 	 � t��fzaz � %Lt��RzQ/ (31)

Naprı́klad lineárna interpolačná schéma môže byt’určená funkciou
� t��Vz � t�� 	 �%7�z �_t��

�
	 � 7\z .

Podl’a interpolačnej schémy v rovnosti (31) je zovšeobecnený valec definovaný ako

� t���w��Rz#���%t��Vz(��t � t��Vz ��" t��_z(�3t -R	 � t��Vzaz � %>t��_zaz��<�Vt��VzQ/ (32)

Táto rovnost’ poskytuje popis interpolácie krivky šablónovacı́mi technikami a predpokladá, že
obrysy ��" t��Rz a � %>t��Rz sú kompatibilné. V nasledujúcom odseku budeme uvažovat’ definı́ciu
kompatibilných obrysov uniformnou parametrizáciou zı́skanou Fourierovým rozšı́renı́m kriviek
(vid’[Agua99]).

��SRO�S ��;HKnO�E ���_C�EDS^I`O EhF`ED;JI�O�; �HU
V tomto odseku budeme uvažovat’ verziu rovnosti (32) pre kompatibilné obrysy, použijúc

uniformnú parametrizáciu popı́sanú Fourierovým rozšı́renı́m. V tomto prı́stupe sú prechody
medzi obrysmi modulované frekvenčnými zložkami, ktoré určujú vlastnosti rozličných úrovnı́
detailov kriviek. Ak uvažujeme rozšı́renie kriviek �D"Lt��Rz a � %Ht��Rz využitı́m Fourierových radov,
rovnost’(32) sa dá prepı́sat’ako

� t���w��Rz�����t��Vz(��� �J� t � � t��Vz���t ��" t��Rzaz(� � � t��fz���t � %Ht��_zaz z � �Vt��fz (33)

kde � resp. �-�J� označujú Fourierovu transformáciu resp. inverznú Fourierovu transformáciu.
Funkcie

� � t��fz a
� � t��Vz modulujú frekvencie tvarov v transformácii, udávajúc kol’ko z informačnej

frekvencie z počiatočného (initial) a z koncového (final) rezu je zahrnutej v nejakom medzistup-
ňovom reze. V tejto definı́cii sú dané počiatočné a koncové podmienky

� � t��
�
z � - , � � t��

�
z � � ,� � t��V7\z
� � a

� � t��V7\z
� - . Tieto podmienky možno definovat’ lineárnym vzt’ahom medzi fun-
kciami (t.j.

� � t��fz�� - 	 � � t��Vz ), ale sú možné aj iné funkcie, ktoré kombinujú frekvenčné zložky
obidvoch tvarov. Fourierovo rozšı́renie �D"Lt��Rz sa dá zı́skat’tak, že si predstavı́me túto krivku vlo-
ženú do komplexnej roviny. Jej Fourierovo rozšı́renie sa dá potom diskrétne definovat’eliptickými
koeficientami

} ���
	 � �I �� �
� �

� � �
��� t �&�_zNw ~ ���
	 � �I �� �
� � �

�
����� t ���Rz w

} ��� 	 � �I �� �
� �

� � � 
 � t �&�_zNw ~ ��� 	 � �I �� �
� � �

�
� 
 � t �&�_zNw

(34)
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kde t �
�
w �

�
z sú reálne a imaginárne zložky I bodov na krivke �D"Lt��_z . V tomto rozšı́renı́ krivku

dostaneme ako sumu reálnej a komplexnej funkcie. Na definovanie rozšı́renia v Euklidovskej
rovine uvažujeme krivky ��" t��Rz a � %Ht��Rz zložené z dvoch ortonormálnych zložiek. Konkrétne,
��"Lt��Rz�� tv� � � t��Rz w � ��� t��Rzaz a � %>t��Rz � t�� � � t��Rz ws� � � t��Rz z . Ak stotožnı́me zložky každej krivky s reálnou
a imaginárnou osou komplexnej roviny, zı́skame Fourierovo rozšı́renie kriviek. Teda

� ��� � �� �
� �

� } ��� 	 ����� t �&�_z(� ~ ��� 	 � 
 � t �&�_z ��w � � � � �� �
� �

� } � � 	 �
��� t ���Rz � ~ � � 	 � 
 � t ���Rz �>w
� � � � �� �

� �
� } � � 	 ����� t �&�_z(� ~ � � 	 � 
 � t �&�_z � w � � � � �� �

� �
� } � � 	 �
��� t ���Rz � ~ � � 	 � 
 � t ���Rz � w

(35)

kde J označuje počet koeficientov použitých na aproximovanie krivky a koeficienty } � �
	 ,} � � 	 , ~ � � 	 , ~ � � 	 sú vypočı́tané analogicky k rovnosti (34). V tejto reprezentácii sme potlačili
člen Fourierovho radu s nulovou frekvenciou, ked’že pozı́cia krivky je určená ��t��Vz bez d’alšı́ch
posunutı́.

Obr. 20: Prı́klady zodpovedajúcich si bodov definovaných na dvoch dvojrozmerných obrysoch – (a)
použitı́m parametrizácie oblúkovej miery; (b) určenı́m význačných bodov.

Na dosiahnutie uniformnej parametrizácie dvoch kriviek rezu, ktoré určujú zovšeobecnený
valec je nutné dat’ rovnaké hodnoty parametra � zodpovedajúcim bodom na krivkách �:" t��Rz
a � %>t��Rz . Eventuálne môže byt’uniformná parametrizácia definovaná použitı́m oblúkovej miery,
kde hodnota parametra � priradená každému bodu obrysu predstavuje vzdialenost’od počiatoč-
ného bodu po obryse, normalizovanú � � . Ked’že krivky sú vykresl’ované v digitálnych obrázkoch,
vzdialenost’môže byt’určená vypočı́tanı́m ret’azcového kódu (chain code) obrysu. Obrázok 20a
ukazuje prı́klad zodpovedajúcich si bodov definovaných pre dva dvojrozmerné obrysy použitı́m
parametrizácie oblúkovej miery. Môžme zahrnút’d’alšie parametrizácie na definovanie zodpove-
dajúcich bodov. Naprı́klad význačné body môžu byt’ skompatibilnené, ak im priradı́me tú istú
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hodnotu parametra � . Obrázok 20b ukazuje prı́klad, kde rohy určené v každom obryse sú pou-
žité na definovanie rozdelenia parametra � , a teda časti kriviek medzi význačnými bodmi môžu
byt’ uniformne rozdelené normalizovanou parametrizáciou oblúkovej miery. Dôsledkom para-
metrizácie tvaru je, že rohové body sú zosúladené. Zložitejšie zhodovania medzi bodmi sa dajú
zı́skat’inými technikami analýzy tvarov, akými sú zhoda krivosti alebo zovšeobecnené symetrie
(generalized symmetries) (vid’[Agua99]).

Zahrnutı́m Fourierovho rozšı́renia (popı́saného v rovnostiach (34) a (35)) do definı́cie zovše-
obecnených valcov popı́sanej v rovnosti (33), bude tvar medzistupňových rezov určený kombi-
novanou formou koeficientov } ��� 	 , ~ ��� 	 , } � � 	 , ~ � � 	 a } � � 	 , ~ � � 	 , } � � 	 , ~ � � 	 . Teda

� t���w��Rz�����t��Vz(� ��
� � �

��� � � t��Vz � � t��Vz���� } ��� 	 ~ ��� 	} � � 	 ~ � � 	�� � ����� t ���Rz� 

� t ���Rz � � �`t��fz!�
� � � � t��Vz � � t��Vz���� } � � 	 ~ � � 	} � � 	 ~ � � 	�� � �
��� t ���Rz� 
 � t ���Rz � � �>t��fz �)/ (36)

V tomto vyjadrenı́ funkcie
� � t��Vz a

� � t��fz menia frekvenčné zložky uniformne (t.j. všetky frek-
vencie sú kombinované v rovnakom pomere). Na zavedenie Fourierovho morfovania musia byt’
funkcie

� � t��Vz a
� � t��Vz závislé na frekvenčnej zložke � . Hoci toto rozšı́renie poskytne všeobecnú

schému na deformovanie alebo morfovanie rezov pozdĺž trajektórie, môže byt’ nepraktické,
pretože obsahuje vel’a parametrov špecifikujúcich interpolačnú funkciu pre každú frekvenciu.
Vhodnejšie je uvažovat’, že všetky frekvencie podliehajú zmene parametrickej funkcie prelı́na-
nia. Podl’a toho je konkrétna zmena pre každú frekvenciu definovaná priradenı́m hodnoty jednému
parametru. Naprı́klad, jednoduchá funkcia prelı́nania je daná lineárnou interpoláciou v tvare

� t���w �Lz#� � 	 �- 	 � (37)

Interpolácia definovaná touto lineárnou funkciou je ukázaná na obr. 21a.

Obr. 21: Prı́klady funkciı́ prelı́nania: (a) lineárna interpolácia pre hodnoty 	 � ��
 � � 	�� ��� �� � �� zl’ava, (b)
interpolácia racionálnym polynómom pre hodnoty 	 � ������� ��� �� � �� zl’ava.
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K obr. 21: Parameter � zabezpečuje ovládanie „miery zmeny“ (rate-of-change) frekvenčnej
zložky. Interpolácia na obr. 21b zodpovedá racionálnemu polynómu

� t���w �Lz#� t -�� �Lz �-�� �@� w (38)

ktorý umožňuje interpoláciu s hladkou zmenou vo frekvenčnej zložke. Naprı́klad, ked’ ���B� /���� ,
lineárna zmena v rovnosti (37) spôsobı́ nulovú frekvenčnú zložku pre tri štvrtiny krivky a celá
transformácia sa uskutočnı́ na poslednej štvrtine krivky. Tá istá hodnota � v rovnosti (38) má
podobný efekt, ale hodnoty

� t���w ��z predstavujú hladkú transformáciu. Špecifikácia transformácie
založená na týchto funkciách je definovaná zvolenı́m hodnoty � pre každú frekvenčnú zložku � .
Nasledovne môže byt’funkcia prelı́nania v rovnostiach (37) a (38) predefinovaná ako

� t���w �_t �Bzaz#� � 	 �Bt �Bz- 	 �_t �Bz w a
� t���w �_t �Bzaz#� t -�� �Bt �Bz zA�-�� �Bt �Bz � / (39)

Týmto spôsobom je zmena alebo morfovanie pozdĺž krivky trajektórie úplne určené definovanı́m
diskrétnej funkcie �_t �Bz . Každá hodnota tejto funkcie má intuitı́vny význam vzhl’adom na rýchlost’
zmeny rôznych úrovnı́ detailu (levels of detail) tvaru. Ich hodnoty závisia na spôsobe, akým
sa rez menı́ po trajektórii pre jednotlivé objekty. Všeobecne je vhodné interpolovat’ nı́zkymi
frekvenciami skôr ako vysokými frekvenciami. Týmto spôsobom sú najprv určené hrubé črty
a potom sú pridávané jemné detaily. Výsledkom je dosiahnutie hladkých prechodov medzi rezmi.
Vysoké hodnoty funcie � určujú vysoké frekvencie, ktoré umožňujú jemný detail, kým nı́zke
hodnoty funkcie � určujú hrubý tvar obrysov. Takže hodnota funkcie �Bt �Bz určuje rýchlost’zmeny
rôznych úrovnı́ detailu po obryse (vid’[Agua99]).:<;>=@?BADC�EDS^I`O EhFJI �8KnO�S�� ;JILK �JO ED;

Na zobrazenie zovšeobecneného valca je nutné vygenerovat’množinu rezov a potom skonštru-
ovat’plochu medzi nimi. Rezy môžu byt’definované určenı́m množiny bodov na krivke trajektórie
��t��fz bud’iteratı́vnym vyčı́sl’ovanı́m, alebo procesom podrozdelenia (subdivision). V iteratı́vnom
postupe sú body na krivke generované inkrementálne rozmiestnenými hodnotami parametra � .
Ked’že krivka trajektórie je definovaná v trojrozmernom priestore, konštantné prı́rastky neza-
bezpečia, že projekcia krivky trajektórie v obrazovej rovine bude mat’ regulárne rozdelenie.
Efektı́vnejšı́ spôsob určovania bodov na krivke iteratı́vnym vyčı́sl’ovanı́m je pomocou diferen-
ciı́. Techniky podrozdel’ovania zodpovedajú v podstate efektı́vnej implementácii adaptı́vnemu
vyčı́sl’ovaciemu postupu. Tieto techniky boli vo vel’kom použı́vané na zobrazovanie niekol’kých
grafických modelov ako sú splajny, parametrické plochy, polynomiálne plochy a vyhladzovanie
mnohostenov. Efektı́vne implementácie podrozdel’ovacı́ch technı́k závisia na presnosti a rých-
losti generovania bodov podrozdelenia. Generovacia technika predložená v tomto odseku použı́va
prı́stup podrozdelenia na určenie bodov na krivke trajektórie, ako aj bodov na krivkách rezov.
Krivky trajektórie sú určované rekurzı́vnym postupom, ktorý zabezpečuje rýchly výpočet polohy
rezu s adekvátnym ovládanı́m hladkosti ohybu, a predsa vyžaduje len malý počet parametrov.
Postup na zı́skavanie bodov rezových kriviek rekurzı́vne podrozdelı́ krivku z rovnosti (36) podl’a
parametra � . Body na dvoch susedných krivkách rezov vytvárajú malé plôšky (štvoruholnı́ky),
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ktoré môžu byt’použité ako mnohouholnı́ková reprezentácia. Naviac, plôšky môžu byt’robené o
vel’kosti jedného pixelu na zobrazovanie exaktného povrchu zovšeobecneného valca. Konštrukcia

Obr. 22: Prı́klady definı́cie dvojrozmernej krivky trajektórie. (a) Bod ohybu � � definovaný v strede. (b)
Bod ohybu � � definovaný vyššie.

krivky trajektórie je znázornená na obr. 22. Tento obrázok ukazuje dva prı́klady určenia krivky
trajektórie v dvojrozmernom priestore. Body � � a � � je počiatočným resp. koncovým bodom
krivky a bod � � určuje polohu bodu ohybu s parametrom � definujúcim krivost’. Rekurzı́vnym
postupom je určený nový bod ( � � ) medzi dvomi bodmi na krivke ( � � a � � ) použitı́m lineárneho
vzt’ahu. Teda

� � ��� � � � � � � � �
� t - 	��fz�/ (40)

Nové body medzi � � a � � , resp. medzi � � a � � sú vypočı́tané tým istým postupom. Pre tieto
segmenty sú určené nové body ohybu ako

� � � � � � � � �� w � ��� � � � � � �� w (41)

Tá istá procedúra je aplikovaná v následných podrozdeleniach. Obr. 22a ukazuje, ako závisı́
hranatost’ alebo hladkost’ krivky na hodnotách parametra � . Obr. 22b ukazuje, ako bod ohybu
určuje pozı́ciu maximálnej krivosti. Rozšı́renie na krivky v trojrozmernom priestore je priamo-
čiare. Krivka generovaná týmto rekurzı́vnym postupom je obmedzená na jeden ohyb. Počiatočný
obrys ��" t��Rz a koncový obrys �&%�t��Rz sú definované v počiatočnom a v koncovom bode krivky
trajektórie. Toto implikuje, že krivka trajektórie nemôže mat’žiaden priesečnı́k a že definı́cia ne-
dovol’uje použitie viacerých obrysov. Napriek tomu je možné zı́skat’komplexné zovšeobecnené
valce s trajektóriou obsahujúcou niekol’ko kriviek a prienikov, a to definovanı́m viacerých kriviek
trajektórie v postupnosti tak, že koncový bod jednej krivky trajektórie je zároveň počiatočným
bodom nasledujúcej. Použitie viacerých častı́ taktiež umožňuje zahrnutie viacnásobných obry-
sov, lebo obrys v bode spájajúcom po sebe idúce krivky trajektórie, môže byt’určený l’ubovol’ne.
Hoci predchádzajúca rekurzı́vna definı́cia kriviek trajektórie môže byt’ použitá na výpočet ako
dotyčnicových tak aj normálových vektorov (teda na určenie lokálnej súradnicovej sústavy danej
Frenetovým repérom), je možná všeobecnejšia špecifikácia zovšeobecneného valca – zahrnutı́m
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orientácie rezov v interpolačnej sústave. Takže môžme špecifikovat’ orientáciu obrysu pre po-
čiatočný a koncový bod krivky trajektórie a potom určit’ orientáciu medzistupňového rezu ako
interpolačnú funkciu. V tejto špecifikácii, ak je smer po sebe idúcich obrysov v bodoch spojov
rovnaký (bez ohl’adu na ich hodnoty), potom čiastková interpolácia trajektórie môže mat’spojitú
prvú deriváciu. Toto sa podobá Hermitovskej interpolačnej schéme, ale špecifikácia častı́ dovo-
l’uje definovanie nespojitostı́ v bodoch ohybu. Ked’ je orientácia krivky trajektórie považovaná
za nezávislú od Frenetovho repéru, potom je nutné špecifikovat’inú interpolačnú funkciu, ktorá
definuje zmeny orientácie od počiatočného po koncový obrys. Navrhujeme definovat’orientáciu
medzistupňových obrysov ako lineárnu interpoláciu dotykového a normálového vektora v po-
čiatočnom a koncovom bode krivky trajektórie. Avšak aj iné interpolácie môžu byt’zahrnuté na
zvýšenie popisnej sily. Táto definı́cia poskytuje viac kontroly nad orientáciou plochy ako použitie
Frenetovho repéru. Bežná implementácia pozostáva z určenia implicitných hodnôt počiatočného
a koncového rezu podl’a krivosti krivky trajektórie. Tieto hodnoty potom môžu byt’ menené
užı́vatel’om na zı́skanie celej palety zovšeobecnených valcov. (vid’[Agua99]).
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Myšlienka použı́vania izoplôch pre geometrické modelovanie bola pôvodne navrhnutá Blinnom
v roku 1982 [Blin82]. V tomto modeli, implicitný 3D objekt je definovaný množinou stavebných
prvkov (primitives) �

�
, z ktorých každý je považovaný za zdroj pol’a potenciálu �

�
t � w �Vw ��z .

V danom bode ��t � w�� w �>z euklidovského priestoru sa skombinujú polia generované všetkými
stavebnými prvkami, čı́m vzniká globálna funkcia pol’a � t � w�� w �>z :

� t � w �Vw ��z�� �� �
� � �

�
t � w�� w �>z (42)

3-rozmerný povrch 
 môže byt’ generovaný vypočı́tanı́m bodov, pre ktoré sa � t � w �Vw ��z rovná
danej prahovej hodnote � :


 � �Rt � w �Vw ��z�� 1 � �a��t � w�� w �>z���� � (43)

O funkcii pol’a �
�
t � w�� w �>z sa dá uvažovat’ako o celku, radšej však použijeme peknú alternatı́vu –

definovanı́m �
�

ako funkcie zloženej z dvoch funkciı́, �
�
t � w �Vw ��z���.

�
y 	

�
t � w �Vw ��z , kde

5 	
�
/,1 � 2 1 � je funkcia vzdialenosti, 5 .

�
/)1 � 2 1 je funkcia potenciálu.

Funkcia 	

�
t � w�� w �>z charakterizuje vzdialenost’medzi bodom ��t � w�� w �>z a stavebným prvkom �

�
,

zatial’ čo funkcia .
�
t 	Rz charakterizuje spájacie vlastnosti �

�
(vid’ [Blan95]). Rozdelenie funkcie

pol’a na tieto dva komponenty poskytuje spôsob zatriedenia už existujúcich modelov, ktoré môžu
byt’ porovnané bud’ v spôsobe, akým počı́tajú funkciu vzdialenosti alebo funkciu potenciálu –
(vid’[Cres96]).

�eUe? I[C�EDST]eMBKN;B?BCLE �BW U
Vel’a formuláciı́ funkcie .

�
t 	`z bolo predložených v predchádzajúcich prácach (vid’ [Blan95]

pre prehl’ad). V tejto implementácii je použitý jednoduchý variant funkcie navrhnutej v [Nish85]:

{ 	 � 1 � .#t 	 � z��
Z�� � � � � � � �� � � � � ��


�
ak 	

� -
-� inak
(44)

V tejto formulácii je parameter =c� * �_w�-8, stupňom vol’nosti (degree of freedom) umožňujúci užı́-
vatel’ovi ovládat’spájanie: čı́m vyššia hodnota, tým jemnejšı́ spoj. Je potrebné podotknút’navyše
dve veci o rovnosti (44). Po prvé, všimnime si, že hodnota � � = t�� 	 = z môže byt’predvypočı́taná
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pre každý stavebný prvok. Výpočet vyžaduje iba 4 operácie v pohyblivej rádovej čiarke (1 test, 1
odčı́tanie a 2 násobenia). Po druhé, kvôli svojej asymetrii nad a pod prahovou hodnotou ��� - ,
funkcia � t 	`z môže byt’použitá, len ked’všetky stavebné prvky majú kladné potenciály. Ked’sú
požadované záporné stavebné prvky, mala by byt’použitá symetrická funkcia (niektoré prı́klady
sú predložené v [Wywi89], [Blan95]) – (vid’[Cres96]).

�eUe? I[C�EDSGF �LXeEDS_Wh;J?RMJZNK E
Táto implementácia je založená na myšlienke anizotrópnych funkciı́ vzdialenosti, ktorá bola

predložená v [Blan95] a ktorá tu bude rozšı́rená. Základná myšlienka je definovat’každý stavebný
prvok ako jediný bod zdroja asociovaný s anizotrópnym pol’om (t.j. pole závisiace na smere od
stavebného prvku). Preto jeden stavebný prvok generuje množinu koncentrických hviezdicovi-
tých izoplôch závisiacich na hodnote prahu. Jeden z týchto povrchov sa nazýva hraničná plocha
(front surface) a reprezentuje maximálny rozsah pol’a (t.j. pole mimo tohto limitu nie je). Teda,
daný bod � je charakterizovaný pomerom vzdialenostı́ (distance ratio) 	 � P � � P ��P � � P ,
kde � je prienik hraničnej plochy a priamky spájajúcej � s � (vid’obr. 23). Výsledná hodnota
pol’a v bode � sa zı́ska vypočı́tanı́m funkcie potenciálu .#t 	Rz pre pomer vzdialenostı́ 	 . Táto myš-
lienka pomeru vzdialenostı́ bola predložená vo [Wywi89] pre špecifickú triedu hraničných plôch
(menovite superkvadriky), ale môže byt’použitá pre l’ubovol’né hviezdicovité objekty. V nasle-
dujúcich odsekoch bude navrhnutých niekol’ko efektı́vnych postupov na generovanie hraničných
plôch pre rozličné útvary (vid’[Cres96]).

M

M

P

Obr. 23: Bod zdroja � s anizotrópnu funkciou pol’a.
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Prvou možnost’ou generovania hraničnej plochy anizotrópnou funkciou vzdialenosti je definovat’
to, čo nazývame rotačné stavebné prvky (rotational primitives) (tento pojem je prebratý z klasi-
fikácie šablónovaných objektov predloženej v [Bron89]). V tom modeli je každý stavebný prvok
určený bodom � a vektorom  . Každý bod ��t � w��Vw �>z euklidovského priestoru môžeme dat’do
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vzt’ahu so stavebným prvkom t��mw9 z vypočı́tanı́m jeho polárnych „súradnı́c“ � 6 	 :
9�� P � � P a W
����� �
����� � � � �� P � � P P� P � w (45)

ale tento proces vyžaduje drahý výpočet (druhá odmocnina, ��� ���
��� ). Ponúka sa alternatı́vne
riešenie, nazývané pseudopolárne „súradnice“ � 7 	 , kde sa bude počı́tat’len:

9 � �5P � � P � a � � � 
�� � t�� � �  z t�� � �> #z �P � � P � P� P � / (46)

Pseudopolárny „uhol“ � je v skutočnosti znamienkovaná druhá mocnina kosı́nu polárneho uhlaW a je takmer lineárne závislá od polárneho uhla W ako je ukázané na obr. 24. Teraz na vytvorenie
rotačného stavebného prvku jednoducho definujeme funkciu profilu (profile function) použitı́m
týchto pseudopolárnych súradnı́c:

{:� � *_	�-�w -8, ; � ��� t��Vz (47)

Je zrejmé, že takto definovaný 2D profil je symetrický nad a pod osou otáčania. Pre každý
bod � t�9 � w��Vz môže byt’ vypočı́taný zodpovedajúci bod ��t�; � w �fz na krivke rezu (vid’ obr. 23)
rovnost’ou (47). Nakoniec, pomer vzdialenostı́

	
� � 9 �; � (48)

medzi týmito dvomi bodmi je použitý vo funkcii potenciálu . t 	 � z (rovnost’ (44)) na zı́skanie
hodnoty pol’a v � . Všimnime si, že funkcia profilu sa vyskytuje vždy v menovateli, teda je
zvyčajne efektı́vnejšie zadefinovat’ funkciu � t��Vz , ktorá priamo počı́ta - � ; � ako počı́tat’ ; � (vid’
[Cres96]).

-1


0


1


π


u


θ


Obr. 24: Vzt’ah medzi pseudopolárnym a polárnym uhlom.

6Sú to skôr pseudosúradnice, lebo podl’a nasledujúcej rovnosti budú mat’všetky body na kružnici v rovine kolmej
na � so stredom na priamke 	
� rovnaké „súradnice“

7pozri poznámku 6
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��?RS_W ��K EYCRI\P ]RO�MB=%W �
Najzretel’nejšı́m riešenı́m ako definovat’ funkciu profilu � t��Vz je použitı́m špecifickej analy-

tickej funkcie. Myšlienka v pozadı́ je ponúknut’ knižnicu základných tvarov, ktoré sú priamo
použitel’né. Okrem toho, ak obsahujú vo svojich formuláciách nejaké stupne vol’nosti, pre užı́-
vatel’a je možné ovládat’výsledné tvary. Naprı́klad obr. 25 ukazuje niekol’ko prı́kladov profilov.
Každá funkcia ponúka dva tvarovacie parametre = a � , ktoré majú intuitı́vne a predpokladatel’né
účinky na daný profil. Tu sú niektoré zodpovedajúce formulácie pre obr. 25:

q q q q

p-p p-p -p p

p+q-p

p-p

2q

-p 2p

p-p p-p

-p 2p

p

q

-p

q

p-p

qq

-p p

q q

qqq

p p pq q

p pp

q
q

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

(j) (k) (l)

(i)

Obr. 25: Prı́klady analytických profilových funkcı́ı́.

5 Profil (a) : �� � � � ���� � � � � � ���� �

5 Profil (c) : �� � �
Z � � � ���� � w ak � � � - � �� � � � �� ���� � w inak

5 Profil (g) : �� � � �� � � � �� � 	 �� � 
 � � � � t -�	 � � � z
5 Profil (k) : �� �

���� �� S � � �Q� �
	 �
� 	 �� 
 S - 	 � � �>w ak � - ��

�� S - 	 � � �Q� � 	 �
� 	 �� 
 S � � �>w inak

Efektivita je nepochybne hlavným prı́nosom tohto prı́stupu analytickými funkciami: stojı́
to zvyčajne menej ako tucet operáciı́ v pohyblivej rádovej čiarke na vypočı́tanie funkcie pol’a
generovaného takýmto stavebným prvkom v danom bode � . Okrem toho obmedzená mno-
žina stavebných prvkov nie je tak obmedzujúca v implicitnom svete vd’aka vlastnosti spájania.
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Pre ilustráciu, na obr. 26 je objekt zložený z troch analytických stavebných prvkov (v poradı́
zl’ava z eliptického, obdĺžnikového a trojuholnı́kového profilu). Nakoniec poznamenajme, že je
možné skombinovat’ viacero funkciı́ dohromady (priemerovanı́m, kompozı́ciou, interpoláciou)
– teda paleta možných tvarov môže byt’značne rozšı́rená (napr. profil (f) bol zı́skaný lineárnou
kombináciou kružnice a trojuholnı́ka) – (vid’[Cres96]).

Obr. 26: Jednoduchý objekt definovaný tromi rotačnými stavebnými prvkami.

�
�eO�;H;>b���MJO	���0]_O�MB=�W � � 8 	

Aj ked’ analytické profily poskytujú vel’kú paletu tvarov, hodnotným rozšı́renı́m by bolo
dovolit’užı́vatel’ovi skonštruovat’profil metódou free-form. Samozrejme, tento „free-form“ profil
musı́ takisto spĺňat’hlavné obmedzenie anizotrópneho modelu vzdialenostı́ a tým je, že profil musı́
mat’hviezdicovitý tvar podl’a bodu zdroja. Jedným zo spôsobov ako zabezpečit’túto vlastnost’je
vyjadrit’profil v tvare funkcie: ; � � � t��fz .

Sú navrhnuté dva rozdielne prı́stupy na vytvorenie free-form profilov. V obidvoch prı́stupoch
užı́vatel’ navrhne svoj tvar vytvorenı́m množiny riadiacich bodov � � t � � w�� � z , ktoré sú potom
konvertované do pseudopolárnych súradnı́c t�; �� w�� � z . Počnúc riadiacimi bodmi, celý profil môže
byt’vygenerovaný interpolačným procesom založeným na čiastkových polynómoch (t.j. defino-
vanı́m funkcie ; � � � t��Vz ako {
� � �R/�/�/ J w � t�� � z�� ; �� ). V prvom prı́stupe je použitá po
častiach lineárna interpolácia na vytvorenie „ostrých“

	 

-spojitých tvarov (vid’obr. 27a), zatial’

čo druhý prı́stup použı́va po častiach kubickú Hermitovskú interpoláciu, ktorá umožňuje „hladké“	 � -spojité tvary (vid’obr. 27b).
Presnejšie, segment � � t��Vz profilu medzi riadiacimi bodmi � � a � � � � je určený:

5 lineárnou interpoláciou:

-; �
� 9� � � - 	 9� w kde 9�� � 	 � �� � � � 	 � � w

8„free-form“ deformácie spočı́vajú v modifikovanı́ priestoru okolo modelu – využı́vajúc 3-rozmernú siet’s ria-
diacimi vrcholmi, napr. Bezierovo alebo NURBS teleso.
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� � � � 	 � � � � � � 	 � �� � � � 	 � � a ��� � � 	 � � � � � � 	 � �� � � � 	 � �
5 Hermitovskou interpoláciou:

-; � � -; �� � = 9(� � �

; �� � � 	
�

; �� 	 �J= 	 � � 9 � � � =�� � 	 �; �� � � 	
�; �� � 9 � w

kde 9 � � 	 � �� � � � 	 � � w =�� I �� � � � 	 � � a �
� I � � �� � � � 	 � � w

P P

Obr. 27: (a) Ostrá (lineárna) interpolácia (b) hladká (kubická) interpolácia.

pričom I � � 1 je dodatočná hodnota poskytnutá užı́vatel’om pre každý bod � � , ktorá ovláda
smer dotyčnice krivky v � � (treba si uvedomit’, že smer je skalár a nie vektor; I � je ako polárna
súradnica � ). Naprı́klad, ked’ I � � � , dotyčnica v � � je kolmá na radiálny smer � � � (vid’
[Cres96]).

�������0� � #%.�� 
6� . �	��� 
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Druhou možnost’ou generovania hraničnej plochy s anizotrópnou funkciou vzdialenosti je defino-
vat’to, čo nazývame translačné stavebné prvky (translational primitives) (znovu meno je prevzaté
z klasifikácie šablónovaných objektov predloženej v [Bron89]). V tomto modeli, každý stavebný
prvok je určené bodom � a tromi vektormi � w 1 w � určujúcimi lokálny repér (local frame) s
počiatkom v � . Preto každý bod ��t � w �Vw ��z euklidovského priestoru je vo vzt’ahu k stavebnému
prvku t��mw �fw�1 w��Hz svojimi lokálnymi súradnicami tv}Jws~�ws��z :

}�� � � � �P � P � ~�� � � � 1P>1 P � �m� � � �%�P ��P �
Pseudopolárne súradnice možno l’ahko rozšı́rit’na pseudosférické vypočı́tanı́m:

9 � ��} � � ~ � � � � � � � 
�� � tv��z �
�

9 � � � � 
 � � tv}`z } �} � � ~ � w (49)
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kde � (resp. � ) predstavuje znamienkovanú mocninu kosı́nu uhla W (resp. � ). Na vytvorenie trans-
lačného stavebného prvku definujeme dve rôzne funkcie s týmito pseudosférickými súradnicami
– funkciu profilu � t��Vz a funkciu rezu (cross-section function) � t��_z :

{:�c� *_	�-�w -8, ; � ��� t��Vz a {:��� *_	 -�w�-8,�V � ��� t��Rz (50)

Aby to bolo v súlade s translačným modelom existujúcim v parametrických plochách [Bron89],
obe funkcie musia byt’zlúčené na zı́skanie nasledujúceho výsledku: rez je posúvaný po priamke
(napr. osi � ) a súčasne škálovaný funkciou profilu. V našom prı́pade všetko čo potrebujeme je
vypočı́tat’pomer vzdialenostı́ 	 , ktorý charakterizuje pozı́ciu daného bodu ��t 9 � w���w��Rz vzhl’adom
na stavebný prvok t��mw � w 1 w �Hz . Vyjadrenie tohto pomeru vzdialenostı́ nie je triviálne, ako bolo
v prı́pade rotačných stavebných prvkov, ale jeho odvodenie vyžaduje iba jednoduchú trigono-
metriu:

	
� � � � ��� �� � � � �; � (51)

Obr. 28: Jednoduchý objekt určený tromi translačnými stavebnými prvkami.

Ten istý proces, ktorý bol popı́saný v odseku 3.3.2 na určenie funkciı́ profilu (analytických
alebo free-form), môže byt’ zjavne použitý na vytvorenie rozličných funkciı́ rezu. Porovnanie
rovnostı́ (47) a (51) ukazuje, že translačné zákadné telesá zahŕňajú iba o kúsok viac v porovnanı́
s rotačnými stavebnými prvkami, hoci výsledné tvary môžu byt’ ovel’a zložitejšie. Naprı́klad,
obr. 28 predstavuje objekt vel’mi podobný objektu na obr. 26, pre ktorý ale boli použité iné
analytické rezy (vid’[Cres96]).

��������� � ��#3�	) 


Klasickým rozšı́renı́m použı́vaným v parametrickom translačnom modeli je pridanie efektu
skrúcania, a to rotovanı́m rezov počas posúvania po trajektórii (vid’ obr. 29). To isté rozšı́renie
sa dá použit’ pri našom implicitnom translačnom stavebnom prvku, a to otáčanı́m vektorov �
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Obr. 29: (a) Skrúcanie rezu, (b) skrútený translačný stavebný prvok.

a 1 podl’a hodnoty � . Na zı́skanie správneho výsledku musia byt’ � a 1 otočené pred počı́tanı́m
pomeru vzdialenostı́ 	

�
, ale po vypočı́tanı́ pseudosférických súradnı́c � a � . Inými slovami:

	
� � �� � � �� ��� � � � �; � w (52)

kde
�} a

�~ sú lokálne súradnice po otočenı́. Podobne ako v parametrickom modeli je uhol otočenia
určený definovanı́m funkcie skrutu � t��Vz alebo � tv��z (vid’[Cres96]).

��������� ���*)+�"# &���� ���4,/.$#%��'(�"!

Ďalšı́m klasickým rozšı́renı́m parametrického translačného modelu je umožnenie viacerých
rezov, ktoré sa budú navzájom prelı́nat’(pomocou nejakej interpolačnej funkcie) počas posúvania
po trajektórii (vid’ obr. 30a). Toto rozšı́renie sa dá l’ahko previest’ do implicitného modelu –
naprı́klad použitı́m lineárnej interpolácie medzi dvomi po sebe idúcimi rezmi (vid’30b), ale dajú
sa použit’aj iné druhy spájania (vid’[Cres96]).

Obr. 30: (a) Interpolovanie rezov, (b) interpolovaný translačný stavebný prvok.
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Ked’že naše rezy sú definované ako funkcia parametra � , ich výsledný tvar bude nutne
symetrický podl’a vektora � , lebo použı́vame kosı́nus sférického uhla � . Toto obmedzenie sa
dá l’ahko odstránit’ tým, že dovolı́me užı́vatel’ovi definovat’dve rôzne funkcie rezu – � � t��Rz (pre
kladné hodnoty ~ ) a � � t��Rz (pre záporné hodnoty ~ ). Tieto dve funkcie môžu byt’navrhnuté úplne
nezávisle – až na krajné body, kde by mali byt’bud’

	 

- alebo

	 � -spojité: � � t 	�-\z<� � � t 	�-�z ,
� � t -\z ��� � t -�z , pre

	 � -spojitost’aj 2� � t 	 -\z�� 2� � t 	�-�z , 2� � t -�z�� 2� � t -�z (vid’[Cres96]).

������� � 1�. ���������"!�.�� � 
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Ak pôjdeme o krok d’alej v klasifikácii šablónovaných objektov predloženej v [Bron89],
prı́deme k finálnemu modelu, známemu ako zovšeobecnený šablónovaný objekt (generalized
sweep object) alebo zovšeobecnený valec. Takýto objekt je určený rezom, ktorý sa pohybuje po
3-rozmernej trajektórii zatial’čo je škálovaný krivkou profilu a rotovaný funkciou skrutu (twisting
function). Vel’a objektov môže byt’vymodelovaných kombináciou šablónovaných objektov, preto
ekvivalentná implicitná formulácia by bola hodnotným doplnkom. Poznamenajme takisto, že
taký model môže byt’ považovaný za súčasné rozšı́renie modelu translačného anizotrópneho
stavebného prvku na jednej strane a modelu vrstevnicovej plochy alebo konvolučnej plochy na
strane druhej.

V našom prı́pade, definovanie všeobecného šablónovaného stavebného prvku znamená, že
bod stredu � sa teraz môže pohybovat’po 3-rozmernej krivke � t�9az . Čiže pred počı́tanı́m rovnosti
(48) alebo (51) pre daný bod � treba nájst’najbližsı́ bod � trajektórie, typicky ten istý problém
ako pre vrstevnicové plochy. Je možné využit’niekol’ko stratégiı́:

5 Aproximovat’trajektóriu ��t 9az množinou úsečiek. Toto riešenie je vel’mi jednoduché a môže
byt’napojené na interpoláciu rezov popı́sanú v predchádzajúcom odseku. Nanešt’astie ne-
môže presne aproximovat’hladké trajektórie, iba ak za cenu dramatického zvýšenia počtu
segmentov.

5 Pokladat’orientáciu repéru t � w 1 w �Hz za nemennú počas pohybu stredového bodu po trajek-
tórii. Teda pre bod ��t � w �Vw ��z jednoducho vypočı́tat’ jeho lokálnu súradnicu � , použit’ ju
na nájdenie nového stredového bodu ��� � tv��z a nakoniec vypočı́tat’lokálne súradnice }
a ~ podl’a � . Toto riešenie je naozaj nenáročné, ale môže dávat’ neintuitı́vne deformácie,
pretože generuje skôr efekt vykrajovania alebo strihania (shearing effect) ako skutočný
efekt ohýbania (bending effect) (vid’obr. 31a).

5 Použit’ tvar trajektórie na vypočı́tanie nového repéru t � w 1 w �Hz v každom bode � podl’a
lokálnych vlastnostı́ krivky. Toto je zrejme najintuitı́vnejšie riešenie, ale aj najdrahšie (vid’
obr. 31b).

Najzaujı́mavejšie je posledné riešenie, v ktorom je daný lokálny repér Frenetovým repérom
(presnejšie rozšı́reným Frenetovým repérom – na ošetrenie prı́padov, ked’ je prvá derivácia
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Obr. 31: (a) Efekt „strihania“ (Shearing effect) (b) Efekt ohýbania (Bending effect).

nulová):

�d� 2� t�9azP 2� t�9azdP 1 � 2� t�9az�� 3� t 9azP 2� t�9az�� 3� t 9az P � �51�� � (53)

Výpočet najbližšieho bodu � � � t 9 z prebieha podl’a princı́pu predloženom v [Bloo90]. Ak
vyjadrı́me euklidovskú vzdialenost’ 60t 9az � P � ��t 9az P � , vieme, že 9 je riešenı́m rovnice 6 " t 9az �.� .
V prı́pade kubických polynomiálnych kriviek tento proces znamená nájst’ korene polynómu
piateho stupňa [Bloo90]. Samozrejme v prı́pade viacerých koreňov je zvolený ten s najmenšou
vzdialenost’ou (vid’[Cres96]).
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