FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY AJNFORMATIKY
UNIVERZITA KOMENSKEHO
v Bratislave

DIPLOMOVA PRACA

Bratislava 2001 Mategl Rehak



Fakulta matematiky, fyziky a infor matiky
Univerzita Komenského v Bratislave

Tebria a modelovanie
Sablonovanych objektov

Diplomova praca

Autor: Konzultant:
Matgj Rehak RNDr. Pavel Chalmoviansky



Cestne vyhlasujem, e predkladan( pracu som vypracoval samostatne len s pouzitim
literatUry, ktora je uvedenav zozname.

V Bratidave, dha30. jula2001



Obsah

1 Uvod

21
2.2
2.3

24
2.5
2.6
2.7

Reprezentacie a modelovanieteliesv 3D

Bodovareprezentacia . . . . . . . .
Hranovareprezentacia . . . . . . .
Mnohouholnikova (po Castiach lineérna) reprezentacia . . . . . . . .. ... ..
2.3.1 Jednoducha mnohouholnikovareprezentacia . . . .. .. ... ... ..
2.3.2  Struktrovana mnohouholnikovareprezentacia . . . . . ... . ... ..
NURBS krivky aplochy . ... ..
Implicitnéplochy . . .. ......

Konstruktivna geometriatelies— CSG

Objemovareprezentacia . . . . . .

2.7.1
2.17.2

Voxey . ..........
Oktdnestromy . . .. ...

Sabldnovaneé objekty

3.1 Zakladné pojmy adefinicie . . . . .

3.2

3.3

311

Zovseobecnenévalce . . . .

Parametricky pristup . . . . .. ..
3.2.1 Pouzitie Fourierove transformécie. . . . . . ... Lo L
Implicitny pristup . . . . . ... ..
Implicitne definované plochy (Iso-surfaces) . . . . ... ... ......

33.1
3.3.2
3.33
3.34
3.35
3.3.6
3.3.7

Rotatne stavebne prvky . .
Translatné stavebné prvky .
Skruty . . .. ...
Interpolaciarezov . . . . . .
Nesymetrickerezy . . . . .
Sablbnované stavebné prvky

LiteratGra a internetové odkazy



1 UvoD 2

1 Uvod

Vytvaranie a editovanie trojrozmernych objektov je nepochybne atraktivna oblast’ poCitato-
vého dizajnu. Existuje vel'a spdsobov, ktorymi sa dareaneteleso i trojrozmerna predstava ¢lo-
veka pretavit do el ektronicke reprezentacie v pocitai. V praxi sacoraz viac uplatiuj intuitivne
metody model ovania 3D objektov, t.j. navrhar mak dispozicii podobné el ektronické nastroje, akée
mavaj U konstruktéri (sochari, hrnCiari, tesari, ...) fyzickych diel resp. dielcov. K modelovaniu sa
vdakatomu mdze dostat g laik.

V praci uvedieme najbeznejSie metddy reprezentacie amodel ovaniatrojrozmernych objektov,
potom sa budeme venovat' jednému sposobu modelovania — Sablonovaniu, pricom uvedieme
arozoberieme metody parametrického g implicitného pristupu.

Ciel prace

Cielom tejto prace je poskytnit Citatelovi prehlad o problematike dnedného modelovania
objektov v trojrozmernom priestore, pricom sa predpokladaj( urcité teoretické zaklady v tejto
oblasti. Definicie niektorych pojmov budl uvedené v nasledujicom odseku, avsak vacsina uve-
denych terminov bude bez takychto definicii, bude uvedeny len anglicky ekvivalent a Casto g
strucny popis.

Hlavny doraz je kladeny na model ovani e Sabldnovanych objektov, za zaujimavy vysledok by
som oznail parametrick definiciu 3.3 Sablonovaného povrchu, ktora sa da bez vacsich Gprav
pouzit pri vytvarani jednoduchého 3-D model ovacieho softvéru.

Zakladné pojmy a definicie

Definicia 1.1 (Defini¢ny obor a obor hodndt).

Nech f : A — B jelubovol'né zobrazenie. Potom

e mnozinu A budeme nazyvat definicnym oborom zobrazenia f a oznatovat D a
e mnozinu B budeme nazyvat oborom hodnot zobrazenia f aoznalovat H ;.

Definicie vektorového a euklidovského priestoru - podla [Katr95]:

Definicia 1.2 (Grupa).
Abelovska grupa je usporiadana dvojica (G, o), kde G je neprazdna mnozina a o je binarna
operéciana G, pricom plati:

1. (Va,b,c € @) ao(boc)=(aocb)oc (asociativnost)

2. (Ya,b€Qq) aob=boa (komutativnost)

3 (Fe€e@)(VaeG) ace=a=c¢eoa (e sanazyva neutralny prvok grupy)

4. (Vae@G)(FeG) aob=e=boa (b =: a~! sanazyvainverzny prvok k a)
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Definicia 1.3 (Pole).
Pole je usporiadana trojica (F, +,-), kde (F,+) je abelovska grupa s neutrdnym prvkom 0
a(F — {0}, -) je abelovska grupa, pricom plati:

(Va,b,ce F) a-(b+c)=a-b+a-c; (b+c)-a=b-a+c-a

Definicia 1.4 (Vektorovy priestor).
Nech (F, +, ) je pole. Nech V' je mnoZina, na ktorej je definovana binarna operécia @ a nech
Ve € F aVYu € V jepriradeny prvok ¢ ® u € V, pricom:

1. (V,®) je abelovskagrupa
preVu,v € V aVe,d € F:

2. cO(udV)=cOudcOVv

3 (c+d)Ou=cOuddou

4. (c-d)Ou=cO(d ®Ou)

5 10u=u

Potom V' nazyvame vektorovym priestoromnad pol'om (F, +, -). Prvky mnoZziny V' nazyvame

vektory, prvky z F' nazyvame skalary. Vektorovy priestor V' nad polom F' budeme oznaCovat
V(F).

Definicia 1.5 (Euklidovsky priestor).
Vektorovy priestor E nad pol'om R sa nazyva euklidovskym vektorovym priestorom, ak existuje
zobrazenieg : E x E — R, pre ktoré plati:
preVu,v,we E, Vce R :

1. g(u,v) =g(v,u)

2. glu+v,w)=g(u,w)+g(v,w)

3. gleu,v) = cg(u,v)

4 u#0 = g(u,u)>0

Zobrazenie g sa nazyva skalarnym sucinom. Euklidovsky vektorovy priestor £ so skalarnym

stcinom g oznatujeme (E, g). Niekedy savynechavaznak g —namiesto g(u, v) piseme (u, v).

Definicia 1.6 (M atica).

Nech F je pole. ObdlZnikova tabulka prvkov pol'a F, pozostavajlica z m riadkov (vodorovné
zoskupenia prvkov) a n stlpcov (zvislé zoskupenia prvkov) sa nazyva matica typu m x n nad
polom F.

Dalsie definicie

Definicia 1.7 (Dizka vektora, uhol vektorov).
V euklidovskom priestore (E, g) definujeme dizku vektorau € E (oznatujeme ||ul|) takto:

[ul] = v/(u, w)
Potom cos 6 (8 = < (u, v)) definujeme takto:

0 K(u=0)Vv(v=0)
cost =14 (uv) inak

[lal[[Iv]]
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Definicia 1.8 (Bezny skalarny sicin a bezny euklidovsky priestor).
Zobrazenie

g:R" =R, glz,y) =)z (1)
=1

sa nazyva bezny skalarny siinl!! a oznatuje sa u - v (namiesto (u, v)). Euklidovsky priestor
(R™, g) budeme nazyvat bezny euklidovsky priestor a oznaCovat E™.

Definicia 1.9 (Bazové vektory E™).
Ak v euklidovskom priestore E™ pre vektor x = (xy, T, ... ,z,)" plati
L x| =1,
2. (F)(1<i<n) =z =1,
potom vektor x nazyvame i-tym vektorom (prvkom) Standardnej ortonormalnej bazy E™ a ozna-
cujeme ho e;.

Definicia 1.10 (Vektorovy sucin).

Nech u,v € E3, u = (uy,u,u3)’, v.= (v, v9,v3)7. Vektorovym sG€inom vektorov u, v
nazyvame vektor w =: u x v, prektory plati

€ € €3
uxv =|uy uz ug|, (2)
V1 V2 Ug

kde e, es, e5 Sl vektory Standardnej ortonormalnej bazy E3.

Definicia 1.11 (Frenetov repér).
Ak C je krivkav E3, C : [a,b] — R®, a,b € R, a < b, potom Frenetovym repérom alebo
Frenetovym trojhranom (Frenet frame) krivky C v bode u je trojica vektorov (t, n, b), kde

oo S CwxE
IE@WI 16w x Ew)]

, n=txb, 3

vektory t, n, b budeme oznatovat' ako vektor dotyCnice, normaly, binormaly krivky C v bode
el

Definicia 1.12 (Linearna inter polacia).
Nech a, b € R. Funkcia

sanazyvalinearnou interpolaciou a ab. Cislaa, b sanazyvaj(l interpolanty. Analogicky mozno
linearnu interpol &ciu definovat v euklidovskom priestore.

1pozornemu &itatel'ovi zaiste neudiel fakt, ze , bezny skalarny s(&in® jelen oznatenie; ddkaz, & spiapodmienky
skalarneho sicinu pre R™ (R), prenechavame na itatela
2Dokaz toho, Ze vektory t, n, b spliigj podmienky svojich oznateni nebude uvedeny z priestorovych dovodov
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Definicia 1.13 (Priestor matic).
Nech F' jepoleam,n € N, m,n > 0. MnoZinu

Fm™m .= {M | M jematicatypum x n nad F'}

nazyvame priestor matic typum x n nad F.
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2 Reprezentacie a modelovanie telies
v 3D

2.1 Bodova reprezentdcia

JednoduchSie ako bodovou reprezentaciou sa trojrozmerny objekt ani neda reprezentovat’ —
zapamatame si len vrcholy na jeho povrchu s dostatocne malym krokovanim (staci 1-rozmerné
pole). Cize objekt bude reprezentovany bodmi, ktoré keby sme potiahli ,, vhodnou* interpolatnou
plochou, dostali by sme pdvodny objekt. Da sa pouzit ako nahl'ad (preview) na meng zlozité
objekty alebo scény, alebo ked pozadujeme vysoky pocet snimkov za sekundu (framerate, FPS).

Implementacia: Do jednorozmerného pol'a (trojic) ukladame stradnice vrcholov objektu. Do
dalSg premenng si ulozimeich pocet.

Objekty v tejto reprezentacii sa vykres'uja extremne rychlo (vykresli sa pole bodiek), repre-
zentacia je vSak narocna na predstavivost a bez moznosti natacania objektu je takmer nemozné
zigtit' jeho kontlry a orientéacie jeho ploch, ktoré sli uz v hranove reprezentacii (vid odsek 2.2)
Casto zjavné. Priestorové usporiadanie bodov sadazvyraznit jasovym alebo farebnym rozliSenim
bodov podl'a vzdialenosti od kamery (pozorovatel'a) — napr. ¢im sl body dalgj, tym sl tmavSie.
Na obr. 1 je znazornena Bezierova tenzorovo-stcinova plocha pomocou bodove reprezenta
cie — spojenim viacerych takychto ploch (alebo podobnych, asto NURBS plochl®) mdze byt
reprezentovany plast telesa.

IR LTI
L erreannafstipiiiaiiiie.,
FRRRS SRS RIS e :

.......
P

Obr. 1: Priklad plochy v bodovej reprezentécii.

Bodovareprezentaciaje dost vzdial enaod verného zobrazovania 3D objektov, preto jevhodna
len nailustraciu zloZitejSich vypoctov.

Svid odsek 2.4
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2.2 Hranova reprezentacia

Je to jedna z najjednoduchSich metbd reprezentacie trojrozmerneho objektu — ukladajli salen
vrcholy telesa a hrany medzi nimi. Takto vytvoreny model sa oznaCuje g ako drdtovy model
(wire-frame) . VatSinou sa pouziva ako nahl'ad 3D scény alebo 3D objektu, pretoze spomedzi
ostatnych modelov jeho zobrazovanie g modifikacia sl vypoctovo nagjlacnejSie (s vynimkou
bodovej reprezentécie).

Implementacia:  Vytvoria sa dva zoznamy — zoznam vrcholov a zoznam hran. V zozname
vrcholov st uloZene ich slradnice, v zozname hran kazda pol ozka obsahuje dva ukazovatel e do
zoznamu vrcholov.

Kvoli svojim nedostatkom sa neda pouzit na jednoznatné zobrazovanie 3D objektov. Jeho
hlavnou nevyhodou je, Ze pri pohl'ade z jedného miesta je tazké urcit, ktoré hrany si vpredu
a ktoré vzadu (napr. obyCajna kocka v kabinetnom premietani). Toto sa da Ciastone odstranit
jasovym alebo farebnym rozlidenim hran podl'a vzdialenosti od kamery (pozorovatel'a). Dal%ou
nevyhodou je nglednoznatnost stien a,, dier” urcenych hranami, ako vidno na obr. 2.

Obr. 2: Nejednoznatnost’ hranovej reprezentacie.

Na obr. 3 je znazornena plocha z obr. 1 pomocou hranovej reprezentécie.

Obr. 3: Priklad objektu (plochy) v hranovej reprezentacii.
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2.3 Mnohouholnikova (po castiach linedrna)
reprezentdcia

Mnohouholnikova (po Castiach linearna) reprezentacia je dnes zakladom pre reprezentaciu
a zobrazovanie 3D scén. Je zalozena na sieti z trojuholnikov (triangle mesh), pripadne zo Stvor-
a mnohouholnikov, ktoré sl podporované roznymi Standardami na zobrazovanie priestorovych
dat (OpenGL, Direct 3D, PHIGS, GKS 3D). V&Sinou sa pouzivagt trojuholniky, pretoze pri
viac-uholnikoch je nutné pri zobrazovani zistovat ich konvexnost, ¢o trojuholniky nevyzaduij.
Dal¢ pri viac-uholnikov vznika problém planarnosti —treba zistit, & vaetky jeho body st v jednej
rovine — €o je pre trojuhol niky samozrejmostou.

Vel'kou vyhodou mnohouholnikovej reprezentacie je to, Ze jg zobrazovanie je podporované
hardvérovym vybavenim pocitatov. VatSina operacii s objektami v tejto reprezentacii vedie
nakoniec k linearng interpolacii, ktora je technicky vel'mi I'ahko realizovate'na. Preto je mnoho-
uholnikova reprezentacia vhodna pre aplikacie vyzadujlce vysoki rychlost’ zobrazovania scén —
ako sl virtualnarealita, pocitatove hry, spolupraca cez internet (collaborative work), nahl'ady na
zlozité 3D scény ainé. KedZe vypocCet priesecniku pol priamky atrojuholnikaje pomerne rychly,
dalSie vel'ké uplatnenieje pri metdde sledovanial G€a (ray-tracing), kde sacela scénaprevadzana
trojuholnikov( siet, a potom sapocitaj U priesecniky |UCov strojuholnikmi namiesto s pdvodnymi
(zlozitymi) objektami.

Z hl'adiska modelovania objektov je ale mnohouholnikova reprezentacia dost nevyhodna,
preto modelovacie programy pouzivaj na modelovanie inU reprezentaciu, najCastejSie sl to
NURBSkrivky aplochy (vid €ast 2.4), pricom trojuholnikovl siet generujl (vacsinou) ako vstup
pre zobrazovanie nahl'adu a renderovanie (vypoCitanie obrazku) celgj scény. Beznym prikladom
tohto je model ovanie objektov napr. v 3D Studiu—vid obr. 4. Inym prikladom takéhoto pristupu st
3D modely vo virtualng realite. Niekedy sagenerujeviac vystupnych sieti |iSiacich sazloZitostou
ateda g vel'kostou detailov (level of detail). Dal&imi nevyhodami sii obtiaZne mapovanie textir
ageometricky alias (skreslenie) spdsobeny obmedzenou presnostou reprezentécie reanych Cisel
v pocitadi.

Obr. 4. Gul'a v mnohouholnikove (trojuholnikove)) reprezentacii (model v 3D Sudiu).
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Mo6zme rozliSovat medzi jednoduchou a Struktirovanou mnohouhol nikovou reprezentaciou
(vid [Zz&ra9q)).

2.3.1 Jednoducha mnohouholnikova reprezentacia

Implementacia:  RozSirime datove Struktlry z implementéacie hranove reprezentacie o plochy
— zoznam vrcholov doplnime dalSou Struktlrou na popis ploch. V praxi nastavaj tieto pripady:

1. Plochy s usporiadané tak, ze tvoria pravidelni siet’ (mesh). Tlto siet’ reprezentujeme
dvojrozmernym pol'om ukazovatel'ov do zoznamu vrcholov.

2. V&etky plochy maju rovnaky poCet vrcholov, najCastejSie 3 alebo 4. Datovou Struktrou
bude zoznam, ktorého kazdy ¢len bude tvoreny trojicou alebo Stvoricou ukazovatel'ov na
vrcholy.

3. Plochy majl rozne usoriadanie a vel'’kost. Zoznam pléch bude mat' rozne dihé polozky,
kazda bude obsahovat rdzny pocet ukazovatel'ov navrcholy.

Oproti hranove reprezentacii je jednoducha mnohouholnikova reprezentacia jednoznacna
aje vhodna na priame vykreslenie ploch g hran. Stéle vSak neobsahuje dostatok topologickych
informécii — chybaju v ngj napriklad Gdaje o type hran aneda sal'ahko zistit, ¢i je teleso varietou
(vid [Zara9g)).

2.3.2 Struktdrovand mnohouholnikovd reprezentdcia

NajznamejSiu komplexnou datovou Struktrou pre hranicni reprezentaciu navrhol Baumgart
[Baum75]. Tvoria ju 3 zoznamy Vv hierarchickom usporiadani. Na najnizsg Grovni je zoznam
vrcholov, na strednej irovni zoznam hran a na ngjvys3gj Urovni zoznam pléch. Zoznamy mozu
byt cyklicky zretazené. Ngjviac informécii obsahujl prvky zoznamu hran. Déatovy zaznam pre
hranu obsahuje ukazovatel e na vSetky geometrické elementy (plochy, hrany, vrcholy), s ktorymi
susedi. Tento datovy zaznam je znazorneny na obr. 5. Dostal nazov okridlena hrana (winged
edge), lebo grafické znazornenie s nim susednych hran pripominakridla.

Obr. 5: Datovy zaznam okridlena hrana (winged edge).
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Implementacia:  Na obr. 5 je schéma zaznamu pre okridlenl hranu. Okrem odkazov na oba
koncové vrcholy (V7, V,) v iom sU g ukazovatele na susedné plochy ( Py, P»). Naviac obsahuje
informéacie o dalSich Styroch hranach. V l'ave €asti schemy sl hrany susediace s I'avou plochou
(H,, Hy), Vv pravej Casti hrany susediace spravou plochou (Hj, Hj). |ch poradiejezhodnéspora-
dim koncovych bodov hrany. Horny ukazovatel’ reprezentuje spojnicu na l'ubovol'nii nasl edu;j ticu
hranu v zretazenom zozname okridlenych hran.

Zoznamy vrcholov aploch st ovel'ajednoduchSie. Zaznam kazdej plochy obsahuje ukazovate!’
nal'ubovol'nli z jg hran, pripadne na hranu patriacu k vntorng hranici (otvoru). M6ze obsahovat
g normalovy vektor, farbu alebo ini materidlovl charakteristiku. Zo zaznamu pre okridlenl
hranu mozno odvodit vel'a topologickych Gdajov. Napr. I'ahko sa dangjst:

e plochy susediace s danou plochou

e plochy susediace s danou hranou

e plochy dotykajlice sav danom vrchole
e vrcholy ahrany dangj steny

(vid [Z&ara98]).
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2.4 NURBS krivky a plochy

NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) krivky aplochy st triedou parametrickych kriviek
a ploch. NURBS sa pouzivajl z vypoctovych dovodov (I'ahko sl spracovavané pocitatom,
sU stabilné voCi chybam v pohyblive] radovel Ciarke a maju nizke pamatovée naroky) a kvoli
schopnosti reprezentovat' I'ubovol'ny druh krivky resp. plochy. S zovSeobecnenim neracionanych
B-splajnov, ktoré sl zalozené na neracionalnych Beézierovych krivkach, ktorymi sa budeme
zaoberat' ako prvymi.

Bézierova krivka stuphan je definovana ako

C(u)=>» BluP, 0<uc<l (5)
=0
Geometricke koeficienty P; sa nazyvaju riadiace vrcholy. Bazickymi funkciami B st klasické

Bernsteinove polynémy n-tého stupha

n _ TL' 1 n—1i
Pre interaktivne navrhovanie tvarov vyjadrujl riadiace vrcholy Bézierovej krivky vel'a gra-
fickg informécie, ako vidno na obr. 6. Bézierovymi krivkami sa nedaju reprezentovat' vetky

Obr. 6: Bezierova krivka stupna 3.

kuzel'osetky. Kuzel'osetka (ako napr. kruznica) sa da reprezentovat pouzitim racionalng fun-
kcie, ktora je definovana ako pomer dvoch polynémov ako

X(u)
W(u)’

Y(u)
Wiu)’

Z(u)
W(u)

(u) = y(u) = 2(u) = (7)

Vychédzaj c z tejto poznamky, racionalna Bezierova krivka je definovana ako
_ >ico By (w)wi Py
>oico Bl (ww;

kde P, a B! sl definované ako v rovnosti (5) a w; su skalare nazyvané vahami. Pri meneni vah
riadiaci vrchol viac pritahuje alebo odpudzuje krivku. NajlepSie je to vysvetlit na priklade. Na
obr. 7 sl nakreslené Styri Bézierove krivky. Jediny rozdiel medzi nimi je vahariadiaceho vrcholu

C(u) 0<u<l, (8)
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Obr. 7: Uginky menenia vahy tretieho riadiaceho vrcholu prew = 0,5, 1, 2 a 10.

P5. Vaha o hodnote 0, 5 spdsobi, Ze krivka pdjde mimo konvexného obalu riadiacich vrcholov.
Svéahou rovnou 1 je krivka ekvivaentnakrivke znédzornengj na obr. 6. Vaha o hodnote 2 odtlata
krivku prec od tretieho riadiaceho vrcholu avaha 10 ju odtlata este dalg).

Krivka pozostavajlica iba z jedného segmentu racionalngj Bézierove krivky je €asto nepos-
tatujca. Problemy s jedinym segmentom sa pohybuj od potreby krivky vySSieho stupia, ktora
by sa presne zhodoval a s komplexnym tvarom (ktory sa neda efektivne spracovat’ aje numericky
nestabilny) az po interaktivne navrhovanie, pre ktoré tento segment predstavuje obmedzenia
tykajlce sa lokalneho riadenia tvaru. Na prekonanie tychto problémov sa pouziva Ciastkova
racionanakrivka.

Ciastkova Bézierova krivka alebo tiez B-splajn(ova krivka) je tvorena z viacerych kriviek
spojenych v urCitych bodoch (tzv. spojoch) s ngakym stupiiom spojitosti medzi nimi. Takéato
krivka je znazornena naobr. 8.

Obr. 8: Ciastkova racionalna Bézierova krivka.

Krivka C(u) je definovananau € [0,1] aje zlozena zo segmentov C;(u), 1 < i < m.
Segmenty sl spojené v spojoch ug = 0 < uy < ug < ug < ug = 1 sur€itym stuphom SpOJItOStI
Krivka sa nazyva C*-spojitav spoji u; ak O ( i) = CZ(JF)I(ul) pre véetky 0 < j < &, kdeC’
predstavuje j-tu derivaciu C;.

Na obr. 9 sli znazornené rdzne riadiace vrcholy vytvarajlice B-splajn. Zakrlzkovaneé s tie
riadiace vrcholy, ktoré sl pouzité pre dva Bézierove segmenty. Malo by byt zrefmé, Ze ukladanie
tychto bodov do paméti viac ako raz je neefektivne. Ak ma byt krivka C'!-spojita, tak niektoré
z bodov vnitri Bézierovho segmentu st zavislé na pol ohe bodov susednych segmentov, aby bola
splnena podmienka spojitosti. Preto ukladanie takychto bodov do paméti nie je nutné. Rovnica
B-splajnu by preto mala byt pamétovo efektivna a takisto by mala dovol'ovat’ lokalne riadenie
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Obr. 9: Bezierove segmenty vytvarajlice krivku.

krivky; t.j. bazické funkcie by nemali byt definované nacelom intervale [u, u,,|, e by mali byt
zUzene na obmedzeny pocet podintervalov. Teda B-splajn je definovany ako

C(u)zZNZpPZ-, a<u<hb, 9
i=0

kde P; st riadiace vrcholy a N? st B-splajnové bazické funkcie stuphia p. Existuji rdzne metody
definovania B-splajnovych bazickych funkcii: delené diferencie mocninovych funkcii, blosso-
ming a rekurentny vzorec. Pouziva sa rekurentna definicia, kedze je vhodna na pocitatovl
implementaciu. B-splajn ma spoje, ktoré sl oznatované ako uzly (vid obr. 8). Postupnost tychto
uzlov sa oznatuje ako uzlovy vektor — je definovany ako U = wuy, ... , u;,, €O je neklesglca
postupnost reanych Cisdl, t.j. u; < u; 1 prei =0, ..., m. B-splajnova bazicka funkcia stupna p
je definovana rekurentnym vzorcom ako

oy J 1 aKuy <u <wuypy
Ni'(u) = { 0 inak (10)
MNZ;IH (u) + MNIH(U)

1+1
Uitp — Ui Uitp+1 — Uit

Tato rovnost moze viest k podielu 2; tento podiel sa tu definuje ako nula. Uzlovy vektor
B-splajnove krivky je uzlovy vektor tvaru

U=A{a,...,q,U41,--. , Um—(pt1), D, ... , b} (12)
p+1 p+1

NP(u) =

2

B-splajnova krivka z obr. 8 je ukazana na obr. 10 so svojim riadiacim polygonom. Riadiaci
polygbn je polygbn vytvoreny spojenim riadiacich vrcholov P;. Ako bolo spomenuté vySSie,
iba racionalne funkcie mdzu reprezentovat kuzel'osecky, preto bola B-splajnova krivka zovse-
obecnenakvoli ziskaniu raciona negj reprezentacie. Toto zovSeobecnenie sa nazyva neuniformny
racionany B-splajn (NURBS) — je definovany ako

o N7 i
= ZioMluily oy (12)
> ico N7 (Ww;
kde P; st riadiace vrcholy, w; s vahy a N? si B-splajnové béazické funkcie definované na nepe-
riodickom a neuniformnom uzlovom vektore definovanom v rovnosti (11). Racionane krivky so

C(u)
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Obr. 10: B-splajnova krivka so svojim riadiacim polygdnom.

stradnicovymi funkciami v tvare vyjadrenom v rovnosti (7) saefektivne spracovavajiamaj ele-
gantnl geometrick reprezentaciu. Pouzitim homogénnych siiradnic sadaraciona nan-rozmerna
krivka reprezentovat ako (n + 1)-rozmerna polynomianakrivka. Homogénne riadiace vrcholy
sazapisujl ako P = (w;z; = w;y; = w;z; : w;) V Stvorrozmernom priestore, pricom w; # 0. na
Ziskanie P;, vydelime v&etky slradnice Stvrtou sUradnicou w;. Tato operacia zodpoveda stredo-
vému premietaniu so stredom v (0, 0, 0) do nadroviny z;z, . .. z,,. Pomocou tychto siradnic sa
daNURBS krivka zapisat’ ako

() = 32 NP(w) Y. 13)
1=0

NURBS sl taktiez pouZivané nareprezentaciu ploch. NURBS plocha v homogénnych slrad-
niciach je definovana ako

n

SU(u,v) = > NP(u)N{(v)P, (14)

i=0 j=0

kde P} tvori dvojsmernt riadiacu siet a Nf (u), N/ (v) sl neracionéne B-splajnové bazické
funkcie definované na uzlovych vektoroch

U={a,...,a,Upt1,.-- ,Ur_(ps1),b,... , b}

Pt P (15)
U={c,...,c, U415 ,Us—(g41), ;.. ,d}

g+1 q+1

kder =n+p+1,s=m+q-+1aintervay [a,b] a[c,d] si zvyCane vzdy [0,1] (vid
[Lavo99)).
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2.5 Implicitné plochy

Prva dolezitejSiazmienkao implicitnych objektoch pochadza z roku 1982 od J. Blinna, ktory
navrhol chapat izoplochy vzniknutée pri model ovani el ektrickéeho potencialu elementarnych Castic
ako objekty ([Blin82]). Postupne bola tato technika rozSirovana a tieto objekty dostavali rézne
nazvy (Blobby objects [BIin82], Soft objects [Wywi86], Meta balls) podl'a toho, aké spgjacie
funkcie boli pouzité. J. Bloomenthal upozornil ([Bloo88]), Zze vsetky tieto objekty patria do
rovnakej kategbrie a mozu byt preto oznatené spolotnym nazvom — implicitné plochy (implicit
surfaces).

Implicitna plocha je mnozina bodov (z, y, z) v 3-rozmernom priestore, pre ktoré plati

F(z,y,2) =T, (16)

kde T je zvolena prahovacia hodnota (threshold value) a F' je implicitnafunkciaplochy. V tomto
pristupe sa vyuziva skupina zakladnych prvkov (kazdy z nich urCuje svoju implicitnd funkciu),
ktoré spolutvoriakostru (skel eton) objektu, ktoraje spojenado jedng implicitng funkcietzv. spa-
jacimi funkciami (blending functions). Teda uvedent implicitnt funkciu F mozno vyjadrit ako

F(z,y,2 Zcz (z,y,2)), (17)

kde n je pocet prvkov kostry, ¢; je redlne Cislo ur€ujlce vplyv i-teho prvku v bode (z, y, z) na
celkovU hodnotu F, F; je spgjaciafunkciaprei-ty prvok ad; jefunkciavzdiaenosti bodu (z, y, 2)
od i-teho prvku. Priklad implicitng plochy zloZzeng zo Styroch prvkov (tri UseCky a bod) je na
obr. 11 (vid [Z&ara98]).

Obr. 11: Implicitna plocha vaniknuta z troch UseCiek a jedného bodul.
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2.6 Konstruktivna geometria telies — CSG

anrn

Podobne ako konstruktér modeluje zlozitejSie telesa pomocou jednoduchSich, funguje kon-
&ruktivna geometria telies — skratene CSG (Constructive Solid Geometry) — teleso je vytvarané
z jednoduchych geometrickych objektov — zakladnych telies (CSG primitives) pomocou mno-
Zinovych operécii (U,N, —) alebo priestorovych transformécii (posun, otoCenie). MnoZinové
operacie sa aplikuj g natakto vytvorené objekty, ¢im vznika pre vytvarane teleso konstrukény
strom (binarny), tzv. CSG-strom (CSG-tree), ktorého listy s zakladné telesa (gul’a, kvader, va-
lec, kuzel', polpriestor, torus (anuloid), ... (vid obr. 12)) a vnUtornymi vrcholmi s spominané
MnNoZinove operacie a priestorové transformécie (priklad na obr. 13). Priklad CSG stromu je na

obr. 14.
A B

Obr. 12: Priklad zakladnych telies CSG (CSG primitives) —gul'a (A), kvader (B).

& ©

Obr. 13: Mnoznové operacie nad CSG telesami z obr. 12 — Zednotenie (A U B), prienik (A N B), rozdiel
(B — A) (dava).

posun

| guTa | [kocka| [valec]| [(0,Y,0)

Obr. 14: ZloztegjSi objekt (Vi'avo) a jeho CSG strom (vpravo).
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2.7 Objemova reprezentacia

Dal& pouzivany spdsobom reprezentacie trojrozmernych telies je zaloZzeny na popise pries-
toru, ktory teleso fyzicky zabera (predpokladame, Ze telesa sl vnitri neprazdne, teda plochy sa
takto reprezentovat nedajU). Existuje viacero pristupov popisu zabraného objemu — rozdelenim
objektu naatomické Casti, ktoré slitrivial ne popisatel'né, al ebo rozdel enie daného priestoru nadost
malé, vaCsinou pravidelne Gtvary (kocky, kvadre, Stvorsteny), do ktorych potom transformujeme
vstupny objekt.

2.7.1 \Voxely

Jednoduchym sposobom popisu priestorovych dat je pouzitie,, priestorového” rastra(analdgia
k rovinnému rastru), ktorého prvky (kococky alebo kvadricky) oznaCujeme ako voxely (volume
element) — podobne ako prvky rovinného rastraoznatujeme pixely (picture element). Kazdy voxel
moze byt v jednom z dvoch stavov — prazdny alebo plny. Zo zvySovanim jemnosti priestorového
rastra sa kubicky zvy3uje poCet voxelov a teda pamatova narocnost na reprezentaciu dane)
scény. Preto je tato metoda dost' neefektivna a pre vel'ké scény aebo jemné rastre nepouzitel'na
Nasl eduj ica metbda odstranuje tento zavazny nedostatok.

2.7.2 Oktalne stromy

Ak teleso obsahuje vatsie homogénne Casti resp. nie je prilis Clenitg, je vyhodngSie ho
reprezentovat tzv. oktalnym stromom. Priklad telesa a jeho reprezentacie — oktalneho stromu je
naobr. 15 (plny Stvorcek = plnakocka, prazdny Stvortek = prazdna kocka, polovicny Stvorcek =
CiastoCne zaplnena kocka).

9@

Hﬂﬂa 012 3 4°56X%

gt Tt
0

Obr. 15: Schéma delenia priestoru, teleso a jemu prislchajtci oktalny strom.

V podstate ide o rekurzivne delenie poCiatocného priestoru (kvadru) na osem rovnakych
segmentov (oktantov), ktoré sl potom spracovavané rekurzivne — nastava jedna z troch moznosti
zaplnenia oktantu:

1. prazdny - void (V), empty (E) vynechany z dalSieho spracovavania
2. plny - full (F) vynechany z dal&ieho spracovavania
3. zmieSany - mixed (M), partial (P) dalg rekurzivne deleny a spracovavany
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Rekurzivne delenie pokratuje dovtedy, kym kazdy vysledny oktant nie je homogénny vzhl'a-
dom na nejake kritérium). Strom z obr. 15 sa da zapisat' tak, Ze rekurziu (teda zmieSané vrcholy)
vyjadrime zatvorkami:

FFFFFV (FFFVEVVV)V .

VeI’Igost’ (objem) oktantov sa v kazdej Grovni rekurzie 8-krat zmen3uje, takze po relativne
malg hlbke oktalneho stromu ziskame vel'mi jemné delenie priestoru (vid [Zara98]).
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3 Sablénované objekty

Sablénovanie

V &ablénovych reprezentaciach je zelany tvar popisany Sablonovanim 2-rozmerngj funkcie
v 3-rozmernom priestore. Sabldnovaciadraha (sweeping path) je oznatovanaako chrbtica (spine),
pripadne trajektoria (trajectory); Sablonovana funkcia sa oznaCuje ako rez (cross section), pri-
padne obrys (contour); a geometrické vztahy rezu a chrbtice sa ozna€uju ako Sablénovacie
pravidlo (sweeping rule). NajrozSirengjSia reprezentacia v tgjto triede je zovSeobecneny valec
(generalized cylinder) [Binf71]. Najjednoduchsi zovSeobecneny valec je kruh Sablbnovany (po-
stivany) po priamke, kde sarovinakruhu a priamka pretingj i pod uhlom 90°, vytvéaraj ic klasicky
valec. Ak je polomer kruhu linedrnou funkciou svojg polohy na dang priamke (presnegjSie fun-
kciou dizky Useku priamky ((setky) medzi pogiatoénou a aktuanou polohou kruhu), potom
tymto Sablonovanim vznikne kuzel' (odtia’ pochadza meno zovseobecneny kuzel’ (generalized
cone) ). Na zahrnutie vatsg triedy tvarov boli definované rdzne typy zovSeobecnenych valcov.
Priamkové homogénne vSeobecné val ce (straight homogeneous generalized cylinders) [Ponc89]
maj (1 ako chrbticu priamku; aviak rez a Sablonovacie pravidio si I'ubovolné. Dal%a forma zo-
vSeobecnenych val cov sa oznaCuje ako krivkove rotatné telesa (curved solids of revolution), kde
chrbtica, rez, skalovanie rezu a Sablonovacie pravidlo sl vietky nekonstanté. MozZnou nevyho-
dou zovSeobecnenych valcov jeich ngjednoznatnost. Pri reprezentovani ziskanych dat modze byt
pocCiatocny rez definovany vel'a spdsobmi, o mazanasledok rozne reprezentacie pretieiste data.
Tento nedostatok bol prekonany niektorymi metddami uz v minulosti (vid napr. [Bhan87]) —vid
[Armag3].



3 SABLONOVANE OBJEKTY 20

3.1 Zakladné pojmy a definicie

, Sablonovany objekt* (sweep object) je dost véeobecny a nejednoznainy pojem. V praxi
sa skor vyskytujl pojmy ,, Sablonovana plocha“ (swept surface), ,, Sablonovany objem (swept
volume) a,, zovseobecneny valec* (generalized cylinder).

3.1.1 Zovseobecnené valce

Zov3eobecnené val ce si triedou Sablonovanych objektov definované 2-rozmernym obrysom
a 3-rozmernou trajektoriu. Obrys definuje rez objektu a trajektoria definuje jeho drahu. St Styri
zakladné typy Sablonovanych objektov ([Bron90], s.77) :

e trandatné: obrys 'ubovolny, trajektoria= priamka

e rotatné obrysl'ubovol'ny, trajektoria= kruznicovy obl Uk
e kruznicové: obrys = kruznica, trgjektoria lubovolna

e zovSeobecneny valec:  obrys g trajektoria st 'ubovol'né

Naobr. 16 a17 je priklad translatného resp. rotatného Sabldnovaného objektu.

Obr. 16: Priklad trandatného Sabldnovaného objektu a jeho konstrukcia (hviezda predstavuje rez).

Obr. 17: Priklad rotacného Sabldnovaného objektu a jeho konstrukcia (lichobezik predstavuje rez).
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Pozornost bude teraz venovana poslednému typu Sabldnovanych objektov, zovseobecnenym
valcom. Tato trieda mdze byt dalgl rozdelena na profilované a neprofilované zovSeobecnené
valce.

Profilované a neprofilované zovSeobecnené valce

Termin ,, profilovany” oznatuje tvar obrysu pocas Sablénovania po trajektorii. Neprofilované
zovSeobecnené valce zachovavaj U tvar obrysu konstantny poCas Sablonovania. To znamena, ze
v&etky zmeny v tvare sU urené samotnou trajektoriou.

Pri profilovanych zovSeobecnenych val coch je obrys 3ka ovany ako je Sablénovany po trajek-
torii. Dve profilovékrivky, s, as,, urCuji Skéalovacie nasobky v dvoch naseba kolmych smeroch
leziacich v rovine obrysu [Bron90]. Ten isty parameter je pouZzity pre trajektoriu g pre profilové
krivky, takZe v kazdom bode natrajektorii sl definované dva $kal ovacie nasobky (vid [Burf98]).

Podl'anormy | SO 10303-42 z roku 2000, definicia4.4.62: ,, Sablonovany_povrch jetaky, ktory
je konstruovany Sablénovanim krivky po ingj krivke.”

Teraz uvedieme jednoduchl definiciu zo svetaimplicitnych objektov (vid [Blo097]) :

Definicia 3.1.

Ked vzdialenost d od krivky definujeme pre trojrozmerné body, vysledna implicitna plocha je
zovSeobecneny valec (generalized cylinder). Pre kostru pozostavajlcu z n GseCiek, implicitna
definicia pre zovSeobecneny valec s polomerom r je:

£(p) = (min(d(p, (setka)?))/r* 1 = 0 (18)

Pre vizuaizaciu tejto definicie: Vyslednaimplicitna plocha je tvorenavalcami s polomerom
r okolo jednotlivych GiseCiek, pricom kazdy spoj bude z vonkajSgj strany gul’ovity — akoby v iom
bola umiestnena gul'a s polomerom r-.

Ako protiklad k implicitng definicii uvedieme popis parametricke] konstrukcie : ZovSeobec-
nenéval ce mézmepovazovat zarozsirenieklasickych valcov. PresnejSie, kolmy valec skruhovou
podstavou mdzme definovat ako tel eso vyznaCene kruhom, ktory sapohybujepo Gsecke L kolmej
na disk. Nahradme tento kruh rovinnym Utvarom 'ubovol'ného tvaru, a taktiez nepozadujme, aby
Usetka L bolastale kolma natento rovinny Gtvar. Teraz ak sarovinny Utvar pohybuje po L, stale
paralelne k sebe, tak vyznaCi teleso nazyvané zovseobecneny valec. Vzorec pre objem takéhoto
telesa je potom

V' = (vy3ka_zovseobecneného_val ca).(plocha_rovinného_Gtvaru), (29)

kde (vy3ka_zovSeobecneného_val ca) teraz znamena vertika nu vzdial enost medzi vrchom a spod-
kom zovSeobecneného valca (vid [Nezn0Q]).

Teraz naCrtneme abstraktnegjSiu a formanegSiu definiciu Sablbnovanéeho objemu:
Ak Q jetrajektoriav R¢, ktora obsahuje rotacie, Q modze byt parametrizovanacez ¢ ako

Q= H(t), (20)
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kde H(t) je (d + 1)-rozmerna homogénna matica urcujlca poziciu a orientaciu v R?%. Takéto
matice majl tvar

(o R 0?) (21)

kde R je d-rozmerna ortonormalnamaticarotacieal” jed x 1 vektor posunutia.
To nam dava novl poziciu aorientéciu v kazdom Case t. Definujme My ako nejak(t mnoZinu
M c R¢ transformovan( homogénnou maticou H, t.j.:

My ={Hm:m € M} (22
Definujme Sablonovanie mnozinou M C R? po lubovolng trajektorii @@ (oznatujeme

S(M,Q)) ako:

S(M,Q) = |J Mu (23)

HeQ

Intuitivne, tahame M po trajektorii @, pricom M skrcame a otatame (vid [Abra95]).
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3.2 Parametricky pristup

Definicia Sablénovaného objektu zavisi natroch faktoroch:
1. 3pecifikacia generatora— objektu, ktory bude Sablénovany;
2. Specifikaciatrajektorie — Sablobnovace cesty;
3. Specifikacia orientacie generatora pocas postupu po trajektorii.

Definicia 3.2.

Nech Iy, I, I3, J sifubovolnéintervaly naR. Ak jedany generétor g(u, v, w), D, = I; X I5 X I,
H, C R®, krivka trgjektorie c(t), D. = J, H. C R®, a transformécia sUradnicového repéru
(coordinate frame) R(t), Dr = D., Hr C R®*3, potom Sablonovany objekt (swept object) S je
definovany ako mnoZzina bodov, kde

S(u,v,w,t) = c(t) + g(u, v, w)R(?) (24)
prengakét € D, (u,v,w) € D,.

Sablonované objekty definované touto definiciou sl skutoéne dost veobecné. Dovol'uji
l'ubovol'nemu parametrickému telesu Sablonovat po parametrickej krivke, vyuZivatc 'ubovolné
transformaci e siradni cového repéru na definovani e orientacie/prehybaniatelesa v negjakom bode
krivky. To napriklad dovol'uje, aby bol generator Skalovany, rotovany alebo prehybany (vektory
sUradnicového ramu nemusia byt navzgjom kolmé) pri postupe po krivke (vid [Conk00]).

Takéto Sablonované objekty (Sablénované objemy) sa pouZivaju vatsinou pri poCitacovych
simulé&ciach v mechanike a vypoctoch drahy pre (obrabacie) roboty.

Dolezité pre vysledny tvar Sablénovaného objektu je zmena normaly rezu — pri pohybe
po chrbtici rez bud kopiruje normalou dotycnicu chrbtice, alebo ju ma pocas celého pohybu
konstantnt (vid obr. 18). Rozdiel I'ahko vidno—kym prvy pristup simuluje ohybanietye sdanym
profilom podl'akrivky chrbtice, pri druhom pristuperez ,,vykrajuje* do priestoru vysledny objekt,
pricom sleduje chrbticu a je stale paraelne k vychodzg pozicii.

Pri pohybe rezu po chrbtici (trgjektorii) ma rez bud kon&tantn( orientaciu vzhl'adom na
normalu rezu, alebo sa orientacia rezu meni podl'a normaly (vektora krivosti) chrbtice (vid
obr. 19). Menenietejto orientacie rezu mavyznam pri model ovani napr. objektu obtacajiiceho iné
objekty, okolo ktorych sa krdti krivka chrbtice. V CAD-systémoch je vatSinou implementovana
len konStantna orientacia rezu vzhl'adom na normalu rezu, pripadne sa da zmenit zadefinovanim
druhgj chrbtice (kol'aje (2-rail)), ktorgj relativnapoziciaod prvej chrbtice ur€uje orientaciu rezu,
pripadne jeho Skaovanie.

KedZe definicia 3.2 je pre modelovanie vypoctovo dost narocna (kvoli komplexnosti ge-
nerétora), nasledujlca (def. 3.3), podobna definicia, je pre model ovanie vhodnejSia — budeme
uvazovat pripad, ked generatorom je 2-rozmernakrivka(rez) C (atedav 3-rozmernom priestore
definujemejegj tretiu sradnicu ako 0) akrivkatrajektorieje 3-rozmernakrivkaT. Nadruhgj strane
umoznime definovat n kriviek rezu (Cy, ..., C,) aich interpolovanie (fi, ... , f,). Vysledna
krivkarezu C(u,v) = Y7, fi(u)Ci(v) bude Vu,u € Dy umiestnenado bodu T(u) a nato-
Cenatak, aby sajg natofeny sUradnicovy repér (e1*, ex*, es*) prekryva s Frenetovym repérom
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Obr. 18: Sablonovanie: Chrbtica, ablonovanie &vorca s normalou dotyCnice chrbtice a s konStantnou
normalou (z'ava).

Obr. 19: Sablénovanie: %ablonovanie zrezaného kruhu s kongtantnym natogenim vzhl'adom na normalu
rezu a s natocenim v.n.n.r. podla normaly (vektora krivosti) chrhbtice (z'ava). Vpravo vznika dojem obta-
¢ania hadice okolo valcov —'avy v smere osi 4, pravy v smere osi z.

T v u (vid definiciu 1.11) nasledovne: e;* = n(u), e2* = b(u), es* = t(u), o zabezpe€ime
rozloZzenim bodu interpolovaného rezu C na sUradnice, ktorymi potom postupne vynasobime
zlozky Frenetovho repéru krivky T v bode T'(u). (Umiestnenie rezu do bodu T (u) realizujeme
posunom C(u, v) + T(u).) Dalej dovolime odchylenie referentného bodu C(u, min D) rezu od
krivky T pridanim vektora posunu (shift) s(u) — tym sa bude dat’ menit excentricita rezu pocas
Sablonovania. Ponechame pritom transforméciu R. sradnicového repéru.

Definicia 3.3.
Nech I, J st lubovolnéintervaly naR, 0 < n € N aey, e, ez sl vektory Standardnej ortonor-
malng bazy E3 (4. Ak jev E? dané:

e krivkatrajektorie (chrbtice) T : I — E3, (teda Dy = I)

4vid definiciu 1.9
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e krivkyrezuC;: J — E? x {0},i=1,... ,n,

e ichinterpolaénafunkciaC(u,v) = > -, fi(u)Ci(v), fi,...,fn:Dr —10,1],
(Vu € Dr) i, fi(u) =1,

e vahovaciefunkciew;, ws : Dy — [0, 1],
e transformaciaR : Dy — R3*3 Frenetovho repéru
e aodchylenies : Dr — E? x {0} rezu od trajektorie,

potom Sablénovany povrch (swept surface) alebo zovseobecneny valec (generalized cylinder) S
je definovany ako mnoZzina bodov, kde

S(u,v) = T(?i) + ((C(u,v) - €1)[(1 — wi)n(u) + wieq] + (25)
+(C(U, U) . ez)[(l - ’I.UQ)b(U) =+ ’wgez]) X R(U),
Cluv) = D fi(u)Ci(v) +s(u), (26)

prekazdéeu € Dy, v € Dg,.

Ak T (u) jeregularnakrivka(t.j. prvaderivéciaT (u) niejenulovy vektor), jeaspon C*-spojita
avektory T(u), T(u) sb linedrne nezavisle, mdzme zvolit t(u), n(u), b(u) podla Frenetovho
repéru, Cize

b(u) = 1T ) x Fa)] n(u) = t(u) x b(u), (27)

T(u)

) = )

(vid [Jbook] pre porovnanie).

Definicia 3.3 je vhodna na parametrické modelovanie zovSseobecnenych valcov. UZivatel’
zada 2-rozmerné krivky rezu C;, 3-rozmerni krivku trajektorie T, pripadne eSte transforméciu
R Frenetovho repéru pocCas Sablénovania, vahovacie funkcie w,, w, a odchylenie s, ¢im defi-
nuje rézne deformacie rezu — otatanie v I'ubovolnom smere, Skalovanie, deformovanie, zmenu
excentricity a predovsetkym l'ubovol'né interpolovanie medzi zadanymi rezmi. Vahovacie fun-
kcie wy, we umoziuj plynuly prechod od Uplného kopirovania dotynice a normaly chrbtice po
UplnG konStantnost (vid obr. 18 a 19).
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Problémy s Frenetovymi repérmi

Nulovakrivost'  Problémy vzniknl v bodoch, kdekrivost K+(u) (curvature) chrbticejenulova,
t.j. kde T (u) je nasobkom T (u). Priklady zahffiaj( inflexné body a body na priamkovom (seku
chrbtice, kde ’i‘(u) = 0. Takéto body sa zriedka vyskytuju na priestorovych krivkach, ale st
beZznegiSie na planarnych krivkach, ktoré sa Casto pouZivaja v praxi. Na priamkovom Useku
sa vektor T'(u) zvykne definovat ako interpolacia T'(u;) a T(us), kde uy, uy SU krajiné body
priamkového Usekul.

Prudké zmeny vektorov Frenetovho repéru Ak je skokova nespojitost v T(u), smery b(u)
an(u) sav bode T(u) prudko zmenia ([Bron90], s. 80). To sa mdze stat v bodoch s nulo-
vou krivostou (vySSie spomenuté). Upozornenie: Ak je krivka reprezentovana parametrickymi
splajnovymi segmentami, k takymto skokom dochadza ak segmenty nie s na spojoch aspon
C?-spojité (vid [Burf9os]).

3.2.1 Pouzitie Fourierovej transformacie

Popis zovSeobecnenenych valcov

Vo v&eobecnej3g Specifikacii zovSeobecnenenych val cov trajektoria arezy mozu byt definované
l'ubovol'nymi krivkami. Ak reprezentujeme krivku trajektorie trojrozmernou parametrickou fun-
kciou a(u) = (az(u), ay(u), a,(uw)) arez rovinnou krivkou c(v) = (¢, (v), ¢y(v)), potom rovnica
povrchu zovSeobecneného valca I'(u, v) formovaného Sablénovanim c(v) po a(u) mdze byt
reprezentovana ako

['(u,v) = a(u) + c(v) - e(u), (28)

preu; < u < up, v; < v < vy, kdee(u) = (e;(u), e (u)) je lokélna siradnicova sistava,
ktora definuje orientaciu rovinng krivky c(v) v trojrozmernom priestore. Orient&cia vektorov
sa bezne definuje referencnou sliradnicovou ststavou uréenou Frenetovym repérom. Pre kazdy
bod kostry definuje tato referencna siistavatri ortogonal ne vektory ktoré st zavislé nalokalnom
tvare trgjektorie. Rezy s potom umiestnené do trojrozmerného priestoru namapovanim ich
dvojrozmerng definicie do jedngj z rovin Frenetovho repéru (t.j. zvatSa do normaovej roviny).
Frenetov repér nie je definovany pre body, v ktorych je krivost nulova, preto je definicia repéru
prispdsobena nahradenim normalového vektora repéru I'ubovol'ne zvolenym vektorom kolmym
na trajektoriul®). V roz&irengj definicii zovdeobecnenych valcov sa krivky rezu menia pozdiz
trgjektorie. V tom pripade sl rezy predefinované a zavisia od parametrov v a v ako c(u,v) =
(ez(u,v), cy(u,v)). Teda, z rovnosti (28) dostavame

I'(u,v) = a(u) + c(u,v) - e(u). (29)

SNa priamkovom Useku sa tento vektor zvykne definovat’ ako interpolacia normalovych vektorov v krajnych
bodoch priamkového Useku, ak je tam krivost nenulova
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Daju sa ziskat rozne triedy zovSeobecnenych valcov zaloZzenych na Specifickych definiciach
funkcii a(u) a c(u,v). Zahrnutim koncepcie interpoléacie obrysov mdzme definovat’ Speciélny
tvar rovnosti (29). Podl'a neho je zmena tvaru po trajektorii ur€ena dvomi rezmi ¢ (v) acz(v)
a interpolatnym pravidlom. Teda krivka c(u,v) v rovnosti (29) je definovana funkciou ktorej
pociatocna a koncova hodnota je dana

c(u;,v) =c1(v), c(us,v) = ca(v). (30)
Pravidlo urcujlce prechod je zadané funkciou prelinania S(u) € [0, 1]. Teda,
c(u,v) = S(u)er(v) + (1 — S(u))ca(v). (31)

Napriklad linedrnainterpolatna schéma moze byt uréenafunkciou S(u) = (u — uy)/(u; — uy).
Podl'ainterpolatnej schémy v rovnosti (31) je zovSeobecneny valec definovany ako

[(u,v) = a(u) + (S(u)c1(v) + (1 — S(u))ea(v)) - e(u). (32)

Téato rovnost poskytuje popis interpolacie krivky Sablonovacimi technikami a predpoklada, ze
obrysy c;(v) a ca(v) si kompatibilné. V nasledujicom odseku budeme uvazovat definiciu
kompatibilnych obrysov uniformnou parametrizaciou ziskanou Fourierovym rozSirenim kriviek
(vid [Agua99]).

Parametrizacia kriviek rezu

V tomto odseku budeme uvazovat' verziu rovnosti (32) pre kompatibilné obrysy, pouzijic
uniformni parametrizaciu popisant Fourierovym rozSirenim. V tomto pristupe st prechody
medzi obrysmi modulované frekventnymi zlozkami, ktoré urcuju vlastnosti rozlicnych Grovni
detailov kriviek. Ak uvazujeme rozsirenie kriviek cq(v) a ca(v) vyuzitim Fourierovych radov,
rovnost (32) sada prepisat ako

[(u,v) = a(u) + F1 (S (u)F(c1(v)) + Sz (u)F(ca(v))) - e(u) (33)

kde F resp. F~! oznatuju Fourierovu transformaciu resp. inverzn( Fourierovu transforméciu.
Funkcie S; (u) aSs(u) modulujlfrekvencietvarov v transformécii, udavaj ic kol'ko z informacnej
frekvencie z pocCiatocného (initial) a z koncového (final) rezu je zahrnutg v nejakom medzistup-
novom reze. V tejto definicii si dané poCiatocné a koncovée podmienky Sy (u;) = 1, Sa(u;) = 0,
Si(ug) = 0 aSy(uy) = 1. Tieto podmienky mozno definovat' linearnym vztahom medzi fun-
kciami (t.j. Sa(u) =1 — S;(u)), ale simozné g inéfunkcie, ktoré kombinuj U frekvencné zlozky
obidvoch tvarov. Fourierovo rozSirenie ¢4 (v) sadaziskat tak, ze si predstavime tato krivku vlo-
Zenl do komplexne roviny. Jgj Fourierovo rozSirenie sadapotom diskrétne definovat eliptickymi
koeficientami

2 2
a1, = — sz cos(kv), by, = . Zyi cos(kv),
=1 i=1 (34)

2 & 2 ¢
alyk = E Z Z; Sin(l{ﬂ)), blyk = E Z Yi SiIl(k'U),
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kde (z;, y;) sl realne aimaginarne zlozky m bodov nakrivke cq (v). V tomto rozSireni krivku
dostaneme ako sumu realng a komplexngj funkcie. Na definovanie rozSirenia v Euklidovske
rovine uvazujeme krivky cq(v) a cz(v) zlozené z dvoch ortonorménych zloziek. Konkrétne,
c1(v) = (c1,(v), 1, (v)) aca(v) = (c2, (v), ¢z, (v)). Ak StotoZznime zloZky kazdej krivky sreanou
aimaginarnou osou komplexnej roviny, ziskame Fourierovo rozsirenie kriviek. Teda

n n

¢, = Z (almk cos(kv) + by, sin(kv)), @, = Z (alyk cos(kv) + by, sin(kv)),
i=1 i=1
(35)

n n

Cy, = Z (a%k cos(kv) + by, sin(kv)), ¢, = Z (agyk cos(kv) + by, sin(kv)),

i=1 i=1

kde n oznatuje pocet koeficientov pouzitych na aproximovanie krivky a koeficienty as,,
ag, , bz, , b, SO vypoCitané analogicky k rovnosti (34). V tejto reprezentacii sme potlacili
¢len Fourierovho radu s nulovou frekvenciou, kedze pozicia krivky je urcena a(u) bez dalSich
posunuti.

(b

Obr. 20: Priklady zodpovedajlcich s bodov definovanych na dvoch dvojrozmernych obrysoch — (a)
pouzitim parametrizacie oblUkove] miery; (b) uréenim vyznacnych bodov.

Na dosiahnutie uniformnej parametrizacie dvoch kriviek rezu, ktoré ur€uj zovseobecneny
valec je nutné dat rovnaké hodnoty parametra v zodpovedajacim bodom na krivkach cq(v)
acq(v). Eventudlne moze byt uniformna parametrizacia definovana pouzitim oblUkovej miery,
kde hodnota parametra v priradena kazdému bodu obrysu predstavuje vzdiaenost od pociatoc-
ného bodu po obryse, normalizovani 2. Kedze krivky st vykres'ovanév digitalnych obrazkoch,
vzdiaenost mdze byt urCena vypocitanim retazcovéeho kédu (chain code) obrysu. Obrazok 20a
ukazuje priklad zodpovedajcich si bodov definovanych pre dva dvojrozmerné obrysy pouzitim
parametrizacie oblUkove miery. Mozme zahrnlt dalSie parametrizacie na definovanie zodpove-
dajtcich bodov. Napriklad vyznatné body mézu byt skompatibilneng, ak im priradime tl istl
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hodnotu parametra v. Obrazok 20b ukazuje priklad, kde rohy uréené v kazdom obryse st pou-
Zité na definovanie rozdel enia parametra v, ateda Casti kriviek medzi vyznatnymi bodmi mdzu
byt uniformne rozdelené normalizovanou parametrizaciou oblUkovel miery. Dosledkom para-
metrizacie tvaru je, Ze rohové body sl zostladené. ZlozitejSie zhodovania medzi bodmi sa dagjl
Ziskat inymi technikami analyzy tvarov, akymi sl zhoda krivosti aebo zovseobecnené symetrie
(generalized symmetries) (vid [Agua99)).

Zahrnutim Fourierovho rozSirenia (popisaného v rovnostiach (34) a(35)) do definicie zovse-
obecnenych valcov popisang v rovnosti (33), bude tvar medzistupiovych rezov urceny kombi-
novanou formou koeficientov ai,, s b, s a1, , by, @ag, b, ,as, ,bo . Teda

r(u,u):a(u)+zm:([sl(u) Sy (w)] {“1% b | [ij((,’j:j))} ex(u)+

a%k bgmk i

(36)

L [Siw) Sa(w)] [‘“yk blwc} [COS(’““)_ e, ().

as, b, sin(kv) |

V tomto vyjadreni funkcie S (u) a Sy (1) meniafrekvencnézlozky uniformne (t.j. vsetky frek-
vencie s kombinované v rovnakom pomere). Na zavedenie Fourierovho morfovania musia byt
funkcie S (u) aSs(u) zavisé nafrekventng zlozke k. Hoci toto rozSirenie poskytne vseobecni
schému na deformovanie alebo morfovanie rezov pozdiz trajektorie, mdze byt neprakticke,
pretoze obsahuje vel'a parametrov Specifikujtcich interpolani funkciu pre kazdl frekvenciu.
VhodngjSie je uvazovat, ze vSetky frekvencie podliehaji zmene parametrickg funkcie prelina
nia. Podl'atoho je konkrétnazmena pre kazdl frekvenciu definovanapriradenim hodnoty jednému
parametru. Napriklad, jednoduchafunkcia prelinaniaje danalinearnou interpolaciou v tvare

u-—4q

S(u,q) = -~

(37)

| nterpol &cia definovana touto linearnou funkciou je ukazana na obr. 21a.

su,q) S(u,q)
A A
1T 1t

() (b)

Obr. 21: Priklady funkcii prelinania: (a) linearna interpoléacia pre hodnoty ¢ = —3,—1,0, 3, 2 Z'ava, (b)

’ 214
interpolacia racionalnym polynomom pre hodnoty g = 5, 2,0, 1, 2 Zava.
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K obr. 21: Parameter ¢ zabezpeCuje ovladanie ,miery zmeny* (rate-of-change) frekvencnej
zloZky. Interpolacia na obr. 21b zodpoveda raciona nemu polynomu

(1+q)u

S(u,q) = T qu

(38)
ktory umoznuje interpolaciu s hladkou zmenou vo frekventngj zlozke. Napriklad, ked ¢ = 0.75,
linearna zmena v rovnosti (37) spdsobi nulovl frekventnl zlozku pre tri Stvrtiny krivky a cela
transformacia sa uskutoCni na posledng Stvrtine krivky. Ta ista hodnota ¢ v rovnosti (38) ma
podobny efekt, ale hodnoty S (u, ¢) predstavuj U hladk transformaciu. Specifikaciatransformacie
zal ozena natychto funkciach je definovana zvolenim hodnoty ¢ pre kazdl frekvencni zlozku k.
Nasledovne mdze byt funkcia prelinaniav rovnostiach (37) a (38) predefinovana ako

_u—q(k) (1+q(k))u
St = =gy T gl

Tymto spdsobom je zmenaaebo morfovanie pozdii krivky trajektorie Uplne uréené definovanim
diskrétngj funkcie ¢(k). Kazdahodnotatejto funkcie maintuitivny vyznam vzhl'adom narychlost
zmeny réznych Urovni detailu (levels of detail) tvaru. Ich hodnoty zavisia na spésobe, akym
sa rez meni po trgjektorii pre jednotlivé objekty. VSeobecne je vhodné interpolovat’ nizkymi
frekvenciami skor ako vysokymi frekvenciami. Tymto spdsobom s nagjprv uréené hrubé Crty
apotom sl pridavané jemné detaily. Vysledkom je dosiahnutie hladkych prechodov medzi rezmi.
Vysoké hodnoty funcie & urCuju vysoké frekvencie, ktoré umoznuju jemny detail, kym nizke
hodnoty funkcie & ur€uj hruby tvar obrysov. TakZe hodnotafunkcie ¢(k) uruje rychlost zmeny
roznych Grovni detailu po obryse (vid [Agua99]).

a  S(u,q(k)) = (39)

Definicia krivky trajektdrie

Na zobrazenie zovSeobecneného val caje nutne vygenerovat mnozinu rezov apotom skonstru-
ovat plochu medzi nimi. Rezy mdzu byt definované urCenim mnoZziny bodov nakrivketrajektorie
a(u) bud iterativnym vycis'ovanim, alebo procesom podrozdel enia (subdivision). V iterativnom
postupe st body na krivke generované inkremental ne rozmiestnenymi hodnotami parametra .
Kedze krivka trgjektorie je definovana v trojrozmernom priestore, konstantné prirastky neza-
bezpeCia, Ze projekcia krivky trgjektorie v obrazove rovine bude mat regularne rozdelenie.
Efektivng i spdsob uréovania bodov na krivke iterativnym vy€isl'ovanim je pomocou diferen-
cii. Techniky podrozdel'ovania zodpovedajU v podstate efektivng] implementacii adaptivnemu
vyCid'ovaciemu postupu. Tieto techniky boli vo vel'kom pouZivané na zobrazovanie niekol'kych
grafickych modelov ako si splajny, parametrické plochy, polynomiane plochy a vyhladzovanie
mnohostenov. Efektivne implementacie podrozdel'ovacich technik zavisia na presnosti a rych-
losti generovaniabodov podrozdel enia. Generovaciatechnikapredlozenav tomto odseku pouziva
pristup podrozdelenia na urCenie bodov na krivke trgjektorie, ako g bodov na krivkach rezov.
Krivky trajektorie si ur€ované rekurzivnym postupom, ktory zabezpeCuje rychly vypocet polohy
rezu s adekvatnym ovladanim hladkosti ohybu, a predsa vyzaduje len maly poCet parametrov.
Postup naziskavanie bodov rezovych kriviek rekurzivne podrozdeli krivku z rovnosti (36) podl'a
parametra v. Body na dvoch susednych krivkach rezov vytvargu malé plosky (Stvoruholniky),
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ktoré mdzu byt pouzité ako mnohouhol nikovareprezentacia. Naviac, plosky mdzu byt robené o
vel'kosti jedného pixelu nazobrazovanie exaktného povrchu zovSeobecneného valca. Konstrukcia

(a) (b)

Obr. 22: Priklady definicie dvojrozmerngj krivky trajektérie. (a) Bod ohybu P,, definovany v strede. (b)
Bod ohybu P,,, definovany vwsSie.

krivky trajektorie je znazornena na obr. 22. Tento obrazok ukazuje dva priklady urcenia krivky
trajektorie v dvojrozmernom priestore. Body P; a P, je pociatotnym resp. koncovym bodom
krivky abod P,, ur€uje polohu bodu ohybu s parametrom ~ definujicim krivost. Rekurzivnym
postupom je uréeny novy bod (P3;) medzi dvomi bodmi nakrivke (P, a P,) pouzitim linearneho
vztahu. Teda

P+ P
2

Nové body medzi P, a P;, resp. medzi P; a P, sU vypocitané tym istym postupom. Pre tieto
segmenty sl uréené novée body ohybu ako

P?):’}/Pm+

(1—=7). (40)

Pi+P, , _PtPn
2 I m2 — 2 I

Ta ista proceddra je aplikovana v naslednych podrozdeleniach. Obr. 22a ukazuje, ako zavisi
hranatost alebo hladkost' krivky na hodnotach parametra . Obr. 22b ukazuje, ako bod ohybu
urcuje poziciu maximalng krivosti. RozSirenie na krivky v trojrozmernom priestore je priamo-
Ciare. Krivkagenerovanatymto rekurzivnym postupom je obmedzena najeden ohyb. PocCiatocny
obrys ¢4 (v) a koncovy obrys ca(v) s definované v poCiatotnom a v koncovom bode krivky
trgjektorie. Toto implikuje, ze krivka trgjektorie nemdze mat' ziaden prieseCnik a ze definicia ne-
dovol'uje poutZitie viacerych obrysov. Napriek tomu je mozné ziskat komplexné zovSeobecnené
val ce straj ektoriou obsahuj tcou niekol’ko kriviek a prienikov, ato definovanim viacerych kriviek
trajektorie v postupnosti tak, Zze koncovy bod jedne krivky trajektorie je zaroven pociatocnym
bodom nasledujlcej. PouZitie viacerych Casti taktiez umoznuje zahrnutie viacnasobnych obry-
sov, lebo obrys v bode spajajicom po sebe idlce krivky trajektorie, mdze byt uréeny 'ubovolne.
Hoci predchadzajlca rekurzivna definicia kriviek trajektorie mdze byt pouzita na vypotet ako
dotycnicovych tak g normalovych vektorov (teda naurcenie lokang siradnicove sistavy daneg)
Frenetovym repérom), je mozna vseobecne) Sia Specifikacia zovSeobecneného valca— zahrnutim

P, =

(41)
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orientacie rezov v interpolatng slstave. Takze mdzme Specifikovat orientaciu obrysu pre po-
Ciatocny a koncovy bod krivky trajektorie a potom urCit orientaciu medzistupnovéeho rezu ako
interpolacni funkciu. V tejto Specifikéacii, ak je smer po sebe idlcich obrysov v bodoch spojov
rovnaky (bez ohl'adu naich hodnoty), potom ¢iastkova interpol acia trajektorie moze mat spojitl
prvl derivaciu. Toto sa podoba Hermitovske interpolatng schéme, ale Specifikacia Casti dovo-
l'uje definovanie nespojitosti v bodoch ohybu. Ked je orientacia krivky trajektorie povazovana
za nezavisll od Frenetovho repéru, potom je nutné Specifikovat inG interpolacnt funkciu, ktora
definuje zmeny orientacie od pociatocného po koncovy obrys. Navrhujeme definovat orientaciu
medzistupiovych obrysov ako linearnu interpolaciu dotykového a normalového vektora v po-
Ciatotnom a koncovom bode krivky trajektorie. Avsak g iné interpolacie mdzu byt zahrnuté na
zvySenie popisng sily. Tato definicia poskytuje viac kontroly nad orientaciou plochy ako pouZzitie
Frenetovho repéru. Beznaimplementéacia pozostava z urCeniaimplicitnych hodnot poCiatotného
a koncového rezu podla krivosti krivky trajektorie. Tieto hodnoty potom mdzu byt menené
uZivatel'om na ziskanie celgj palety zovSeobecnenych valcov. (vid [Agua99)).
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3.3 Implicitny pristup

3.3.1 Implicitne definované plochy (Iso-surfaces)

Definicia

My3lienka pouzivaniaizoploch pre geometrické model ovanie bola pdvodne navrhnuta Blinnom
v roku 1982 [BIin82]. V tomto modeli, implicitny 3D objekt je definovany mnoZinou stavebnych
prvkov (primitives) P;, z ktorych kazdy je povazovany za zdroj pola potencidlu Fj(z,y, z).
V danom bode M (z,y, z) euklidovského priestoru sa skombinuju polia generované vetkymi
stavebnymi prvkami, €im vznika glob@nafunkciapola F(z, y, z):

F(z,y,2) = ZE(!E Y, 2) (42)

3-rozmerny povrch & mdze byt generovany vypocitanim bodov, pre ktoré sa F(z, y, z) rovna
dangj prahove hodnote 7'

S={(z,y,2) eR’ | F(x,y,2) =T} (43)

O funkcii pola F;(z, y, z) sada uvazovat ako o celku, radSej viak pouZzijeme peknl alternativu —
definovanim F; ako funkcie zlozengj z dvoch funkcii, F;(z,y, z) = f; o d;(x,y, z), kde

e d;: R* —+ R" jefunkcia vzdialenosti, e fi: Rt — R jefunkcia potencialu.

Funkciad;(x, y, z) charakterizuje vzdialenost medzi bodom M (z, y, z) a stavebnym prvkom P;,
zatid' o funkcia f;(d) charakterizuje spgjacie vlastnosti P; (vid [Blan95]). Rozdelenie funkcie
pol'a natieto dvakomponenty poskytuje spdsob zatriedenia uz existujlicich model ov, ktoré moézu
byt porovnané bud v spdsobe, akym pocitaju funkciu vzdialenosti alebo funkciu potencidlu —
(vid [Cres96]).

Funkcia potencidlu

Vel'a formul&cii funkcie f;(d) bolo predlozenych v predchadzajlcich pracach (vid [Blan95]
pre prehl'ad). V tejto implementacii je pouzity jednoduchy variant funkcie navrhnutej v [Nish85]:

(208 & <

p (4—p)

0 inak

VdeR" f(d?) = { (44)

V tejto formulécii je parameter p € [0, 1] stuphom vol'nosti (degree of freedom) umoznujlci uZi-
vatelovi ovladat spgjanie: ¢im vysSia hodnota, tym jemnejSi spoj. Je potrebné podotknlt navyse
dve veci o rovnosti (44). Po prvé, vSimnimesi, ze hodnota 2/ p(4 — p) mdZe byt predvypocitana



3 SABLONOVANE OBJEKTY 34

pre kazdy stavebny prvok. Vypocet vyzadujeiba4 operacie v pohyblivej radove Ciarke (1 test, 1
odCitanie a 2 nasobenia). Po druhé, kvoli svojg asymetrii nad a pod prahovou hodnotou 7" = 1,
funkcia F'(d) mdze byt pouZita, len ked vaetky stavebné prvky maji kladné potenciély. Ked s
pozadované zaporné stavebné prvky, mala by byt pouzita symetricka funkcia (niektoré priklady
s predlozené v [Wywi89], [Blan95]) — (vid [Cres96]).

Funkcia vzdialenosti

Tato implementécia je zal oZzena na my3lienke anizotropnych funkcii vzdialenosti, ktora bola
prediozenav [Blan95] aktoratu buderozSirena. Zakladnamy3lienkaje definovat kazdy stavebny
prvok ako jediny bod zdroja asociovany s anizotropnym pol'om (t.j. pole zavisiace na smere od
stavebného prvku). Preto jeden stavebny prvok generuje mnozinu koncentrickych hviezdicovi-
tych izoploch zavisiacich na hodnote prahu. Jeden z tychto povrchov sa nazyva hrani¢néa plocha
(front surface) a reprezentuje maximalny rozsah pol'a (t.j. pole mimo tohto limitu nie je). Teda,
dany bod M je charakterizovany pomerom vzdiaenosti (distance ratio) d = ||[PM]|| / ||PM||,
kde M je prienik hraningj plochy a priamky spéjajlicgf P s M (vid obr. 23). Vysledna hodnota
pol'av bode M saziskavypocCitanim funkcie potenciélu f(d) pre pomer vzdialenosti d. Tato mys-
lienka pomeru vzdial enosti bola predlozenavo [Wywi89] pre Specificki triedu hraniénych pldch
(menovite superkvadriky), ale moze byt pouzita pre 'ubovol'né hviezdicovité objekty. V nasle-
dujGcich odsekoch bude navrhnutych niekol’ko ef ektivnych postupov na generovanie hraniénych
pldch pre rozlicné Utvary (vid [Cres96]).

M

Obr. 23: Bod zdroja P s anizotropnu funkciou pola.

3.3.2 Rotacné stavebné prvky

Definicie

Prvou moznostou generovania hrani¢ng plochy anizotropnou funkciou vzdiaenosti je definovat
to, €o nazyvame rotatné stavebné prvky (rotational primitives) (tento pojem je prebraty z klasi-
fikacie Sablbnovanych objektov prediozeng v [Bron89]). V tom modeli je kazdy stavebny prvok
urCeny bodom P avektorom v. Kazdy bod M (z,y, z) euklidovského priestoru mdzeme dat' do
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vztahu so stavebnym prvkom (P, v) vypogitanim jeho polarnych ,, siradnic [©l:

PM -
t=||PM| a 0:arccos< v ),

1M (*9)

ale tento proces vyzaduje drahy vypocet (druha odmocnina, arccos). PonUka sa aternativne
rieSenie, nazyvané pseudopolarne , siradnice’ ’!, kde sa bude pogitat’ len:

(PM -v)?

t*=||PM|* a u =sign(PM -v)—" .
1PM|[* IvI[®

(46)
Pseudopolarny ,,uhol* « je v skutoCnosti znamienkovana druha mocnina kosinu polarneho uhla
f ajetakmer linearne zavisa od polarneho uhlaé ako je ukazané naobr. 24. Teraz navytvorenie
rotacného stavebného prvku jednoducho definujeme funkciu profilu (profile function) pouzitim
tychto pseudopol arnych stradnic:

Vu € [-1,1] 7* = p(u) (47)

Je zregmé, Zze takto definovany 2D profil je symetricky nad a pod osou otaCania. Pre kazdy
bod M (#?,u) mdze byt vypocitany zodpovedajlci bod M (r?, u) na krivke rezu (vid obr. 23)
rovnostou (47). Nakoniec, pomer vzdial enosti

t2

& = (48)

2
medzi tymito dvomi bodmi je pouzity vo funkcii potencidlu f(d?) (rovnost (44)) na ziskanie
hodnoty pola v M. V&mnime si, ze funkcia profilu sa vyskytuje vzdy v menovateli, teda je
zvyCajne efektivnegiSie zadefinovat funkciu p(u), ktora priamo pocita 1/r2? ako pocitat r2 (vid
[Cres96]).

1 4
Obr. 24 Vztah medz pseudopolarnym a polarnym uhlom.

6S{1to skér pseudosiradnice, |ebo podi'anasledujlicej rovnosti budi mat vetky body nakruznici v rovinekolmej
nav so stredom na priamke Pv rovnaké,, siradnice”
pozri poznamku 6
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Analytické profily

Najzretel'nglSim rieSenim ako definovat funkciu profilu p(u) je pouZitim Specifickg analy-
tickg funkcie. MySlienka v pozadi je ponuknut kniznicu zékladnych tvarov, ktoré st priamo
pouzitel'né. Okrem toho, ak obsahujl vo svojich formulaciach nejaké stupne vol'nosti, pre uZi-
vatel'a je mozné ovladat vysledné tvary. Napriklad obr. 25 ukazuje niekol’ko prikladov profilov.
Kazda funkcia ponika dva tvarovacie parametre p a ¢, ktoré maj( intuitivne a predpokladatel’né
ucinky nadany profil. Tu sl niektoré zodpovedaj ice formulacie pre obr. 25:

L T L B
q
T i (]
‘ D 2 : 2
-p ) p+q -p © p -p ) p
p p p
q q q q ‘ q q ‘
_ _ > p _
p © p p ) p (0 p
q Wq 0|T o 7 a g o
-p ) P -p p -p p
0 ® 0)

Obr. 25: Priklady analytickych profilovych funkcii.

e Profil (8 : & = lu| | 1-]u

1—|u] ak .p2
e Profil (c);%:{ A <
o Profil (@): 5 = 5 + (3 = ) 4lul(1 = Ju)

. Profn(k):;{f

Efektivita je nepochybne hlavnym prinosom tohto pristupu anaytickymi funkciami: stoji
to zvyCajne mengj ako tucet operacii v pohyblivel radovej Ciarke na vypoCitanie funkcie pol'a
generovaného takymto stavebnym prvkom v danom bode M. Okrem toho obmedzena mno-
Zina stavebnych prvkov nie je tak obmedzujlca v implicitnom svete vdaka viastnosti spgania.
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Pre ilustraciu, na obr. 26 je objekt zloZzeny z troch analytickych stavebnych prvkov (v poradi
zl'ava z eliptickeho, obdiznikového a trojuholnikového profilu). Nakoniec poznamenajme, e je
mozné skombinovat viacero funkcii dohromady (priemerovanim, kompoziciou, interpolaciou)
— teda paleta moznych tvarov mdze byt znatne rozSirena (napr. profil (f) bol ziskany linearnou
kombinéaciou kruznice atrojuholnika) — (vid [Cres96]).

Obr. 26: Jednoduchy objekt definovany tromi rotatnymi stavebnymi prvkami.

» Free-form* profi|y[8]

Aj ked analytické profily poskytuja vel'k paletu tvarov, hodnotnym rozSirenim by bolo
dovolit uzivatel'ovi skonStruovat profil metodou free-form. Samozrejme, tento ,, free-form“ profil
musi takisto spifiat’ hlavné obmedzenie anizotropneho model u vzdia enosti atym je, Ze profil musi
mat hviezdicovity tvar podl'a bodu zdroja. Jednym zo spdsobov ako zabezpecit' tito vlastnost je
vyjadrit profil v tvare funkcie: 72 = p(u).

S0 navrhnuté dvarozdielne pristupy navytvorenie free-form profilov. V obidvoch pristupoch
uzivatel' navrhne svoj tvar vytvorenim mnoziny riadiacich bodov Py (xy, yx), ktoré si potom
konvertované do pseudopolarnych stradnic (72, ;). Poénlc riadiacimi bodmi, cely profil mdze
byt vygenerovany interpolatnym procesom zalozenym na Ciastkovych polynémoch (t.j. defino-
vanim funkcie r? = p(u) &o Vk = 0...n, p(ux) = 72 ). V prvom pristupe je pouzita po
Castiach linearna interpol acia na vytvorenie , ostrych* C°-spojitych tvarov (vid obr. 27a), zatial
¢o druhy pristup pouZzivapo Castiach kubick Hermitovskl interpol aciu, ktoraumoznuje,, hladké"
C'-spojitetvary (vid obr. 27b).

PresnejSie, segment py,(u) profilu medzi riadiacimi bodmi Py, a Py, je urCeny:

e linearnou interpolaciou:

1_ﬁ+\/1—t U — Uk

. kde t=—""*
T X y Ug+1 — Ug
8 free-form* deformécie spotivaji v modifikovani priestoru okolo modelu — vyuZivajic 3-rozmerni siet’ s ria-
diacimi vrcholmi, napr. Bezierovo alebo NURBS teleso.
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N Th+1 — Tk _ Ye+1 — Yk
T=Tk— Y & Y=Y — Tk
Ye+1 — Yk Tg+1 — Tk

e Hermitovskou interpoléaciou:

11 3 3 , 2 2\,

r k Ter1 Tk Ter1 Tk
U — Ug myg MEg4+1
kde t=—"  p=——"2 g g=—"*
Ug+1 — Ug Ug+1 — Ug Ug+1 — Uk
P P

Obr. 27: (a) Ostra (linearna) interpoléacia (b) hladka (kubicka) interpoléacia.

pricom m,, € R je dodatotnahodnota poskytnuta uZivatel'om pre kazdy bod P, ktoraovlada
smer dotyCnice krivky v P, (trebasi uvedomit, Ze smer je skalar anie vektor; m,, je ako polarna
stradnica u). Napriklad, ked m; = 0, dotyCnicav P, je kolma na radidny smer PP, (vid
[Cres96]).

3.3.3 Translacné stavebné prvky

Definicia

Druhou moznostou generovaniahrani¢negj plochy s anizotropnou funkciou vzdial enosti je defino-
vat to, €o nazyvametransl atné stavebné prvky (translational primitives) (znovu menoje prevzaté
z klasifikacie Sabldnovanych objektov predioZzeng v [Bron89]). V tomto modeli, kazdy stavebny
prvok je urCené bodom P a tromi vektormi a, b, ¢ urCujucimi lokalny repér (local frame) s
poCiatkom v P. Preto kazdy bod M (z,y, z) euklidovského priestoru je vo vztahu k stavebnému
prvku (P, a, b, ¢) svojimi lokalnymi siradnicami (a, b, ¢):

_PM-a

PM-b PM-c
o — — -

ST = =
a]f? b2 le)l?

Pseudopol arne stradnice mozno I'ahko rozsirit na pseudosférické vypocCitanim:

(1,2

EE “9)

2
. C .
t?=a’>+ b+ u = sign (C)t_2 v = sign (a)
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kde u (resp. v) predstavuje znamienkovani mocninu kosinu uhlaé (resp. ). Navytvorenietrans-
latného stavebnéeho prvku definujeme dve rozne funkcie s tymito pseudosférickymi stradnicami
—funkciu profilu p(u) afunkciu rezu (cross-section function) o (v):

Yu € [-1,1] 7* = p(u) a Yoel[-1,1 s*=0o(v) (50)

Aby to bolo v sllade s trandlatnym model om existujicim v parametrickych plochach [Bron89],
obe funkcie musia byt zli¢ené na ziskanie nasledujiiceho vysledku: rez je postivany po priamke
(napr. osi ¢) a sliasne kalovany funkciou profilu. V nasom pripade vSetko ¢o potrebujeme je
vypoCitat’ pomer vzdialenosti d, ktory charakterizuje poziciu daného bodu M (¢2, u, v) vzhladom
na stavebny prvok (P, a, b, c). Vyjadrenie tohto pomeru vzdialenosti nie je trividline, ako bolo
v pripade rotatnych stavebnych prvkov, ale jeho odvodenie vyZaduje iba jednoduchi trigono-
metriu:

“28%”2 + c?

d? = (51)

2

T

Obr. 28: Jednoduchy objekt uréeny tromi trandacnymi stavebnymi prvkami.

Ten isty proces, ktory bol popisany v odseku 3.3.2 na uréenie funkcii profilu (analytickych
alebo free-form), moze byt zjavne pouzity na vytvorenie rozlicnych funkcii rezu. Porovnanie
rovnosti (47) a(51) ukazuje, Ze translatné zakadné telesa zahihaj U iba o klisok viac v porovnani
s rotatnymi stavebnymi prvkami, hoci vysledné tvary mézu byt ovel'a zloZitejSie. Napriklad,
obr. 28 predstavuje objekt ve'mi podobny objektu na obr. 26, pre ktory ae boli pouzité iné
analytickérezy (vid [Cres96]).

3.3.4 Skruty

Klasickym rozSirenim pouzivanym v parametrickom translatnom modeli je pridanie efektu
skrlicania, a to rotovanim rezov poCas postvania po trajektorii (vid obr. 29). To isté rozSirenie
sa da pouzit pri naSom implicitnom translathom stavebnom prvku, a to otatanim vektorov a
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Obr. 29: (a) Skricanie rezu, (b) skruteny trandacny stavebny prvok.

a b podl'a hodnoty . Na ziskanie spravneho vysledku musia byt a a b ototené pred po€itanim
pomeru vzdialenosti d?, ale po vypoditani pseudosférickych siiradnic v av. Inymi slovami:

=272

Tt (52)
-

d? =

kde @ ab st 1okalne siradnice po otoeni. Podobne ako v parametrickom modeli je uhol otogenia
ur€eny definovanim funkcie skrutu 7(u) alebo 7(c) (vid [Cres96]).

3.3.5 Interpolicia rezov

Dal&im klasickym rozsirenim parametrického translatného modelu je umoznenie viacerych
rezov, ktoré sabudl navzajom prelinat’ (pomocou nejake) interpol atnej funkcie) pocas posivania
po trajektorii (vid obr. 30a). Toto rozSirenie sa da I'ahko previest do implicitneho modelu —
napriklad pouzitim linearng interpol acie medzi dvomi po sebe idicimi rezmi (vid 30b), aledajl
sa pouzit g iné druhy spgjania (vid [Cres96]).

Obr. 30: (a) Interpolovanie rezov, (b) interpolovany trandacny stavebny prvok.
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3.3.6 Nesymetrické rezy

KedZe nade rezy sU definované ako funkcia parametra v, ich vysledny tvar bude nutne
symetricky podl'a vektora a, lebo pouzivame kosinus sférického uhla ¢. Toto obmedzenie sa
da l'ahko odstranit tym, Ze dovolime uZivatel'ovi definovat’ dve rozne funkcie rezu — o, (v) (pre
kladné hodnoty b) ao_ (v) (pre zéporné hodnoty b). Tieto dve funkcie mdzu byt navrhnuté plne
nezéavisle — az na krajné body, kde by mali byt bud C°- alebo C'-spojité: o_(—1) = o, (—1),
o_(1) =0y (1), preCt-spojitost g ¢_(—1) = &, (1), 6_(1) = 5. (1) (vid [Cres96]).

3.3.7 Sablénované stavebné prvky

Ak pdjdeme o krok dalg v klasifikacii Sablonovanych objektov predioZeng v [Bron89],
prideme k finalnemu modelu, znamemu ako zovSeobecneny Sablénovany objekt (generalized
sweep object) alebo zovSeobecneny valec. Takyto objekt je urceny rezom, ktory sa pohybuje po
3-rozmerngj trgjektorii zatial' o je Skaovany krivkou profilu arotovany funkciou skrutu (twisting
function). Vel'a objektov mdze byt vymodel ovanych kombinaci ou Sabl bnovanych objektov, preto
ekvivalentna implicitna formulécia by bola hodnotnym doplnkom. Poznamengjme takisto, ze
taky model mdze byt povazovany za slCasné rozSirenie modelu translatného anizotropneho
stavebného prvku na jedneg strane a modelu vrstevnicovel plochy alebo konvolucngj plochy na
strane druhegj.

V nasom pripade, definovanie vSeobecného Sablonovanéeho stavebného prvku znamena, ze
bod stredu P sateraz moze pohybovat po 3-rozmernej krivke P(t). Cize pred potitanim rovnosti
(48) aebo (51) pre dany bod M treba njst najblizsi bod P trajektorie, typicky ten isty problém
ako pre vrstevnicové plochy. Je mozné vyuzit niekol'ko stratégii:

e Aproximovat tragjektoriu P(t) mnozinou UseCiek. Toto rieSeniejevel'mi jednoduchéamdze
byt napojené na interpol &ciu rezov popisan( v predchadzajicom odseku. NaneStastie ne-
moze presne aproximovat’ hladké trajektorie, iba ak za cenu dramatického zvySenia poctu
segmentov.

e Pokladat orientaciu repéru (a, b, ¢) zanemenni pocas pohybu stredového bodu po trajek-
torii. Teda pre bod M (z,y, z) jednoducho vypoCitat' jeho lokanu siradnicu ¢, pouZit ju
na najdenie nového stredového bodu P = P(c) a nakoniec vypoCitat lokane siradnice a
ab podla P. Toto riesenie je naozaj nenarocng, ae moze davat neintuitivne deforméacie,
pretoze generuje skor efekt vykrajovania alebo strihania (shearing effect) ako skutoCny
efekt ohybania (bending effect) (vid obr. 31a).

e Pouzit tvar trajektorie na vypoCitanie nového repéru (a, b, ¢) v kazdom bode P podi'a
lokalnych vlastnosti krivky. Toto je zrejme ngjintuitivnejSierieSenie, ale g ngjdrahSie (vid
obr. 31b).

NagjzaujimavejSie je posledné rieSenie, v ktorom je dany lokalny repér Frenetovym repérom
(presngjSie rozSirenym Frenetovym reperom — na oSetrenie pripadov, ked je prva derivacia
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Obr. 31: (a) Efekt ,, strihania” (Shearing effect) (b) Efekt ohybania (Bending effect).

nulova):

P(t) b P(t) A P(t)

== =" a=DbAc (53)
I1P@] 1P@&) A PR

C

Vypotet najblizSieho bodu P = P() prebieha podla principu prediozenom v [Bloo90]. Ak
vyjadrimeeuklidovsk(vzdialenost D(t) = || M P(t)||?, vieme, Zet jerieenimrovnice D'(t) = 0.
V pripade kubickych polynomidnych kriviek tento proces znamena ngst korene polynomu
piateho stupia [Bloo90]. Samozrejme v pripade viacerych korenov je zvoleny ten s ngjmensou
vzdialenostou (vid [Cres96]).
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