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Abstrakt

Pre evoluéné algoritmy je vyvinutych vela algoritmov umoziuju-
cich automatické zaobchédzanie so singularitami a zmenami topologie
a rieSenie toku implicitne definovanej krivky pozdlz vektorového pola.
Avsak v literatire sa neuvadzaju metody pre skiimanie a detekovanie
singularit na implicitne definovanej krivke tectcej pozdlz vektorového
pola. Zaoberdame sa skimanim a detekovanim singularit pri toku
krivky. Algoritmus je zaloZeny na sktimani integralu krivosti. Poskyt-

neme teoretické vysledky a ich numerické realizacie.

Krlucoveé slova: evolucné algoritmy, krivost, integral krivosti.
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Uvod

Tato diplomova préca je zamerané na skiimanie a detekovanie singularit
na implicitne definovanej krivke te¢icej pozdlz vektorového pola. Jej cielom
je skiimanie vlastnosti evolicie krivky pod vplyvom vhodne zvoleného vek-
torového pola v rovine a na nesingularnych algebraickych plochéch.

V kapitole 1 podavame prehlad aparatu pouzitého v praci. Ide o zakladny
aparat pre pracu s vektorovymi polami, reprezentacie a vlastnosti rovinnych
kriviek a krivkovy integral po rovinnej krivke reprezentovanej implicitne.

Kapitola 2 podava prehlad moznych formulécii evoluénych algoritmov a
to Lagrangeovskej a Eulerovskej. Blizsie sa venujeme Eulerovskej formulacii
z ktorej v praci vychadzame, jej vlastnostiam, vyhodam a nevyhodam.

V kapitole 3 pracujeme s krivkou reprezentovanou parametricky a chceme
zistit, ako sa v Gase sprava orientovany obsah krivky pri toku krivky pozdlz
vektorového pola. Je tu odvodena prva a druha ¢asova derivacia oriento-
vaného obsahu krivky. Volime konkrétny druh toku krivky pre dalsie sku-
manie. Parametricky model vedie k skimaniu integralov mocnin krivosti im-
plicitne reprezentovanej krivky v okoli predpokladaného vzniku singularneho
bodu.

V kapitole 4 simulujeme pohyb krivky zmenou parametra v parametrickej
ststave kriviek. Nejedna sa o skutoény pohyb krivky pozdlz vektorového
pola. Snazime sa docielit aby zmeny tvaru krivky simulovali pohyb krivky
a nasledne zmenu jej topologie spreviadzanu vznikom singularneho bodu. V
okoli vzniku singularneho bodu pocitame integraly mocnin krivosti krivky
pomocou software Mathematica metodou Monto Carlo.

Kapitola 5 je na zamerana numerickt implementaciu dvoch druhov toku
krivky a numericky vypocet integrdlov mocnin krivosti v okoli vzniku sin-
gularneho bodu. Prvy typ toku je tok krivky v smere normély konstantnou
rychlostou. Druhy typ toku je tok krivky v smere normély rychlostou zavis-

lou od krivosti krivky a konstantnej zlozky.



1 Zakladné pojmy

V tejto kapitole podavame zakladny prehlad aparatu pouzitého v préci.
Nesnazime sa o vyCerpavajuci vyklad vlastnosti a zakonitosti, ale v strucnej
forme uvadzame zakladné definicie a tvrdenia. Podrobnejsie informacie si

Citatel najde sam v literature.

1.1 Vektorové polia

Definicia 1.1 (Vektorové pole) Pod pojmom vektorové pole rozumieme

vektorovi funkciu v (x) : R" — R",
v(@)= (v (x), o (x), vx): R'—>R, i=1...n,
ktora kaZdému bodu priestoru x = (x4, ..., x,) priradi vektor v (x).

Definicia 1.2 (Skalarny sacin) Zobrazenie
g: R" xR" - R, g(m,y):ixiyi (1.1)
i=1
sa nazyva skaldrny sucin a oznacuje sa - y.
Definicia 1.3 (Norma) Zobrazenie
IR >Ry, |z =Vz = (1.2)
s$a NazYva noTrma.

Definicia 1.4 (Gradient) Gradient je vektorovy operdtor
V: C'(R™) — C°(R",R"), pricom plati:

[ Of af \ '
vr- (2.2 1)

Definicia 1.5 (Divergencia) Divergencia vektorového pola v: R™ — R"
je skaldrny operdtor V-: C! (R",R") — C° (R"™,R), pricom plati:

u 8@2-
v-vzz&m. (1.4)

i=1




1.2 Definicie a reprezentacie rovinnych kriviek

Definicia 1.6 Rovinnd krivka c(t) reprezentovand parametricky je lokdlne
ingektivne zobrazenie ¢(t): (a,b) C R — R? z triedy C°. Bod krivky c(t),
v ktorom ¢ (ty) neezistuje alebo ¢, (ty) = 0, nazyvame singuldrnym bodom

krivky, tnak ho nazgvame requldrnym bodom krivky.

d

Poznamka. Symbolom ¢; (ty) oznacujeme deriviciu ze (1) |,_, -

Definicia 1.7 Reguldrna rovinnd krivka c(t) reprezentovand paramet-
ricky je lokdlne injektivne zobrazenie c(t): (a,b) C R — R? z triedy C*,
pricom Vt € {(a,b) plati ¢, (t) # 0.

Poznamka. Pripominame, Ze parametricka reprezentécia krivky nie je jed-

nozna¢na. Napriklad reprezentacie
Let)=(t,t), teR,
2. ¢(t)=(2t,2t)", teR
reprezentuju ti istt priamku v rovine.

Definicia 1.8 Implicitne definovand rovinnd krivka je neprdzdna mnozi-

na T C R? v tvare
(/5(:13):D§R2—>]R, F'={xeD]|¢(x)=0}, (1.5)

kde D je otvorend mnozina a ¢(x) € C' (D). Bod krivky xo, v ktorom
Vo (xg) = 0, nazyvame singuldrnym bodom krivky, inak ho nazjvame reg-

uldrnym bodom krivky.

Definicia 1.9 Reguldrna implicitne definovand rovinnd krivka je

neprazdna mnozina I' C R? v tvare
¢(x): DCR* =R, T={zxeD|¢(x)=0, Vo(z)#0}, (L6
kde D je otvorend mnoZina a ¢(x) € C* (D).

Poznamka. Reguldrnu implicitne definovant rovinna krivku I' v definicii

1.9 budeme oznacovat aj v tvare ¢ () = 0.

3



Obrazok 1: Implicitne reprezentované krivky ¢ (z,y) = 2*> +y*> —c =0 pre

rozne hodnoty parametra c.

Poznamka. Implicitné vyjadrenie krivky tiez nie je jednozna¢né. Napriklad

obidve reprezentacie

L. ¢(z,y) =22+ y>2—1=0,
2 6 (n,y) = (2% + 42 — 1) =0

reprezentuji jednotkovi kruznicu v rovine. Reprezentacia 1 je regularna,
reprezentacia 2 nie je regularna. Na obrazku 1 st znézornené implicitné

reprezentacie kruznic.

Definicia 1.10 Reprezentdcia krivky sa nazijva explicitnd, ak jedna zo surad-

nic je funkciou druhej suradnice.

1.3 Dotyc¢nica a normala rovinnej krivky

Definicia 1.11 Dotyénica requldrnej krivky ¢ (t) : (a,b) C R — R" danej
parametrizaciou v bode ¢ (ty) je priamka urcena bodom c(ty) a vektorom

c: (to) # 0. Vektor ¢, (ty) sa nazgva dotykovy vektor krivky v bode ¢ (to).
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Obrazok 2: Vektorové pole gradientu V¢ funkcie ¢ (v,y) =2*+y*—1 a
kruznica ¢ = 0 reprezentovand implcitne.

Definicia 1.12 Normadla krivky v requldrnom bode krivky je kaZdd priamka
idica bodom krivky kolmo na dotycnicu. V rovine md krivka v requldrnom
bode prave jednu normdlu.

Veta 1.1 Pre requldrnu krivku definovani implicitne dani rovnicou ¢ () = 0

je vektor Vo (x) kolmy na dotycnicu krivky v bode x.

Dokaz. Dokaz tejto vety mozno najst v [4]. W

Pozndmka. Tvrdenie very 1.1 je graficky znazornené na obrazku 2. Tiez
si mozeme vsimnut, Ze krivka ¢ = 0 je regularna. Jediny bod, v ktorom
V¢ = 0 je bod (0,0), a ten nelezi na krivke. Na obrazku 3 je znazornena

krivka ¢ = 0 obsahujuca singularny bod a vektorové pole jej gradientu.
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Obrazok 3: Vektorové pole gradientu V¢ funkcie ¢ (x,y) = 23 +y> — 32y a
folium ¢ = 0 reprezentované implcitne.
1.4 Dizka krivky. Prirodzena parametrizacia krivky

Definicia 1.13 Dizka krivky s parametriziciou c(t) : {(a,b) C R — R? je
danda vztahom

L(c):/ lle: (t)]] dt. (1.7)

Definicia 1.14 Parametrizicia krivky c(t) : (a,b) € R — R? sa nazgva
prirodzend parametrizdcia alebo parametrizicia oblikom, ak diZka kazdého

useku krivky sa rovnd diZke odpovedajicej casti definicného oboru:
L (c(?)c\(d)) —d—c Y{cd) C(a,b). (1.8)

Poznamka. Parameter v prirodzenej parametrizacii oznacujeme spravidla

pismenom s.

Veta 1.2 Parametrizdcia krivky ¢ (s) : {(a,b) C R — R? je prirodzenou para-

metrizaciou prave vtedy, ked

les ()| =1 Vs e (a,b). (1.9)



X(t)

i

Obrazok 4: Parametricky reprezentovand krivka ¢ (t) = (t cost, tsin t)T. Sip-

ky zndzornugu rast paarametra.

Dokaz. Dokaz tejto vety mozno najst v [4]. W
Lema 1.1 Pre krivku v prirodzenej parametrizdcii plati:
|In (s)]| = 1. (1.10)

Dokaz. Vyplyvaz toho, 7e ¢, (s) = (25 (s), ys (s)) T, n(s) = (—ys (s), 24 (s)) "
a plati (1.9). W

Poznamka. Kazda regularna krivka ma nekonecne vela prirodzenych para-
metrizacii, prostrednictvom elementarnych funkcii ich v8ak mozno vyjadrit
len pre mélo kriviek. Prirodzena parametrizacia krivky ma teda velky teo-

reticky vyznam, ale tazko sa s nou pracuje prakticky.

Poznamka. Parametrizacia krivky ¢ (¢) = (tcost,tsint)’ na obrazku 4 nie
je prirodzena, pretoze 3t € (0,4m) : |le; (t)|| # 1. To nakoniec vidno aj na
obrazku, pretoze $ipky zodpovedajiuce ekvidistanénym hodnotam parametra

t nevytinaji na krivke medzi sebou ¢asti oblika krivky s rovnakou dlzkou.



1.5 Krivost krivky

Definicia 1.15 (Krivost regularnej rovinnej krivky) Krivost requldrnej
rovinnej krivky ¢ (t) : {a,b) CR — R?, ¢ (t) = (z(t),y (1)) je dand vztahom
I M
k(1) = ‘xf xf‘w. (1.11)
(@) + (y)°)

Poznamka. V literature [4] je uvedeny fyzikdlny vyznam krivosti: krivost

krivky je absoltitna hodnota okamzitej rychlosti zmeny smeru dotyc¢nice.

Definicia 1.16 V neinflexnom bode krivky c(t): (a,b) C R — R? definu-
jeme vektor krivosti:
k(t)=r(t)n(t), (1.12)

kde m (t) je jednotkovy normdlovy vektor krivky c(t).

Pozndmka. V definicii 1.16 vynechavame inflexné body. V neinflexnom
bode moézeme tiez definovat vektor krivosti, ale v neinflexnom bode nie je

jednoznacne definovany normalovy vektor.

Veta 1.3 Pre vektor krivosti a krivost krivky c(s): {a,0) C R — R? v

prirodzenej parametrizacii plati:
k(s) =css(s),  r(s)=lles (s)]- (1.13)
Doékaz. Dokaz tejto vety mozno najst v [4]. W

Veta 1.4 (Frenet-Serret) Pre rovinni krivku v prirodzenej parametrizdcii

plati:

t;(s) = k(s)n(s) (1.14)

Doékaz. Dokaz tejto vety mozno najst v [4]. B

Poznamka. Kvoli jednoduchosti zapisu sme vo vztahu (1.15) hodnotu ¢ (x)
oznacili ¢, krivost k (x) sme oznacili k a gradient V¢ (x) sme oznacili V.
Ak to bude vhodné, budeme tymto spdsobom oznacovat aj v dalsom texte,

pricom volba argumenta oznacenia bude zrejmé z kontextu.
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Obrazok 5: Krivost krivky ¢ (t) = (tcost,tsint)" reprezentovanej paramet-
ricky (vid obrdzok 4).

Definicia 1.17 Pre krivost x reguldrnej rovinnej krivky ¢ = 0 reprezento-
vanej tmplicitne v requldrnom bode plati:

qu . Q%Qbmm - 2¢x¢y¢xy + Qb?,;qbyy

. v -
" Vol Ive|?®

(1.15)

Poznamka. 7 definicii 1.15 a 1.17 vidiet, Ze krivost krivky v singularnom
bode nie je definovana, pretoze v singuldrnom bode krivky reprezentovanej
parametricky (implicitne) je dotykovy vektor (gradient) krivky nulovy a
krivost krivky sa limitne blizi k +oo.

1.6 Krivkovy integral po krivke zadanej implicitne

V tejto casti podavame prehlad aparatu potrebného na vypocet krivkového
integralu skaldrnej funkcie po krivke danej implicitnou reprezentaciou. Ten-
to aparat je casto pouzivany pri numerickych vypoctoch pri praci s krivkami

alebo plochami reprezentovanymi implicitne.



Obrazok 6: Krivost v bodoch nosnej funkcie ¢ (z,y) = x>+ y> — 3wy.
¢ (z,y) = 0 implicitne reprezentuje folium (vid obrdzok 3).

1.6.1 Diracova funkcia
Definicia 1.18 Heawvisideova funkcia H : R — R je definovand ako

0 <0

H(z) = - 1.16
w={1 1% o
Definicia 1.19 (Diracova funkcia) Diracova delta funkcia b} je defi-
novand ako smerovd derivdcia Heavisideovej funkcie H v smere jednotkovej
normdly n

o(x) = VH(d(z)) - n, (1.17)

pricom ¢(x) = 0 implicitne reprezentuje hranicu 02 mnoziny Q (hranicou

moze byt napr. krivka v rovine) a n je jednotkovd normdla na hranici 0SQ.

Poznamka. Definicia 1.19 je prevzatéa z [8]. Pre upresnenie definicie treba
uviest, ze delta funkcia v skutoc¢nosti nie je redlna funkcia, ale patri medzi

tzv. zovSeobecnené funkcie. Blizsie informécie je mozné najst v [13].

Poznamka. Poznamenavame, Ze tato distribucia je nenulova iba na 0€2, kde

¢ = 0. Rovnicu 1.17 moézeme prepisat ako

) ﬂ T v¢() _dH . .
’ Vo) de —(o(x)) [[Vo(z)| . (1.18)
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Poznamka. V jednorozmernom priestore je delta funkcia definovana ako

derivécia jednorozmernej Heavisideovej funkcie:

dH
o(xr) = — 1.19
()= ), (1.19)
kde H(z) je definovana v rovnici (1.16). Delta funkcia d(z) je identicky
rovné nule viade okrem z = 0 a plati [*_d(z) dz = 1. Rovnica (1.19) nam

umozinuje napisat rovnice (1.17) a (1.18) v tvare

d(x) = 3(¢(x)) |Vo(a)| (1.20)

s pouzitim jednorozmernej delta funkcie §(z).

1.6.2 Aproximéacia jednorozmernej Diracovej funkcie

Diracova funkca (1.19) sa zaraduje medzi zovseobecnené funkcie. Zovseobec-
nené funkcie nie st spojité a to spésobuje numerické problémy pri vypoctoch.
Preto je potrebné aproximovat zovsSeobecnené funkcie spojitymi funkciami
ktoré ¢o najlepsie vystihuju tvar pévodnych zovSeobecnenych funkcii. My
pouzivame aproximéciu jednorozmernej Diracovej funkcie uvedeni v liter-
ature [8] dani vztahom (1.21). Informaécie o dalsich typoch aproximacii je

mozné najst v [6].

0 T < —€,
0(x) = 5+ 5cos (™) —e<z<e, (1.21)
0 e<x.

1.6.3 Integral po krivke

Poznamka. Poznamenavame, ze dx je objemovy element v trojrozmernom
priestore a plosny element v dvojrozmernom priestore. V dvojrozmernej
pravouhlej mriezke je to plocha dvojrozmernej bunky Az Ay, v trojrozmerne;j

pravouhlej mriezke je to objem trojrozmernej bunky Ax Ay Az.
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Obrazok 7: Aproximdcia jednorozmernej Diracovej funkcie 6(x) pre e = 0.05.

Definicia 1.20 (Krivkovy integral) Nech ¢(x): R? — R. Integrdl funkcie
f(x): R? = R po krivke ¢(x) = 0 je definovany ako

5 f(x)o(x) de, (1.22)

kde oblast cez ktori integrujeme je R?, pretoZe 5(:13) vyluci vsetko okrem krivky

o(x) a dx je objemovy element.
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2 Formulacie evolu¢nych algoritmov

2.1 Lagrangeovska formulacia

Predpokladajme, Ze rychlost pohybu kazdého bodu « na hranici oblasti

v Case t je dané ako V' (x). Tomu zodpoveda rovnica

ox
i V (x). (2.1)

Toto je Lagrangeovska formulacia rovnice evolicie hranice. Pri aproximativnom
rieSeni rovnice (2.1) hranicu diskretizujeme. Napriklad v dvojrozmernom
priestore je hranica krivka a na diskretizaciu moézeme pouzit segmenty, v
trojrozmernom priestore je hranica plocha a na diskretizaciu mézeme pouzit
napr. trojuholniky. Avsak aj trivialne vektorové polia rychlosti mézu sposo-
bit deformacie elementov hranice a presnost klesa, ak sa neupravuje diskretiza-
cia s ohladom na tieto deformécie. NavySe sa musime rozhodnut, ako budeme
riesit diskretizaciu pri zmene topologie hranice (spajanie alebo rozdelovanie
Casti hranice). Metody spédjania a rozdelovania hranice pouzivané pri tomto
pristupe st komplikované. Pouzitie Lagrangeovskych formuléci pre pohyb
hranice spolu s metodami vyhladzovania a regularizacie a prerozdelovania sa

v anglicky pisanej literature oznacuju ako front tracking methods.

2.2 FEulerovska formuléacia

Aby sme sa vyhli problémom s deforméaciami elementov hranice a pre-
rozdelovaniu hranice pri zmene topolégie, pouzivame funkciu ¢ sucasne na
reprezentaciu hranice a jej evoliciu. Evolaciu hranice dant implicitnou

funkciou ¢ = 0 vo vektorovom poli V' definujeme rovnicou toku
o +V  -Vo=0. (2.2)

Tato rovnica definuje pohyb hranice vsade tam, kde ¢ (x) = 0. Nazyva
sa Eulerovska formulacia evolicie hranice, pretoze hranica je obsiahnuta v
implicitnej funkcii. Uvedenu rovnicu pre evoluciu rozhrania uviedli Osher
a Sethian ([10],[9]). V anglicky pisanej literatire sa rovnica (2.2) niekedy
nazyva level set equation a metody vyuzivajuce Eulerovsku formuléciu sa

oznacuju level set methods.
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Nech ¢(0) je hladka uzavreta pociato¢na rovinna krivka a nech ¢ (t) je
jednoparametricka trieda kriviek generovana pohybom pociatocénej krivky
c(0) v ¢ase t rychlostou urcenou vektorovym polom V. Hlavnou myslienk-
ou level set pristupu je reprezentovat ¢ (¢) implicitne ako hladinu ¢ (¢) =0
skalarnej funkcie ¢ (t). Mozeme teda zdruzit jednoparametricka triedu po-
hybujtcich sa kriviek s jednoparametrickou triedou pohybujucich sa ploch v
tom zmysle, Ze hladina ¢ = 0 je nesen& pohybujtcou sa plochou.

Napriklad ak pociatocna krivka ¢ (0) v rovine xy je kruZnica so stredom

(0,0) a polomerom r, moéZeme ju reprezentovat ako hladinu ¢ (z,y,0) =0
funkcie z = ¢ (z,y,t) v ¢ase t = 0, pricom ¢ (z,y,0) = /22 + 3> —r.

2.3 Vlastnosti Eulerovskej formulacie
2.3.1 Zlozky vektorového pola

Pri zadavani vektorového pola vo vieobecnosti nemusime zadéavat tangen-
cidlnu zlozku. PretoZe n a V¢ maju rovnaky smer, t - V¢ = 0 pre lubovolny
dotykovy vektor t, z ¢oho vyplyva, Ze tangencialne zlozky vektorového pola
sa v level set rovnici neuvazuji. Napriklad v dvojrozmernom pripade sa

vektorové pole V' rozklada na normalova V™n a tangencidlnu V¢ zlozku:

V=V"n+V't (2.3)
Teda level set rovnica
o+ (V'mn+V't) - Vo =0 (2.4)
je ekvivalentna s
¢+ V-V =0. (2.5)
Pretoze )
ne Vo= L0 Vo= [T = el (2.

moZeme rovnicu (2.4) prepisat do tvaru
¢+ V™|V = 0. (2.7)

Autori v [1] poznamenavaju, Ze pouZitie vektorovych poli generovanych krivk-
ou (napr. tok v smere normaly konstantnou rychlostou , tok v smere normély

s rychlostou tmernou krivosti krivky) vedie k pouzitiu rovnice (2.7).
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2.3.2 Vyhody a nevyhody vrstevnicovych metéd

Hlavnou vyhodou level set metdd je jednoduché rieSenie zmien topologie
hranice. Funkcia ¢ vyvijajuca sa v ¢ase pod vplyvom vektorového pola V
ostéava funkciou tak dlho, pokial je V' hladka funkcia. Hladina ¢ = 0 im-
plicitne reprezentujica hranicu vSak moze menit topologiu (spajat sa, trhat
sa alebo formovat ostré rohy) podla toho, ako sa ¢ vyvija. Na obrazku 8 je
znazornené automatické rieSenie zmien topologie touto metddou.

Dalsou vyhodou je dostupnost vhodnych numerickych metod pre rieSenie
level set rovnic. V [8], [9], [7], [1] st uvedené numerické schémy pre rozne
typy tokov hranice a schémy pre priestorovi diskretizaciu (Upwind diferen-
cie, Hamilton-Jacobi ENO, Hamilton-Jacobi WENQO) a casovu diskretizaciu
(TVD Runge-Kutta) potrebnt k dosiahnutiu stability vypoctu. Tieto num-
erické metody pracuji s objemovou reprezenticiou, ¢o ma svoje vyhody a
nevyhody, a zaroveil prinasaju aj nevyhodu v podobe dlzky vypoctu potreb-
nej k dodrzaniu stability vypoctu. Zvysenie presnosti a zjednodusSenie num-
erickych metod prinasa volba funkcie ¢ ako orientovanej funkcie vzdialenosti
za cenu reinicializacie pri vypocte (pozri [8], [1]).

Vyhodou tejto formulacie je aj to, Ze vlastné geometrické vlastnosti hran-
ice moézu byt urc¢ené priamo z funkcie ¢. Napriklad v bode hranice je nor-
méalovy vektor dany ako V¢ a krivost sa da ziskat ako divergencia jed-
notkového normalového vektora na hranici zo vztahu (1.15).

Nakoniec vyhoda spociva aj v tom, Ze nie su ziadne podstatné rozdiely
medzi evoliciou v dvojrozmernom a trojrozmernom priestore. Aproxima-
cie derivacii sa nemenia, rozsirenie sa riesi rozsirenim Struktir a operatorov
gradientu o tretiu suradnicu.

Nevyhodou level set pristupu je casova naro¢nost. Tento pristup sice
prinasa vyhodu lahkej implementécie, ale zaroven prinaSa ¢asovi naroc¢nost,
pretoze treba pocitat na celom defini¢cnom obore. Casovti naro¢nost toho-
to pristupu odstraiuju metody, ktoré pocitaju iba na okoli krivky (narrow
band). To v8etko ale za cenu zvySenia obtiaznosti implementéacie. Tymito sa
v praci nebudeme dalej zaoberat.

Vyhodou a nevyhodou zaroven je celkovy charakter numerickych metod

(z hladiska rychlosti a presnosti) pouzitych pri tomto pristupe. Detailnejsi

15



Patiatocna nulova hladinap =0
nosnej funkcie v éase £0

Nosna funkciap, \
do ktorej vkladame

krivku ako hladinu Smer pohybu

nosnej funkcie

Nulova hladinap=0
Suradnicova sustava  nosnej funkcie v case t

Obrazok 8: ViozZenie dvojrozmernej krivky do trojrozmernej nosnej funkcie ¢
ako jej nulovd hladina ¢ = 0 automaticky riesi problémy so zmenou topoldgie.
Zatial ¢o krivka moézZe menit topologiu, plocha dand nosnou funkciou ¢ sa

pohybuje hore a dole v pevne danej suradnicovej siustave bez zmeny topologie.

prehlad je uvedeny v [8].
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3 Funkcia obsahu a jej derivacie

Parametricky reprezentovana krivka sa pri svojom pohybe v ¢ase t moze
pretnat sama so sebou tak, Ze uz nie je regularna a vnutro krivky sa sklada z
viacerych oblasti. Tieto oblasti sa vyznac¢uji roznou orientaciou svojej hran-
ice: pre niektoré oblasti je krivka ako hranica kladne orientovana, pre niektoré
zaporne. Od orientacie a teda aj parametrizacie hranice zavisi orientovany
obsah oblasti (jeho znamienko), a teda zmeny vnutra krivky vyvolané pohy-
bom krivky sa prejavuji aj na zmene orientovaného obsahu vnitra krivky:.
Chceme lokalne v okoli vzniku singuldrneho bodu krivky sledovat zmeny
obsahu (orientovaného). Rychlost zmeny obsahu v ¢ase je vyjadrena jeho
casovou derivaciou, ktort budeme sledovat. Funkciu obsahu si odvodime
pre pripad krivky reprezentovanej parametricky a vyvodime z nej zavery.
Pretoze implicitna reprezentécia krivky prinasa vyhodu vo forme automat-
ickych zmien topologie, budeme funkciu obsahu sledovat na prikladoch kriv-
iek reprezentovanych implicitne. To je pre dolezité prave z hladiska zmien
topologie, pretoze situacia prerozdelenia oblasti znazornena na obrazku pri
implicitnej reprezentacii vplyvom zmien topologie nemusi v pripade vzniku
singularnych bodov nastat, ale méze dojst k zmenam obsahu.

V tvode kapitoly uvadzame rovinnu verziu Greenovej vety potrebnu pre
odvodenie funkcie obsahu oblasti ohranicenej krivkou a vetu o derivacii para-

metrického integralu potrebni pre odvodenie derivacie funkcie obsahu.

Definicia 3.1 MnozZinu bodov v rovine ohraniceni jednoduchou uzavretou

rovinnou krivkou ¢ nazgvame vnitro krivky a oznacujeme ho ).

Definicia 3.2 Jednoduchd uzavretd rovinnd krivka ¢ (t) = (x (t),y (1)) je
kladne orientovand, ak pre kazZdy reguldarny bod c (t) krivky ¢ existuje § > 0
také, ze c(to) + sn € Q pre kazdé s € (0,6) , kde m = (—y; (1), 2¢ ()" je

normdlovy vektor ku krivke ¢ v bode ¢ (t).

Veta 3.1 (Greenova veta) Nech c je jednoduchd uzavretd po castiach hlad-
kd krivka cyklicky orientovand siuhlasne s dangm suradnicovym systémom.
Nech mnozina 0 pozostdva z bodov krivky c a jej vnitra. Nech su funkcie

Ulz,y) a V(x,y) spojité aj so svojimi parcidlnymi derivdciami na mnoZine
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Q. Potom

grygw_mﬁfqm@:LU@wm+vmw@. (3.1)

Doékaz. Dokaz tejto vety mozno najst v [5]. W

Veta 3.2 (Derivacia parametrického integralu) Nech D = (a,b)x(c,d).
Ak spojita funkcia f (z,y) : D — R md na mnoZine spojitiu parcidlnu derivd-

ciu fy, tak funkcia F (y) = fab je diferencovateld na (c,d) a plati

F(y) = / £, (z.y) dx. (3.2)

Dokaz. Dokaz tejto vety mozno najst’ v literatare [2]. W

3.1 Funkcia obsahu

V tejto podkapitole predpokladame, zZe krivka ¢ je vo vSeobecnosti para-

metrizovana nasledujicim spésobom:

V dalsom texte budeme kvoli prehladnosti zapisu niekedy pri oznaceniach

vynechéavat parameter t. Volba oznacenia bude zrejmé z kontextu.

Lema 3.1 Nech ¢ (t): {a,b) — R?, je po castiach hladkd jednoduchd uza-

vretd rovinnd krivka. Potom pre orientovanyj obsah S vnitra €2 krivky c plati:

S@:—%/onﬁ. (3.3)

Dokaz. Zvolme U(x,y) =y, V(z,y) = 0. Potom pre plosny obsah S podla

S = jj dxdy = /ydx. (3.4)

Zvolme U(x,y) =0, V(z,y) = z, podla vety 3.1 dostavame

S = jj dx dy = /xdy. (3.5)
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7 toho

Pre diferencialy funkcii x a y plati:
dr =z, dt dy =y dt (3.7)

Dosadenim dostavame tvrdenie lemy
1
S(t) = 5/}x%—ymgdt (3.8)

c

1 T —Ut
= : dt
= L dt.m
= —5 CC"I’L .

Vztah (3.3) plati pre jednoduchu krivku. V dalsej ¢asti ukazeme, ze plati
aj pre krivku, ktoré nie jednoducha, a teda jej vnitro sa sklada z viacerych
oblasti.

Autori v [3] uvadzaju, Ze ak rovinna krivka ¢ nie je jednoduché, potom
existuje konecny pocet jednoduchych orientovanych uzavretych rovinnych

kriviek ¢;, i = 1,...,n takych, ze

c= U c;. (3.9)

Potom vniitro €2 krivky ¢ sa sklada z n oblasti €2;, © = 1,..., n ohrani¢enych

jednoduchymi uzavretymi krivkami ¢;, ¢+ = 1,...,n:

Q=[Jo (3.10)

Ak krivka obsahuje singularne body, moéze nastat situacia, ze krivka ¢ sa
sklada z k oblasti € so sthlasnou parametrizéciou a z n — k oblast{ s nesih-

lasnou parametrizaciou 2, (vid obréazok ?7):

k n
a=Jofu |J 9. (3.11)
=1

i=k+1
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CHF—+C —>C+
/‘\\

Obrazok 9: Zmena orientovaného obsahu vplyvom parametrizicie. Oblasti

+C

vnutra krivky maji rozne znamienko orientovaného obsahu v zdvislosti na

parametrizdacit a orientdcit.

Orientovany obsah oblasti so kladnou orientaciou je kladny, orientovany ob-

sah oblasti so zapornou orientéciou je zaporny:

S(Qf) > 0, i=1...k (3.12)
S(Q7) <0, i=k+1..n

Definujme obsah S vnutra € krivky ¢ :

k

S=>)_S(9)+ zn: S(97). (3.13)

i=1 i=k+1

Désledok 3.1 (Obsah vniitra krivky) Nechc(t): (0,1) — R? je po cas-
tiach hladkd uzavretd rovinnd krivka. Potom pre orientovany obsah S vnitra
Q krivky c plati:

S = —% /c~ndt. (3.14)

Dokaz. Zo vztahov v predchédzajucej ¢asti vyplyva

S = ) S+ Zn: S(Q)) (3.15)

i=k+1

"1
= 2—5/ c; - di (3.16)
=1 Ci
1
= —§/c-ndt, (3.17)

pricom n; je normélovy vektor krivky c;. B
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3.2 Derivacie funkcie obsahu

Lema 3.2 (Derivacia funkcie obsahu) Nechc (s, t): (0,L) x (0,T) — R?
je rovinnd krivka v prirodzenej parametrizacii. Potom derivdcia funkcie ob-

sahu jej vnitra je vyjadrend ako

S (t) = — /OL ¢ - mds, (3.18)

pricom je L dlzka krivky a n je normdlové vektorové pole na krivke.

Doékaz. Obsah oblasti ohranicenej krivkou je dany ako

1 (L
S(t):—§/0 c-nds.

Derivécia funkcie obsahu:

) 1 [t 1 [r
S (t) = —5 ct-nds— 5 c-ntds. (319)
0 0

Pretoze krivka je uzavreta plati:
c(0)=c(L), «0)=c(L), ¢ (0)=ci(L). (3.20)

Integrovanim druhého integralu per partes dostavame:
L L _
/ c-n,ds = / c- Yot ds
0 0 Tpt
L
p— L —
:c-< yt) —/cp-< yt>d$
Tt 0 0 L
L —
= c-¢f (1)—/ KR Yt ) ds (3.21)
~—— Jo Yp L
=0
- /L S R ds
0 Yt Tp
L
= / c:-nds.
0

Dosadenim (3.21) do (3.19) dostavame tvrdenie lemy. H
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Obrazok 10: Funkcia f () a jej prvd a druhd derivdicia ' (z) a f" (z).

Nech je definovany nasledujuci druh toku krivky:
¢ = (a+ fK)n, aeR, BeER]. (3.22)

Potom derivécia obsahu ma tvar:

S'(t) = —/0 (a+ Pr)n-nds

= — /OL (o + BK) ds (3.23)

L L
= —a/ ds—ﬁ/ K ds
0 0
L
= —aL—ﬁ/ K ds.
0

Na podrobnejsie urcenie vlastnosti prvej derivacie obsahu uréime este jej
druht derivaciu, pretoze chceme sledovat extrémy (vid obréazok 10).

Dalsim derivovanim (3.22) dostéavame druhii derivaciu obsahu:

S"(t)=-p /OL Ky ds. (3.24)

Potrebujeme este urcit ¢asovu derivaciu krivosti v (3.24). Td uréime nasle-

dovne:

a a Lss Lsst + Yss Ysst Css * Csst
we= g lleal = 2 (VAR T0R) = - (3.29)

V xgs + ygs HCSSH .
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Pretoze ¢ € C?, mozeme zamenit poradie derivovania:
Csst = Ciss = [(a + Br) n|,, = 2Bksns + (o + BK) Ngs + Brssn. (3.26)

Na urcenie derivacii normélového vektora v rovnici (3.26) vyuzijeme vetu 1.4.

Este potrebujeme urcit vyraz ng,. Ten ziskame derivaciou vztahu (1.14):
Ng = — Kyt +Kt, = —/ist+/i2n.
Vysledne teda mame:
Csst = —20kskt + (a0 + (k) (—K,S t+ K2 n) + BRgsm (3.27)
a z toho
Css - Cost = KT~ [—26/4;8/<at + (o + Bk) (—/fs t + K> n) + ﬁkassn]
= kn-(a+ fk) (—K,St + K2 n) + KM - Brgem

= —kn-(a+ k) kst +rn - (a+ Br) KN+ KBk,
= k(a+ k) K + KBk (3.28)

Pretoze ||css|| = w, z predchadzajiceho pre ¢asovi derivaciu krivosti dosté-

vame:

2
) — k(o + ﬂ/ﬁ;)’: + KBKss — ar? + 6’13 + Bk (3.29)

Pre druhu derivaciu obsahu dostavame:

L
St = - /0 (ak® + BK® + Bras) ds. (3.30)

L L L
= —aﬂ/ 52d3—62/ /i?’ds—ﬁ2/ Kgs dS.
0 0 0

Vyraz ks po zderivovani obsahuje aj tretie a Stvrté derivacie. Pretoze de-
rivacie vyssich radov byvaji numericky nestabilné, integral obsahujici ¢len
Bkss v rovnici (3.30) pri numerickych metodach riesenia toku zanedbévame.

Pre aproximaciu druhej derivicie obsahu teda dostavame:

L L
S"(t) =~ —ozﬂ/ m2ds—62/ K® ds (3.31)
0 0
~ —O{ﬁ]g—ﬁQL),
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kde .
I, = / K" ds, n=123. (3.32)
0

Z toho vidime, Ze treba sledovat spravanie sa integralov I a I3. Pretoze
funkcia f(z) = x sa sprava v okoli nuly podobne ako f(x) = 23, budeme sle-
dovat aj integral I;. Pre urcenie dominantnosti integralu mocniny krivosti pre
opis spravania sa krivky rozhoduju konstanty v a 3. V kapitole 5 uvidime, ze
pri zvolenych druhoch toku pri numerickych vypoctoch sa stane dominantny

integral I5. Integraly I a I3 vSak tiez poméhaju opisovat spravanie krivky:.
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4 Integral krivosti vycisleny analyticky

4.1 Popis a simulacie vzniku singularneho bodu

Nech ¢(x,t) : D xRS — R je skalarna funkcia a nech ¢(z,t) = 0 je krivka
definovana implicitne. Integral n-tej mocniny krivosti 1, z rovnice (3.32) je

vyjadreny ako

o= [ @@= [ @) s Vo)) d

R2

V tejto Casti skimame spravanie sa integralov mocnin krivosti pri vzniku
samoprieseku krivky. Volime krivky, ktoré obsahujt uzlovy singularny bod
alebo singularny bod vyssieho rddu, ale nie izolovany alebo bod vratu. Pri
analytickom skumani integralov [, v skuto¢nosti neratame tok krivky vo
vektorovom poli a jej vyvoj v Case, ale zmenou parametra ¢ funkcie ¢(x,t)
ovplyviiujeme tvar krivky ¢(ax,t) = 0 a to tak, Ze pri urcitej zvolenej hodnote
parametra krivka obsahuje singularny bod.

V okoli predpokladaného vzniku singularneho bodu pocitame integraly
mocnin krivosti. Za okolie singularneho bodu sme zvolili interval (—0.5, 0.5)%.
K vypoctu integralov [,, pouzivame software Mathematica, konkrétne meto-
du pre numerické integrovanie typu Monte Carlo (500000 iteracii). Pre aprox-

imaciu Diracovej delta funkcie (rovnica (1.21)) sme zvolili € = 0.0075.

4.2 Simuléacie vzniku singularneho bodu na krivkach

4.2.1 Lemniskata

Lemniskata ma implicitnt reprezentaciu v tvare
¢ (x,y) = (2 +9%)" =26 (22 — ) — (a' — ). (4.1)

Parameter ¢ zme zvolili ¢ = 1. Parametrom a sme ovplyviovali tvar lem-
niskaty. Lemniskata obsahuje singularny bod pri hodnote parametra a = 1.
V tabulke 1 st uvedené hodnoty parametra a a integralov mocnin krivosti
v okoli singuldrneho bodu. Na obrazku 11 je znézornena lemniskata na in-
tervale (—2.5,2.5) x (—2,2) pre rozne hodnoty parametra a. V tabulke st
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zvyraznené hodnoty ,pred”, ,v case vzniku* a ,po zaniku singularneho bodu.*“.
Na obrazku 12 su graficky znézornené hodnoty z tabulky 1. Integraly I; a
I3 sa ,y Case vzniku singularneho bodu“ spravaji podobne a to tak, ze medzi
hodnotami parametra a = 1 a a = 1.005 nastava zmena znamienka integralu.

Integral I dosahuje maximum pri hodnote a = 1.

a=0.98 a=20.999 a=1
2 2 2
1 1 1
| OO o OO o OO
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
a=1.0005 a=1.005 a=1.05
2 2 2
1 1 1
-1 -1 -1
_2 -2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
a=1.1 a=1.5 a=2
2 2 2
1 1 1
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Obrazok 11: Analytickd simulacia vzniku singuldrneho bodu pre lemniskatu.

Vznik je simulovany zmenou parametra lemniskaty.

4.2.2 Folium

Folium mé implicitni reprezentaciu v tvare
¢ (v,y) = 2> +y* — 32y — a. (4.2)
Parametrom a sme ovplyviovali tvar lemniskaty. Folium obsahuje singularny
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a I Iy I3 a I Iy I5
0.95 -3.60527 | 10.0082 | -29.7246 | 1.005 | 1.89501 | 16.0841 | 123.001
0.955 | -3.69611 | 9.95044 | -31.1146 | 1.01 1.7675 11.021 58.7047
0.96 -3.71373 | 10.4844 | -32.4956 | 1.015 | 1.74048 | 8.58407 | 36.3043
0.965 | -3.75091 | 10.9587 | -34.6638 | 1.02 1.67787 | 7.11649 | 23.6155
0.97 -3.98967 | 11.1285 | -37.4486 | 1.025 | 1.61703 | 5.81514 | 17.7992
0.975 -4.0103 12.002 -41.4323 | 1.03 1.58001 | 4.94392 14.332
0.98 -4.19017 11.836 | -45.7187 | 1.035 | 1.54227 | 4.50405 | 10.4187
0.985 | -4.33195 | 12.7111 | -57.6825 | 1.04 1.4303 | 3.94513 | 8.83888
0.99 -4.22066 | 15.2819 | -81.8833 | 1.045 | 1.35506 | 3.47196 7.3971
0.995 | -4.20621 | 19.7861 | -146.586 | 1.05 1.32149 | 3.11448 | 6.32636
1.0 -1.42239 | 82.818 | -1213.99

Tabulka 1: Hodnoty integrdlov mocnin krivosti ziskangch analytickou simuld-

ciou vzniku singuldrneho bodu pri lemniskate.

10

15 20

Obrazok 12: Grafy integrdalov mocnin krivosti ziskangch analytickou simuld-

ciou vzniku singuldrneho bodu pri lemniskate.
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bod pri hodnote parametra a = . V tabulke 2 st uvedené hodnoty parame-

tra a a integralov mocnin krivosti v okoli singularneho bodu. Na obrézku

13 je znazornené folium na intervale (—2.5,2.5) x (—2,2) pre rozne hodnoty

parametra a. V tabulke st zvyraznené hodnoty ,pred®, ,v ¢ase vzniku* a ,,po

zaniku singularneho bodu.”“. Na obrazku 14 su graficky znazornené hodnoty

z tabulky 2. Integraly I; a I3 sa ,v ¢ase vzniku singularneho bodu* spravaju

podobne a to tak, ze medzi hodnotami parametra a = 0 a a = 0.01 nasté-

va zmena znamienka integralu. Integrél I, dosahuje maximum pri hodnote

a=0.

a=-0.1

-2 -1 0 1

a=-0.05

a=-0.01

%

-2 -1 0 1 2

a=0.01

Obrazok 13: Analytickd simulacia vzniku singuldrneho bodu pre folium.

Vzenik je simulovany zmenou parametra folia.
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a I I I a I I I3

-0.1 -2.75134 | 9.3908 | -37.5108 | 0.01 | 3.06789 | 22.7961 | 220.895
-0.09 | -2.74621 | 9.37525 | -41.9755 | 0.02 | 3.00777 | 15.9357 | 109.312
-0.08 | -2.89154 | 9.53829 | -43.7591 | 0.03 | 2.98486 | 13.4843 | 71.7526
-0.07 | -2.79103 | 10.3157 | -48.7179 | 0.04 | 3.02533 | 11.2571 | 54.1522
-0.06 | -2.79772 10.402 | -51.2848 | 0.05 2.9626 10.6049 | 45.4692
-0.05 -2.9792 11.4477 | -60.2603 | 0.06 | 2.96176 | 9.15802 | 37.3674
-0.04 | -2.93339 | 12.6059 | -66.2015 | 0.07 | 2.8091 9.03629 | 32.6275
-0.03 -2.9683 14.0358 | -91.2974 | 0.08 | 2.77654 | 8.2356 | 28.4593
-0.02 | -3.04618 16.775 | -114.421 | 0.09 | 2.66192 | 7.64426 | 27.3429
-0.01 | -3.07507 | 24.4961 | -248.742 | 0.1 2.77401 | 7.37578 | 23.9213

0 -0.00086 | 66.3709 | 210.714

Tabulka 2: Hodnoty integrdlov mocnin krivosti ziskangch analytickou simuld-

ciou vzniku singuldrneho bodu pri foliu.

60
50
40
30
20

Obrazok 14: Grafy integralov mocnin krivosti ziskangch analytickou simuld-

ciou vzniku singuldrneho bodu pri foliu.
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4.2.3 Jednoparametricky zvazok

Jednoparametricky zviazok ma implicitni reprezentaciu v tvare
¢(z,y)=01—a)(2*+y*—1) +a <(x2 + y2)2 —2¢% (2% — y2)2> . (4.3)

Parametrom a sme ovplyviiovali tvar jednoparametrického zvizku. Parame-
ter ¢ sme zvolili ¢ = 2. Jednoparametricky zviazok obsahuje singularny bod
pri hodnote parametra a = 1. V tabulke 3 st uvedené hodnoty parame-
tra a a integralov mocnin krivosti v okoli singularneho bodu. Na obrézku
15 je znazornené folium na intervale (—2.5,2.5) x (—2,2) pre rozne hodnoty
parametra a. Kvoli nedokonalosti zobrazovania implicitnych funkcii v sys-
téme Mathematica nie je pre hodnotu parametra a = 1 spravne zobrazeny
singularny bod krivky. Na obrazku 16 su graficky znazornené hodnoty z
tabulky 3. Integraly I; a I3 sa ,v ¢ase vzniku singularneho bodu® spréavaju
podobne a to tak, ze medzi hodnotami parametra a = 1 a a = 1.05 nasté-
va zmena znamienka integralu. Integrél I, dosahuje maximum pri hodnote

a=1.

4.3 Vyhodnotenie simulacii

Z tychto simulacii vzniku singularneho bodu predpokladame, Ze hodnoty
integralov I, a I3 pri vzniku singularneho bodu menia znamienko a integral

15 dosahuje maximum.
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a=0.8 a=20.9 a=20.95

2 2 2
lx V 1\ y l“ %
0 0 0
_1 4 k -1 4 \ 1 4 \
-2 -2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
a=0.999 a=1 a=1.001
2 2 2
) x % , \/ 1
0 0 0
-1 /\ -1 /\ -1
-2 -2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
a=1.1 a=1.5 a=2
2 2
! \/ ! \/ ! \_/
0 0 0
o /\ i /\ 2 /\
-2 -2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Obrazok 15: Analytickd simulacia vzniku singuldrneho bodu pre jednopara-

metricky zvazok. Vznik je simulovany zmenou parametra zvazku.
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a I Iy I3 a I Iy I3
0.8 6.54119 | 83.6041 | 1315.17 | 1.45 | -3.92625 | 8.82818 | -18.6069
0.85 8.2348 110.352 | 1666.45 | 1.5 | -3.74186 | 8.30058 | -16.663
0.9 9.46255 | 124.878 | 2300.96 | 1.55 | -3.66296 | 7.56016 | -16.1235
0.95 | 10.1451 | 160.798 | 3632.55 | 1.6 | -3.23132 | 6.71454 | -13.921
1.0 | 1.59686 | 235.142 | 14262.1 | 1.65 | -3.17977 | 6.51385 | -13.5525
1.05 | -7.1261 | 20.1413 | -65.8464 | 1.7 | -3.03441 | 6.32494 | -11.9995
1.1 -6.37789 | 16.0883 | -44.988 | 1.75 | -3.00539 | 5.72549 | -12.6169
1.15 | -5.96227 | 14.6063 | -35.9296 | 1.8 | -2.65809 | 6.1237 | -10.6765
1.2 -5.46768 | 12.2344 | -32.1984 | 1.85 | -2.31993 | 4.80792 | -10.1619
1.25 | -5.31477 | 11.5327 | -27.7484 | 1.9 -2.115 | 4.80379 | -9.5423
1.3 -4.87175 | 10.5668 | -23.7817 | 1.95 | -2.06082 | 4.52205 | -8.00405
1.35 | -4.89915 | 10.1649 | -22.2603 | 2. -1.9865 | 3.65646 | -8.04368
1.4 -4.28886 | 9.28432 | -20.5707

Tabulka 3: Hodnoty integrdlov mocnin krivosti ziskangch analytickou simuld-

crou vzniku singuldrneho bodu pri jednoparametrickom zvdzku.

Iy

10 15 20

25

Obrazok 16: Grafy integrdalov mocnin krivosti ziskangch analytickou simuld-

crou vzniku singuldrneho bodu pri jednoparametrickom zvdzku.
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5 Integral krivosti vyc¢isleny numericky

Vzhl'adom na to, Ze skiimame vznik samoprieseku krivky, sme sa rozhodli,
ze vyuzijeme tok krivky v smere normaly konstantnou rychlostou pretoze pri
tomto druhu toku je ¢asty vznik singularit. f)alej sme sa rozhodli vyuzit tok
krivky v smere normély zavisly na krivosti krivky a konstantnej zlozke, pre-
toze chceme zisit ako tok krivy zavisly na krivosti ovplyviuje integraly moc-
nin krivosti. Numerickd metoda pre simuléciu je implementovana v matemat-
ickom software Mathematica. Pre skiimanie integralu krivosti krivky zadanej
implicitne sme sa rozhodli pouzit diskrétnu numericki metédu. Dovody pre

numerickd implementéciu st nasledovné:

e Evoluéné rovnice sa zaraduju do kategorie tuhych (stiff) problémov pre
ktoré je potrebné zvolit individualny pristup, a matematicky software

neposkytuje metody pre rieSenie tychto typov diferencialnych rovnic.

e Integrovanie integralov typu (1.22) pomocou matematického software
je problematické (vid [11]) a ani pri pouziti stochastickych metod inte-
grovania neprinasa pozadovanu presnost ani za cenu dlhsej doby trvania

vypoctu.

Pri pouziti numerickeych metod vychadzme so zdrojov [8] a [12].

5.1 Zakladné numerické aproximacie
5.1.1 Diskretizacia definicného oboru

Priestorovu ¢ast D definiéného oboru funkcie ¢(x,t) diskretizujeme po-
mocou dvojrozmerného rastra, ktory mé rozlisenie p, + 1 hodndt v smere
osi # a p, + 1 hodnot v smere osi y. Predpis pre diskretizaciu priestorovych

premennych x a y je nasledovny:

xi; = (v5,y;)  i=0.ps J=0.p,, (5.1)
. b—a
x; = a+iAx Ar =a+ (5.2)
Pz
. d—c
yj=c+jAy  Ay=c+
Dy
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Diskretizaciu ¢asovej zlozky definiéného oboru funkcie ¢(x, t) riesime tak, ze

kroky vypoctu realizujeme v diskrétnych ¢asoch
by = to + A, (5.3)

kde ty je pociatoény ¢as pri simulacii toku a At je velkost ¢asového kroku.
Velkost ¢asového kroku At sa moze pri vypocte menit, aby sa dosiahla nu-
merické stabilita vypoctu.

Numerické diskretizacia funkénych hodnét funkcie ¢(x, t) v n-tom ¢asovom
kroku vypoctu je dvojrozmerny raster ¢; ; s rozliSenim p, +1 hodnot v smere

osi  a p, + 1 hodnot v smere osi y dany predpisom:

5.1.2 Pomerné diferencie prvého radu

Pomerné diferencie prvého radu sa pouzivaju na aproximaciu prvych par-
cialnych derivécii funkcie. Konkrétna volba, ¢i pouzijeme doprednt, spatnu
alebo centralnu diferenciu zavisi na metode pouzitej pri rieSeni, a Casto sa

kombinujt v ramci jednej metody.

Dopredné diferencie:

4z ¢i+1,j - ¢i,j + . ¢i,j+1 - ¢i,j
Difo =" Dl = BB (5.5)

Spétné diferencie:

_ Gij — Gim1 _ Gij — Dij—1
D¥p=10 T D Yp—= 1w Twiml ‘
o, D= Sl (56)
Centralne diferencie:
Iz ¢Z 7_¢2_ 7' ¢7/7 _¢7d_
Do = =L, Dle = SR (5.7)

5.1.3 Pomerné diferencie druhého radu

Pomerné diferencie druhého rddu sa pouzivaji na aproximaciu druhych
parcialnych derivacii funkcie. Tu uvadzame aj konkrétne volby typov pomerneych
diferencii pouzitych pre konkrétne typy druhych derivacii funkcie.

Gij = Pic1j\ _ Pir1j — 20i; + Qi1
Az (Az)?

¢xw ~ D+¢Di_,jx¢ - D;:jm < (58>

1,J
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_ ij — Pij— i1 — 2005+ Gij
o DDV — Dty Qi = Qi1 _ Puitt = 2005 + i ‘
¢yy 1,7 1,7 ¢ 1,7 ( Ay (Ay)2 (5 9)
~ DOzDOy _ Do Gijr1 — Pij-1 1
» R e (5.10)
_ Git1,j41 T Gic1j—1 — Pit1,j — i1
AxAy

5.1.4 Aproximéacia krivosti

Autori v [12| uvadzaju pristup, pri ktorom sa pri normalovom vektore s
normou mensou ako hrani¢né hodnota zanedba vplyv krivosti v danom pre
dalsi vypocet. My sme vyuzili tento pristup. Diskretizacia pre krivost krivky

K Vv n-tej iteracii je nasledovné:

g = [(D¥em)?+ (DYe?]" (5.11)
di = (D¢ (DirD;r¢")
d2 _ (DOx n) (DorDonS )
d = (D6 (DD }e")
d1—2ds+d3
= > €,
no= 9
K { . g<e. (5.12)

Ako hrani¢né hodnota pre dlzku normélového vektora je stanovené e, = 107,
Tento pristup sme zvolili pri rieSeni rovnice (5.15).
Autori v [8| uvadzaju, ze krivost krivky by nemala byt mimo intervalu

_E> E> \Y% opacnom pripade mé byt vypocitand krivost nahradena hod-

notou _E alebo E podla toho ku ktorej z danych dvoch hodnét je blizsie.

Tento pristup sme zvolili pri rieSeni rovnice (5.23). V pripade, Ze chceme
pocitat krivost v singularnom bode je parabolicky ¢len v aproximacii (5.24)

nahradeny hodnotou —ﬁ alebo AL
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5.1.5 Numerické vycislenie integralov mocnin krivosti

Integral krivosti k v n-tej iteracii vypocitame podla nasledujiceho vztahu:

Pz Py

ZZ ki 0(07 ;) ArAy. (5.13)

i=0 j7=0
Integral k-tej mocniny krivosti ¥ v n-tej iteracii vypoé¢itame podl'a nasledu-

juceho vztahu:
Pz Py

== ) (u ) AzAy. (5.14)

=0 j=0
Hranice sumovania sa mozu lisit od hranic stanovenych v rovnici (5.13) a
(5.14) v zavislosti od toho, na akej ¢asti defini¢ného oboru chceme pocitat
integral mocniny krivosti (vid diskretizaciu definiéného oboru). Pre aprox-
imaciu Diracovej delta funkcie (rovnica (1.21)) sme zvolili ¢ = 1.5Az ako

odporuc¢aju autori v [8].

5.2 Tok krivky v smere normaly konStantnou rychlostou
Rovnica pre tento druh toku mé tvar
¢ —a|Ve| =0, acR. (5.15)

Blizsie je tento druh toku popisany v [8]. My uvadzame iba popis numericke;
schémy. Pri vypocte derivacii vyuzivame upwind pristup, t.j dopredné alebo

spétné diferencie sa volia podla smeru toku krivky (pozri [8],[12]):

vVt = (max (D; 7, 0) + min (D}7, O) + max (D, 0) +min (D;?,0) 2) :
(5.16)
1
V- = (max (D}7,0)" + min (D;7,0)" + max (D¥,0)* + min (D, },0)*) .
(5.17)
Numerické diskretizacia rovnice (5.15) v n-tej iteracii ma tvar
P = ¢+ At a [max (a,0) V* +min (a,0) V7] . (5.18)

Pre dodrzanie stability vypoctu je nutné splnit CFL (Courant-Friedreichs-

Lewy) podmienku pre velkost ¢asového kroku pri vypocte:

max(|F) B
At <min(Aa:, A ) T a, 0<a<l. (5.19)
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Autori v [8] odporucaju skoro optimalnu hodnotu a = 0.9 alebo konzer-
vativnu hodnotu a = 0.5. My sme zvolili &« = 0.5 z dovodov zvySenia stability
vypoctu.

Integraly mocnin krivosti sme pocitali na dvoch oblastiach:

Dy = (=0.5,0.5) x (—0.5,0.5) (5.20)
Dy = (—0.5,0.5) x (0.5,1.5).

Vznik uzlového singuldrneho bodu nastava v oblasti D; a v oblasti Dy ne-

nastava.

5.2.1 Lemniskata

V rovnici 5.15 sme zvolili @ = 1 a vzhladom ku vztahu 3.22 a 3.31 je
zrejmé, ze dominantny je integrél Is.

Krivka je implicitne reprezentovana predpisom (4.1). Singularny bod
(spojenie) vznikol v ¢ase t = 0.45 v oblasti Dy (pozri obrazok 17). V oblasti
D, maji hodnoty priblizne konstantny priebeh (pozri 18). Dalej sa venujeme
oblasti D;. Najprv opiSeme spravanie sa integralu I; v 3 po sebe nasleduju-
cich iteraciach. V case t = 0.425 mé hodnotu —1.15792. V ¢case t = 0.4375
mé hodnotu 0.595461. V case t = 0.45 mé hodnotu 28.4629. Vidime teda,
ze v Case vzniku singularity /; meni znamienko. Integral I, dosahuje v case
vzniku singularity maximum. Integral I3 meni znamienko v ¢asoch ¢ = 0.425

at = 0.4375. V case vzniku singularity dosahuje maximum.

5.2.2 3 kruZnice

Krivka ¢ je implicitne reprezentovana zjednotenim 3 kruznic ¢y, ¢o, ¢3 po-

mocou operéacie min (vid [1]):

¢l(xay) = (‘T - 12)2 + y2 - 0'527

bo(r,y) = (v+1.2)*+9*—0.5% (5.21)
p3(z,y) = 22+ (y—2)*—0.5).
¢(x>y) = min (qbl(x,y),gbg(x,y),gbg(x,y)) : (522)

V rovnici 5.15 sme a = 1 a vzhl'adom ku vztahu 3.22 a 3.31 je zrejmé, Ze

dominantny je integral I5.
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t=045

I, = 28.4629
l,=0
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Obréazok 17: Vznik singuldrneho bodu (spojenie) lemniskaty pri toku kons-
tantnou rijchlostou v smere normdly. 37. iterdcia, t = 0.45, D; =
(—0.5,0.5) x (—0.5,0.5), Dy = (—0.5,0.5) x (0.5,1.5).
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Obrazok 18: Grafy integrdalov mocnin krivosti lemniskaty pri toku konstant-
nou rychlostou v smere normdly. 80. iterdcii, t = 0.45, Dy = (—0.5,0.5) x
(—0.5,0.5), Dy = (—0.5,0.5) x (0.5,1.5).
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Obrazok 19: Vznik singuldrneho bodu (roztrhnutie) 8 kruznic pri toku kons-

tantnou rychlostou v smere normdly. 58. iterdcia, t = 0.7125, Dy =

(—0.5,0.5) x (—0.5,0.5), Dy = (—0.5,0.5) x (0.5, 1.5).

Singularny bod (spojenie) vznikol v ¢ase t = 0.7125 v oblasti Dy (pozri
obrazok 17). Venujme sa najpr oblasti D;. Najprv opiSeme spravanie sa
integralu I; v 3 po sebe nasledujtcich iteraciach. V ¢asoch t = 0.675 a
t = 0.4375 meni znamienko. V ¢ase vzniku singularneho bodu méa hodnotu
je blizko maxima [;. Vidime teda, Ze v ¢ase vzniku singularity /; meni
znamienko. Integral I, dosahuje v ¢ase vzniku singularity maximum. Integral
I3 meni znamienko v ¢asoch t = 0.6625 a t = 0.675. V ¢ase vzniku singularity
dosahuje maximum.

V oblasti Dy vznikol tiez singularny bol, ale typu bod vratu (pozri 18).
Tento typ nechceme detekovat. Bod vratu pod vplyvom pohybu krivky zme-
nil poziciu a prejavilo sa to na hodnotach integralov mocnin krivosti. Inte-

graly mocnin krivosti sa ale spravaju podobne ako pri vzniku samoprieseku.

5.3 Tok krivky v smere normaly v zavislosti od krivosti

a konStantnej zlozky

Rovnica pre tento druh toku krivky ma tvar
o+ al||Vo|=bk|Ve|, a€eRb>0. (5.23)

Blizsie je tento druh toku popisany v [8]. Podobne ako v predchadzajtcej
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Obrazok 20: Grafy integralov mocnin krivosti § kruznic pri toku konstantnou
rychlostou v smere normdly. 80. iterdcii, t = 0.45, D; = (—0.5,0.5) X
(—0.5,0.5), Dy = (—0.5,0.5) x (0.5,1.5).

podkapitole uvadzame iba popis numerickej schémy. Numericka diskretizacia

v n-tej iteracii ma tvar

o = ¢+ (= all Vo] + b Ver| ) A (5.24)
—_——  —
hyperbolicky parabolicky
Uréenie CFL podmienky pre ¢asovy krok pre tento druh toku je (z dovodov
numerickej nestability pri konkrétnej implementacii rieSenia rovnice (5.24))
nahradeny konstantnou dostatoc¢ne malou hodnotou ¢asového kroku At.
Hyperbolicky ¢len je ur¢eny pomocou upwind pristupu s doprednymi a spét-
nymi diferenciami (vid diskretizaciu (5.18)), parabolicky ¢len vyuziva cen-

tralne diferencie pri aproximaécii krivosti aj gradientu.

Integraly I;, Iy a I3 sme pocitali na 2 oblastiach:

Dy = (0.925,1.15) x (0.875,1.125) (5.25)
D, = (0.975,1.075) x (0.95,1.05).

Oblast D je vicsia (z hladiska plogného obsahu) ako D, a zistovali sme, ako

sa to prejavi na presnosti vypoctu integralov I, I a I3.
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5.3.1 Lemniskata

V rovnici 5.23 sme zvolili a = —1 a b = 0.1. Vysoké hodnoty b vedu k
prevaZzeniu vplyvu krivosti (je zndme pri toku zavislom iba od krivosti sam-
poriesek nenastéva) a k potrebe zvolit velmi maly ¢asovy krok. Vzhladom
ku vztahu 3.22 a 3.31 je zrejmé, Ze dominantny je integral I. Priestorova
diskretizacia mala parametre Az = Ay = 0.025. Casové diskretizacia mala
parameter At = 0.0001.

Integraly namerané na oblasti Dy nie st koli svojej monoténnosti smerodajné.
Integraly krivosti namerané na oblasti Dy podavaji presnejsi obraz o vyvoji
krivky v ¢ase. K samoprieseku doslo v ¢ase t = 0.0065. V roztrhnutiu
doslo v ¢ase t = 0.0085. V case roztrhnutia dosahovali integraly I, Iy a I3

maximalnu hodnotu.

t = 0.0064
1 =16.9441

80

60 -

40

20}

Obrazok 21: Vyskyt samoprieseku lemniskaty (pri roztrhnuti) pri numer-
ickom wvipocte toku v smere normdly rychlostou zavislou od krivosti krivky
a konStantnou zlozkou. 65 iterdcii, t = 0.0064, At = 0.0001, Ax =
Ay = 0.025, a = —1, b = 0.1, DI = (0.925,1.15) x (0.875,1.125),
D2 = (0.975,1.075) x (0.95,1.05)
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5.3.2 3 kruZnice

Krivka ¢ je implicitne reprezentovana zjednotenim 3 kruznic ¢y, ¢o, ¢3 po-

mocou operacie min (vid [1]):

o1(z,y) = (z—12)°+y*—1.19

Go(x,y) = (v+1.2)* +y* —1.19% (5.26)
p3(z,y) = 2+ (y—2)* —1%).
¢($,y) ::Iﬂh1(¢1($,y),¢2($,y),¢3($,y)). (5'27>

V rovnici 5.23 sme zvolili a = 1 a b = 0.05. Vysoké hodnoty b veda k
prevaZzeniu vplyvu krivosti (je zndme pri toku zavislom iba od krivosti sam-
poriesek nenastéava) a k potrebe zvolit velmi maly ¢asovy krok. Vzhladom
ku vztahu 3.22 a 3.31 je zrejmé, Ze dominantny je integral I. Priestorova
diskretizacia mala parametre Az = Ay = 0.025. Casové diskretizacia mala
parameter At = 0.001.
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Obrazok 22: Grafy integrdalov mocnin krivosti pri numerickom vypocte toku
krivky v okoli vzniku singuldrneho bodu pre lemniskatu tokom v smere nor-
maly rychlostou zdvislou od krivosti krivky a konstantnou zloZkou. 500
iteracii, At = 0.0001, Az = Ay = 0.025, a = -1, b = 0.1, D; =
(0.925,1.15) x (0.875,1.125), Dy = (0.975,1.075) x (0.95,1.05)
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Integraly namerané na oblasti Dy a D, sa spravaju podobne. K spojeniu
doslo v case t = 0.465. K roztrhnutiu doslo v ¢ase t = 0.485. I; dosahoval
maximélnu hodnotu v ¢ase ¢t = 0.568.vI; a I3 dosahoval maximalnu hodnotu
v case t = 0.567.

t=0.464
l1 = 16.2694
l> = 5.79833
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20
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Obrazok 23: Vyskyt samoprieseku kruinic (pri spojeni) pri numerickom
vypocte toku v smere normdly rijchlostou zdvislou od krivosti krivky a kons-
tantnou zlozkou. 465 iterdcii, t = 0.465, At = 0.001, Az = Ay = 0.025,
a=—1,b=0.05, D1 = (0.925,1.15) x (0.875,1.125), D2 = (0.975,1.075) x
(0.95,1.05)
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Obrazok 24: Grafy integrdalov mocnin krivosti pri numerickom viyjpocte toku
krivky v okoli vaniku singuldrneho bodu pre 3 kruznice tokom v smere normdly
ryjchlostou zdvislou od krivosti krivky a konstantnou zloZkou. 800 iterdcit,
At = 0.001, Az = Ay = 0.025, a = 1, b = 0.05, D; = (0.925,1.15) x
(0.875,1.125), Dy = (0.975,1.075) x (0.95,1.05)
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Zaver

V sucasnosti si metoédy pracujice s implicitnou reprezentéaciou kriviek a
ploch a ich tokmi vydobili svoje miesto v spracovani obrazu a vo vypoctovej
fyzike a s narastajicou vypoctovou silou sa stavaju stale pouzivanejSimi v
dalsich oblastiach. Tato praca sa snazila preskamat kvalitativne spravanie sa
vybranych druhov tokov pri implicitnej reprezentécii s jednoduchou mriezkou
na celom rastri - nie metéd narrow band.

Pri analytickej simulacii pomocou zmeny parametra a vypocte sa vysledky
ziskané stochastickym integrovanim metédou Monte Carlo zhoduji s ocaké-
vanym spravanim derivacii funkcii obsahu resp. spravanim integrélov mocnin
krivosti krivky v okoli vzniku singularneho bodu.

Pri simulécii toku krivky v smere normaly konstantnou rychlostou v ¢asti
5.2 sa vysledky ziskané numerickym integrovanim metédou Monte Carlo zho-
duji s ocakdvanym spravanim derivacii funkcii obsahu resp. spréavanim inte-
gralov mocnin krivosti krivky v okoli vzniku singularneho bodu. Ako métuce
sa moze javit spravanie sa integralov mocnin krivosti v prépade, Ze singularny
bod typu bod vratu pri pohybe krivky vstupuje do oblasti kde pocitame inte-
graly mocnin krivosti. Bolo by vhodné ubrat sa smerom ku klasifikacii druhu
singularneho bodu, ktora sa v praci nenachadza.

Pri simulécii toku krivky v smere normaély rychlostou zavislou od krivosti
krivky a konstantnej zlozky sa vysledky roznia. Bola zvolenad ina aproximé-
cia krivosti ako v Casti 5.2, pretoze sa prejavuje vplyv krivosti na tok krivky.
Pri lemniskate sa ukazuje, Ze je potrebné pocitat integraly mocnin krivosti
krivky na malom okoli singularneho bodu. Velké okolie poskytuje skreslené
vysledky. Pri malom okoli sa integraly mocnin krivosti spravaji podla pred-
pokladov, a to tak, Ze pri zmene topologie (konkrétne roztrhnuti) krivky
dosahuje integral druhej mocniny krivosti extrém. Priebeh tohoto integralu
vSak nie je tak vyrazne ,ihlovity*, ako by sa ocakavalo z analytickej simulécie.
Pri 3 kruzniciach néstava na malom okoli singuldrneho bodu ¢asova odchyl-
ka medzi zmenou topologie a maximom integralu druhej mocniny krivosti
priblizne 100 iteracii. Integral na velkom okoli presnejsie vystihuje zmenu
topologie.

Skimanie evolicie kriviek na plochéch nebolo realizované z dévodov ex-
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trémnej numerickej naro¢nosti ¢i uz na cas, alebo presnost vypoctu. D& sa
ale predpokladat, Ze spravanie sa integralov mocnin krivosti krivky na ploche
je podobné ako kriviek v rovine. Je mozné uberat sa dalej tymto smerom.
Takisto je mozné a vhodné preskiimat sprévanie sa integralov mocnin krivosti
krivky pri algoritmoch typu narrow band s reinicializédciou funkcie vzdialenos-
ti.
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