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KAPITOLA 1
Uvod

Cielom tohoto dokumentu je zozbierat a publikovat riesenia cvi¢eni
z oblasti geometrickych algoritmov a ich zlozitosti.
Ku skuske treba splnit aspon jednu z nasledujicich poziadaviek:

e vyriesit dostatok tloh pocas semestra alebo
e napisat pisomku na konci semestra.

Teraz blizsie vysvetlenie kazdej z moznosti.

Ulohy riegené pocas semestrau musia byt zo Styroch oblasti — kon-
vexné obaly a ich konstrukcie, proximita, geometrické vyhladavanie a
prieniky. Z kazdej oblasti aspon jedna tloha.

Za vypracovanie jednej tilohy ziskate max. 100 bodov, pricom roz-
delenie bodov je nasledujtce:

e spravne rieSenie ulohy max. 50 bodov (maximélny pocet bodov
je uvedeny v zéatvorke pri zadani cvicenia), rozhoduje kvalita
rieSenia, jasnost metdédy a podania

e napisanie rieSenia v elektronickej podobe(LaTeX) max. 30 bo-
dov, rozhoduje kol'ko prace je na tom, aby sa to dalo publiko-
vat, ¢i dany text obsahuje aj nejaky ilustracny obrazok apod.

e ak ste vymysleli iné (zaujimavé) alebo lepsie rieSenie ako Vasi
predchodcovia (t.j. nejaké rieSenie je uz uverejnené v tejto
zbierke) ziskate prémiu max. 20 bodov (lepsie znamena Sikov-
nejsie, pochopitelnejsie, kratsie, prehl'adnejsie apod.); ak dané
cvicenie eSte nebolo rieSené, tuto prémiu ziskavate pri sprav-
nom rieseni automaticky vo vyske 10 bodov

e prémiovych 10 bodov mézete ziskat, ak si zadanie cvicenia
najdete sami na internete, v knihach apod., a Ziadne podobné
nie je v tejto zbierke a odsthlasim ho

Riesenie I'ubovolného cvicenia mozete iterovat (najviac 2x), pricom
zakazdym dostanete spatni viazbu v podobe navodov na pokracovanie.
Rovnaké rieSenia ocenim znamkou a vydelim po¢tom rovnakych rieseni
(aj iterativne, ak by sa objavili noveé).

Ku skiuske potrebujete z kazdej oblasti vyrieseny aspon jeden pri-
klad na 25 bodov a dokopy asponn 200 bodov. Kto ziska aspon 350
bodov, nemusi na skiuiske riesit priklady. Kto dosiahne 400 bodov, mé
zarucenu skisku. O znamke sa dohodneme podla kvality a mnoZstva
prikladov vyriesenych pocas semestra.
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Ciele elektronického spracovania st dva. Jednak sa naucite pisat
texty, ktoré by mali byt ¢itatelné pre inych a jednak sa naucite, ako
ma formalne taky text vyzerat a ¢o ma obsahovat.

Ako pomocku som vytvoril sibor priklad.tar.bz2, v ktorom naj-
dete zakladna kostru texovského suboru k napisaniu rieSenia tulohy.
Obsahuje aj priklad uvedeny nizsie.

Terminy na odovzdanie tuloh su:

uloha ¢. 1: 11. 11. 2012,
tloha ¢. 2: 2. 12. 2012
uloha ¢. 3: 23. 12. 2012,
tloha ¢. 4: 6. 1. 2013.

CVICENIE 1.1 (20 bodov). Nech py, ..., pn € E? st body. Zostrojte
konvexny obal tejto mnoziny bodov tak, aby ste dosiahli optimdlnu zlo-
Zitost algoritmu.

RieSenie (Jan Riesitel', 2.9.2008):Body p; zotriedime lexikogra-
ficky pomocou polarnych suradnic. Pricom najskor triedime podla uhla
¢ a potom podla vzdialenosti . Dbame na to, aby stred suradnicovej
stustavy bol vnutri konvexného obalu. To dosiahneme tak, ze zan zo-
berieme niektoré z tazisk trojuholnikov s vrcholmi v danych bodoch
Pi-

Po zotriedeni za¢neme s niektorym extremalnym vrcholom. Napr. s
takym, ktory ma maximalnu siradnicu x. Ak je takych viac, zoberieme
ten, ktorym ma z nich maximélnu stradnicu y. V zasobniku budeme zo-
stavovat konvexny obal. Vlozime tam prave najdeny extremélny vrchol
a potom postupujeme podla utriedenia. Druhy vrchol tam tiez vlozime.
Pri trefom a kazdom dalSom vrchole (ozna¢me ho v;) otestujeme, ¢ je
orientovany uhol tvoreny predposlednym vrcholom zasobnika (ozna¢me
ho v;_1), poslednym vrcholom zésobnika (ozna¢me ho v;) a v; viac ako
7. Ak ano, zaradime v; na vrchol zasobnika. Ak nie, zmazeme vrchol
zo zasobnika.

Algoritmus kon¢i vtedy, ked spracujeme vsetky body.

Zlozitost tohoto algoritmu je O(nlogn), kedze obsahuje triedenie
a spracovanie bodov trva nanajvys O(n). 0

Tento priklad by som obodoval nasledovne: je spravne vyrieseny a
pomerne zrozumitelne napisany. Cast o zaciatku algoritmu by mohla
byt opisanéa jasnejsie alebo ilustrovanéa obréazkom. Postup by mohol byt
dokumentovany nejakym formélnejsim algoritmom v pseudokdde. Za
rieSenie je 15 bodov, za napisanie (bez obrazka a formalneho algoritmu)
je 15 bodov. Dalsich 20 bodov je za to, ze ide o novy priklad. Dokopy
teda 50 bodov.

Alternativne si mozete zvolit pisomku z prikladov z tejto zbierky
na konci semestra, ktora bude obsahovat 4 tlohy, po jednej z kazdej



1. UVOD 5

tematickej oblasti. Na tuspesné absolvovanie vyzadujem 50% bodov.
Body zo semestra sa v tomto pripade nepocitaja.

Cvicenia v nasledujicich ¢astiach pochadzaji z réznych zdrojov.
¢ast z nich je z knih ako napr. [PS85|,[dBvKOSO00|, [BY98|, cast je
z internetu napr. [Eri] z a ¢ast z nich ma napadla pri mojej praci. Za
opravu mnohych chyb v texte vda¢im Viktorovi Majorovi.






KAPITOLA 2

Startovacie ulohy

CVICENIE 2.1 (20 bodov). Najdite algoritmus, ktory optimdlne urci
v mnozine n bodov z euklidovskej roviny, ¢ sa medzi nimi nachddzaji
tri kolinedrne body.

RieSenie (Marta Reznakova, 19.10.2008):Inymi slovami, hladame
takeé tri body, ktoré lezia na jednej priamke. Algoritmus:
while(lkolin && (i < max)){ //rob kym neprides na koniec alebo
nendjdes kolinedrne body
i++; //posivame sa v mnoZine bodov
pre i-ty bod prirad ostatnym polarne saradnice; //pricom i-ty bod
bude stred kruznice
j=0;
while(1kolin && (j < max)){ //rob pre i-ty bod
vezmi bod z mnoziny; // z neusporiadanej casti, bez i-teho

bodu

cou){

if(medzi utriedenymi bodmi existuje bod s rovnakou saradni-

kolin=true;
} else {
zatried ho medzi uz utriedené body;
++
}
¥
¥

OBR. 2.1. Hladanie kolinearnych bodov pomocou polér-
nych suradnic.
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RieSenie (Martina Batorova, 30.10.2008):

(1) Trividlny pristup: Vyberme v rovine bod, ozna¢me ho p
a utriedme body mnoziny podla polarnych suradnic vzhla-
dom na tento bod. Teraz zostrojme priamky prechédzajice
bodom p a jedotlivymi bodmi vstupnej mnoziny. Kazda ta-
kato priamka mé smernicu - odchylku od osi x. Stac¢i nam
teda najst dva body, zodpovedajtce priamky ktorych zvieraju
s osou x rovnaky uhol.

(2) Komplikacie: Takyto algoritmus by mal ¢asovi zloZitost radu
O(nlogn) (utriedenie bodov O(nlogn) + vypocet smernic
(n—1)O(1) + utriedenie smernic O(n logn) + vyhladanie rov-
nakej smernice O(n)), ¢o by bolo velmi dobré. Obrazok vlavo
vSak ukazuje, Ze nie sme schopni zvolit bod p tak, aby sme
mali zaruc¢ené, ze problém vdaka nemu rozhodneme spravne.
Vo vSeobecnosti totiz moéze nastat pripad, Zze konStruované
priamky prechadzajuce bodom p prechadzaji eSte prave jed-
nym vrcholom, ale i tak sa v mnozine nachédzaju tri kolinedrne
body. Preto musime postup z bodu 1. aplikovat pre kazdy bod
vV mnozine.

A7 ked preiterujeme vSetky body a zistime, Ze sme me-
dzi nimi nenasli kolinedrne, mozeme prehlésit, Ze sa tam také
nenachadzaju.

S

OBR. 2.2. Vlavo pripad komplikacie pri snahe o zjedno-
dusenie algoritmu. Vpravo algoritmus pre jeden fixovany
bod.

(3) Casova zlozitost: Pri fixovanom bode potrebujeme utriedit
zvy$né body, vypocitat smernice a vyhodnotit kolinearitu.

Pri pouziti optimélneho triedenia vieme triedit v ¢ase O(nlogn),
vypocet jednej smernice trva O(1) a vyhladanie kolinearity
(utriedenie smernic a vyhl'adanie rovnakych hodnét) trva O(nlogn)+
O(n). Na spracovanie jedného bodu potrebujeme O(nlogn)+
(n—1)O(1) + O(nlogn) + O(n) = O(nlogn) operacii.
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Tento postup opakujeme pre vsetky body, ¢o je n-krat.
Dolny odhad zloZitosti celého algoritmu je teda O(n?logn).

Dovod, preco je uvedeny odhad naozaj dolnym odhadom,
je nasledujuci:

(a) Potrebujeme pouzit stabilné triedenie. Dolny odhad trie-
denia porovnévanim je O(nlogn). Hoci pozname i trie-
diace algoritmy pracujuce v ¢ase O(n), tieto kladu na
usporiadavani mnozinu dalsie poziadavky, napr. na inter-
val, z ktorého prvky vyberame. Kedze my chceme triedit
vSeobecnit mnozinu, dolna hranica zlozitosti triedenia je
O(nlogn).

(b) Uviedli sme si dévod, pre¢o musime cela procediru opa-
kovat pre vSetky prvky vstupnej mnoziny, ¢o je n—krat.

Odhad ¢asovej narocnosti je teda skutoéne O(n?logn).
(4) Procediru mozeme potom zjednoduSene zapisat napr. takto:

procedure NajdiKolinearneBody(Body P)
{
zvol a oznac bod p=P[i] z mnoziny P;
preloz bodmi p a P[j] (j = 0..i-1,i+1..n) priamky;
vypocitaj smernice priamok;
utried smernice;

zisti, ci dva body zo zvysku P maju rovnaku smernicu

ano: return ’TRUE’;
nie: vsetky body su oznacene -> return ’FALSE’
inak chod od zaciatku

0

Riesenie (Jana Hlinkova, 13.10.2008):

Ulohou je zistit, & spomedzi n bodov niektoré tri lezia na jednej
priamke. Majme body ulozené v poli B, teda Bli] je i-ty bod, Bli].x,
Bli].y st jeho dve sturadnice. Priamku prechadzajtcu bodom Bli| vieme
parametricky popisat nasledovne:

p: x=Bli]lz+tu y = Bli].y + t.ousg teR,

kde (u1,uz) je smerovy vektor priamky p.

Nech Bli], B[j|, B[k] st kolinearne body. Potom samozrejme smerové
vektory priamok ur¢enych réznymi dvojicami tychto bodov su rovnaké
(po pripadnej normalizacii ¢i skalovani). Tento fakt mozno teda vyuZzit
pri overovani kolinearity.

Algoritmus by pracoval nasledovne:

Kym neboli nadjdené tri kolinedrne body alebo kym neboli spraco-
vané vsetky dvojice bodov:
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(1) Pre aktualnu dvojicu Bli], B[j] vypo¢itaj smerovy vektor (uq, ug) =
(Bljl-.x — Blil.z, B[j].y — Bli].y) a uprav na tvar (1,:2) (ak
uy = 0 tak na tvar (1, POSITIVE INFINITY)).

(2) Uloz hodnotu #2 a smernik na dvojicu (i, j) do vyvazeného bi-
narneho vyhladavacieho stromu (napr. Red-Black strom) (pri-
¢om prvky stromu si usporiadané na zaklade Z—f) Vieme, ze
pri ukladani prvku do binarneho vyhladavacieho stromu sa pr-
vok porovnéava s prvkami vrcholov stromu na ceste od korena
po vysledni poziciu prvku. V naSom pripade sa porovnévajiu
hodnoty Z—f zodpovedajice smerovym vektorom priamok. Teda
ak pri porovnavani prvkov zaznamename rovnost, znamena to,
ze niektoré dvojice bodov lezia na priamkach s rovnakym sme-
rovym vektorom. Stac¢i uz len overit, ¢i naozaj body lezia na
jednej priamke. Ak ano, algoritmus skonéi, ak nie, k vrcholu
stromu obsahujucemu {2 sa prida smernik na novi dvojicu
(1,))-

Maximalna ¢asova zlozitost sa dosiahne v pripade, Zze v danej mno-
7ine nie st Ziadne tri kolinearne body, pricom prebehne O(n?) itercii.
V kazdej iteracii vypocet smerového vektoru potrebuje O(1) casu a
vkladanie do stromu a porovnévanie O(logn) ¢asu. Celkovy horny ¢a-
sovy odhad je teda O(n?.logn). Algoritmus potrebuje pomocniti pamiit
velkosti O(n?).

Init:
Point2d[] B = {B[1], B[2], ... , Blnl};
RedBlackTree
Boolean found = false;
Integer i,j = 1;

while (!found && (i <= n)){
j=i
while (!found && (j <= n)){
Double u2/ul = computeDirectionalVector(B[i], B[jl);
found = RBT.insert(u2/ul, i, j);
jtts

i++

RieSenie (Peter Danko, 25.10.2008):
Kroky algoritmu:

(1) Body z danej mnoziny pospéajame priamkami tak, aby kazda
dvojica bodov ndm urcovala jednu priamku. Cize vytvorime
(g) priamok ¢o trva O(n?), kedZe porovnavame dvojice.
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(2) Takto vytvorené priamky usporiadame podla sklonu a rozde-
lime do tried, t.j.: rovnobezné priamky budi v rovnakej triede.
(3) Nasledne pre kazda priamku hladame jej prienik s y-ovou osou.
Ak zistime, 7ze aspon dve priamky rovnakej triedy maja to-
tozny prienik s y-ovou osou, tak body incidentné s tymito
priamkami st kolinearne.
Osobitne musime osetrit body incidentné so zvislymi priam-
kami, pretoze v [E? nemaji tieto priamky jednoduchy prienik s
y-ovou osou (napriklad, tri body s rovnakou z-ovou stiradnicou
st kolinearne).
Ak v druhom kroku algoritmu pouZijeme na utriedenie priamok al-
goritmus s ¢asovou zlozitostou O(nlogn), potom casova zlozitost nasho
algoritmu bude O(n?logn?) = O(n?logn).

PRIKLAD 2.1. Na obr. 2.3 je dand mnozina bodov A, B,C, D, E, F €
E*. Po vykonam prveho kroku algomtmu dostaneme przamky

a—ABb BC c_AOd BDe_DEf BEg CEh _EF,

z—C'F j CD k DF l—BF m AF n AE O—AD

Druhy krok algomtmu ndm vytvori osem tried Tovnobeznych pria-
mok. Prvd trieda obsahuje priamky a, b, c, druhd trieda obsahuje priamky
d,e, f,m a tretia trieda obsahuje priamky g, h,i. KaZdd dalSia trieda
obsahugje prdve jednu priamku.

V' poslednom kroku algoritmu zistime, Ze priamky d, e, f maju rov-
naky prienik s y-ovou osou a teda body B, D, E si kolinedrne. Podobne
priamky g, h, i maji spolocny prienik s osou y a s nimi incidugice body
C, E, F si kolinedrne. Priamky a,b, c nemaji s osou y jednoduchy prie-
nik a body A, B, C' maji rovnaki x-ovi suradnicu, takZe aj tdto trojica
bodov je kolinedrna.

Obr. 2.3 nam ilustruje tento priklad.

PozZNAMKA 2.1 (Sklon priamky). Nech body A = (z4,y.),B =
<~

(xp, yp) su body na priamke. Potom sklon k priamky AB vypocitame

ako pomer zmeny suradnice x a zmeny suradnice y:
—y, A

(1) b — Yo=Y _ 2Y

Ty — Ta Az

i

CVICENIE 2.2 (15 bodov). Opiste éo najefektivnejsiu procediru na
zistenie prieniku dvoch priamok v E%. Osetrite vsetky pripady.

RieSenie (Dusan Pacal, 28.9.2008):Predpokladajme, Ze obe priamky
méame zadané parametricky:

p=A+tu q=B+r.v t,reR
A= (al,ag) U= (ul,u2) B = (bl,bz); U= (Ul,U2>
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OBR. 2.3. Priklad mnoziny bodov A, B,C,D,E.F a
priamok incidentnych s tymito bodmi.

1. uréime rovnicu priamky v tvare ax + by +c =0
Dostavame rovnicu: —us.ay + uq.as = —c, a z nej vypocitame c.

2. vypocitame determinant, nech d = det tr 0

U2 Vo

3. ak d = 0, méame 2 moznosti: priamky sa totozné, alebo rovnobezné.
4. zistime, ¢i bod B lezi na priamke p, ¢i —us.b1 + u1.b9 + ¢ = 07?7

5. ak &no, priamky st totozné, ak nie priamky st rovnhobezné a nemaju
spolo¢ny prienik.

6. ur¢ime prienik dvoch réznobeznych priamok:

—ug.(by +1rv1) +ug.(by +109) + ¢ =0

Z rovnice vypocitame r a dosadime do vyjadrenia priamky gq.

7. dostavame stiradnice bodu prieniku:

T =b; +ruv

Yy = by + 1r.vg

prienik2priamok(aq, ag,u1,ug, b1, ba, v, v2) {
double ¢ = ug xa; —ujy *xag;
double d = uj *x vy — U9 * V1 ;
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if (d == 0) {
if (—ug *by +up xby +c==0) return TOTOZNE;
else return NEMAJU PRIENIK;
} else {
double 7 = (ug * by —uy xbe — ¢)/(—d);
double X = by + 1 *xv71;
double Y = by + 1 x v9;
return POINT(X, Y);

b O

RieSenie (Viktoria Bakurova, 5.11.2009):Nech mame dané v ro-
vine dve priamky, ozna¢me ich p a ¢. Ulohou je najst prienik tychto
priamok. V rovine mozu nastat tri pripady: priamky p a gsi rovno-
bezné, totozné alebo roznobezné. V poslednom pripade maji prave
jeden bod prieniku.

Priamku v rovine mézeme mat zadanu parametricky a vSeobecne.

1. Nech priamka p aj priamka ¢ st dané parametricky.

p: X =A+tU,te€ (—00,00) t.j. T = a, + tu,

y = ay, +tu,,t € (—00,00)
¢: X =B+sU,s€(—00,00) t.j. & = by + sv,
y = by + sv,,s € (—o0,00)

a) ak smerové vektory priamok p a ¢ s rovnaké az na néasobok,
t.j. ak uyv, = u,v,, tak tieto priamky st bud totozné alebo rovnobezné.

O tom, ktora z tychto moznosti nastane, rozhodneme napr. tak, ze
zistime, ¢ bod A patriaci priamke p patri aj priamke ¢. Ak ano, ide o
totozné priamky.

Nech v, # 0 A v, # 0. Stradnice bodu A dosadime do rovnice
priamky ¢ a vyjadrime si parameter s:

ax:bw+svzz>5:%

ay = by + sv, => s =

ay—by
Vy
az—by __ Qy 7by

” —, priamky st to-
x y

Ak sa dané parametre rovnaju, t.j.
tozné, inak su rovnobezné.

Nech teraz v, = 0 A v, # 0. V tomto pripade porovndme z-ovi
siradnicu bodu A a bodu B. Ak sa rovnaju, teda a, = b,, priamky si
totozné, inak su rovnobezné.

Analogicky, nech v, # 0Av, = 0. Porovhame y-ovii stradnicu bodu
A a bodu B.Ak sa rovnaju, teda a, = b,, priamky si totozné, inak si
rovnobezné.

V pripade, Ze aj v, = 0 Av, = 0, priamka by sa zredukovala na bod
a nema vyznam hovorit o rovnobeznosti alebo totoznosti priamok.

b) ak smerové vektory priamok neurcéuju rovnaky smer, tak siu
priamky roznobezné a hladame ich prienik:

Hladame taky parameter sa t, pre ktoré bude platit:

Qp + tuy = by + SU,
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ay + tu, = b, + sv,

(az—bg)vy—(ay—by)va

Eliminujeme parameter s a vyjadrime si parametert : ¢t =
Uy Vg —Ug Vy

Dosadenim tohoto parametra do rovnice priamky p dostaneme x—ovi
a y—ovu stradnicu prieniku.
— (az—ba)vy—(ay—by)va
T=az+ Uy Vg — Uz Vy Uz

— (az—bs)vy—(ay—by)vs
Y= ay + Uy Vg —Ug Vy Uy-

Algoritmus:
1. ak uyvy, = uyvy a v, #0A vy, #0
ak Ge=be — B=b Hotom totorné

Vg vy )

_ —b v .
ak %=be £ W0 1otom rovnobezné

Vg Uy

2. ak uyvy = uyv; a v, =0Av, #0
ak a, = b,, potom totozné
ak a, # b,, potom rovnobezné
3. ak u,vy, = uyv; a vy, Z0Av, =0
ak a, = b,, potom totozné
ak a, # b,, potom rovnobezné
4. inak

— (az—bg)vy—(ay—by)ve
T =g + Uy Vg —Ug Uy
+ (az—ba)vy—(ay—by)

y —_= ay
Ugy Vg —Ug Vy

Uy

Vg N .
u,, prienik

2. Nech priamka p aj priamka ¢ st dané vSeobecne.

p:ax + by + ¢ = 0, normalovy vektor priamky: n_; = |a, b]

q:dx + ey + f =0, normalovy vektor priamky: 77; = [d, €]

a) ak norméalové vektory priamok p a ¢ st rovnaké az na nasobok,
t.j. ak ae = bd, tak tieto priamky sa bud totoZné alebo rovnobezné.

O tom, ktora z tychto moznosti nastane, rozhodneme porovnanim
absolutnych ¢lenov v rovnici priamok. Ak ¢ = f, priamky s totozné,
inak su rovnobezné.

b) ak norméalové vektory priamok neuréuju rovnaky smer, tak si
priamky roznobezné a hladame ich prienik:

7 rovnic priamok eliminujeme premennii x a vyjadrime si premennii
Yy = %. Dosadenim tejto premennej do rovnice priamky p a

vyjadrenim premennej xdostaneme x—ovi a y—ovu sturadnicu prieniku.
_ _b(af-cd\ _ ¢
v =—2 (5ee)

fa dbd—ac a
__af—c

Y= %d—ac
Algoritmus:

1. ak ae = bd a ¢ = f, potom totozné
2. ak ae = bd a ¢ # f, potom rovnobezné
3. inak
ak a #0, 2 =-2 (af_Cd) -

_ _ e (af—cd f
aka—O,x——a(—)—g
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_ af—cd
Y= bd—ae

, prienik

3. Nech priamka p je dand vSeobecne a priamka ¢ parametricky.
p:ax + by + ¢ = 0, normalovy vektor priamky: ﬁ)p = |a, b]
¢: X=Q+sV,s€ (—00,00) t.j. & = gz + U,

Yy = qy + sv,, s € (—00,00)

a) ak normalovy vektor priamok p je kolmy na smerovy vektor
priamky ¢ t.j. ak ich skalarny stucin je nulovy, ¢ize av, + bv, = 0, tak
tieto priamky st bud totozné alebo rovnobezné.

O tom, ktora z tychto moznosti nastane, rozhodneme dosadenim
siuradnic bodu @ leziaceho na priamke ¢ do rovnice priamky p. Ak
agqy + bg, + ¢ = 0, priamky st totozné, inak st rovnobezné.

b) ak norméalovy vektor priamky p a smerovy vektor priamky ¢ nie
st kolmé, tak st priamky réznobezné a hfadame ich prienik:

Do rovnice priamky p dosadime za x a y rovnice z priamky ¢ a

vyjadrime si parameter s: s = %. Dosadenim tejto hodnoty do
rovnice priamky ¢ dostaneme z-ova a y-ovi stradnicu prieniku.

T = ot e e

Yy=gqy+ _Zi;bb(ﬁly_c y

Algoritmus:

1. ak avy + bv, = 0 a ag, + bg, + ¢ = 0, potom totozné
2. ak avy + bv, = 0 a ag, + bg, + ¢ # 0, potom rovnobezné
3. inak

—age—bgy—c

T =dz + avz+buy Vg
_ —age—bgy—c N
Y=yt —augp0, Vv prienik 0

CVICENIE 2.3 (15 bodov). Opiste éo najefektivnejsiu procediru na
zistenie velkosti orientovaného uhla dvoch priamok E? danijch paramet-
ricky. OSetrite vsetky pripady.

Riesenie (Martina Batorova, 26.10.2008):Ozna¢me priamky zo
zadania a,b. St zadané parametricky, teda v tvare

A+td
b = B+ sV,

pricom A je bod priamky a a u = (uy, u2) je jej smerovy vektor, rov-
nako B je bod priamky b a v = (vq,v2) je jej smerovy vektor; s,t € R.

(Neorientovany) uhol ¢ dvoch vektorov definujeme:

=]
<\

@ = arccos

=1
=<t
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Orientovany uhol definujeme velmi podobne, v tomto pripade vSak
zélezi na orientécii bazy (u, V) (t.j. na poradi, v akom vektory uvazu-
jeme):

Por = arCCoS
4[|

Na obréazku su priklady orientovanych uhlov vektorov a priamok.

A\@~

(Ne)orientovany uhol priamok méZzeme vypoéitat pomocou toho is-
tého vzorca, avsak musime uvazovat iny obor hodnot nez pri (ne)orientovanom
uhle dvoch vektorov:

(1) vektory: ¢ € [0, 7] a @, € (—m, 7]

(2) priamky: ¢ € [0, F] a @or € (=5, 5]
Uy U2
V1 Vg

Oznaéme D := . Mé67Ze nastat niekolko moZnosti:

(1) Ak D = 0, potom vektory u, V st linedrne zavislé, teda jeden
je nasobkom druhého. Vtedy st priamky bud totozné alebo
rovnobezné podla toho, ¢i A patri priamke b (resp. B priamke
a) alebo nie.

(a) Ak 4 = ¢v,¢c € Rt teda 4 -V > 0, orientovany uhol
vektorov je 0.

(b) Ak 4 = —cV,c € RT, teda d -V < 0, orientovany uhol
vektorov je 7.

V oboch pripadoch je orientovany uhol priamok ¢, = 0.

Mozné polohy linearne zavislych vektorov a priamok nimi ur-

¢enych:

A<

[ I ]

o o
Y-

[o)

ci

)

Yc

(2) Ak D # 0, potom vektory U, v st linearne nezéavislé a priamky
st roznobezné. Orientovany uhol vektorov potom zistime z
vysSie spominaného vzorca na vypocet orientovaného uhla.
Orientovany uhol priamok ¢, potom vypocitame nasledovne:

(a) Ak D > 0A ¢ € [0, 3], potom @, = ¢.
(b) Ak D > 0A ¢ € (§,7], potom @, = ¢ — 7.
(c) Ak D <0Apel0,5], potom @, = —¢.
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(d) Ak D <0A @€ (5,7, potom @, =7 — .
Jednotlivé situacie s nakreslené na obrazku:

b a b

Riesenie (Marta Reznakova, 30.10.2008):

Pracujeme v E?, ¢iZze mame Styri mozné vystupy: Ziadne rieSenie v
pripade rovnobeznych, 0°alebo 180°v pripade totoznych v zavislosti
od ich smeru a orientovany uhol v pripade réznobeznych priamok.
Priamky mame zadané parametricky:

priX=a; + 1¥s, y = as + c¥s, s € (—00,0)

P2 X = b1 + dl*t, y = by + dg*t, te (—O0,00)

Algoritmus:
if((c1*ds) == (ex*d1)){ //priamky si bud rovnobeziné alebo
totozné, t.j. ich smerové vektory si linedrne zdvislé
if(((b1-a1)*er) == ((be-as)*c1)){ //priamky si totozné, v
podmienke sa overuje, ¢i bod druhej priamky leZi v prvej priamke

(1 % dy) < )| (2 % do) < )} //priamhy maji opacng

smer, vid obrdzok A
vrat 180°;
telse{vrat 0°;} //priamky maji rovnaky smer, vid obrazok
B
telse{vrat: priamky nezvieraja ziaden uhol;} //priamky su
rovnobezné, vid obrdzok C
Yelse if(((c1 == 0) && (¢ = 0)) || ((dy == 0) && (d = 0)){
/[ ak si smerové vektory priamok nulové, resp. aspon jeden z nich
vrat chybova hlasku;
telse{ //priamky si roznobezné, aplikujeme vzorec pre vgpocet
orientovaného uhla:

Zp1pe = arcsin diﬁ‘d); c = (c1,¢0), d = (dy,ds) //kde
det(c, d) je determinant zo siradnic smerovych vektorov vzhladom na
kladni ortonormdlnu bdzu

vrat uhol Zpip, = arcsin %; / Jvelkost uhla bude z
intervalu (-3, 3/, kde znamienko vyjadruje kladnai, vid obrazok D,
resp. zdporni orientdciu, vid obrdzok E

}
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&

OBR. 2.4. Zostrojenie bodu p s uhlami 120 stupnov me-
dzi polpriamkami k vrcholom a, b, c.

/1/6 LS . _/}/’;"’ ﬁ 3
_ P e ol 7 R
C)

CVICENIE 2.4 (35 bodov). V lubovolnom trojuholniku abc ndjdite
bod p taky, Ze |ap| + |bp| + |cp| je najmensie.

Riesenie (Silvia Makuchova, 23.11.2010):Budeme rozlisovat 2 pri-
pady trojuholnikov. Prvym bude trojuholnik, ktorého ziadny uhol nieje
vacsi ako 120° (1. pripad) a trojuholnik, ktorého uhol je va¢si ako 120°
(2. pripad). Predpoklad (1. pripad) : Aby bola vzdialenost |ap|+ |bp|+
|ep| najmensia, musi byt splnena vlastnost, ze uhly apb, bpe, cpa st
rovnaké a teda kazdy z nich ma 120°. Dovod si ukédzeme neskor. Bod
p zostrojime nasledovne. Nad kazdou stranou trojuholnika abc zostro-
jime rovnostranny trojuholnik. Mame teda trojuholniky ac’b, ba’'c a
cb'a. Ked spojime body aa’, b/, c¢’ dostavame bod p (obr. 2.4).

Dokaz:

Vezmeme si [ubovolny trojuholnik abec a v fiom bod d (obr. 2.5).
Oznac¢me dlzky dy, dy, ds nasledovne : dy = |ad|, dy = |bd|, d3 = |cd|.
Zostrojme rovnostranny trojuholnik cde ako je na obrazku. Dalej 70-
strojme trojuholnik cef taky, aby bol zhodny s trojuholnikom cdb. Je
zrejmé, ze trojuholnik cef je vlastne len otocenim trojuholnika cdb o
60°. Takouto konstrukciou teda vzdy dostaneme rovnostranny trojuhol-
nik cfb, kedze uhol bcf je 60° a strany cb a cf sa rovnaju. Z obrazku
vidime, Ze vzdialenost |de| je na zaciatku zvolené vzdialenost ds, teda
d3 = |de|, podobne dy = |ef| a d; = |ad|. Mame teda lomenu ¢iaru
adef. Aby bola tato vzdialenost ¢o najmensia, volime loment ¢iaru
adef ako tusecku. Usetka adef je tusecka aa’ z predpokladu vo vete.
Teda vidime, ze bod d lezi na tsecke adef (aa’). Analogicky postupu-
jeme pri kazdom vrchole a teda bod d lezi aj na bb" a cc.
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c

OBR. 2.5. Dokaz minimality stctu vzdialenosti v pri-
pade, Zze uhly st mensie ako 120 stupiiov.

(2. pripad)

Pre trojuholnik, ktorého uhol je vacsi ako 120° plati, ze bod p bude
totozny s bodom, pri ktorom tento uhol je.

Dokaz :

Majme trojuholnik abc (obr. 2.6 vpravo). Oznacme dy = |ap|, dy =
|bp|, d3s = |ep|. Zostrojme rovnostranny trojuholnik acd ako je to na
obrazku. balej zostrojme rovnostranny trojuholnik ape. Vidime, Ze tro-
juholnik aed je vlastne len otoc¢enim trojuholnika apc o 60°. Mame :
ds = |del, di = |eal.

Oznac¢me d(p) = |bp| + |pe| + |ed|. (dlzka lomenej &iary bped), ¢o je
vlastne di + dy + ds.

Ozna¢me d(a) = |ab| + |ad|, d(a) < d(p), pre Tubovolny bod p z
trojuholnika. Vezmime bod p mimo trojulnika (obr. 3 vlavo). Potom
existuje bod p’ na hranici taky, ze d(p') < d(p), (d(p') = |ap'| + |bp/| +
lep'|). To znamené, Ze pre lubovolny bod p mimo trojuholnika existuje
bod p’ na hranici taky, ze plati : d(p’) < d(p).

Pre bod p’ z hranice trojuholnika méame d(p’) < d(p) a d(a) < d(p’)
(trojuholnikova nerovnost) pre kazdy bod p mimo trojuholnika. Teda
d(a) < d(p), ¢o znamena, ze bod p musi byt totozny s bodom a.

i

RieSenie (Gabriel Foltan, 22.10.2011):Riesenie je zalozené na pred-
poklade, Zze bod p existuje a je jedinny. balej vyuzivame vlastnost, Ze
ak sa posunie bod a po polpriamke Iﬁ, tak pozicia bodu p nezmeni.
Presved¢me sa, ze to naozaj plati:

Sporom. Posuiime poziciu bodu a pozdlz polpriamky ;ﬁ Vznikne
nam bod, ozna¢me si ho a’ (obr. 2.7). Predpokladajme, ze bod p potom
zmeni svoju poziciu, ozna¢me si ju p’. Potom plati:

(2) lap| + [bp| + [cp| < |ap’| 4 [bp'| + [cp/|
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OBR. 2.6. Pripad uhla nad 120 stupnov

Rovnako pre trojuholnik a’bc podla predpokladu, plati:
(3) |a’p’| + [bp'| + [cp'| < [a'p| + [bp]| + [cp|
Po tprave ststavy nerovnic (2),(3) dostavame:

lap| + |a'p’| < |a’p[ + |ap'|

Kedze bod a’ bol na polpriamke pa vybraty tak, aby |a'p|+ |aa’| =
lap|, potom po tprave dostavame, Ze

|aa’| + [a'p’| < |ap’|

Co je spor.
Vyuzijuc tento predpoklad, hfadajme bod p:

Posuiime body a a b tak, aby trojuholnik abc bol rovnostranny. To
sa d& vzdy. Napriklad, zacnime posuvat bod a, tak aby platilo, Ze
lab| = |bc|. Trojuholnik abc sa zmeni na rovnoramenny. Je zrejmé, ze
pre rovnoramenny trojuholnik plati, Ze bod p lezi na osi symetrie tohto
trojuholnika. Z tohto désledku, kdekolvek na osi bude pozicia bodu b,
trojuholnik zastane rovnoramenny. Posuiime ho preto tak, aby troju-
holnik abc bol rovnostranny. Hladany bod p potom bude stredom opi-
sanej kruznice ku tomuto rovnostranému trojuholniku. Pretoze tsecky
spajajuce bod p s vrcholmi ronvostranného trojuholnika abc zvieraju
uhol 120°, rovnaky uhol musia zvierat pre Tubovolny trojuholnik, pre
ktory bod p existuje.

g

Rieenie (Gabriel Foltan, 28.12.2011):Ulohu vyriesime pomocou
lokalne viazanych extrémov, konkrétne metdédou Lagrangeovej funkcie
a Lagrangeovych multiplikitorov a pouzitim kosinusovej vety. Majme
trojuholnik abc (obr. 2.8). Dizky jeho stran st A, B ,C. Z hladané¢ho
bodu p, vedme polpriamky cez vrcholy trojuholnika a oznac¢me si ich
la,lb.lc. Dlzky troch tsediek k danym vrcholom z bodu p, si ozna¢ime
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OBR. 2.7. Znéazornenie situacie v trojuholniku

z,v, z, kde tsecka s dlzkou z lezi na l,, y na lp a z na l,. Nech pol-
priamky l,,lp, zvieraju uhol «, polpriamky [yl uhol 3. Potom uhol
medzi ly,l. je 2m — a — [. Nasa zadana funkcia, ktorej viazany extrém
hladame(konkrétne minimum) ma tvar

flx,y,2)=z+y+ =z

Prva vazbova funkcia zohladnuje kosinusovt vetu v trojuholniku abp
aplikovani na dlzky jehostran z, y, a A. Ma tvar

gi(z,y,a) = 2° + y* — 2zy cos(a) — A?

Analogicky vytvorime dal8ie dve vizbové funkcie go, g3 pre trojuholniky
cbp a acp.
Potom vyslednéa Lagrangeova funkcia ma tvar

L(z,y, 2, A\, M0, A3, 0, B) = +y + 2+
A (22 4+ y? — 2y cos(a) — A?)+
Ao (y? + 2% — 2yzcos(B) — B+
A3(22 + 2% — 2zz cos(a + 3) — C?)

V poslednom riadku, sme vyuzili fakt, Zze funkcia kosinus je periodicka a
parna a teda cos(2m —a—f3) = cos(a+f). Pocitajme parcidlne derivécie
nasej Lagrangeovej funkcie podla premennych x,y,z,«,5 a polozme ich
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rovné nule. Dostavame systém piatich rovnic :

0L 14 n(2r — 2y cos(a)) + M2 — 2z cos(ar+ 8)) =0

x

g_g =14+ M (2y — 2z cos(a)) + A\a(2y — 2z cos(B)) =0

OL

o8 = 1+ Xa(22 — 2y con(5)) + Xo(22 — 2rcos(a + ) =0
2

g_L = \ysin(a) + Agzsin(a + ) =0
a

oL ) .

5 = A\oysin(f) + Az sin(a+ ) =0

Posledné dve rovnosti stt uz upravené, s prihliadnutim na to, ze x,y, 2
stt nenulové dizky. (V pripade, Ze jedna z dlzok by bola nulové, hla-
dany bod p by musel byt vrcholom trojuholnika, ktory tvori tvori dantu
usecku. V rieseni tohto cvicenia od Sylvie Maktuichovej je ukazané, ze
hladany bod p je skuto¢ne tym vrcholom.)

Po tpravach dostavame vztahy

sin(a) = sin(f)
sin(a + 8) = —sin(B)

Odkial dostavame o = = 120°. To znamené, Ze hladany bod musi
splnat podmienku, ze uhly medzi ly,ly, medzi l,,lc, a medzi Iyl musia
byt rovnaké a rovné 120°.

V pripade, zZe pri jednom vrchole trojuholnika je uhol va¢si nez 120°,
tak bod p je tym vrcholom. Dékaz tohto faktu je uvedeny v rieseni tohto
cvicenia od Sylvie Maktichovej(pozri vyssie), konkrétne v jej rieseni je
to uvedené ako (2. pripad).

Vizualizujme predosly postup pre rovnostranny trojuholnik s dlz-
kou strany A = B = C = 6. Hladame extrém funkcie f na mno-
zine hodnot x,y, z, ktord musi vyhovovat vSetky trom véizbovym fun-
kciam g1, g2, g3. Samotné vazbové funkcie nam predstavuja v priestore
tri "splostené"valce (napr. na obrazku 2.9 pre funkciu g;). Teda hla-
dame mnozinu bodov prieniku tychto troch "valcov". Ukazali sme, ze
a = 3 =120° a zatial predpokladame x,y, z st nenulové, kedZe mame
dany rovnostranny trojuholnik. Tym sa defini¢ny obor nasich objektov
obmedzi iba na 1. oktant a nésledne i samotny prienik budeme hla-
dat v prvom oktante. Ukazuje sa, Ze prienik tychto objektov vzhladom
na stanovené podmienky je iba jediny bod. KedZze mame rovnostranny
trojuholnik vieme, Zze hladany pod p je stredom opisanej kruznice s
polomerom 7, teda vieme, Ze hladané rieSenie bude r = xg = yg = 29 =
21/3. Skuto¢ne, prienik nagich troch valcov po aplikovani danych pod-
mienok(1.oktant) je dany bod, ktory je zéroven aj rieSsenim. Funkcia
f(z,y, z) sa neda predstavit, avSak my uZ rieSenie pozname, tak potom
r +y+ 2z = 6v/3. To nam definuje rovinu. Zobrazme teda vysledok



2. STARTOVACIE ULOHY 23

OBR. 2.8. Znézornenie situécie v trojuholniku

OBR. 2.9. viizbova funkcia ¢, a jej vyznam v priestore

do obrazka ¢.2.10. Vsetky objekty v obrazku orezeme bouding boxom,
urcenym podmienkami z €< 0, 6v/3 >, y e<0, 6v3 >,z €< 0,63 >.
Vidime, Ze hladany bod skuto¢ne predstavuje p.

Il
CVICENIE 2.5 (30 bodov). Opiste ddtovi Struktiru ,spdjatelnd fronta”

a operdcie vkladania, vyberania, spdjania a rozdelovania na nej pomo-
cou vhodne zvolenej stromovej ddtove) Struktiry.

RieSenie (Matej Hudak, 25.11.2010):
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OBR. 2.10. prienik(¢ierna bodka) troch valcov (zeleny,
¢erveny, modry) v prvom oktante a orezana rovina x +
y 4+ z = 61/3, ktora predstavuje dany rovnostranny troj-
uholnik

Spajatelna fronta je datova struktura, ktorda dokaze pracovat s na-
sledujucimi instrukciami: vkladanie do fronty, vyberanie z fronty, néj-
denie vrchola vo fronte, spajanie a rozdelenie fronty. Tieto instrukcie
pracuju pritom v ¢ase O(logn), pricom n je pocet vrcholov uloZenych
vo fronte. Podla zadania nasledne definujeme implementaciu vklada-
nia, vymazania, spojenia a rozdelenia na fronte.

Na realizaciu spajatelnej fronty pouZijeme erveno-Cierne stromy
(dalej RB-strom). RB-strom je binarny vyhladavaci strom, v ktorom
kazdy uzol je rozSireny naviac o jeden bit informécie reprezentujici
farbu tohto vrchola, ktora moze byt bud ¢ervend alebo ¢ierna. Zave-
denim uré¢itych pravidiel, podla ktorych mozno vrcholy na Iubovolnej
z ciest od korena k listom ofarbit iba urcitym spdésobom, je mozné
zaistit aby ziadna takato cesta nebola viac ako dvakrat tak dlha ako
ktorakol'vek iné, ¢ize aby bol strom aspon priblizne vyvéazeny.

Vyhodou RB-stromov je prave ich vyvazenost, ktora zarucuje, ze
budu ¢asy behu tychto operacii nanajvys rovné O(logn) v najhorsom
pripade, kde n je pocet vrcholov RB-stromu. Vlastnosti RB-stromov:

(1) Kazdy vrchol je bud ¢erveny alebo ¢ierny.
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(2) Kazdy list (nil) je ¢ierny. List povazujeme za vrchol bez dalsich
synov, pricom nil je pojem, ktory pouzivame pri rogramovani
na oznacenie listu.

(3) Ciernu vysku vrchola = definujeme ako pocet ¢iernych vrcholov
od tohto vrchola po list.

(4) Ak je vrchol ¢erveny, obaja jeho synovia su ¢ierni.

(5) Kazda cesta z vrchola do Tubovolného listu, ktory je jeho na-
sledovnikom, mé rovnaky pocet ¢iernych vrcholov (pravidlo
¢iernych).

Vyska stromu, ktory obsahuje n vrcholov je nanajvys 2log(n+1). Teda
najst urcity element trva O(log n) pricom obsahuje O(log n) porovnani.

o
W
@ e
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®
e o N

- @ @ (e

OBR. 2.11. Priklad RB-stromu

Pri vkladani alebo vymazavani vrchola z nédsho stromu moze do-
¢asne dojst k poruSeniu rovnovahy. Preto aplikujeme lokalne rotacie
(na obrazku 2). Rotacie menia konfiguraciu vrcholov vlavo na konfi-
guraciu vrcholov vpravo. Pracujeme z konStantnym poc¢tom vrcholov
a teda v konstantom ¢ase O(1), kedZe nevyzadujeme Ziadne porovna-
vania a menime len smerniky na jednotlivé vrcholy. Takychto situécii
moZe nastat niekolko. Dalej aplikujeme prefarbovanie vrcholov (na ob-
razku 3) s vysledkom opétovného dosiahnutia rovnovahy.

° )
® )\ — Q/A

AA £
AAA

/‘\

s
OBR. 2.12. Prva a druha rotacia. Objekty oznacené tro-
juholnikmi st d'alsie mozné podstromy.
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OBR. 2.13. Jednoduchy pripad prefarbenia

Vlozenie vrchola
Novy vrchol x vzdy vlozime ako ¢erveny vrchol ako do klasického
BV'S. Ak treba obnovit vlastnosti stromu tak prefarbujeme ostatne
vrcholy a robime jednotlivé rotacie. Vlozenie vrchola x do fronty @
mozno uskutoénit v ¢ase O(logn). Na obrazku 4 je znazorneny proces
vloZenia. Vlozenie vrchola mozeme popisat nasledujucim pseudokédom:
insert(Q, x)
{
color(x, RED);
while(x = getRoot(Q))and(color(x.parent) = RED)do//porusenie vlastnosti 3 pre-
stivame smerom ku korerniu, pricom zachovdavame vlastnost 4
if(x.parent == x.parent.parent.left) //ak otec x je [avym synom svojho otca
{
y = x.parent.parent.right;
if(getColor(y) == RED)//riesime pripad vyvazenia prefarbenim

{
color(x.parent, BLACK);
color(y, BLACK);
color(x.parent.parent, RED);
X = X.parent.parent;
¥
else if(x == x.parent.right) //riesime pripad vyvazenia rataciami
{
X = X.parent;
leftRotate(Q, x);
color(x.parent, BLACK);
color(x.parent.parent, RED);
leftRotate(Q, x.parent.parent);
¥
¥
else//ak otec x je pravym synom svojho otca
{

//podobne len treba vymenit right a left
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}
color(getRoot(Q), BLACK);

//funkcia leftRotate() pouzita vyssie
leftRotate(Q, x)
{
y = x.right; //definujeme y
x.right = y.left; //lavy podstrom y je teraz pravym podstromom x
if(y.left 1= nil)
y.left.parent = x;
y.parent = x.parent;//otcom x bude teraz otec y
if(x.parent == nil)
root(Q, y);
else if(x == x.parent.left)
x.parent.left = y;
else
x.parent.right = y;
y.left = x;//vrchol x je teraz lavym synom y
x.parent = vy;//vrchol y je potom otcom x

+7 / +6
— . \@ —_— '\ @\
N\ N Q 0 .
© o0 @) SN
@ ® ©

OBR. 2.14. Operacia vkladanie

Vymazanie vrchola

Podobne ako ostatné operacie, aj vymazavanie vrchola trva O(logn).
Vrchol vymaZeme podobne ako z BV'S. Ak je potrebné vyvazovat
frontu po vymazani nejakého vrchola tak opat vyrovname frontu po-
mocou vySsSie uvedenych rotacii a prefarbovania vrcholov. Upravovat
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zaciname v synovi vymazaného vrchola, alebo ak nemal ziadneho syna
tak v prislusnom liste (nile).

o (12
& e . & ®
° /°\ ® — ° /0\
® © ® ©

OBR. 2.15. Priklad vymazania vrchola 10

Spojenie

Pri dvoch zadanych frontéch Q1 a Q5 takych, Ze pre kazdé x € Q) a
y € Qs jex < y,jemozné spojit Q1 a Q2. Na tito operaciu pouzijeme
spojenie (concatenate).

Q1 Q2

OBR. 2.16. Spojenie dvoch front

Potom mézeme pseudokod zapisat nasledovne (concatenate(x,Q)):
(1) Prejdime od korena @, aZ po listy po najlavejsej strane az kym
nendjdeme Cierny vrchol x taky, ze ¢ierna vyska tohto vrchola
je rovnaké ako ¢ierna vyska ;.
(2) Definujme otca tohto ¢ierneho vrchola ako p.
(3) Vytvorme novy ¢erveny vrchol y a pomocou neho spojme koren
()1 a x ako dvoch synov, teda sirodencov vrchola .
(4) Ak p je list (nil), koreniom (), bude vrchol y. Inak bude otcom
y vrchol p a korenom () bude koren Q)s.
(5) Aplikujme opéat vyvazenie novej fronty od vrchola y.
(6) Nastavme korenr Q5 na nil, aby Q2 bolo prazdne.
Na zlozitost tejto operacie vplyva hlavne krok 1. Cas tejto operacie je
preto O(logny) kde ny je velkost vicsej fronty z Q1 a @2, pricom ngy
je najviac n, ¢o je velkost fronty ). Celkovy ¢as opreréacie spojenia je
teda O(logn).
Kroky 3, 4, 5 a 6 zapiSeme takymto pseudokoédom:
y.left = root(Q1);
y.right = x;
color(y, RED);
If (p == nil)
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root(Ql) =v;

y.parent = p;
root(Q1) = root(Q2);

//vyvazovanie
root(Q2) = nil;

Rozdelenie

Pri zadanej fronte @ a vrcholu x (nemusi patrit ani jednej fronte)

rozdelime ) na Q)1 a ()2, kde vSetky vrcholy z () st mensie ako x
a vSetky vrcholy z ()9 su vacsie, alebo rovné x. Na obrazku 7 vidime
priklad takého rozdelenia. Vrcholy v trojuholniku st podstromy, d'alsie
Casti, pricom dolezita je oznacena cesta od listu ku korenu.

Q1 \' Q2

OBR. 2.17. Rozdelenie fronty ) na 1 a Q5.

Pseudokoédom tuto operaciu moézme popisat nasledovne:

(1) Definujme dve prazdne fronty Q1 a Q).

(2) Nech p je koren Q.

(3) Pojdeme od korena a budeme spajat pomocou concatenate
podcasti fronty do separatnych front @)1 a ()2 az kym nenara-
zime na vrchol x.

(4) Ak sa este zvysili nejaké vrcholy tak ak st mensie ako x, vlo-
zime ich do @1 pomocou insert(Q1,p). Inak ich vlozime po-
mocou insert(Q2,p).

Vysledkom sa dve fronty ¢; a Q2. Hlavné vnorenie (v kroku 3) si
vyzaduje O(logn) operacii spojenia a porovnani. KedZe vnorenim sa
budeme pohybovat po najlavejSej strane Q2 a najpravejlej strane )1,
kazdy z tychto operaci moze bude vykonana v konstantnom case. Preto
je celkova zlozitost operacie rozdelenia O(logn). Krok 3. zapiSeme ta-
kymto pseudokdédom:

while (p = nil) do

if(x < p)

{

catenate(p.right, Q2);
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p = p.left;
}
else (x >= p)
{
catenate(p.left, Q1);
p = p.right;
¥
}
O

Riesenie (Michal Ferko, 30. 10. 2011):Spajatelna frontu budeme
reprezentovat pomocou AVL stromu. AVL strom je samo-vyvazovaci
binarny vyhladavaci strom, pre ktory zakladné slovnikové operécie -
hladanie uzla, vloZenie uzla a vymazanie uzla trva O(logn) pre strom
s n prvkami. Aby sme ale mali kompletnu spéajatelnt frontu, popi-
Seme eSte aj operacie spajania a rozdelovania, ktoré budu trvat taktiez
O(logn).

Najprv teda popiseme bezny AVL strom. AVL strom si v kazdom
vrchole pamétéa prvok, ktory je v fiom uloZeny (pre nas to budu pri-
rodzené ¢isla) a takzvany balancny faktor - ¢islo b € Z, ktoré bude
pouzivané pri vyvazovani stromu. Toto ¢islo pritom bude nadobudat
hodnoty {—2,—1,0,1,2}. Pri vyvaZzenom strome nadobuda balan¢ny
faktor iba hodnoty {—1,0,1}. Tento balan¢ny faktor zodpoveda roz-
dielu vysSok podstromov daného uzla.

Hrl'adanie uzla: Operécia hfadania uzla ma za tlohu zistit, ¢i dany
prvok sa nachadza v nasej Struktire. Vzhladom na to, Ze pre AVL
strom vzdy plati, Ze v Tavom podstrome prvku sa nachadzaju prvky
mensie ako hodnota prvku a v pravom podstrome sa nachéddzaja prvky
vicsie, je tato operéacia pomerne jednoduchéa (a identickd s operaciou
hl'adania na binarnom vyhladévacom strome). Zac¢ne sa v koreni stromu
a skontroluje sa, ¢i nahodou hodnota v koreni nie je prave nasa hladana
hodnota. Ak je, vratime tento uzol. Inak rekurzivne spustime procediru
na lavého alebo pravého syna a podla vysledkov zistime, ¢ sa prvok v
strome nachadza.

function HladajPrvok(Uzol u, Prvok p)
{
if (u.Hodnota == p) return NAJDENY UZOL
if (u.Hodnota < p)
if (u.LavySyn != NULL) return HladajPrvok(u.LavySyn, p)
else return PRVOK NEBOL NAJDENY
if (u.Hodnota > p)

if (u.PravySyn != NULL) return HladajPrvok(u.PravySyn, p)
else return PRVOK NEBOL NAJDENY



2. STARTOVACIE ULOHY 31
Lavy - Pravy pripad Lavy - Cavy pripad Vyvazené

e DLava rotacia
vuzle 1

G E s uzlom 2

Pravy - Lavy pripad Pravy - Pravy pripad Vyvazené
Prava rotacia

G v uzle 3

s uzlom 2

Lava rotacia 9
vuzle 1

s uzlom 2 c o
[A\ [B\ [c| [D|

OBR. 2.18. Mozné situacie, ktoré nastavajia pri prida-
vani prvkov a treba ich opravit lebo strom nie je vyba-
lancovany. Situéacie Lavy-Pravy a Pravy-Lavy sa trans-
formuji na Lavy-Lavy a Pravy-Pravy, ktoré potom vieme
jednoducho vyvézit. Vsetko sa pritom deje pomocou ro-
tacii na binarnom strome.

KedZe nas strom bude vyvaZzeny, jeho maximalna vyske je O(logn),
teda maximalny pocet volani funkcie HladajPrvok je O(logn).

Vkladanie uzla: Tato operécia dostane ako vstup hodnotu prvku,
ktory ma vlozit do nasho stromu. Ak sa ale tento prvok uz v strome
nachadza, tak to oznami pouzivatelovi. Najprv sa teda do nasho bi-
narneho vyhladavacieho stromu vloZzi prvok a néaslednou upravou ba-
lan¢ych faktorov sa zisti, ¢i treba strom vyvazit. Ak ano, vyvézi sa.
Vyvazovanie sa pritom robi tak, Ze po pridani uzla jeho otcovi ba-
lan¢ny faktor znizime o 1 (ak je Tavym synom) alebo zvySime o 1 (ak
je pravym synom). Postupujeme dalej ku korenu a pric¢itavame tieto
hodnoty. Ak narazime na prvok, ktory by po zmene faktoru nadobu-
dol hodnotu +2 alebo -2, je treba strom vyvazit. Situacie, ktoré mézu
nastat st zobrazené na obrazku 2.18.

Pri ceste hore nasledne upravujeme balan¢né faktory nasledujicim
sposobom. Ak novy uzol bol pridany do l'avého podstromu, tak znizime
balan¢ny faktor o 1. Ak novy uzol bol pridany do pravého podstromu,
tak zvygime balanény faktor o 1. Ked po tychto operaciach je balanény
faktor 2 alebo -2, tak treba vyvazit strom. Nech P je uzol, v ktorom
nastala jedna z tychto situdacii, a nech L je lavy syn P a R je pravy
syn P. Potom:
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(1) Ak P ma balan¢ny faktor +2, tak podstrom s korefiom R pre-
vazuje podstrom s korefiom L. Treba podl'a balan¢ného faktoru
v R rozhodnut, ktory z pripadov nastal: Pravy-Lavy ak faktor
R je -1, Pravy-Pravy ak faktor R je +1.

(2) Ak P ma balan¢ny faktor -2, tak podstrom s koreniom L preva-
7uje podstrom s korennom R. Treba podla balancéného faktoru
v L rozhodnit, ktory z pripadov nastal: Lavy-Pravy ak faktor
L je +1, Lavy-Lavy ak faktor L je -1.

Ako podstromy vyvazime je znézornené na obrézku 2.18, po takejto
dprave sa nanovo zrataju balan¢né faktory.

Vymazanie uzla: Pri vymazavani listu alebo prvku s jednym sy-
nom nevznikne ziaden problém, tieto operécie st pomerne jednoduché.
Samozrejme sa nasledne musia upravit balanéné faktory (opa¢nym sme-
rom ako sa upravovali pri vkladani uzla) a cestou ku koreiu sa strom
vyvazuje.

Na rozdiel od vkladania uzla moze nastat situacia, ked faktor v P je
2 (resp. -2) a faktor v R (resp. L) je 0. Takyto pripad vyriesime Tavou
(resp. pravou) rotaciou v P s uzlom R (resp. L).

Ak ale vymazavany prvok ma dvoch synov, musime ho nahradit
inym prvkom (ktory nasledne vymazeme z nasho stromu). V ¢ase O(log n)
sa najde nasledovnik (najmensi prvok jeho pravého podstromu) alebo
predchodca (najvacsi prvok jeho lavého podstromu) vymazavaného
uzla, jeho hodnota nahradi hodnotu vymazévaného uzla a nésledne
vymazavame prvok, ktorého hodnota nahradila nas vymazany prvok.
Tento prvok méZe mat maximalne jedného syna, lebo je bud najpravsi
alebo najlavsi v podstrome, preto ho mézeme vymazat postupom pre
list alebo prvok s jednym synom. Operécia vymazavania trva celkovo
O(logn) - O(logn) trva najdenie vymazavaného prvku, O(logn) trva
najdenie predchodcu alebo nasledovnika a potom O(logn) trva vyma-
zanie predchodcu alebo nasledovnika (spolu s vyvazovanim).

Spojenie dvoch AVL stromov: Méame fronty F; a Fb, pricom
Ve € Fi,y € F; plati z < y, ¢ize vSetky prvky z F) st menSie ako
hociktory z prvkov F5,. Pre spravne fungovanie algoritmu je vhodné si
pre kazdy strom pamaétat jeho vysku, ¢o zmeni predchadzajtuce operé-
cie minimalne a nijako nezmeni ¢asovi zlozitost. Potom vieme v case
O(1) ziskat vysku stromu (ak by sme ju mali nanovo spocitat, trvalo
by to O(n), lebo by sme museli navstivit kazdy vrchol stromu raz).
Predpokladajme teda, ze Fy je vyssi (druha situacia je symetricka).

Potrebujeme néjst vhodny vrchol v F3, do ktorého zavesime strom
Fy. Najprv vymazeme z F prvok s najvacsou hodnotou, nech je to L.
Tento prvok vyuzijeme na vytvorenie nového uzlu v spojenom strome.
Je potrebny, lebo vrchol, do ktorého by sme chceli zavesit F; moze mat
pravého syna a chcelo by to zlozitejSie ipravy stromu, aby sa umoznilo
zavesenie Fy. Nasledne v Fy zostupujeme vzdy do Tavého podstromu
az kym nenajdeme taky vrchol R, Ze vyska podstromu s korenom R je
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rovnaké ako vyska I} po odstraneni L. Na miesto R umiestnime prvok
L a jeho lavy podstrom bude Fj a pravy podstrom bude podstrom
urceny vrcholom R. Podstrom s koreom L mé vysku o 1 vac¢Siu ako
R, preto zvysSime balan¢ny faktor otca novovzniknutého vrcholu L o 1.
KedZe sa zmenil balan¢ény faktor, treba strom znovu vyvazit z tohto
vrcholu (tak ako po vymazavani, lebo moze nastat situacia -2, 0 alebo
2,0).

Takouto konstrukciou sme zachovali Struktaru, vyvazenost aj ba-
lan¢éné faktory nasho AVL stromu. Celkovo tato operacia trva O(logn),
ak n = max(|Fy|,|F,|). Vymazanie L z F; trva O(logn). Vyhlada-
nie vrcholu R trva O(logn), nasledné zmeny vrcholov stromu trvaja
O(1) a nakoniec vyvézenie stromu z otca novovzniknutého vrcholu trva
O(logn).

Rozdelenie na dva AVL stromy: Tato operacia méa rozdelit
strom F' podla prvku ¢ na dva podstromy F; a F, také, 7ze vSetky
prvky z Fi st mensie ako g a vSetky prvky z F; su vacsie alebo rovné
ako q.

Najprv vyhladdme v F' prvok ¢, pripadne poziciu, na ktori by sme
prvok ¢ vlozili, ak ¢ ¢ F. Zapamétame si cestu od korena ku pozicii
q. Na tejto ceste mame postupne vrcholy, pre ktoré si zapaméatame, ¢i
si vacsie alebo mensie ako ¢. Operacia je analogickid ako postup pre
Cerveno-¢ierne stromy (pouziva sa aj pre klasické binarne vyhladavacie
stromy), akurat operujeme na AVL stromoch.

Najprv vytvorime dve prazdne fronty F; a F,. Ak sme vo vrchole,
ktory je vacsi alebo rovny ¢, tak jeho I'avy podstrom spojime pomocou
operacie spajania front s frontou F;. Ak sme vo vrchole, ktory je mensi
ako ¢, tak jeho pravy podstrom spojime pomocou operacie spajania
front s frontou F,. Nasledne treba prvky, ktoré sii na ceste od korena
ku prvku ¢ pridat do F; alebo F;. Celkovo to znamena O(logn) opera-
cii spojenia a O(logn) operacii vlozenia. To by znamenalo, ze celkova
zlozitost je O(log®n). Vdaka tomu, Ze napajame fronty na F; vzdy na
najmensi prvok a na F, vzdy na najvacsi prvok, mozno operacie spo-
jenia ako aj vkladania uzla vykonat v ¢ase O(1) (a to tak, Ze na ceste
od najmensieho listu ku korenu stac¢i kazdy prvok vyvézit rotaciou na
strome maximélne raz). Preto v skuto¢nosti tato operacia bude trvat
O(logn).

Priklad vlozenia uzla: Na obrazku 2.19 vidno vloZzenie uzla s
hodnotou 23 do existujiceho AVL stromu. Najprv sa najde pozicia,
kde sa ma uzol vlozit (ako pravy syn uzla 21). Nasledne sa vloZi, jeho
balan¢ény faktor sa inicializuje na 0 a smerom ku korehu upravujeme
balan¢né faktory. Z uzla 23 prejdeme do uzla 21, kedze sme prisli z pra-
vého podstromu, zvysujeme faktor o 1. Faktor je 1, mézeme pokracovat
dalej smerom hore.

Uzlu 19 opét zvysime balan¢ny faktor o 1 a nadobudne hodnotu 2,
¢o znamena, ze musime uzol vyvazit. Ak pouZijeme oznacenie z popisu



34 2. STARTOVACIE ULOHY

OBR. 2.20. Vymazanie uzla z AVL stromu

pridévania uzla, tak P je 19, R je 21 a L je prazdny uzol. Podl'a balanc¢-
nych faktorov v P a R je jasné, Zze nastal pripad Pravy-Pravy a teda
rotéciou vlavo v uzle 19 s uzlom 21 vyvazime strom.

Uzol 19 po rotécii nema ziadnych synov, faktor nastavime na 0. 21
ma synov 19 a 23 (s faktormi 0), faktor nastavime na 0. To znamena
koniec vyvazovania.

Priklad vymazania uzla: Pokracujme s predchadzajacim pripa-
dom. Vymazme uzol 13. KedZe bol z l'avého podstromu 15 vymazany
uzol, zvysime faktor o 1. Faktor je teraz 2, musime vyvazit. Nastala
Specidlna situacia, ktora pri vkladani uzla nastat nemoze (faktor 15
je 2 a faktor 21 je 0). Strom vyvazime Tavou rotéciou v 15 s uzlom
21. Faktory sa upravia podla rotacie a vysledok ako aj medzikroky st
zobrazené na obrazku 2.20.

Priklad spojenia: Na obrazku 2.21 st dva AVL stromy, ktoré
chceme spojit do jedného. Vyska F; je menSia ako vyska Fy, takze
postupujeme tak ako sme popisali. Z F; odstrénime najvyssi prvok 5
(oznaceny L) a vznikne jednoduchy vyvazeny strom s korefiom 3, ktory
mé dvoch synov 1 a 4. V F; zostipime z korena dolava dvakrat, ¢im
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OBR. 2.23. Vysledok spojenia stromov

sa dostaneme na prvok 7 (oznafeny R). Podstrom vo vrchole 7 ma
rovnaki vysku ako strom Fj bez prvku 5. Prvok 7 teda nahradime
prvkom 5, pricom jeho l'avy podstrom bude upraveny Fj a jeho pravy
podstrom bude podstrom vo vrchole 7. Této situacia je naznacena na
obrazku 2.22. Vdaka konstrukcii vrchola 5 v upravenom strome je jeho
balan¢ny faktor 0. Vrcholu 8 zvysime faktor o 1 a dalej sa tvarime,
ako keby sme prave pridali vrchol 5 do tohto stromu, a preto spustime
vyvazovanie smerom ku koreiiu. Vrchol 8 mé faktor -1, lebo mal -1,
priratali sme 1 za spojenie stromov a odratali 1 za to, ze sa to dialo
v Tavom podstrome 8. Vrcholu 10 sa faktor zniZi o 1, teda upravime
strom vo vrchole 10 pravou rotaciou s vrcholom 8. Dostédvame sa ku
vysledku na obrazku 2.23.

Priklad rozdelenia: Na obrazku 2.24 vidno situaciu na rozdele-
nie. Ak vezmeme cestu od korena ku prvku, podla ktorého rozdelujeme
strom (zlty prvok 6), tak napravo od tejto cesty si podstromy (cer-
vené), ktoré sa spoja do Fy, a nalavo (zelené), ktoré sa spoja do Fj.
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OBR. 2.24. AVL strom, ktory ma byt rozdeleny na dva
podla prvku 6

OBR. 2.25. Medzikrok rozdelenia AVL stromu z obrazku 2.24

Taktiez st to prvky Tavého a pravého podstromu prvku, podla ktorého
strom rozdelujeme.

Algoritmus bude postupovat od korenia ku prvku 6 a tvorit stromy
Fy a Fy. Zaciname v prvku 10. Je vacsi ako 6, preto jeho pravy podstrom
s korenom 13 pridame do zatial prazdneho F,. Vrchol 10 si pridame
do zoznamu vrcholov, ktoré na konci algoritmu priddme do F5 jedno-
duchym vkladanim. Zostupime do vrchola 4 a vykondme symetricki
operaciu, ako vo vrchole 10. Lavy podstrom vrchola 4 pridame do za-
tial prazdneho I a prvok 4 si ulozime do zoznamu prvkov, ktoré treba
na konci pridat do Fj.

Pokrac¢ujeme vo vrchole 6. Nasli sme vrchol, podla ktorého rozde-
[ujeme strom. Vezmeme jeho pravy (resp. lavy) podstrom a operaciou
spojenia ho pripojime do Fy (resp. Fy). Vysledok tychto operacii je
zobrazeny na obrazku 2.25. Vo vysledku patri vrchol 6 do stromu F3,
teda ho pridame do zoznamu na pridanie (v tomto zozname mame aj
prvok 10).

Prva cast algoritmu prebehla, ostava nam pridat prvok 4 do F} a
prvky 10 a 6 do F,. Vysledok je zobrazeny na obrazku 2.26.

g
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OBR. 2.26. Vysledok rozdelenia AVL stromu z obrazku 2.24
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KAPITOLA 3

Konvexné obaly

CVICENIE 3.1 (30 bodov). Je dand mnoZina obsahujica n bodov
v rovine. Zostrojte jednoduchy mnohouholnik, ktorého vrcholy si body
danej mnoziny. Ukdzte, Ze Q(nlogn) je dolnd hranica casovej zloZitosti.

RieSenie (Martin Skorupa, 31.10.2008):Majme pole vietkych bo-
dov A, vysledné pole poradia bodov jednoduchého mnohouholnika B
a pole pre konvexny obal KO. Jednoduchy mnohouholnik hladame
nasledovne:

(1) Usporiadame A podla z-ovej suradnice, v pripade rovnosti z-
ovej podla y-ovej suradnice. O(nlogn)

(2) Najdeme konvexny obal bodov. (predpokladdme Ze za¢ina v
najlavejSom bode a ide v smere chodu hodinovych ruéiciek)
O(nlogn)

(3) Prehladavame A a hladame body patriace do KO (v tom
istom poradi ako su v KO), ak nejaky nédjdeme, vyberieme ho
z A a vlozime ho do B. V B teda mame hornt ¢ast konvexného
obalu od najlavejsiecho po najpravejsi bod a v A vSetky ostatné
body. O(n)

(4) Ideme zozadu A (teda od najvicsicho x k najmensiemu). Za-
radom vyberame body z A a vkladame ich do B. O(n)

(5) V B mame jednoduchy mnohouholnik v ¢ase O(n log n).

Doékaz:

e To 7e bolo pole A usporiadané podla z a potom podla y
nam zarucuje, ze v kroku 4. sa ani jedna hrana nepretne, lebo
bud z-ova stradnica klesa alebo ak zostava rovnaka tak klesa
y-ova sdradnica. Zaroven sa ale ani nepretne s hornou cas-
tou konvexného obalu. Teda B je jednoduchy mnohouholnik.
(poz. obr. 3.1

e Majme mnozinu n — 1 bodov leziacich na z-ovej osi. Posledny
bod moéze byt Tubovolne inde ako na z-ovej osi. Na najdenie
jednoduchého mmnohouholnika pre takuto mnozinu potrebu-
jeme usporiadat body na x-ovej osi. Teda ¢asova zlozitost naj-
denia jednoduchého mnohouholnika je O(n logn) (poz. obr. 3.2).

g

RieSenie (Tomas Gieci, 3.11.2008):
a) Zostrojte jednoduchy mnohouholnik
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Horny konvexny obal

OBR. 3.1. Néajdenie horného konvexného obalu a spatny
prechod po z-ovej stiradnici

OBR. 3.2. Néajdenie usporiadania bodov na priamke

Mnozinu bodov si ozna¢ime P = {p;,...,p,} (obr. 3.3, podobr. 1)
Vyberieme ndhodne jeden bod z mnoziny P a oznac¢ime ho z, okrem
bodu p;.
(1) Utriedime body mnoziny P podla polarnych stradnic voci
priamke urcenej bodmi z a p,;. Novi usporiadani mnozinu
si oznac¢ime V= {vy,...,v,_1} (obr. 3.3, podobr. 2)
(2) Bod v; spojime s bodom v;4; (obr. 3.3, podobr. 3)
(3) Opakujeme krok 2, kym neprideme na koniec usporiadanej
mnoziny P.
(4) Vytvorime hrany zvy, U,T
(5) Zoznam hran nam vytvéra jednoduchy mnohouholnik (obr. 3.3,
podobr. 4)

Casova zlozitost utriedenia neusporiadanej mnoziny bodov (bod 1.)
je (n — 1) * (log(n — 1)) a teda dolna ¢asova zlozitost tohto kroku je
Q(nlogn).

Casova zlozitost bodu 2. je O(1), bodu 3. je O(n) a bodu 4. je O(1).

Celkova dolné ¢asova zlozitost algoritmu je Q(nlogn).

b) Ukazte, ze Q(nlogn) je dolna hranica ¢asovej zlozitosti

Predpokladajme, ze Casova zlozitost zostrojenia jednoduchého mno-
houholnika nie je Q(nlogn). Hladanu ¢asovi zlozitost oznacme Q(x).

e Nemozeme predpokladat, ze Q(z) > Q(nlogn), pretoze sme
v algoritme uvedenom v bode a) ukéazali Ze existuje mensia
Casova zlozitost. 5

e Predpokladajme, ze Q(x) < Q(nlogn). Casova zloZitost vy-
tvorenia konvexného obalu z jednoduchého mnohouholnika je
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obr.1 MnoZina bodaov v ravine

obr. 3 Spajanie vrcholov mnoZiny obr. 4 Jednoduchy mnohouholnik

OBR. 3.3. Obrazky k rieSeniu k cvic¢eniu 3.1.

Q(n). Z toho vyplyva, ze Casova zlozitost na vytvorenie kon-
vexného obalu z Iubovolnej mnoziny bodov je mensia ako
Q(nlogn). Ale vieme, ze Casova zlozitost vytvorenie konvex-
ného obalu je Q(nlogn). Dostavame spor s nasim predpokla-
dom, ¢ize Q(z) = Q(nlogn).

g

RieSenie (Jakub Mistan, 18.11.2011):Jednym zo sposobov ako zo-
strojit jednoduchu krivky z n bodov je usporiadat body podla x-ovej
stradnice (respektive podla y-ovej stradnice) a pospajat ich v tomto
poradi. Ked v8ak chceme tuto krivku uzavriet na jednoduchy mno-
houholnik spojenim prvého a posledného bodu, nie vzdy je to mozné.
Takyto postup moézeme zvolit, len v $pecidlnych pripadoch ked prvy
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a posledny bod st body z dvoma najmensimi alebo najvac¢simi y-
ovymi (respektive z-ovymi) stradnicami. Tento pripad vidime na ob-
razkoch 3.4, 3.5.

OBR. 3.4. Konstrukcia je v tomto pripade velmi jednoduché

OBR. 3.5. Vo vac8ine pripadov uzavretie nie je tak jed-
noduché

V ostatnych pripadoch je potrebné algoritmus mierne upravit. Po-
trebujeme si zaistit neprerusované uzavretie krivky. To zaistime nasle-
dovne:

Néjdeme si bod mnoziny s najmensou a najviacSou suradnicou zx.
Oznacme ich L a P. Tieto urcuja priamku, ktora deli vSetky zvysné
body do dvoch skupin. Body "nad"priamkou usporiadame podla surad-
nice x a pospajame ich v tomto poradi. Dostaneme jednoduchu krivku.
Rovnako utriedime a pospajame i body "pod"priamkou. Obe krivky
st jednoduché a urcite sa nepretinaju, pretoze ich oddeluje priamka
LP. Tieto krivky sa uz jednoducho spoja a to tak, ze zac¢iato¢né body
oboch kriviek spojime s bodom L a koncové body s bodom P. Dosté-
vame uzavreti krivku.

ZLOZITOST:

(1) Usporiadanie n bodov podla suradnice. Ak sa niekol'ko bodov
zhoduje v stradnici, tak tieto utriedime podla druhej surad-
nice ( O(nlogn))

(2) Najdenie bodov L a P ( O(2))
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OBR. 3.6. Rozdelenie bodov

OBR. 3.7. Dve oddelené jednoduché krivky

OBR. 3.8. Vysledny jednoduchy mnohouholnik

(3) Rozdelenie bodov do dvoch skupin ( O(n))
(4) Body v oboch skupinéach uz st sporiadané.
(5) Pospéajanie bodov oboch skupin podla poradia. ( O(n))

Teda celkova ¢asova naro¢nost algoritmu je O(nlogn).

ALGORITMUS:

43
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BEGIN()

int P[n];
XSort(P);

L=P[0];
R=P|nl;

for inti=0;1<n;it+)
it ( LR.P[i] > 0)
Pli] — UpList;
else
Pli] — DownlList;

nu=UpListLenght-1;
nd=DownlListLenght-1;

MoveTo(UpList|0].x,UpList|0].y);

for (int i=1; 1 < nu ;i++)
LineTo(UpList|i].x,UpList[i].y);

MoveTo(UpList|0].x,UpList|0].y);

for (inti=1;i<nd;i++)
LineTo(DownList|i].x,DownList[i].y);

LineTo(UpList|nu].x,UpList[nu].y);

END()

Teraz ukazeme dolni hranicu algoritmu. Vezmime si mnozinu n
bodov, pre ktoru plati, Ze jej kovexny obal obsahuje vSetkych n bodov.
Pre takuto mnoziny takisto plati, Zze je jednoduchy mnohouholnik s
danymi vrcholmi je zaroven aj jej konvexnym obalom, pretoze ak by
sme spojili useckou iné ako susedné body obalu, rozdelime zvysné body
do dvoch polrovin, pricom body jednej nespojime s bodmi z druhej bez
pretatia deliacej tsecky prave kvoli konvexnosti.

Pre takéto mnoziny teda plati, Ze zostrojenie jednoduchého mno-
houholnika je aj zostrojenim konvexného obalu. AvSak dolna hranica
zlozitosti najdenia konvexného obalu je Q(nlogn) a teda i dolna hra-
nica zlozitosti najdenia jednoduchého mnohouholnika je Q(nlogn), v
opacnom pripade by nastal spor. 0
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OBR. 3.9. Konvexny obal je jediny jednoduchy

10

ul

OBR. 3.10. Jednoduchy mnohouholnik a konvexny obal
su totozné

CVICENIE 3.2 (20 bodov). Dokdzte, Ze mnohouholnik Q) s najmen-
sim obvodom obsahujucim neprazdnu konecni mnozinu bodov P je kon-
vexny. Ukdzte, Ze kaZdd konvexnd mnoZina obsahujica P obsahuje aj

mnohouholnik ().

Riesenie (Marta Reznakova, 26.10.2008):Predpokladajme, Ze exis-
tuje taky mnohouholnik @, ktoré¢ho obvod je najmensi a nie je to kon-
vexny obal mnoziny P. Ze nie je konvexnym obalom znamena, Ze exis-
tuje taka tsecka AB, ktora spaja vrcholy mnohouholnika @, no nepatri
donho, a teda ani nie je jeho stenou. Existuje teda aspon jeden bod,
oznacme si ho C| ktory je vrcholom mnohouholnika @ a lezi na ceste
medzi bodmi A a B. Z predpokladu, Ze mnohouholnik () ma najmensi
obvod, mozno usudzovat nerovnost |AB| > |AC| + |C'B|, ¢o je viak v
rozpore s trojuholnikovou nerovnostou. Analogicky dokazujeme aj pri
ostatnych bodoch, ako je bod C.

Predpokladajme, Ze existuje konvexné mnozina obsahujica P a za-
roven neobsahujica . KedZe obsahuje P, obsahuje aj vsetky vrcholy
@ a nakol'ko ide o konvexni mnozinu, obsahuje aj vsetky tsecky medzi
nimi, ¢ize aj vSetky strany @), ¢o je v rozpore s predpokladom, ze dana
konvexna mnozia neobsahuje Q.

U
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¢ - konvexny obal mnoziny P
Q - mnoholnik z predpokladu

OBR. 3.11. Konvexny obal mé najmensi obvod zo vSet-
kych mnohouholnikov obsahujtcich dant mnozinu vrcho-
lov.

RieSenie (Gabriel Foltan, 26.10.2011):Sporom. Myslienka dokazu
spociva na predpoklade, ze mnohouholnik ) mé najmensi obvod a nie je
konvexny. Kedze nie je konvexny, musi existovat nejaka dvojica bodov
q.r, takd, ze q,r € @), ale usecka qr nepatri (). Zo vsetkych dvojic bodov
usecky qr, zoberme také q',r' € @, ktoré su k sebe najblizsie a zvySok
usecky q'r’ nepatri Q.

Zostrojme teraz mnohouholnik Q)" tak, Ze v po6vodnom mnohouhol-
niku odstranime postupnost vrcholov medzi q' a r’ a pridame namiesto
toho stranu (q'r’). Q' obsahuje neprazdnu kone¢ni mnozinu bodov P,
pretoze obsahuje aj Q a ) obsahuje P. ' ma mensi obvod ako @
pretoze z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, ze dlzka strany (q't’) je
mensia ako dlzka odstranenej postupnosti stran. To je spor s predpo-
kladom, ze () ma najmensi obvod. Preto nekonvexny mnohouholnik
nemdze byt mnohouholnik s najmensim obvodom, ktory obsahuje ne-
prazdnu konecni mnozinu bodov.

OBR. 3.12. Mnohouholnik ) a vybratad dvojica q,r,
ktora skrati obvod mnohouholnika.

Teraz ukazeme, ze kazda konvexna mnozina obsahujica P obsahuje
aj mnohouholnik @)
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Sporom. Nech mnozina C' je konvexna mnozina obsahujtuca P. Pred-
pokladajme, ze () je mnohouholnik s najmensim obvodom obsahujtcim
P, ale taky, ze C neobsahuje ). Najprv ukdzeme, ze existuje vrchol z
@, ktory nie je v C. Ak by kazdy vrchol z @ bol v C, potom kedze
C je konvexna mnozina, tak kazdé strana spéjajica dva vrcholy musi
byt tiez v C. Preto, ak C' neobsahuje P, potom existuje vrchol z @) ale
nepatriaci C'. Ozna¢me si ten vrchol v. Vieme, Ze v nepatri P, pretoze
C obsahuje P. Definujme si vrchol v’ ako novi poziciu vrchola v po po-
sunuti v smere hodinovych ruciciek o nejaké € po strane orientovaného
mnohouholnika, ktora vychadza z v. Analogicky si definujme vrchol v”
posunuti v protismere hodinovych ruciciek o € po strane orientovaného
mnohouholnika, ktora vchadza do v (situdcia znazornenéa na obréazku
3.13.). Pretoze v nie je v P, a ak € bolo dostato¢ne malé, potom troju-
holnik vv'v” neobsahuje Ziadne body z P. Z trojuholikovej nerovnosti,
dlzka strany v'v” je menej ako suma dlzok stran vv’ a vv”. Preto mo-
zeme zmensSit obvod mnohouholnika ) nahradenim vrchola v vrcholmi
v’ a v” a stale budeme mat mnohouholnik obsahujuci P. To je spor s
predpokladom, zZe mnohouholnik ¢) je mnohouholnik s najmensim ob-
vodom obsahujuci P. Preto mnohouholnik ¢) s najmensim obvodom
patri Tubovolnej konvexnej mnozine obsahujicej P.

; d\}r ! .V rr

o

‘T
OBR. 3.13. Skratenie  obvodu  mnohouholnika
yurezanim‘ dostatoéne malého trojuholnika s vrcholom

V.

4

CVICENIE 3.3 (30 bodov). Ukdzte, Ze dva disjunktné konvexné mno-
houholniky maji prave styri spolocné oporné priamky.

RieSenie (Martin Skorupa, 10.11.2008):
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Majme dva disjunktné konvexné mnohouholniky A a B. Musi exis-
tovat priamka p, ktora rozdeluje rovinu na dve polroviny, pricom A a
B lezia v opac¢nych polrovinach a s p nemajiu spolo¢ny prienik. Trans-
formujme rovinu tak, aby p bola totozné s x-ovou osou a A lezalo v I.
kvadrante a B lezalo v IV. kvadrante. Pre vSetky X z x-ovej osi existuji
prave dve priamky a;, as také, ze a;, ag st oporné pre A a prave dve
priamky bj, by také, Ze by, ba st oporné pre B (poz. obr. 3.14). Nech
pre kazdé X z x-ovej osi su a, az, by, by vzdy rovnako usporiadané
(ag, a1, X, by, ba). Majme funkcie:

f,(z): R — (0, 7), ktor& pre bod X][z,0] x-ovej osi vrati |£,xay]|.

fs(z): R — (0, 7), ktora pre bod X[z,0] x-ovej osi vrati | £ xaz|.
f.(z): R — (0, m), ktora pre bod X[z,0] x-ovej osi vrati |4, b1x]|.
fs(z): R — (0, 7), ktora pre bod X|z,0] x-ovej osi vrati | £, bax|.

Funkcie f,(z), f3(z), £,(z), f5(x) st rastice a spojité.

KedZe p oddeluje A a B, tak vSetky spolo¢né oporné priamky
musia pretinat p. Bodom X € p prechddza spolo¢na oporné priamka
prave vtedy, ak a; = by, alebo a; = bs, alebo ag = by, alebo as
= by. Teda prave vtedy, ked f,(z) + £,(z) = =, alebo f,(z) + f5(z)
= 7, alebo f3(z) + f,(z) = 7, alebo fz(z) + f5(z) = 7. Na zaklade
spojitosti, rasticosti a definicnych oborov kazdy tento pripad nastéva
prave raz. Teda dva disjunktné konvexné mnohouholniky maji prave
Styri spolo¢né oporné priamky.

g

RieSenie (Viktoéria Bakurova, 23.11.2009):Majme 2 disjunktné
konvexné mnohouholniky P; a P». KedZe st disjunktné, existuje priamka,
ktoré tieto mnohouholniky oddeluje. Urobme transformaciu, ktorej vy-
sledkom bude, Ze oddelujtca priamka bude totozna s osou ya mnoho-
uholniky budu lezat v kladnej polrovine urcenej osou z.Hladajme ich
spolo¢né oporné priamky:.

(1) V mnohouholniku P; najdeme bod s maximalnou y-ovou a
minimalnou y-ovou stradnicou, ak je ich viac, vyberieme taky,
ktory ma maximélnu z-ova stradnicu. Oznac¢ime si ich P40
a lein-

V mnohouholniku P tiez najdeme bod s maximalnou y-
ovou a miniméalnou y-ovou siradnicou, ak je ich viac, vybe-
rieme taky, ktory ma maximalnu z-ova stradnicu. Oznac¢ime
si ich P2max a P2mz'n‘

Porovnéame P00 & Pomas @ vyberieme maximum, oznac¢me
ho Ppaz. Tak isto porovnéme P, & Popin @ vyberieme mini-
mum, oznac¢me ho p,,in.

Ak zostrojime priamky rovnobezné s osou = cez néjdené
minimum p,,;, a maximum p,,.., mnohouholniky P; a P, budu
lezat medzi nimi.
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OBR. 3.14. Oporné priamky k mnohuholntkom A a B
zostrojené z bodu X na oddelujicej priamke (os ).

Pri hladani maxima a minima mézu nastat 4 moznosti:
(a) maximum aj minimum je z P,
(b) maximum aj minimum je z Ps
(¢) maximum je z P, a minimum je z P,
(d) maximum je z P, a minimum je z P,

(2) Najdeme 2 spolo¢né oporné priamky mnohouholnikov. Nech

nastala moznost, Ze maximum aj minimum je z P;.

Priamku p,,., ota¢ame v smere chodu hodinovych ruciciek
okolo bodu P4, kym nenarazime bud na hranu mnohouhol-
nika P; alebo na vrchol mnohouholnika P, a hTadame spolo¢ni
opornu priamku P, a Ps:

e ak narazime na vrchol P,, mdme hladani oporni priamku
e ak narazime na hranu P;, otd¢ame okolo druhého vrcholu
leziaceho na tejto hrane, hladame opornu priamku dalej
rovnakym algoritmom
Taktato opornia priamku isto ndjdeme, lebo P; lezi medzi priam-
kami Pmin @ Pmax-

Priamku p,,,;,, otd¢ame v smere proti chodu hodinovych ru-
¢iciek okolo bodu Pj,,;, kym nenarazime bud na hranu mno-
houholnika P; alebo na vrchol mnohouholnika P, a hladame
spolo¢nu opornu priamku P, a Ps:

e ak narazime na vrchol P, mdme hladani oporni priamku



50

3. KONVEXNE OBALY

e ak narazime na hranu P;, otacame okolo druhého vrcholu
leziaceho na tejto hrane, hladame opornu priamku dalej
rovnakym algoritmom

Takato opornt priamku néjdeme z rovnakého dovodu, ako
predtym.

Rovnako by sme nasli 2 spolo¢né oporné priamky aj pre
ostatné pripady, rozdiel je len v smere otacania priamok p,.iy
A Pmazx -

e ak maximum je z P, priamku p,,,, ota¢ame v smere proti
chodu hodinovych ruciciek

e ak minimum je z P, priamku p,,;, otd¢ame v smere chodu
hodinovych ruciciek

Takymto sposobom najdeme 2 oporné priamky mnohouholni-
kov P, a P,.

Treba si uvedomit, Ze oporné priamky skonstruované ta-
kymto spésobom nemédzu byt totozné. Keby boli totozné, zna-
menalo by to, ze mnohouholniky st degenerované. (Kratke
odovodnenie: Priamka p,,;, rozdeluje rovinu na dve polroviny.
V jednej z tychto polrovin (“nad” ppn) lezia mnohouholniky
Piaj P,. Ozna¢me si tito polrovinu p,,;,.. Rovnako priamka
Pmaz rozdeluje rovinu na dve polroviny. V jednej z tychto pol-
rovin (“pod” ppaz)leZia mnohouholniky Pjaj P,. Oznacme si
tato polrovinu pyue.-. Otacajme priamku p,,;,, a s iou aj pol-
rovinu Ppi,e a najdime prvi spoloéni opornd priamku mno-
houholnikov P, a P,. Z konstrukcie tejto opornej priamky je
jasné, ze mmnohouholniky sa stale budu nachadzat v polro-
vine oznacenej pmin.. Podobne aj otacanim p,,., a polroviny
Pmaz—najdime spolo¢nii opornti priamku mnohouholnikov. Je
zrejmé, ze aj v tomto pripade sa P; a P, budi nachadzat v pol-
rovine oznacenej pq.-. leraz si uz staci uvedomit len to, ze ak
by boli ndjdené oporné priamky totozné, tak mnohouholniky
Py a P, by museli lezat sucasne aj v jednej aj v druhej polro-
vine vzhladom na tato oporniu priamku, takZe jedind moznost
je, ze lezia na spoloc¢nej hranici, ¢ize na priamke. Ide teda o
degenerované mnohouholniky.)

Z kons$trukcie tychto opornych priamok je jasné, ze dal-
Sie oporné priamky budd prechadzat len vrcholmi leziacimi
medzi vrcholmi, cez ktoré prechddzaja prvé 2 ndjdené oporné
priamky. Ozna¢me si prienik tychto opornych priamok s priam-
kou oddelujicou mnohouholniky a a b, pricom a bude mat
vacsiu y-ova suradnicu ako b. Potom dalSie spolo¢né oporné
priamky mnohouholnikov pretnii priamku p v bodoch, ktoré
lezia na tsecke ab
Majme mnohouholniky P; a P, oddelené priamkou p. Na priamke
si zvolme Tubovolny bod X. Z tohoto bodu vieme zostrojit
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P
Pmax
a
Pl
_,_,_.—-—'_'_'_._._'_'_'I_JF
Pmin
OBR. 3.15. Oporné priamky disjunktnych mnohouhol-
nikov P; a P, ktoré vznikli ota¢anim priamok p,,;, a
pmam
Pmax
gl
q2 Pmin

OBR. 3.16. Oporné priamky k mnohouholnikom P; a P,
v Tubovolnom bode leZiacom na oddelujucej priamke

prave dve oporné priamky k mnohouholniku P;, ozna¢me si
ich 07 a 09. Rovnako z tohoto bodu vieme zostrojit prave dve
oporné priamky k mnohouholniku P, ozna¢me si ich ¢; a gs.
Skumajme uhol, ktory zviera o; s p s vrcholom v bode X,

pricom druhé rameno tohoto uhla smeruje do oo v smere osi
y:

e ak ideme s bodom X do —oo, uhol sa zmensuje

e ak ideme s bodom X do oo, uhol sa zvicsuje
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Mame teda spojitu funckiu f, ktora lubovolnému bodu Xz osi
ypriradi prave jeden uhol z intervalu [0, 7], teda f : R — [0, 7].
Tato funkcia je rastica.

Sktimajme uhol, ktory zviera g s p s vrcholom v bode X,
pricom druhé rameno tohoto uhla smeruje do —oo v smere osi
e

e ak ideme s bodom X do —oo, uhol sa zvicsuje

e ak ideme s bodom X do oo, uhol sa zmensuje
Mame teda spojitu funckiu g, ktora Tubovolnému bodu Xz osi
ypriradi prave jeden uhol z intervalu [0, 7], teda g : R — [0, 7].
Funkcia g je klesajuca.

Z uvedenych vlastnosti funkcii fa gvyplyva, Ze existuje
prave jeden bod prieniku tychto dvoch funkcii, ¢ize existuje
prave jeden taky bod X na priamke p, Ze tieto uhly sa budua
rovnat. To znamena, Ze priamky o; a g» splyvaji a st spoloc-
nou opornou priamkou P, a Ps.

Vsimnime si eSte, Ze v tomto pripade nemusime prechadzat
vietky body X na p, staci prehladat interval (a,b), pretoze
usecky spajajuce vrcholy Py a P, cez ktoré bude prechadzat
oporna priamka, lezi medzi 2 uz ndjdenymi opornymi priam-
kami. Téato tsecka pretne priamku p v bode X € (a,b).

Analogicky si vSimnime uhol, ktory zviera o3 s p s vrcholom
v bode X, pricom druhé rameno tohoto uhla smeruje do —oov
smere osi ya uhol, ktory zviera ¢; s p s vrcholom v bode X,
pricom druhé rameno tohoto uhla smeruje do oo v smere osi
y. Tieto uhly sa spravaju rovnako ako tie v predchadzajicom
pripade, preto opéat vieme zostrojit dve spojité funkcie, ktoré
Tubovolnému bodu Xz osi ypriradi prave jeden uhol z intervalu
[0, 7], pricom jedna y tychto funkcii bude klesajuca a druhé
rastica. Preto existuje prave jeden taky bod X na priamke
p, ze sa uhly budu rovnat. To znamena, Zze priamky os a ¢
splyvaji a st spolo¢nou opornou priamkou P, a P,. Znovu
staci aj v tomto pripade prehladat len body z intervalu (a, b).

Kedze vieme, 7Ze vSetky dalSie spolotné oporné priamky
danych mnohouholnikov pretnt priamku p v nejakom bode z
intervalu (a,b) a vyssie uvedené funkcie pretnu tuto priamku
prave v jednom bode, je zrejmé, Zze dalSie spolotné oporné
priamky neexistuju.

Nasli sme 4 spolo¢né oporné priamky k mnohouholnikom
P1 a PQ.

g

RieSenie (Martin Manduch, 22.11.2009):Majme dva disjunktné
konvexné mnohouholniky A, B. Kazdé spolo¢né oporné priamka pre-
chadza nejakym vrcholom A a nejakym vrcholom B. Spolo¢ni oporni
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Pmax

Pmin

OBR. 3.17. Spolo¢né oporné priamky k dvom disjunkt-
nym mnohouholnikom

priamku ab ,kde a je vrchol A a b je vrchol B orientujme podla vek-
tora b — a. Mdzu nastat Styri vzajomné polohy takto orientovanych
spolo¢nych priamok a konvexnych mnohouholnikov A, B (obr. 3.18):

(1) A, B lezia v pravej polrovine od opornej priamky

(2) A, B lezia v Tavej polrovine

(3) A lezi v pravej, B v lavej polrovine

(4) A lezi v Tavej, B v pravej polrovine

OBR. 3.18. Spolo¢né oporné priamky.

Priamky v tychto polohach ozna¢me postupne p; az py. Kedze A, B
su disjunktné, existuje priamka p, ktora ich oddeluje. Nech a; ... a, su
vrcholyA a by ...b, st vrcholyB. Ozna¢me x;; = a;b; N p. Priamku
p orientujme tak, ze A je od nej napravo. Nech k,[,m,n su také, Ze
orientovana tsecka Xy X, ma najviacsiu dizku a je rovnako orientovana
ako priamka p. Tvrdime, Ze priamka p; je ur¢end vrcholmi ai, b; a po
je urcené vrcholmi a,,, b,, DokdZzeme to sporom pre p;. Pre p; by sme
postupovali analogicky. Nech existuje vrchol z A, ktory je nalavo od
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p
/
P3

a

S

OBR. 3.19. Pozicie priamok p; a ps.

orientovanej priamky axb;. Ozna¢me ho a, a nech x,; = a,b;Np. Lenze
vidime, ze dlzka Usecky XX, je vacsia ako dlzka XX, (obr. 3.19
vlavo), ¢o je spor. Podobne by sme to ukazali, ak by bod nalavo bol z
B.

Este potrebujeme najst ps3 a ps. Tvrdime, Ze si to priamky urcené
vrcholmi z A a B, ktoré zvieraju s p najmensi (ps) a najvacsi (ps)
orientovany uhol.

Dokazeme to sporom pre ps. Pre ps je dokaz analogicky. Nech je
priamka p3 urcena vrcholmi a, a b, a existuje vrchol z A, ktory je
nalavo od p3. Ozna¢me ho a,. Ale potom uhol priamky a,b; je mensi
ako uhol a;b; (obr. 3.19 vpravo), ¢o je spor. Podobne by sme to ukazali
pre vrchol z B.

Ukézali sme, Ze existuju 4 spolo¢né oporné priamky, este ukazme, ze
ich nie je viac. Ak by okrem priamky p; existovala este jedna priamka v
1. polohe, musela by mat body a;,b; napravo a kedze pretina priamku
p, jej prienik s p by bol vlavo od xy;, ¢o nie je mozné. Pre py sa to ukaze
analogicky. Podobne, ak by existovala este jedna priamka v 3. polohe,
mala by bod a, napravo a b; nalavo. Pretinala by sa s priamkou p a
zvierala by s niou mensi orientovany uhol ako priamka p3, ¢o sa nemoze
stat. Pre ps by sme to dokazali analogicky. 0

CVICENIE 3.4 (30 bodov). V rovine si dané dva disjunktné kon-
vexné mnohouholniky Py, Py. Kolko mézZu mat Py a Py spoloénijch opor-
nych priamok? Najdite oporné polroviny algoritmom zaloZengm vijlucne
na uhloch medzi hranami a vodorovnymai priamkamsi idicimi cez vrcholy.
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Riesenie (Michal Chladek, 22.11.2009):Nech pocet vrcholov pr-
vého mnohouholnika je n a poc¢et vrcholov druhého mnohouholnika je
m. Oznac¢me vrcholy prvého mnohouholnika aq, . . ., a,_1 a vrcholy dru-
hého mnohouholnika a,, . .., @y rm—1- Dalej ozna¢me vodorovné priamky
iduce cez vrcholy mnohouholnikov po, . . ., prym—1(priamka p; ide cez vr-
chol @;). Uhol medzi priamkou idicou cez vrchol a hranou incidentnou
s vrcholom budeme chapat ako uhol z intervalu (0, 27) znazorneny na
obrazku 3.20.

w

OBR. 3.20. Uhly medzi tseckami u, us, us a priamkou p.

Pri uhle priamky s vodorovnou priamkou zadefinujeme dva uhly
ako vidno na obrazku 3.21.

OBR. 3.21. Uhol medzi priamkou t a vodorovnou priamkou p.

Uhly o) a as delia interval (0,27) na dve ¢asti((0, a1) U (e, 27)
a (ag,a9)). Uvazujme kedy je priamka ¢ prechadzajuca vrcholom a;
oporna. Priamka t je oporné ak uhly obidvoch hran mnohouholnika
incidentnych s vrcholom a; patria do rovnakej ¢asti intervalu(plati len
pre konvexné mnohouholniky).
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Teraz mozeme pristupit k hladaniu opornych polrovin. Vieme, Ze
oporné priamky si presne Styri. Z toho ale dve urcuju opa¢né polroviny
pre kazdy mnohouholnik. Teda spolo¢né oporné polroviny su dve.

Algoritmus popiSeme len pre hladanie jednej opornej polroviny. Pri
hl'adani druhej opornej polroviny by sme postupovali obdobne. Kedze
mnohouholniky st konvexné, existuje deliaca priamka. Ozna¢me ju d.
Zrotujeme mnohouholniky tak aby priamka d bola rovnobezna s osou y.
Zvolme néhodne dva vrcholy a; a a;, tak aby vrchol a; patril prvému a
a; druhému mnohouholniku. Ozna¢me priamku prechadzajicu tymito
vrcholmi .

f)alej oznacme nasledujice uhly:

aq: uhol medzi hranou a;_ia; a priamkou p;
as: uhol medzi hranou a;,1a; a priamkou p;
B1: uhol medzi hranou a;_,a; a priamkou p;
B2: uhol medzi hranou a;;1a; a priamkou p;

[terativne ndjdeme nasledujticim algoritmom zalozenom na konvex-
nosti mnohouholnikov vrcholy s maximalnou y-ovou sturadnicou.
1 <— ndhodné ¢islo z mnoziny 0,...,n — 1
if a; < 7 then
while a; < 7 do
i+ 1—1
if 1 < 0 then
14 n
end if
vypocitaj uhly « pre novy index ¢
end while
else
while ay < 7 do
141+ 1modn
vypocitaj uhly a pre novy index ¢
end while
end if

Vrchol s maximalnou y-ovou stradnicou v prvom mnohouholniku
je a;. Podobne zistime maximalny vrchol aj v druhom mnohouholniku,
len namiesto uhlov a; a as pouzijeme uhly 1 a 3 a namiesto indexu
i budeme menit index j.

Teraz este upravime indexy ¢ a j tak aby, priamka idica cez vrcholy
a; a a; ur¢ovala oporni polrovinu.

V nasledujicom algoritme predpokladame, ze vSetky vrcholy pr-
vého mnohouholnika maji mensiu x-ova suradnicu ako vrcholy druhého
mnohouholnika a Ze najvacsia y-ova siradnica vrcholu v prvom mno-
houholniku je mensia ako najvécsia y-ova siradnica vrcholu v druhom
mnohouholniku. Ak tomu tak nie je, mozeme to zabezpecit preznadce-
nim vrcholov a otoc¢enim obidvoch mnohouholnikov.
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1 <— nadhodné ¢islo z mnoziny 0,...,n — 1
J <= nadhodné ¢islo z mnoziny n,...,n+m — 1
t < priamka prechédzajiaca vrcholmi a; a a;

\\test ¢i je priamka ¢ nie je oporna
while (a; a s nepatria do rovnakej casti intervalu uréeného priam-
kou t) a (3, a P2 nepatria do rovnakej ¢asti intervalu uréeného priam-
kou t) do
\\test ¢ je priamka t nie je oporné pre prvy mnohouholnik
if a1 a ay nepatria do rovnakej ¢asti intervalu uréeného priamkou
t then
\\test, ako upravit indexi, ked nepozname orientéciu mnohou-
holnika
if a1 < Qo then
11—1
if i <0 then
14 1n
end if
else
141+ 1modn
end if
vypocitaj uhly a; a as pre novy index
else if 5, a 33 nepatria do rovnakej casti intervalu ur¢eného priam-
kou ¢ then
if /61 > 62 then
J—1
if 7 <n then
j=n+m-—1
end if
else
Jg+1
if j =n+ m then
j—n
end if
end if
vypocitaj uhly 1 a [y pre novy index j
end if
t < priamka prechddzajuca vrcholmi a; a a;
end while

Algoritmus upravuje indexy i a j tak, aby postupne konvergovali k
indexom, ktoré urc¢uji spolo¢nt oporni priamku.
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Voporny -2~

OBR. 3.22. Zmena indexu v smere $ipky.

Vysledkom algoritmu st indexy ¢ a 7, ktoré uréuju oporna priamku
a;a;. Kedze sme postupovali z najvyssich vrcholov, hladana oporna
polrovina je pod opornou priamkou. 0

CVICENIE 3.5 (20 bodov). Dany je bod p a wvrchol v konvexného
mmnohouholnika P. Nacrtnite algoritmus klasifikdcie vrchola v vzhladom
na po (konkdvny, oporny, reflexny).

RieSenie (Elena Duskova, 29.10.2008):Podl'a definicie (pozri obr. 3.23):
Konkavny -— vnutro tsecky PV mé nepréazdny prienik s vnitornym
uhlom pri vrchole V. Oporny -— vnitro tsecky PV ma prazdny prienik
s vnutornym uhlom pri vrchole V' a ramena uhla pri vrchole V' su v
tej istej polrovine. Reflexny -— vnutro tsecky PV mé prazdny prienik
s vnutornym uhlom pri vrchole V' a ramené uhla pri vrchole V' nie st
v tej istej polrovine.

Oznacme: s = V — P, uy,uy vektory ramien uhla pri vrchole V'
(k predchadzajucemu a nasledujicemu vrcholu) Nasledovné rieSenie
nepracuje s extrémnymi pripadmi: 180 stupnovy uhol medzi u; a wuy
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OBR. 3.24. (a) konkévny vrchol V;, (b) oporny vrchol
Vi, (c) reflexny vrchol V.

(nastava problém neidentifikovatelnosti vnitornej a vonkajsej casti n-
uholnika) a nulova vzdialenost 2 bodov na konvexnom obale (nulovy
vektor).

V nasledujicom texte budeme potrebovat:

cos(uv) = skalar(u,v) : (Jul|v|)
skalar(u,v) = (u.x*v.x+ wy*v.y)
sin(uv) = det(u,v) : (Jul|v])
det(u,v) = (uvz*xv.y uy*v.x)
lu| = +(u.x?+ uy?)

(4)  ostry uhol medzi vektormi u,v <« 1> skalar(u,v) >0
(5) pravy uhol medzi vektormi u,v <« skalar(u,v) =0
(6)  tupy uhol medzi vektormi u,v <« —1 < skalar(u,v) <0

( ) = sinacosf + cosasin
cos(av+ ) = cosacosf —sinasinf
( ) = sinacosf — cosasin
cos(a — ) = cosacosf + sinasin

Uloha sa podl'a definicie deli na 2 ¢asti:

(1) zistenie ¢i PV ma prienik s vnutornym uhlom,
(2) ¢i sa obidva vektory nachadzaja v rovnakej polrovine.

1. Specialne, ak st obidva uhly su; aj sus tupé (ich sucet je urcite
VACSi ako 180°) a zaroven vektory uq, ug lezia v rozdielnych polrovinach
priamky PV, tak vrchol je konkavny. Ak by boli obidva uhly su; aj sus
ostré (ich sucet je mensi ako 180°) a vektory uy a ug leZia v rozdielnych
polrovinach priamky PV, tak urcite ide o reflexny vrchol.

V pripade, ked je jeden uhol tupy, druhy ostry a zaroven sa vektory
uy, ug v rozdielnych polrovinach, tak nevieme urcit, o ktory pripad sa
jedné len na zaklade ostrosti/tuposti uhlov.

Ak sa stcet uhlov uss + su; rovna uhlu usuy (zistime pomocou sin a
cos uhlov, vztahy uvedené vyssie), tak je to reflexny vrchol, v opa¢nom
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OBR. 3.26. konkavny (uhol uss + su; sa nerovnéa uhlu
usuy ) a reflexny vrchol (ugs + sup = uguy)

OBR. 3.27. Geometrickd interpretiacia determinantu
dvoch vektorov.

pripade to je konkavny vrchol. Toto plati pre vSetky moznosti, kde u;
a us su na rozdielnych stranach priamky PV. V algoritme budeme naj-
skor realizovat podmienku 2, ¢im uz budeme mat zarucené rozlozenie
vektorov uy, us na opac¢nych polrovinach priamky PV. Pokial by sme
uvazovali orientované uhly, mohlo by byt poradie podmienok opacné.
2. Geometricky vyznam determinantu dvoch vektorov v rovine je
orientovany obsah rovnobeznika. To znamena, Ze ak po¢itame det(s, ul)
a det(s,u2) a vektory u;, uy si v rovnakej polrovine od s, tak dosta-
neme rovnaké znamienko determinantu, velkost nas v tomto pripade
nezaujima. Pre det(s,ul) a det(s,u}) dostaneme opa¢né znamienka,
lebo maji opa¢ni orientéciu (st v réznych polrovinach od s).
Algoritmizécia postupu:
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Funkcia Determinant(a,b: vektor)
//determinant 2*2
Result = a.x * b.y - b.x * a.y
end

Funkcia Skaldr(u,v: vektor)
//skalarny salin 2 vektorov v 2 rozmeroch
Result = (u.x * v.x + u.y * v.y)

end

Funkcia VeIlkost(u: vektor)
//lul = sqrt (u.x"2 + u.y"2)
Result = sqrt (u.x"2 + u.y"2)
end

Funkcia Sin(u,v: vektor)

//sin (uv) = det (u,v) : (lullvl])

Result = Determinant(u,v) : (Velkost(u) * Velkost(v))
end

Funkcia Cos(u,v: vektor)

//cos (uv) = skalar (u,v) : (lullvl)

Result = Skalar(u,v) : (Velkost(u) * Velkost(v))
end

Funkcia Rovnaka_polrovina(s,ul,u2 : vektor)
// determinanty maji rovnaké znamienko => rovnaka polrovina
If ((Determinant(s,ul) * Determinant(s,u2)) > 0)
Result = TRUE
Else
Result = FALSE
end

Funkcia Prienik_s_vnutornym_uhlom(s,ul,u2 : vektor)
//ak (Uhol(u2,ul) = Uhol(u2,s) + Uhol(s,ul))
//sin (u+v) = sin u cos v + cos u sin v
If (Sin (u2,ul) = Sin(u2,s)*Cos(s,ul) + Cos(u2,s)*Sin(s,ul))
Result = FALSE
Else
Result = TRUE
end

Funkcia Typ_vrcholu(i : poradie_vrcholu)
If (Rovnaka_polrovina(s,ul,u2))
Result = ,,0Oporny‘
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o Vv je oporny v je reflexny " ot Vv je konkavny

OBR. 3.28

Else
If (Prienik_s_vndtornym_uhlom(s,ul,u2))
Result = ,Konkavny
Else
Result = ,Reflexny*
end

0

Riesenie (Marta Reznakova, 26.10.2008):Majme mnohouholnik
zadany ako postupnost bodov (kde ako nasledovnik posledného bodu
je prvy bod a predchodca prvého posledny bod) a majme bod V, ktory
je vrcholom daného mnohouholnika a bod P leziaci mimo mnohouhol-
nika (poz. 3.28). Bod leziaci pred bodom V' v danej postupnosti bo-
dov oznaéme A a bod leziaci za bodom V' v danej postupnosti bodov
ozna¢me B. Majme orientované uhly o = £,, APV a f = Z£,,VPB. Ak
st opacne orientované, bod V' je oporny, ak st oba kladne orientované,
bod V je reflexny a ak st oba zaporne orientované, bod V' je konkavny.

Algoritmus:

- zisti orientaciu uhlov o = /,, APV a = /,,VPB:;

- ak je bdza smerovijch vektorov priamok PA a PV orientovand
kladne, je aj uhol o orientovany kladne

- orientovany uhol mozeme vypocitat pomocou vtahov:

a = L, APV = arccos Tl || E kde u.v je skaldrny sucin vektorov u a

v, alebo o = £, APV = arcsin th(ﬁ” kde u je smerovyj vektor PA a v

je smerovy vektor PV
- vysledny uhol « je z intervalu (—m,m >, kde znamienko urcuje
orientdciu
- analogicky postupujeme aj pre uhol 5
if(ac a B st opacne orientované){
bod v je oporny;
telse if(« je kladne orientovany){ //stac¢i nam kontrolovat orientdciu
jedného z uhlov, pretoZe rozdielna orientdcia je uzZ vylicend
bod v je reflexny;
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i+1

OBR. 3.29. Uhly délezite pre klasifikiciu bodov.

telse{ //uhol o moze byt uz len zaporny
bod v je konkavny;
}

O

RieSenie (Rastislav Halamicek, 30.10.2008):Nasim cielom je zo-
stavit algoritmus, ktory pre dany vstup (stradnice skamaného bodu P
a index vrcholu konvexného mnohouholnika) vyhodnoti vztah bodu P
k vrcholu V; jednou z moZnosti V; je vzhladom na dany bod oporny,
konkavny alebo reflexny.

Na obrazku 3.29 mame znazornenu situaciu, v ktorej je V; vzhla-
dom na P konkavny. (Na tom istom obrazku by bol oporny napriklad
V41 a reflexny by bol ktorykol'vek vrchol tsecky, ktorta pretina vektor
Vi P.)

Pre identifikdciu typu vrcholu budeme skumat tri délezité vektory:

Vi—P, Vig -V, Vi—Vi

Predpokladajme, Ze rovina je kladne orientovana dvojicou vektorov
€1, €3. Umiestnime tieto tri vektory do jedného bodu, a potom sa za-
oberajme myslienkou, aku orientaciu roviny ur¢i usporiadanéd dvojica
vektorov V; — V;_1, V; — P a tiez usporiadana dvojica vektorov V; — P,
Viy1 —Vi. Zaujima nés iba sthlasnost, ¢i nesthlasnost s orientaciou ro-
viny. Teda, dvojica vektorov (a, B) je orientovana stuhlasne s orientaciou
roviny, ak det(a, B) > 0 a orientované nesthlasne ak det(a, b) < 0.

Obrazok nam mozno pomoze nahliadnut, ze plati takato klasifika-
cia:
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| dvojica vektorov [ V; = V;_1,V; = P [ Vi — P,V;11 — Vi | typ vrcholu |

+ + oporny
znamienko - - oporny
determinantu + - konkéavny

- + reflexny

Myslienky teda mozno polahky zosumarizovat do algoritmu pre zistenie
typu vrcholu s konstantnou zlozitostou. V algoritme sa predpoklada,
ze konvexny mnohouholnik je reprezentovany zoznamom vrcholov. Ak
1 —1 < 1alebo?+ 1 > n, kde n je pocet vrcholov, preskakuje sa na
koniec, resp. zaciatok zoznamu vrcholov (zoznam je cyklicky).
oznacenia

vp = vektor V; — P

viv = vektor V1 —V;

vvl = vektor V;, —V,_;

vstup
index i skumaného vrcholu
stradnice skimaného bodu P

pocitaj
vyrataj siradnice vektorovov vp, viv, vvl
dl = sgn ( det (vvi, vp))
d2 = sgn ( det (vp, viv))

vystup
ak (d1=d2) vrat (P je k Vi oporny)
ak (d1<d2) vrat (P je k Vi reflexny)
ak (d1>d2) vrat (P je k Vi konkavny)

Poznamky: Este moze nastat jeden zadrhel — determinant moZze
byt nulovy. To by znamenalo, ze P lezi na predizeni strany konvexného
mnohouholnika. Neviem, ako sa klasifikuje takyto bod. Potom mozno
celu tsecku chapat ako opornt, a teda aj obidva jej koncové vrcholy.
Samozrejme, situacia sa da trividlne oSetrit aj v algoritme pridanim
podmienky.

Ked7e situécia sa odohrava v rovine, determinant poc¢itame klasicky
det(d,b) = al.b2 — a2.bl. 0

RieSenie (Martina Batorova, 29.10.2008):

(1) Vrchol je oporng, ak cely mnohouholnik P lezi v jednej pol-
rovine urcenej priamkou pv. KedZe P je konvexny, opornost
vrchola sa d& jednoducho overit nasledovne: ozna¢me susedné
body vrchola v ako v; a v; (teda uhol v P pri v je Zvjvv;). Teraz
zistime, ako je orientovana baza b; == {v —p,v; — p} a b; =
{v; — p,v — p}, teda vypocitajme znamienko determinantov
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oboch béaz. Ak st rovnako orientované, t.j sgn(b;) = sgn(b;),
bod v nie je oporny, pretoze vrcholy v; a v; lezia vzhladom
na priamku pv v roéznych polrovinach. V pripade nerovnosti
znamienok je bod v oporny.

(2) V pripade konkdvneho a reflexného vrcholu rovnako ako v
pripade oporného zistime orientéacie baz b; a b;. Bod je kon-
kavny alebo reflexny v pripade, Zze znamienka determinantov
st rovnaké. Teraz vSak potrebujeme kritérium, ktoré rozhodne,
akého typu je v.

b

N

<\

c

|

|

:

! P

: v v J

‘ |
OBR. 3.30. Na obrazku vlavo vidime priklad reflexného
bodu, v strede priklad konkdvneho bodu, napravo pri-

klad, kedy nevieme rozhodnut iba pomocou priamych
susedov bodu v.

(3) Ak sa na obrazku pozrieme na trojuholnik Apv;v; vidime, ze
bod v lezi bud v jeho vniitri, vonku, alebo na hranici. Na kla-
sifikdciu v vyuzijeme velkosti uhlov v bazach b;, b;.

Vypocitajme uhly vektorov Z(v;—v,v—p) a Z(v—p, v;—v),
teda skalarne suciny s; := (v;—v).(v—p) a s; ;== (v—p).(v; —v):

(a) Ak jedno z ¢isel s;, s; je kladné a druhé je kladné, zaporné
alebo 0, bod v klasifikujeme ako reflezny.

(b) Ak jedno z ¢isel s;, s; je zaporné a druhé je zaporné alebo
0, bod v klasifikujeme ako konkdvny.

(c) Ak obe disla s;,s; st 0, ¢ize oba poc¢itané uhly st pravé,
bod v nevieme klasifikovat iba na zéklade jeho priamych
susedov v;,v;. V takomto pripade sa musime pozriet na
nasledovnika v: pre pripad a je bod konkavny, pre pripad c
reflexny. Pripad b nas znova stavia pozicie, kedy musime
opakovat celi klasifikiciu. Toto vetvenie je vSak urcite
konecné, pretoze uvazovany mnohouholnik je konvexny a
mé len koneény pocet hran - v nejakom kroku napokon
konkavnost /reflexnost rozhodneme.

(4) Procediru mozeme potom zjednodusene zapisat napr. takto:

procedure KlasifikujBod(Bod p, Bod v, Mnohouholnik P){
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vi := P.next(v);

vj P.prev(v);

bi :={v - p, vi - p};

bj {vj - p, v - p};

di := Det(bi);

dj := Det(bj);

if (Sgn(di) !'= Sgn(dj)) {
return ’oporny’;

}

else {
si := Skalarne(v - p, vi - v);
sj := Skalarne(vj - v, v - p);
if ( (si==0) && (sj==0) ) {

vV = Vi,
vi := P.next(v);
vj := P.prev(v);
opakuj rozhodovanie z vetvy ’else’;
+
if ( (s1>0) && ( (sj==0) || (sj<0) Il (s3>0) ) ||
(j>0) && ( (si==0) || (si<0) || (si>0) ) )
return ’reflexny’;
if ( (si<0) && ( (sj==0) || (sj<0) ) ||
(sj<0) && ( (si==0) || (si<0) ) )
return ’konkavny’;
X
+
U

CVICENIE 3.6 (50 bodov). Nech S je mnoZina obsahujica n bodov
s celociselnymi siuradnicami v rovine. Suradnice si dané v rozmedzi 1
a n?, kde d je konstanta. Ukdzte, Ze konvexnyj obal S sa dd ndjst v
linearnom case.

Riesenie (Jana Hlinkova, 31.10.2008):Riesenie spociva v pouZiti
radix sortu na utriedenie bodov podla x-ovej stradnice a naslednom
vyuziti Grahamovho prechodu. Kedze radix sort bezi v ¢ase O(n) ako
aj Grahamov prechod, celkova casova zlozitost bude O(n). Najprv po-
piSem algoritmus radix sort, a prilozim doékaz ¢asovej zlozitosti podla
Design and Analysis of Computer Algorithms, David M. Mount.

e Radix sort triedi ¢isla postupne podla cifier, zac¢inajuc na naj-
menej dolezitej pozicii. Nech P je pole celych ¢&isel, ktoré maju
maximélne d cifier (v lubovolnej ¢iselnej sustave). Triedenie
prebieha nasledovne: ¢isla, ktoré maji menej ako d cifier do-
plnime spredu nulami. Potom ¢isla triedime postupne podla
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jednotlivych cifier, od najmensieho radu po najvacsi. Triede-
nie podla jednej cifry vieme urobit v O(n + k) ¢ase, napri-
klad pouzitim spajanych zoznamov pre kazdu hodnotu cifry
(v desiatkovej ststave bude 10 zoznamov: 0..9). Pri prechode
polom ukladame prvky (¢isla) do prislusného spajaného zo-
znamu podla hodnoty cifry, nakoniec spajané zoznamy prepi-
Seme naspat do povodného pola, pricom prepisujeme najprv
zoznam pre najmensiu hodnotu, atd. Pokrac¢ujeme triedenim
podla dalsej cifry. KedZe cifier je d, celkova ¢asova zloZitost
je O(d(n + k)). Ak d je konstanta, potom O(d(n + k)) =
O(n + k) = O(n) (pricom k je pocet roznych hodnoét cifry,
¢o je O(n)).

e Majme pole ¢&isel v rozsahu 1 az n. Najprv odéitame od kai-
dého éisla jednotku a dostaneme rozsah 0 az n? — 1. Kazdé
¢islo z tohto rozsahu vieme v stustave so zakladom n reprezen-
tovat d-cifernym ¢islom (d je konstanta). MéZeme pouzit radix
sort na utriedenie tychto ¢isel v n-kovej sustave, pricom casova
zlozitost bude O(d(n + n)) = O(n). Cisla napokon prepiSeme
do povodného tvaru.

Na najdenie konvexného obalu teraz moézeme pouzit Grahamov prechod
podla Computational Geometry, David M. Mount.

P d=1 d=2 d=3
123 731 109 109
249 112 112 112
112 Sz 1243 125
5az 125 731 249
731 249 249 359
350 350 359 5az
109 109 5GZ 731

OBR. 3.31. Hustracia radix sortu. (d oznacuje prave
spracovavanu cifru)

g

RieSenie (Pavol Belusko, 3.11.2008):Pokisime sa previest tento
pripad na pripad z cvicenia 3.7, takisto budu pouzité triediace algo-
ritmy z cvic¢enia 3.7. Navrh algoritmu a analyza ¢asovej zlozitosti.
(1) Forméalny krok prevodu sturadnic na polarne preberieme z cvi-
¢enia 3.7, je O(n) zlozity.
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(3)
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Utriedenie — v tomto kroku narazame na problémovy rozdiel
oproti pripadu z cvi¢enia 3.7. Mame totiZ nelinedrne vela n?
hodnot, ¢ize pdovodny algoritmus vyuzivajici Counting sort by
vyzadoval O(n?) krokov. Preto potrebujeme triediaci algorit-
mus modifikovat.

Pozn.: V nasledujicom odstavci je popisané modifikované
usporiadanie podla jednej stiradnice. Podobne ako v cviceni 3.7,
aj tu musime utriedit podla oboch suradnic. Tento fakt nemé
vplyv na asymptoticku zlozitost.

Mame teda n ¢isel spomedzi n? hodnét v rozmedzi 1. ..n¢,
ktoré potrebujeme utriedit v linearnom case. Od ¢isel odpo-
¢itame 1, dostaneme ich tak do rozsahu 0..n? — 1. Pre n bo-
dov to znamena O(n) operacii. Tieto ¢isla vieme zapisat v
n-kovej sustave, pricom vsetky ¢isla z nasho rozsahu vieme
zapisat vo forme vektora dlzky d, ktory ho jednoznaéne repre-
zentuje (Napr. nech n = 3,d = 4 a nech i = 81 = n?. Potom
i—1=80=2%334+2%32+2%3"'+2%3° vo forme vektora
i—1=<2,2,2,2>). Konverziu jedného ¢isla mozno vykonat
v konStantnom ¢ase, ¢o pre n bodov znamena O(n) opera-
cii. Jednotlivé stradnice vektora buda v rozsahu 0...n — 1,
spolu O(n) vela hodnot. Na O(n) vela hodnotach bezi Coun-
ting sort v ¢ase O(n). Takto reprezentované ¢isla mozno teda
usporiadat pomocou Radix Sortu, ktory na ¢iastkové triedenia
stradnic vektorov pouziva Counting sort v ¢ase O(n). Spéatna
konverzia a priratanie 1 si vyziada pre n bodov O(n) operacii.

Cely krok utriedenia bodov teda trva O(n) dlho.
Aplikujeme Grahamov prechod, ktory je O(n) zlozity a zis-
kame konvexny obal.

Celkova ¢asova zlozitost algoritmu je teda O(n). [

CVICENIE 3.7 (50 bodov). Nech S je mnozina obsahujica n bodov
s celociselnymi suradnicami v rovine. Suradnice su dané v rozmedzi
1 a m. Ndajdite algoritmus na zostrojenie konvexného obalu S v case
O(n+m).

Riesenie (Pavol Belusko, 28.10.2008):Zéakladom algoritmu je po-

znatok, ze ak pozname vSetky mozné hodnoty pre vstupné data, vieme

ich utriedit v linearnom ¢ase O(m), kde m je pocet moznych hodnét.
Postup:

(1)

Body prevedieme do polarnych suradnic, aby sme na nich
mohli pouzit Grahamov prechod.

Ak by sme zvolili vlastny stred stustavy polarnych siradnic,
prevodom v8etkych moznych usporiadanych dvojic [z,y],z €
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1...m,y € 1...m by sme dostali m? réznych polarnych si-
radnic ¢iZze samotny prevod by bol O(m?). Preto za stred si-
stavy stradnic zvolime nevlastny bod osi y, ¢im limitujeme
vplyv uhlovej zlozky polarnych stradnic na m moznych hod-
not. Vzdialenostna zlozka polarnych siradnic bude nadobudat
hodnoty od 1...m. Mézme takto stotoznit kartézske siradnice
s polarnymi.

Body utriedime podla polarnych suradnic v ¢ase O(m) po-
mocou algoritmu Radix sort, na ¢iastkové triedenia stradnic
pouzijeme linearny algoritmus Counting sort (J. Prochézka:
skriptd Algoritmy a datové struktury, kapitola triedenie v li-
nearnom case).

Priklad na obrazku 3.32 zobrazuje utriedent postupnost;;
stred ststavy polarnych stradnic mame v nevlastnom bode osi
y. V takomto pripade triedime najprv podla druhej suradnice,
potom podla prvej.

Pozn.: Body maju dve stiradnice a teda triedime dvakréat,
na asymptoticku casovu zlozitost to vSak nema vplyv. Tato
zostava O(m). Pozn.: Pri triedeni po zlozkéach je dolezité pouzit
stabilné triedenie.

Aplikujeme Grahamov prechod a ziskame konvexny obal.

Analyza cCasovej zloZitosti:

(1)
(2)
(3)

Zmena ststavy stradnic (forméalny krok) - O(n)
Utriedenie bodov - O(m)
Grahamov prechod - O(n)

Celkova ¢asova zlozitost je teda O(n 4+ m). Ak m je O(n), tak ¢asova
zlozitost je O(n).

Analyza pamitovej zlozitosti: Counting sort pouziva 2 polia

dlhé O(n) a jedno pole dlhé O(m). Vstupné a vystupné pole je dlhé
O(n), takze pamétova narocnost je O(n + m).

Pseudokod (optimalizovany - pri implementacii v tomto

pripade nepotrebujeme uvazovat o pojme polarne sturadnice):

KolekciaBodov RadixSort (KolekciaBodov Body)

{

}

//triedime podla druhej stradnice
Body = CountingSortY(Body) ;
//triedime podTa prvej sidradnice
Body = CountingSortX(Body) ;
Return Body;

ConvexHull CreateConvexHull (KolekciaBodov Body)

{

//zotried body
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1 m

OBR. 3.32. llustra¢ny obrazok utriedenych bodov, pri-
¢om stred polarnych sturadnic je umiestneny do nevlast-
ného bodu osi y

329 20 720 329
457 395 329 455
657 436 436 436
B39 = 457 = B9 = 447
436 657 355 657
720 329 457 T20
495 839 a7 B39

1 1 1

OBR. 3.33. Radix sort: Na vstupe je zoznam viacci-
fernych ¢isel (v nasom pripade viacrozmernych bodov).
Tuto postupnost utriedujeme postupne podla jednot-
livych pozicii ¢islic od cifry najnizsieho rddu po cifru
najvyssieho radu. Na obrazku je znazornena ¢innost Ra-
dix sortu na zozname siedmych trojcifernych ¢isel. Prvy
stipec je vstup. Zvysné stlpce znazoriuja postupné utrie-
dovanie, aktualnu cifru indikujt vertikalne Sipky. Radix
sort bezi v ¢ase O(n). (obrazok prevzaty zo skript ADS)

Body = RadixSort(Body) ;

//Grahamov prechod z prednasky
Return Graham(Body) ;
}

g

Riesenie (Barbora Gallusova, 31.10.2009):Konvexny obal skon-
Struujeme v troch krokoch. Najprv vyberieme kandidatov na horny(dolny)
konvexny obal, potom spomedzi nich vyberieme tie body, ktoré tvoria
horny(dolny) konvexny obal. Treti krok bude spojit tieto dva dokopy,
ako vidiet na obr. 3.35.

1.krok: Mame n bodov v rovine. Sturadnice bodov su celé ¢isla v
rozmedzi 1 az m. Ak sa zameriame na x—ovu suradnicu bodov, mozeme
povedat, ze kandidati na horny konvexny obal budi len tie body, ktoré
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12 345678 12 345678
A3]s[a]1]3]a1]4] 1234 56 BT T[T [ Jaf]

12 % 4 5 6 C 1 2 3 4 5 6
cl2[o[2[3]0]1] cl2]2]4]6 [7]8]
(a) (b) (<)

OBR. 3.34. Counting sort: Pole A obsahuje vstupni po-
stupnost bodov. Pole C reprezentuje obor hodnét (preto
je dolezité, aby bol koneény), jeho prvky obsahuju po-
¢et vyskytov jednotlivych hodnot vo vstupnej postup-
nosti bodov (obrdzok a). V dalsom kroku postupujeme
po poli C od najmensich hodnot po najvicsie, pricom k -
temu prvku pri¢itame hodnotu (i —1). prvku (i = 2..m).
Kazdy prvok pola C teraz nesie informéciu, kolko bo-
dov zo vstupu je mensich alebo rovnych hodnote repre-
zentovanej danym prvkom (obrdzok b). V dalsom kroku
postupujeme po poli A od jeho konca (kvoli stabilite trie-
denia), v naSom pripade sa v prvom kroku jedna o bod
s hodnotou 4, ten umiestnime do vystupného pola B na
poziciu B[C[4]], nésledne hodnotu C[4] dekrementujeme
o 1 (obrdzok c) atd. Counting sort bezi v ¢ase O(n). (ob-
réazok prevzaty zo skript ADS)

ji—"/—/\
fﬁ
OBR. 3.35

maji maximéalnu y—ovu siradnicu pre kazdé x. Keby to tak nebolo,
nastal by spor s konvexnostou(ak by bol bod S taky, ze S, < T,
siucastou KO, bod T nad nim by musel byt tiez v konvexnom obale aby
neostal vonku, ale potom ¢ast tsecky T'S bude vonku, poz. obr. 3.36).
Podobne to plati pre dolny konvexny obal, kandidati budi len body s
minimalnou y—ovou suradnicou pre kazdé x.

Zo vsetkych n bodov teda vyberieme len kandidatov na horny,
resp. dolny KO. Vytvorime si dve polia H,D dlzky m, vzdy jedno
pre kandidatov na horny(dolny) KO. Budeme postupne prehladavat
pole so zadanymi n bodmi. Vzdy sa pozrieme na z—ova stradnicu
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OBR. 3.36

bodu a skimame, ¢i nie je jeho y—ova stradnica maximalna alebo mi-
nimélna. Robime to tak, Ze sa pozrieme do vytvorenych poli H, D na
r—té miesto. Ak je toto miesto vH alebo D prazdne, skimany bod sa
automaticky stava kandidat na tomto mieste. Ak je miesto uz obsa-
dené, porovname y—ové siradnice skamaného bodu s bodmi v H (D).
Ak je stradnica y skimaného bodu véi¢sia(mensia) ako y—ova suradnica
bodu v H(D), skimany bod zaujme miesto kandidata, ak nie, pokra-
¢ujeme dalej. Takto ziskame najviac 2m bodov, ktoré si kandidatmi
na tvorcov KO.

Casova zlozitost tohto kroku je O(n), pretoze pre kazdy z n bodov
urobime prave dve porovnavania, ktoré trvaju konstantny cas. Pamé-
tova zlozitost je O(m + n) - pouzili sme dve polia o velkosti m, jedno
pole o velkosti n.

2.krok: Dalsi krok je spomedzi kandidatov vybrat len tie body,
ktoré naozaj tvoria KO. PopiSeme postup na tvorbu horného KO. Obal
budeme vytvarat pre body postupne, najprvlen pre body x = lax =2
(resp. prvé dve z, kde sa nachadzaju body) a potom budeme postupne
pridavat body s nasledujicou x—stradnicou. Horny KO pre prvé dve
x, kde sa nachadzaju body tvoria prvy dvaja kandidati v H.

Pridanim nasledujiceho bodu z H, mdzu nastat dve situacie. Bud
sa kandidat stane tvorcom obalu a teda horny KO budu tvorit tri body
(poz. obr. 3.37), alebo sa stane tvorcom obalu, ale vyhodi predoslého
tvorcu kvoli nekonvexnosti, poz. obr. 3.38.

Ci sktimany bod vyhodi predosly zistime nasledovne. Oznac¢me skii-
many bod C, predoslé dva z H oznac¢ime A, B. Ndjdeme priesec¢nik
priamky AB a priamky x = z¢ pismenom P, kde z¢ je x—ova si-
radnica bodu C. y—suradnicu bodu P ziskame tak, ze dosadime z¢
do rovnice /@ Ak C lezi pod tymto bodom, ¢ize yo < yp, zaradi
sa medzi tvorcov horného KO a nevyhodi predosly bod, pretoze uhol
ABC bude konvexny. Ak C'lezi nad tymto bodom, ¢ize yo > yp, zaradi
sa medzi tvorcov horného KO a vyhodi predosly bod B, pretoze uhol
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OBR. 3.37

OBR. 3.38

OBR. 3.39

ABC bude nekonvexny. Ak dojde pocas skiimania vSetkych kandidé-
tov k vylaceniu bodu, je nutné sa spatne pozriet a porovnat, ¢i netreba
vyluéit dalsie body. V najhorsom pripade déjde k vyluceniu vSetkych
predoslych bodov okrem prvého (poz. obr. 3.39).
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Rovnakym sposobom konstruujeme dolny KO, akurat ak je sku-
many bod C' nad priese¢nikom P tak nevyludi predosly bod, ak je pod
P, tak vylaci predosly bod.

Casova zlozitost tohto vylu¢ovania kandidatov je O(m), pretoze
skiimame m bodov, z ktorych kazdy moze byt najviac raz pridany a naj-
viac raz vylaéeny zo zoznamu bodov tvoriacich horny (dolny) KO. Po-
rovnéavanie konvexnosti je O(1). Pamétova zlozitost je 20(m)+O(1) =
O(m), pretoze si pamétame H, D a vyratané konstanty a, b pre rovnicu
priamky AB a y—suradnicu P. Takto postupne prezrieme celé H (D)
a nakoniec nam ostanu len body, ktoré skuto¢ne tvoria horny(dolny)
KO.

3.krok: Spojenie horného a dolného KO je ¢asovej zlozitosti O(1).
Najprv budi body H, potom od konca body z D. Pamétova zlozitost
je 20(m) = O(m), pretoze obe polia H, D maji dlzku m.

Zaver: Celkova ¢asova zlozitost je teda O(n) + O(m) + O(1) =
O(n+m). Celkova pamétova zlozitost je O(m)+O(n) = O(m+n). o

CVICENIE 3.8 (25 bodov). Popiste inkrementdlny (on line) algorit-
mus na vytvorenie konvexného obalu n-prvkovej mnoziny bodov v rovine
a ndjdite jeho zloZitost.

Riesenie (Marian Mari¢ak, 31.10.2008):Zikladna myslienka in-
krementalneho algoritmu je jednoducha. Najprv si vyberieme dosta-
to¢ne mali podmnoZinu vstupu tak, Zze problém je Tahko rieSitelny.
Potom pridavame body jeden po druhom, pricom v kazdom kroku
zachovavame spravnost rieSenia. D4 sa pouzit napr. v situacii, ked
mame k dispozicii ¢ast bodov, ale nie vSetky. Majme mnozinu S =
{p1,p2, ..., pn}. V prvom kroku zostrojime konvexny obal troch bodov,
¢o je trojuholnik. Teraz chceme pridat bod p; k existujucemu konvex-
nému obalu C'Hi. Existuji dve moznosti:

e p; lezi vnutri alebo na hranici C H;_;. Ttato vlastnost overime v
linearnom ¢ase tak, ze prechadzame po hranach C' Hi; v smere
hodinovych rucic¢iek a overujeme, ¢i p; lezi vzdy vpravo od
hrany. Ak &no, potom C'H;.; = CH;.

e p; lezi mimo C'H,;. V tomto pripade vieme néjst dve oporné
priamky z p; ku C'Hi, a teda CH; = CH;_.; U p;.

Pre najdenie obidvoch opornych vrcholov nam stac¢i jeden prechod
CH,,.

INCREMENTAL-CONVEX-HULL(S)

C'H = trojuholnik(py, ps, p3)

for(i =4;i <n;i++) do

ak p; lezi mimo C'H

néjdi oporné vrcholy

odstran hrany (a vrcholy) medzi opornymi vrcholmi
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hspacel.5cmdo C'H pridaj p; a dve nové hrany z opornych vrcholov
do p;
return CH

Analyza algoritmu

V kazdom kroku algoritmu prechddzame po hranadch C'H,;. V naj-
horsom pripade prejdeme v kazdom kroku vSetky hrany. Zlozitost inkre-
mentéalneho algoritmu v najhorsom pripade je teda 3+4+---+(n—1) =
O(n?). Inkrementalny on line algoritmus Ak chceme dostat on

line algoritmus, teda algoritmus, v ktorom po pridani n-tého vrcholu
je zlozitost asymptoticky O(nlogn), musime pouzit vhodna datovia
Strukturu. Myslienka zostéva rovnaka. Najprv potrebujeme urcit po-
lohu p; vzhladom na CHi. Funkcia LOKALIZUJ(p;) nam povie, ¢i
p; lezi mimo, na hranici alebo vnitri C'Hi;. Konvexny obal C'H;y si
rozdelime na horny a dolny, pricom kazdy z nich reprezentujeme ako
spajatelnu frontu. Spéjatelnd fronta mé tvar vyvazeného binarneho
vyhladavacieho stromu. Horny konvexny obal si oznac¢ime ako Ty a
dolny ako Tp. V uzle spajatelnej fronty budeme uchovéavat dvojicu (v,,
v), kde v je vrchol a v, jeho z-ova stradnica. V listoch buda uloZené
bud hrany, alebo prazdne polroviny. Funkcia LOKALIZUJ(p;) zacne
prehladavat Ty a Tp podla z-ovej suradnice bodu p;. Cielom je néjst
hranu ep alebo vrchol vp, tak aby kolmica na os x, vedena bodom p;,
pretala hranu ep resp. by prechadzala vrcholom vp (poz. obr. 3.42).
Analogicky najdeme hranu ey resp. vrchol vy v hornom konvexnom
obale. M6zu nastat $tyri pripady:

e ak nendjdeme ziadne hrany (vrcholy) - p; je MIMO CHj

e ak p; lezi na ep (vp) alebo lezi na ey (vy) - p; lezi NA CH;q

e ak sa p; nachadza nad ep (vp) a zaroven pod ey (vy) - p; je
VNUTRI CH;,

e inak - p; je MIMO CH;,

Vyhladavanie v spajatelnej fronte ma casovu zlozitost O(logn), ¢ize
¢asova zlozitost funkcie LOKALIZUJ(p;) bude O(logn). Teraz vieme

polohu p; vzhladom k C' H;.;. Vkladame p; do C'H,_;. Znovu mame Styri
moznosti:

p; lezi VNUTRI alebo NA CH,4, ziadna zmena

p; lezi MIMO a zaroven POD T, vloz p; do Tp

p; lezi MIMO a zaroven NAD Ty, vloz p; do Ty

p; lezi MIMO a zaroven VLAVO alebo VPRAVO od CH,,
vloz p; do Ty aj do Tp

Saw»

Pri vkladani p; do Ty (pre Tp sa vkladanie urobi analogicky) potre-
bujeme najst oporné vrcholy. PopiSeme iba najdenie Tavého oporného
vrchola, pretoze pravy néjdeme analogicky. Zac¢neme prehladéavat Ty



76 3. KONVEXNE OBALY

m

OBR. 3.40. Spéajatelna fronta (M - koreii spajatelnej
fronty, m - najmensi uzol, teda vrchol s najmensou z-
vou suradnicou).

od korena. Nech v je nas sucasny uzol. Ak je v oporny, zastavime a
vratime v. Ak je v reflexny vzhladom na p;, pokracujeme v hladani v
Tavej vetve. Ak je konkévny, pokra¢ujeme vlavo alebo vpravo, podla
toho, ¢i p; je vlavo alebo vpravo od v.

Nasli sme jeden pripadne dva oporné vrcholy. Teraz moézeme upra-
vit Ty konstantnym poctom operacii ROZDEL a SPOJ. Obidve tieto
operacie vieme v spéajatelnej fronte realizovat v ¢ase O(logn). Napri-
klad po néjdeni oboch opornych vrcholov rozdelime Ty na dve casti v
avom opornom vrchole. Nésledne rozdelime ¢ast, ktora obsahuje pravy
oporny vrchol na dve ¢asti. Cast medzi oboma opornymi vrcholmi od-
stranime a zvysné dve Casti spojime. Nésledne vlozime p; na prislusné
miesto.

Analyza casovej zlozitosti on line inkrementalneho algo-
ritmu

Nech méa nas konvexny obal n vrcholov. Uréenie polohy bodu v pro-
cedire (LOKALIZUJ (p;)) nam trva v najhorSom pripade O(logn). Pri
hladani opornych vrcholov mézeme prejst najviac logn vrcholov (od
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OBR. 3.41. Horny a dolny konvexny obal reprezento-
vané ako spajatelna fronta (kvoli prehladnosti sme vy-
nechali smerniky, ktoré boli na obrazku 3.40 zobrazené
zelenou farbou).

korefia aZ po list). Uréit typ vrchola (oporny, reflexny alebo konkavny)
vieme realizovat v ¢ase O(1). Takze néajdenie opornych vrcholov trva
O(logn). Odstranenie vrcholov medzi opornymi vrcholmi trva vdaka
pouzitiu spajatelnej fronty tiez O(logn). Vlozenie p; trva O(logn),
takze asymptoticka ¢asova zlozitost inkrementalneho on line algoritmu
je O(nlogn). 0

CVICENIE 3.9 (15 bodov). Nech S je mnoZina obsahujica n tiseciek
v rovine. Dokdzte, Ze konvexny obal S je totozny s konvexnym obalom
2n koncovych bodov iseciek z mnoZiny S.

RieSenie (Elena Duskova, 13.10.2008):Useccka je konvexny jedno-
rozmerny utvar. Podla jednej z definicii konvexného mnohouholnika
plati, ze ak titvar obsahuje 2 body, tak obsahuje aj tisecku nimi urcenu.
Z n useciek mame 2n koncovych bodov, ktoré ked patria konvexnému
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OBR. 3.42. Urcenie polohy p; vzhladom k C' H;.; pomo-
cou spajatelnej fronty.

mnohouholniku, tak tam patria aj dané tsecky. Pri tvorbe konvexného
obalu st pre nas podstatné koncové body tsecky a nie tisecka ako taka
(pozri obr. 3.44).

St 3 moznosti polohy tsecky vzhladom na konvexny obal.

e Usecka je vo vnutri konvexného mnohouholnika, nema s hra-
nicou ziadne spolo¢né body,

e jeden z koncovych bodov tsecky patri hranici konvexného mno-
houholnika,

e cela tsecka lezi na hranici (bud tvori hranu, alebo je jej pod-
mnozinou).

O
Riesenie (Lukas Apalovi¢, 14.10.2008):0zna¢me M mnozinu kon-

covych bodov tuseciek z mnoziny S. Chceme ukéazat, ze conv(M) =
conv(S).
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OBR. 3.43. Vlozenie p; do CH;_;.

OBR. 3.44. VIavo je znédzornend mnozina useciek S s jej
konvexnym obalom. Vpravo mnozina koncovych bodov
tseciek z S spolu s ich konvexnym obalom.

(1) Najskor dokazeme, ze conv(M) C conv(S). Kedze M C S, tak
conv(M) C conv(S).
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(2) conv(S) C conv(M). Dokdzeme to sporom. Ak conv(S) ¢
conv(M), tak S € conv(M).
Potom pre nejaku usecku AB € S plati: A, B € conv(M)
(podla definicie conv(M)AAB ¢ conv(M)), ¢o je spor s pred-
pokladom, ze conv(M) je konvexna mnoZzina.

Kedze platia obe inkluzie, plati aj rovnost conv(M) = conv(S5). 0

CVICENIE 3.10 (30 bodov). Nech S je mnozina bodov a a, b si dva
body z doplnku S také, Ze a lezi vlavo od S a b leZi vpravo od S. Zostavte
algoritmus, ktory ndjde nagkratsiu cestu z a do b idicu popod S.

Riesenie (Dusan Pacal, 13.10.2008):Predpokladajme, Ze mame
mnozinu bodov S v rovine a okrem nej este dva body - a a b, ktoré do
nej nepatria. Bod a je nalavo od mnoziny a bod b je od nej napravo.
Znamena to, Ze jeho z-ova siradnica je mensia (resp. vacsia) ako vsetky
ostatné x-ové siradnice bodov z mnoziny S.

Nech A = (ag,ay), B = (bs, by)

Uréime rovnicu priamky, ktoré prechadza oboma bodmi.

Bude mat tvar: az + by + ¢ = 0 pricom:

a = (by - ay)v
b= —(b, —ay)
c= —a.a; —b.a,

KedZe smerovy vektor naSej priamky je vektor b —a a hladame body,

ktoré su pod priamkou, budu to body napravo od polpriamky zﬁ), teda
tie body, pre ktoré po dosadeni do rovnice priamky dostaneme kladny
vysledok.

Cestu budeme uchovévat v zozname (oznac¢me ho '), do ktorého najprv
vlozime pociatocny bod - bod a.

(1) Do zoznamu (ozna¢me ho Z) si ulozime vsetky body z S, ktoré
st pod, alebo na priamke, t.j. body, pre ktoré: ax + by +c > 0.

(2) Postupne prechadzame bodmi v zozname Z, aktualny si ozna-
¢ime p. Hladame bod, pre ktory bude uhol bap najvacsi. N4j-
deny vrchol zaradime do zoznamu C, ktory bude urc¢ovat cestu.

(3) Rovnakym spésobom ako na zac¢iatku najdeme rovnicu priamky,
ktoré prechddza bodmi p a b.

(4) Uréime body, ktoré st nad priamkou, dosadenim do rovnice.
Tieto body dalej nebudeme potrebovat a mozeme ich vymazat
zo zoznamu /. Takisto z neho moézeme vymazat aj bod p,
ktory uz na patri ceste a je zbytocné ho znovu testovat.

(5) Opét budeme hladat bod zo zoznamu Z, ozna¢me ho ps, pre
ktory bude uhol bpps najviacsi. Najdeny bod zaradime do zo-
znamu C'.

(6) Takto pokrac¢ujeme, pokial nebude zoznam Z prazdny.

(7) Do zoznamu C' priddame bod b.
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OBR. 3.45. Hladanie spojnice "popod"mnozinu S.

V zozname C sa teraz nachidza cesta z bodu a do bodu b, ktora je
celda pod mnozinou S. Takto sme nasli ¢ast konvexného obalu mnoziny
S (pozri obr. 3.45). 0

RieSenie (Martin Havala, 27.10.2009): Zrejme do rieSenia buda
patrit iba body, ktoré lezia pod priamkou ab. V prvom kroku si teda
vytvorime podmnozinu Sy, v ktorej nebuda vrcholy nad priamkou ab.
Tento krok nam tak v priemernom pripade pomoéze urychlit vypocet
cesty.
Algoritmus:
Na zac¢iatku mame zoznam bodov z;€ S. Ozna¢me si ho S.
(1) L // prazdny zoznam pre rieSenie
2) do L vloz vrchol a
) pre vietky x;€ S {
) if (Lebaz; < 0){
) do L vloz vrchol z;
) 1
)
)
)
)
)

lexikograficky usporiadaj L podTa stradnic z,y

do L vloZ vrchol b

i=2

while i < size(L) {

wh11e(122 &&( 4L172Li71Li je kOIlkéVIIYHLi..Z' == Li,1.$
)N

(

(
(
(
(
(
(
(
(
1
(1

3
4
3
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0
1
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(12) z L vyber vrchol L,
(13) i——

(14) 3

(15) i++

(16) }

(17) return L

1

OBR. 3.46. Hladanie dolnej cesty

Zlozitost tohoto algoritmu je O(nlogn), kedZe v principe ide o
jednoduché triedenie a nasledne jeden prechod zoznamom. 0

Riesenie (Viktoria Bakurova, 5.11.2009):Pri hladani najkrat3e;
cesty z bodu a do bodu b vyuzijeme vlastnosti konvexného obalu zo-
strojeného na danej mnozine bodov.

Zostrojime priamku aba zistime, kde lezia body mnoziny S vzhla-
dom na tuto priamku. Nech priamka abma rovnicu agx + boy + co = 0.
Mozu nastat tieto pripady:

a) Vsetky body mnoziny Slezia nad priamkou ab, to je po dosadeni
do rovnice priamky splhaji nerovnost agx + boy + ¢o < 0. Najkratsia
cesta z ado b vznikne priamym spojenim bodov a a b.

b) Existuju body z mnoziny S,ktoré lezia pod priamkou ab, to su
body, ktoré po dosadeni do rovnice priamky splitaja nerovnost agz +
boy + co > 0. Oznac¢me si tato mnozinu bodov Sj.

Najkratsiu vzdialenost z a do bhladame nasledovne:
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OBR. 3.47. Dolny konvexny obal mnoziny Sy

1) Najdeme dolny konvexny obal mnoziny Sp. Oznaéme si tieto
vrcholy tohoto obalu postupne qq, . . ., ¢,.

2) Najdeme opornu priamku k tomuto konvexnému obalu precha-
dzajucu cez bod a. Takdto oporné priamka je prave jedna a pretne
konvexny obal bud v nejakom vrchole obalu, nech je to vrchol g;, alebo
v hrane obalu, nech je to hrana ¢;_1¢;.

3) Rovnako najdeme opornt priamku ku konvexnému obalu pre-
chadzajtcu cez bod 0. Takato oporna priamka je prave jedna a pretne
konvexny obal bud v nejakom vrchole obalu, nech je to vrchol g;, alebo
v hrane obalu, nech je to hrana ¢;_,q;. Plati, ze ¢ < j.

4) Najkrasiu cestu z ado b ziskame spojenim bodov a, ¢, . .. g;, b.

Algoritmus:
1) zostroj priamku ab s rovnicou agz + byy + ¢y = 0.
2) pre kazdy bod z S: ak apx + by + ¢o > 0, zarad bod do mnoziny
So
3) ak Sy = O, najkratsia cesta je usecka ab
inak
a) najdi oporna priamku k obalu prechadzajicu bodom a a jej
prienik s obalom, t.j. bud vrchol ¢; alebo hranu ¢;_1¢;
b) najdi oporna priamku k obalu prechadzajicu bodom b a jej
prienik s obalom, t.j. bud vrchol ¢; alebo hranu ¢;_1¢;
4) spojenim bodov a, ¢;, . . . ¢;, b mame najkratsiu cestu z a do bvedicu
popod S
¢asova naroc¢nost:
1) Rozhodnutie pre kazdy bod z S, & patri do Sy: O(n)
2) Vytovrenie konvexného obalu: O(nlogn)
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OBR. 3.48. Oporné priamky ku konvexnému obalu pre-
chadzajuce cez body aa b

OBR. 3.49. Najkratsia cesta z a do b vedica popod S

3) Najdenie opornych priamok ku konvexnému obalu: O(n)
4) Spojenie najdenych bodov: O(1)
Celkova ¢asova narocnost: O(nlogn) 0

RieSenie (Jalia Kuéerova, 6.11.2010):Majme v rovine mnozinu bo-
dov S a body a a b, kde a lezi nalavo od mnoziny S a bod b lezi napravo
od mnoziny S.

Nech a = [a,, a,] a b = [b,, b,], potom:
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ao = (by — ay)

bo = —(bz — aw)

co = —a.ay — b.ay

Pomocou tychto vyjadreni si uré¢ime rovnicu priamky: agx + boy +
co = 0. Mo6zu nastat 3 situacie polohy bodov z mnoziny S vzhladom
na priamku ab:

(a) bod lezi nad priamkou ab: agz + boy + co < 0

(b) bod lezi pod priamkou ab: apx + by + ¢y > 0

(c) bod lezi na priamke ab: agx + boy + ¢ = 0

Nas budi zaujimat 2 situécie:

1) Bod lezi nad priamkou, alebo na nej.

2) Bod lezi pod priamkou.

V pripade, ze vSetky body z mnoziny S lezia nad priamkou ab, alebo
na nej, vznikne najkratsia cesta priamym spojenim bodov a a b.

Ak existuji body z mnoziny S, ktoré lezia pod priamkou ab zara-
dime si ich do novej mnoziny S’.

V tomto pripade najkratsiu cestu z bodu a do bodu b vyhladame
nasledovne:

(1) Vytvorime si zoznam Z, do ktorého budeme ukladat body
cesty. Vlozime don bod a, ako pociatoény bod cesty.

(2) Majme mnozinu S’ v ktorej si ndjdeme bod najvzdialenejsi od
priamky ab, oznacme ho d. Mo6ze nastat situacia, kde takychto
bodov bude viac. V tomto pripade si z nich vyberieme bod,
ktory je najblizsie k bodu a.

(3) Body a a b si spojim s vybranym bodom d. Tym nam vznikna
dve nové priamky ad a db.

(4) Presktimame polohu bodov z mnoziny S’ vzhladom na nové
priamky. Zoberieme si priamku ad. Ak vSetky body z mno-
7iny S’ lezia nad danou priamkou, alebo na nej, mozeme bod
d vlozit do zoznamu Z a pokracovat s priamkou db. V opac-
nom pripade si vytvorime novy zoznam bodov S”, do ktorého
si vlozime vSetky body leziace pod priamkou ad. Rekurzivne
opakujeme pokial nenastane situécia, kedy vSetky body leZia
nad priamkou.
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Priklad:

(obrazok a): Mame zadant mnozinu S a body a a b. Do zozmanu Z si
vlozime bod a.

(obrazok b): Vytvorime si mnozinu S” a najdeme si bod d, ktory je od
priamky ab najvzdialenejsi.

(obrazok c): Vytvorime si priamky ad a db. Pokra¢ujeme na priamke
ad. Mnozina S” nie je prazdna, ¢ize bod d nemdzme zatial zaradit do
zoznamu Z .

(obrazok d): V mnozine S” si nédjdeme bod d’ najvzdialenejsi od ad.
Vytvorime si priamky ad’, d'd. Preskimame polohu bodov z mnoZiny
S” vzhladom na priamku ad’. VSetky body leZia na, alebo nad priam-
kou ad'. Do zoznamu Z moézme vlozit bod d' a nasledne d, kedZe pod
priamkou d'd nelezi Ziaden bod. Pokracujeme s priamkou db. Ziaden
bod z mnoziny S’ nelezi pod priamkou db, ¢o znamené, Ze do mnoziny
mozeme vlozit bod b.

(obrazok e): Zostrojime cestu z bodu a do bodu b postupnym vykres-

lovanim bodov zoznamu Z.
Pseudokod:

najdenie cesty (a, b, S)
(1) pre kazdy bod patriaci mnoZine S zisti, &i patri
do mnoZiny S°
(2) Ak je S’ prazdna do zoznamu Z pridaj bod b.
inak
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OBR. 3.50. Najhorsi pripad konvexného obalu pre algo-
ritmus QUICKHULL.

(a) z mnoZiny S’ vyber bod d
(b) ndjdenie cesty(a, d, S¢)
(c) najdenie cesty(d, b, S¢)

Algoritmus:
(1) do zoznamu Z pridaj bod a
(2) najdenie cesty(a, b, S)
(3) vykresli cestu spajanim bodov zo zoznamu Z

Analyza zlozitosti: V najhorSom moznom pripade bude zlozitost

CVICENIE 3.11 (15 bodov). Ndjdite mnoZinu bodov v rovine, na
ktorej algoritmus QuickHull dosiahne horni hranicu svojej casovej zlo-
Zitosti.

Riesenie (Lukas Apalovié, 14.10.2008):Algoritmus QuickHull do-

siahne hornii hranicu ¢asovej zlozitosti, ak v kazdej iteracii musi pre-
hladavat vsetky zvy$né body mnoziny (pozri obr. 3.50). 0

Riesenie (Elena Duskova, 19.10.2008):Algoritmus QUICKHULL
funguje nasledovne: V prvom kroku vyhladdame extremalne body (X yin
a Xmax), cez ktoré vedieme priamku p. Potom néjdeme najvzdiale-
nejsi bod B od priamky p (idacej extremélnymi bodmi) a spojime ho
tseckami s X, a Xpax. Zostavime mnoziny bodov P;, P, vytvorené
polrovinami X i, g @ Xyax B, ktoré neobsahuji tsecku X,,in Xmax & al-
goritmus rekurzivne aplikujeme na tieto mnoziny.

QUICKHULL ma vyhody aj nevyhody QUICKSORTU prenesené do
dvoch rozmerov. Pre vicsinu vstupov dosahuje lepsi ¢as, najméa vtedy,
ked velka ¢ast bodov sa nachadza vo vnutri konvexného obalu a nie na
jeho hranici. V najhorSom pripade je ¢asova zlozitost tohto algoritmu
O(n?). Teda v kazdom kroku sa algoritmus ,zbavi“ len jedného bodu (v
prvom kroku dvoch). Algoritmus bezi n-krat (resp. (n — 1)-kréat) a pre
kazdy beh treba zo zvysnych bodov néajst najvzdialenejsi od priamky.
Odtial O(n?).

Rozlozime vrcholy na kruznicu, teda urcite vSetky budu patrit len
hranici konvexného obalu. Prvé dva vrcholy, cez ktoré vedieme priamku



88 3. KONVEXNE OBALY

OBR. 3.51. Najhorsi pripad konvexného obalu pre algo-
ritmus QUICKHULL.

p, budt lezat na priemere kruznice rovnobeznom s osou z (vrcholy A,
B, pozri obr. 3.51). Dalsi bod ) (najvzdialenejsi od priamky p) bude
rovnako vzdialeny od X, a Xnax @ bude lezat na kruznici. Bod C}
a jeden extreméalny body (Xmax) z predchadzajuceho kroku spojime
useckou. Opat najdeme bod na kruznici rovnako vzdialeny od bodov
B a (. Také body su 2, vyberieme si ten, ktory lezi v polrovine ABC}.
Dalej postupujeme rekurzivne az po rozmiestnenie vsetkych n bodov.
Vzdy sa vnarame len do jednej (,pravej) ¢asti kruznice po rozdeleni
algoritmom na 2 podmnoziny. Body C; sa limitne blizia k bodu B.

Riesenie (Pavol Belusko, 31.10.2008):Najhorsi pripad nastéava,
ked sa v kazdom rekurzivnom vnoreni body rozdelia na jeden a zvy$né.
Kardinality mnozin zvySnych bodov tvoria po krokoch lineérne klesa-
juacu postupnost prirodzenych cisel:

1. vnorenie: spracuje sa n — 1 bodov

2. vnorenie: spracuje sa n — 2 bodov

3. vnorenie: spracuje sa n — 3 bodov

(n — 1). vnorenie: spracuje sa 1 bod

Sucet krokov je teda (n — 1) + (n —2) +--- + 1, ¢ize podla vzorca
na sucet prvych n prirodzenych ¢&isel w = ”22_ .V polynéme fi-
guruje moném stupiia 2, ¢ize algoritmus potrebuje O(n?) krokov, ¢o
zodpovedé najhorsiemu pripadu.

Zostava dokézat, ze takato mnozina bodov existuje. QUICKHULL
hlada extremélne body podla z-ovej siradnice (Zmin, Tmaz, priddme ich

do konvexného obalu), ich spojnicou body rozdeli a rozdeli tak problém
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na hl'adanie horného a dolného konvexného obalu. V "hornej"c¢asti iden-
tifikujeme bod, ktory je od spojnice X, & Tmae najvzdialenejsi. Tento
priddme do konvexného obalu, spojime s bodmi ,,;, a Tynae. Obe spoj-
nice opat rozdelia body. Novovzniknuté oblasti st 2 alebo 3, v kazdom
pripade len dve obsahuju kandidatov na prislusnost k hornému kon-
vexnému obalu (tretia oblast, ak existuje, obsahuje body, ktoré su vo
vnutri konvexného obalu, preto ju neprehladavame). Na tychto dvoch
oblastiach algoritmus pokracuje rekurzivne dalej. Obdobné plati pre
dolny konvexny obal.

Nasim cielom je rozdelit spominanym delenim body na oblasti tak,
aby sme body rozdelili na jeden a vSetky ostatné (podmienka a), pricom
aj ivodné delenie pomocou spojnice Tp,in a Tmqe Musi zaradit vsetky
body do jednej oblasti (podmienka b). Takto usporiadané body mozno
generovat napr. pomocou nasledujtcej procediry Generuj. Pseudo-

koéd:
KolekciaBodov SkodneBody;

void RekurzivneGeneruj(Bod a, Bod b, int n)

{

if (n == 0)
Return;

Priamka ab = new Priamka(a, b);
//Vygeneruj "najvzdialenej8i", tj. deliaci bod.
a = Bod.Nula + ab.Normala / ab.Normala.Length;
SkodneBody.Pridaj(a);
//ponechanim bodu b docielime, Ze sa budd vSetky dalSie body
//generovat len v jednej z dvoch kandidujicich oblasti
//Tymto rekurentne platnym pravidlom splnime podmienku (a)
RekurzivneGeneruj(a, b, n-1);

}

//Procedira vytvori mnoZinu n bodov, na ktorych
//dosiahne QuickHull najhors$i cas behu
void Generuj(n)
{
if (n < 1)
Return;

if (n == 1)

{
SkodneBody.Pridaj (Bod.Nula) ;
Return;

}
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OBR. 3.52. Body vygenerované procedturou Generuj pre
n = o.

//Vytvor body x_min a x_max. DalSie budi generované nad nimi
//Tym splnime podmienku (b)

a = new Bod(-1, 0.5);

b = new Bod( 1, 0.5);

SkodneBody .Pridaj(a);
SkodneBody .Pridaj (b) ;

RekurzivneGeneruj(a, b, n-2);
}

Pozn.: Tato procedura generuje body na jednotkovej kruznici. 0

RieSenie (Jakub Misin, 18.11.2011):Podstatou algoritmu QuickHull
je vyradovanie bodov, zo zoznamu potencidlnych kandidatov na bod
konvexného obalu. Vyradujeme body ktoré sa nachadzaju v aktual-
nom trojuholniku, preto ak chceme dosiahnut hornt hranicu zlozitosti,
musime pracovat s takou mnozinou bodov, z ktorej pri ziadnom kroku
algoritmu nenajdeme bod v trojuholniku. Takouto mnozinou ju napri-
klad kruznica, ako ukézali rieSenia mojich kolegov. Av8ak kruznica nie je
jedinym prikladom. Hornti hranicu zlozitosti dosahuji body rozlozené
po elipse, ¢asti sinusoidy, hyperboly a mnohych inych. Vo vseobecnosti
sa d& povedat, Ze akakoI'vek mnozina bodov, ktora je rozloZzené po kon-
kavnej alebo konvexnej krivke, ktora nema inflexny bod, dosahuji tuto
zlozitost ( samozrejme krivka musi byt spojita ). Prave konkavnost
( konvexnost ) nam zaistuje potrebné vlastnosti mnoziny. Vdaka nej
trojuholnik pretina krivku v prave troch bodoch.

U
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OBR. 3.53. Konkavnost zabezpecuje, ze ziaden bod ne-
bude v trojuholniku

OBR. 3.54. Algoritmus musi prejst vSetky body

inflexny bod

OBR. 3.55. Existencia inflexného bodu ndm nevyho-
vuje, pretoze vylucuje niektoré body mnoziny

CVICENIE 3.12 (30 bodov). Zostavte algoritmus konstrukcie kon-
vexného obalu monoténneho mnohouholnika (vzhladom na vertikdlnu
0s), ktorého zlozZitost je linedrna.

Riesenie (Pavol Belusko, 3.11.2008):Mnohouholnik M sa nazyva
monotonny vzhladom na nejaku priamku p, ak kazda priamka kolmé
na p pretne mnohouholnik M najviac dvakrat.

Hladajme horny konvexny obal (problém je symetricky). Najdeme
bod s maximélnou (Xyax ) a minimalnou (X, ) z-ovou suradnicou. Z
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monotoénnosti mnohouholnika vyplyva, ze ak budeme po hornej hranici
postupovat od bodu X, .« k X, kazdy dalsi bod bude mat mensiu
hodnotu siradnice x. Teda postupnost bodov na hornej hranici urcuje
usporiadanie, ktoré mozno chapat ako usporiadanie podla polarnych
suradnic, ked stred sustavy polarnych saradnic je v nevlastnom bode
osi y. Z toho vyplyva, Ze na ne mozno pouzit Grahamov prechod a ziskat
tak horny konvexny obal. Pri dolnom konvexnom obale postupujeme
analogicky.

Analyza ¢asovej zlozitosti:

(1) Hladanie bodov Xpin a Xpax — O(n)
(2) Grahamov prechod po hranici mnohouholnika — O(n)

Celkova casova zlozitost algoritmu je teda O(n). 0

RieSenie (Jana Hlinkova, 31.10.2008):Mnohouholnik P je mono-
tonny vzhladom na vertikdlnu os, ak jeho hranicu dP vieme rozdelit
na dve lomené ¢iary, ktoré si monoténne vzhladom na vertikdlnu os.
Lomené ¢iara je monotonna vzhladom na vertikdlnu os, ak jej prieni-
kom s Tubovolnou horizontalnou priamkou je maximéalne jeden suvisly
komponent (prazdna mnozina, jeden bod alebo usecka). V ponati kar-
tézskych siradnic, monoténna lomena ¢iara sa nikdy nevrati na y-ova
siradnicu, ktorou uz raz presla a ktord uz opustila. Z toho vyplyva,
Ze monoténna lomené ¢iara je aj jednoducha. Ak by nebola jednodu-
ché, musela by sama seba niekde pretinat. Aby sa pretinala, musela by
sa znovu vratit na niektora y-ovu suradnicu, ¢o ale nemoze, kedze je
monotonna.

Monoténny mnohouholnik teda vieme rozdelit na dve jednoduché
lomené ¢iary. MdZzeme postupovat takto: ndjdeme si bod s najmensou
y-ovou suradnicou (najnizsi bod) a bod s najva¢Sou y-ovou stiradnicou
(najvyssi bod). Z najnizsieho bodu postupne traverzujeme mnohouhol-
nikom, az kym neprideme do najvyssieho bodu. Pretraverzovana cast
tvori jednu lomenu ¢aru, zvysna cast druha (obrazok 3.56).

Pre jednoduchy mnohouholnik vieme v ¢ase O(n) zostrojit kon-
vexny obal (vid prednéaska). Teda vieme v case O(n) zostrojit aj kon-
vexny obal jednoduchej lomenej ¢iary. Staci teda najst konvexné obaly
naSich dvoch jednoduchych monoténnych lomenych &ar a spojit ich.

Analyza Casovej zlozZitosti:

e najdenie najnizsieho a najvyssieho vrcholu vieme urobit na
jeden prechod polom: O(n)

e rozdelenie hranice mnohouholnika na dve monoténne lomené
¢iary je v pripade reprezentacie mnohouholnika v "cyklickom"poli
P, kde P[i-1] a P[i+1] st susedné vrcholy hranice vrholu
P[i] velmi jednoduché, pole sa rozdeli na dve ¢asti pri naj-
nizsom a najvyssom vrchole: O(1)
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OBR. 3.56. Monoténny mnohouholnik a nemonoténny
mnohouholnik, vzhladom na vertikilnu os. Rozdelenie
monoténneho mnohouholnika na dve monoténne lomené
Ciary, s vyzna¢enym najnizSim a najvyssim bodom.

e néijdenie konvexnych obalov jednoduchych monoténnych lo-
menych ¢iar, ako bolo vyssie spomenuté, vieme realizovat v
linearnom ¢ase: O(n)

e spojenie dvoch konvexnych obalov: O(n)

g

CVICENIE 3.13 (40 bodov). Mnohouholnik sa nazjva ortogondlne
konvexny, ak prienik lubovolnej horizontdlnej(vertikdlnej) priamky je
najuiac jeden suvisly komponent. Charakterizujte ortogondlne konvexné
mnohouholniky a pokiste sa zostrojit algoritmus na otestovanie daného
mmnohouholnika.

Riesenie (Elena Duskova, 19.10.2008):Predpokladajme reprezen-
taciu, pri ktorej si pamatame poradie vrcholov mnohouholnika, prvy
vrchol je nasledovnikom posledného (cyklickost) a vieme tiato postup-
nost jednoducho rozdelit na viacej ¢asti. Najdeme 4 vyznacné vrcholy
(pozri obr. 3.57).

V,: vrchol s miniméalnou z-ovou stradnicou a z vrcholov spliaji-
cich tuto podmienku vrchol s minimalnou y-ovou stradnicou
Vi: vrchol s minimalnou y-ovou stradnicou a z vrcholov spliaji-
cich tuto podmienku vrchol s maximalnou z-ovou siiradnicou
V.: vrchol s maximélnou z-ovou suradnicou a z vrcholov spliaji-
cich tuto podmienku vrchol s maximalnou y-ovou stradnicou
Vy: vrchol s maximalnou y-ovou stradnicou a z vrcholov splia-
jacich tito podmienku vrchol s miniméalnou z-ovou siradnicou

Takto sa ndm obvod mnohouholnika rozdeli na styri postupnosti vrcho-
lov, pricom vrcholy V,, V,, V., V4 budu patrit vzdy do 2 postupnosti
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OBR. 3.57. Priklad ortogonélne konvexného mnohouholnika.

Ve

XmaxYmax

Vb Vb

YminXmax YminXmax

X X

(a) (b)

OBR. 3.58. Postupnost V; az V, (a) spliajica a (b) ne-
spliajica podmienku ortogonalnej konvexnosti.

(raz ako zaciato¢ny, potom ako koncovy bod). Ak méa byt mnohou-
holnik ortogonélne konvexny, tak musia tieto postupnosti spliiat uréité
podmienky.

Ked si zoberieme postupnost V, az V. (pozri obr.), tak sa musime
pohybovat len smermi ,doprava az hore”, teda siradnice v smere x
neklesaju (x;,1 > x;) a taktieZ stradnice v smere y (y;+1 > v;). Ak by
sme sa medzi vrcholmi V; a V;,; posunuli inym smerom, uz to nebude
ortogonélne konvexny mnohouholnik (pozri obr.). Obdobné pravidla
platia aj pre ostatné sekvencie.

Aby to bol ortogonalne konvexny mnohouholnik musi platit:

medzi V, a Vi: 7,41 > 2 a ¥y <y
medzi V, a Ve @iy > @ a yiy1 > Y
medzi V. a Vg T S 7 ayip >y
medzi Vg a Vo: 7 < ay <y

Algoritmus na otestovanie ortogonélnej konvexnosti:
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For (int i = 1; i < n; i++) Begin
//pre vSetkych n vrcholov v dseku Vb-Vc
//Vb = V1, Vc = Vn
If ((Vi+tl.x >= Vi.x) and (Vi+l.y >= Vi.y))
Ortogon_konvex = ,,TRUE‘

Else Begin
Ortogon_konvex = , FALSE‘
Exit
End
End
Obdobne (podla podmienok uvedenych vyssie) sa daju algoritmizovat
aj ostatné 3 podmnoziny vrcholov. 0

Riesenie (Lukas Tencer, 30.10.2008):Aby sme mohli korektne chrak-
terizovat ortogonalne konvexné mnohouholniky, uvedieme si eSte nie-
ktoré pojmy.

Monoténny mnohouholnik: Polygonalna retaz C' je striktne mono-
tonna vzhladom k priamke L ak Tubovolné priamka ortogonalna ku
L pretina C najviac v jednom bode. Retaz C' je monoténna vzhla-
dom k priamke L, pokial Tubovolna priamka ortogonélna ku L pretina
C v jednom suvislom komponente. A teda nemusi ju pretinat vobec,
alebo ju pretina v jednom bode, alebo pozdiz jednej tsecky. Polygon
P je monotonny vzhladom k tsecke P, ak jeho hranica d(P) moéze byt
rozdelené na dve retaze, pricom kazda z nich je monotonna ku L.

Pouzijic predchadzajuce definicie, moézme teraz charakterizovat or-
togonalne konvexné mnohouholniky ako mnohouholniky, ktoré si mo-
notoénne ku vertinkélnej (y-ovej) a horizontalnej (x-ovej) osi.

Algoritmus na testovanie bude spocivat v overeni, ¢i je mozné mno-
houholnik rozlozit na dve retaze monotoénne k vertikalnej osi a dve
retaze monotéonne k horizontalnej osi. Najprv overujme monoténnost
ku horizontalnej osi. Najdeme bod pgmin s minimélnou z-ovou stradni-
cou a bod prmas 8 maximéalnou x-ovou suradnicou. Teraz prechadzame
dvomi vetvami od bodu pgmin ku bodu pypme.. Pokial méame uloZeny
polygéon v dvojsmerne spajanom zozname, tak jedna z vetiev pojde
PO Damin-predchodcea a bude sa dalej vnarat do predchodcov, kym ne-
dosiahne pg;q. a druhd obdobne akurat podjde po pimin.nasledovnik
a bude sa vnarat do nasledovnikov. Pri kazdom postupe k dalSiemu
vrcholu v retazi p;,; musi byt splnené pravidlo, ze p;. 1.z > p;.x. Po-
kial splnené nie je, prehlasime, Ze mnohouholnik nie je ortogonélne
konvexny.

Ekvivalentny krok urobime i na overenie monoténnosti ku verti-
kélnej osi, avsak budeme pouzivat body s minimélnou a maximalnou
y-ovou sdradnicou a taktiez podmienka sa zmeni na: p;i 1.y > p;.y.

Pokial by sme pri vyberani min/max bodu nasli viaceré s rovnakou
stiradnicou vybereme jeden [ubovolny z nich.
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boolean jeOrtoKonvex(poly[]l) {
pmin;gmax;r
najdiXMinMax (poly[], &pmin, &qmax) {
r=pmin;
while(r!=qgmax){
if (r.nasledovnik.x < r.x){
return FALSE,;
Yelse{
r=r.nasledovnik;
}
}

r=pmin;
while(r!=gmax){
if (r.predchodca.x < r.x){
return FALSE;
Yelseq{
r=r.predchodca;
b
}

najdiYMinMax(poly[], &pmin, &qmax) {
r=pmin;
while(r!=gmax){
if (r.nasledovnik.y < r.y){
return FALSE;
Yelse{
r=r.nasledovnik;
}
}

r=pmin;
while(r!=qgmax){
if (r.predchodca.y < r.y){
return FALSE,;
Yelsed{
r=r.predchodca;
X
3
X

g

CVICENIE 3.14 (50 bodov). Nech P je axidlny mnohouholnik(t. j. jeho
strany su rovnobezné s osami). Ortogondlny konvezny obal mnohouhol-
nika P tvori najmensi(v zmysle inklizie) ortogondlne konvexny mmno-
houholnik obsahujici P. Zostavte algoritmus na vypocet ortogondlneho
konvexného obalu daného axidlneho mnohouholnika.
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() (d)

OBR. 3.59. (a) Mnohouholnik ktory nie je ortogonalne
konvexny. (b) Mnohouholnik Q ktory je ortogonélne kon-
vexny. (¢) Monoténne retaze () vzhladom na vertikilnu
os. (d) Monotonne retaze Q vzhladom na horizontélnu
0s.

RieSenie (Martina Batorova, 26.10.2008):Uvazovany mnohouhol-
nik je axialny, teda hrany st bud horizontalne alebo vertikalne. Mno-
7inu vrcholov V utriedme podla stradnice x a vramci bodov s rovnakou
sturadnicou x podla suradnice y.

Spomedzi V teraz vyberme nasledujice vyzna¢né body najprv podla
siuradnice = a potom z bodov s rovnakou suradnicou x podla sturadnice

(1) Bod vy = (x,y) najviac vlavo dole: * = Tyin, Y = Ymin
(2) Bod vy = (x,y) najviac vlavo hore: * = Zyin, ¥ = Ymas
(3) Bod vy = (x,y) najviac vpravo hore: T = Tz, ¥ = Ymaz
(4) Bod v3 = (x,y) najviac vpravo dole: T = Tz, Y = Ymin

Tymito vrcholmi mézeme mnozinu V' rozdelit na Styri mnoziny - orien-
tované lomené Ciary (orientované v smere hodinovych ruéciciek):

(1) Ty = {vo, ..., v1} : (vo.x < i), (vo.y < v1.Y)
(2) Iy ={vy,..., 09} : (vi.x < wo.x), (V1.y > V2.Y)
(3) IIo = {vq,...,u3} : (vo.x > v3.x), (V2.y > v3.Y)
(4) I3 ={vs,...,v4} : (v3.2 > vy.x), (v3.y < V4.Y)
Ortogonalny konvexny obal OCH (P) zostavime zo $tyroch orientova-

nych lomenych ¢iar &g, ..., ®3, ktoré budeme konstruovat z ciar I,
.., ;.
9
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Budujme napr. @, nasledovne:

(1) Neformalne povedané:

(a) Do konstruovanej ¢iary ®y vlozime vrchol vy. Tento je
nasim vychodzim vrcholom, ozna¢me ho v.

(b) Z bodov lomenej ¢ary Iy vyberieme dva body p; a ps.
Bod p; je nasledovnikom vrchola v v IIy. Druhy vrchol py
vyberieme tak, Ze je k v najbliz§i v smere nahor-doprava,
teda bod kde (po.x > v.2)A(p2.y > v.y)A(pe.z, p2.y SG mi-
niméalne mozné). Predchadzajica séria podmienok sa ap-
likuje nasledovne: najprv vyberieme body, ktoré splhaji
prvi podmienku. Z mnoziny tychto bodov vyberieme len
tie, ktoré splhaja druhtt podmienku, z tejto mnoziny body
ktoré spliaju tretiu podmienku a napokon pomocou po-
slednej podmienky identifikujeme hladany bod ps.

Moze sa stat, ze p1 = po.

(¢) Zo suradnic vrcholov pi,pe,v skonstruujeme bod p; =
(z,y) tak, ze sa v smere x neposuvame nalavo a v smere
y nadol:

r = max{min{p,.z,v.x}, ps.x},y = min{ps.y,v.y}.

(d) Do ®q vlozime vrchol p3 (je mozné, ze je zhodny s jednym
z vrcholov py, p2). Ak p3 nepatril do Iy, do @ vlozime aj
D2.

V dalsom kroku naposledy vloZeny vrchol povazujeme za
vychodzi vrchol v.

(e) Kroky (b) - (d) opakujeme, kym sa nedostaneme do vr-
chola vy.

(2) Algoritmus v pseudokdde:

procedure BudujPhiO(LomenaCiara Pi0){
LomenaCiara PhiO;

PhiO[0] := PiO[0];

Bod v = Pi0[0];

while (v '= PiO[Pi0O.max]){
Bod pl := v.next; // v mnozine Pi0
Bod p2 := PiO[j]:

PiO[j]l.x - v.x >= 0 min. mozne;
PiO[jl.y - v.y >= 0 min. mozne v ramci bodov
so suradnicou PiO[j].x;

Bod p3:
p3.x := max( min(pl.x, v.x), p2.x );
p3.y := min( p2.y, v.y );

Phi0.add (p3);
if ( (p3 !'= pl) & (p3 !'= p2) )
Phi0.add(p2);
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OBR. 3.60. Obrazky vlavo popisuji vytvaranie &5 =
{v0,1,2,a,7,8,b,20,v1 } z Iy = {wo, 1,...,20,v1}. Body
a,b st body pridané pocas tvorby &, také, ze nepatria
povodnej mnozine vrcholov. Na obrazkoch vpravo je po-
vodny mnohouholnik s vyznacenymi orientovanymi lo-
menymi ¢larami Iy, ..., I3 a vysledny OCH (P).

v := PhiO[PhiO.max];
}

return PhiO;
}
Velmi podobnym sposobom by sme zostavili aj ostatné mnoziny ®;, ®,, &5
- jediny rozdiel by bol pri podmienkach (aplikovanych vyssie popisanym
sposobom), ktoré by museli spliat body ps a ps:
(1) (1)1 .
(a) p2 i (p2.x = v.2) A (p2y < v.y) A (p2.x min., po.y max.)
(b) p3 : v smere = sa neposuvame nalavo a v smere y nahor:
r = min{max{p,.xz,v.x}, ps.x},y = min{ps.y,v.y}.
2 .
a) pa: (pe.x <v.x) A (poy <v.y) A (pe.x max., ps.y min.)
b) ps : v smere x sa neposivame napravo a v smere y nahor:
r = min{max{p;.z,v.x}, ps.x}, y = max{ps.y,v.y}.

(2) @
(
(

(3) ®3:

a) po: (po.x <0v.x) A (p2y > v.y) A (p2.x max., ps.y min.)

b) p3 : v smere x sa nepostivame napravo a v smere y nadol:

y = x = max{min{p,.z,v.x}, ps.x}, max{ps.y,v.y}.

®
(
(

O
RieSenie (Lenka Mezeiova, 17.11.2009):Mnozinu vsetkych vrcho-
lov axidlneho mnohouholnika ozna¢ime B = {P,..., P,}. Z B vybe-

rieme body s najmensimi y stiradnicami, mnozinu tychto bodov ozna¢me
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T = {Pl/, . ,P,;}. Oznacme B; = B — 71, teda B; obsahuje vSetky vr-
choly mnohouholnika, ktorych y stradnica je vicsia ako y sturadnica
bodov z T;.

7 T; vyberieme bod s najvic¢Sou a najmensou z suradnicou; bod
s najmenSou z sturadnicou ozna¢me Vi = (a,u), bod s najvi¢sou z
stradnicou ozna¢me Vo = (b, u).

Body Vi, V5 spojime, vzniknuté hrana V; V5 je prvou hranou hlada-
ného konvexného obalu mnohouholnika.

V mnozine B zostavajicich vrcholov mnohouholnika opét najdeme
tie, ktoré maju minimélnu y stradnicu. Mnozinu néjdenych bodov
oznac¢ime Ty a zaroven oznaCme By = By — 7. V T3 najdeme body
s najmensou a najviacsou moznou z stradnicou. Ozna¢me V3 = (¢, v)
bod s minimalnou x siradnicou a V; = (d,v) bod s maximalnou moz-
nou x stradnicou. Uré¢ime body Ry a Ry; nech Ry = (a,v) a Ry = (b, v)
(t.j. « stradnica bodu R; sa zhoduje s x suradnicou bodu V; z pred-
chadzajuceho kroku, y suradnica je zhodna s y stiradnicou bodov z 7s.
Analogicky sme urcili saradnice bodu Ry).

Testujeme vzajomni polohu bodov Ry = (a,v) a V3 = (¢, v):

1. Ak a > ¢ pridame hrany Vi R; a R V3. [Obr. 1].

]

Vi Vo

OBR. 3.61. Pridanie hran Vi R; a R;V3 v pripade, ak x
suradnica bodu R; je vacsia ako x suradnica bodu V3.

2. Ak a < ¢ v mnozine By vyhladame body, ktoré maji = stradnicu
mensiu alebo rovna ako je a. Ak takyto bod najdeme pridame hranu
ViR; |Obr. 2|.
V pripade, ze sa takyto bod v zozname By ostavajucich vrcholov mno-
houholnika nenachédza budeme v By hladat body, ktoré sa nachadzaja
medzi bodmi Ry a V3 vzhladom na z suradnicu (t.j. body, ktorych =
stradnica je vacsia ako a a mensia ako c).

Ak sa v B, nenachadza ani jeden vrchol s uvedenou vlastnostou,
pridame hrany Vi Ry a R, V3. Ak takéto body najdeme, vyberieme z nich
ten, ktory je najblizsie k bodu R; vzhladom na z siradnicu, ozna¢me
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OBR. 3.62. V B, sme nasli vrcholy, ktorych x stradnica
je mensia ako x suradnica bodu R, preto pridavame iba
hranu Vi R;.

ho P = (z,y). Uréime bod S, ktory bude mat siradnice S = (z,v).
Pridame hranu V; Ry a R;S. [Obr. 3].

b

Ris 5 Yy

i

OBR. 3.63. Pripad, ked sa v By nachadzaju body, ktoré
(vzhladom na x stradnicu) lezia medzi bodmi Ry a V.

3. Ak a = ¢ postupujeme podobne ako v 2.: V B, hladame body s
mensou alebo rovnakou z stradnicou ako ma bod V3 (=R;). Ak ta-
kyto bod najdeme, priddme iba hranu V;V3. Ak sa takyto bod v By
nevyskytuje, v 75 najdeme vrchol, ktory je najblizsie ku V3 vzhladom
na r stradnicu, ozna¢me ho V; = (q,v). V B, teraz budeme hladat
vrcholy, ktoré lezia medzi bodmi Vs a V; vzhladom na stradnicu z. Ak
nenéjdeme ani jeden bod, ktory spliia tiito podmienku, pridame hrany
ViVs a V3V;. [Obr. 4].

Ak takéto body existuji, vyberieme z nich ten, ktorého x stradnica je
najblizsie k x suradnici bodu V3, ozna¢me ho @ = (Z,7). Urcéime bod
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Rl =V3;- VI?’

Vi

OBR. 3.64. Pridanie hran V;V3 a Vg‘/}:

W, ktory bude mat siradnice W = (7, v). Pridame hrany V;V3 a VW
[Obr. 5].

V3 =Ry Vi

Vi

OBR. 3.65. Pridanie hran ViV5; a VaW.

Po urceni vzajomnej polohy bodov V;, Ry a pridani hran, pokracu-
jeme v postupe hladania konvexného obalu analogicky, t.j. opat vybe-
rieme z By body s minimalnymi y stradnicami, zaradime ich do T3 a
urc¢ime B3 = By — T3. Novym bodom V; (resp. V3) bude koncovy bod
poslednej pridavanej hrany.

Analogicky skiimame vzajomna polohu bodov Ry = (b,v) a V; =
(d,v), pricom v tomto pripade budeme vyhladavat a brat do tvahy
vzdy body s maximalnymi x siradnicami a budi platit opacné nerov-
nosti ako pri predchadzajucich pozorovaniach.

Algoritmus koné¢i, ked mnozina B; bude obsahovat uz len vrcholy
s rovnakymi y stradnicami. Spojime dva krajné a tym uzavrieme hla-
dany konvexny obal mnohouholnika.

Algoritmus (pseudokod):
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1. do Byrax uloz vSetky vrcholy mnohouholnika M
2. najdi v By;ax body s minimalnou a maximalnou y stradnicou, mi-
nimélnu y siradnicu oznac¢ u, maximalnu max;
3. body s minimélnou y suradnicou zarad do pola Ti;
4. By =: Byax — 11;
5.z Ty vyber bod s minimélnou « siradnicou, oznac ho Vo = (V[0].z, V'[0].y),
kde V[0].z = a, V[0].y = u;
6.z T} vyber bod s maximélnou « siradnicou, ozna¢ ho Dy = (D[0].z, D[0].y),
kde D|[0].z = b, D[0].y = u;
7. pridaj hranu VyDy;
//Tava strana:
8. for (int ¢ = 1; ¢ < max; i + +){

9. najdi v B; body s minimalnou y sturadnicou, ozna¢ ju v;;

10. najdené body zarad do Tjyq;

11. Biy1 =: B; — Tiyq;

12. v T;41 najdi bod s minimalnou z sturadnicou, ozna¢ ho V; =
(VIil#, VIil)

13. R =: (R.xz,R.y), kde Rx =V[i — 1].z, Ry = y;;

14. if(R.x > Vli].2){

15.  pridaj hrany V[i — 1]R a RV[i];

16. if(R.x <= Vi].z){

17. v B;+1 najdi body s x stiradnicou mensou alebo rovnou ako
R.x;

20.  ak takyto bod najdes{

21. pridaj hranu V[i — 1] R;

22. V[i].x == R.x;

}

23.  inak{

24. v B;i1 najdi bod s x stradnicou, pre ktora plati R.x <
x < Vi|.a;

25. ak takéto body najdes{

26. vyber ten, ktorého z stradnica je najmensia, oznac ju
X;

27. S =:(S.x,Sy), kde S.x = X, S,y = y;;

28. pridaj hrany V[i — 1]R a RS;

29. Vl]i].x == S.x;

}

30. inak{ //v tomto pripade plati rovnost R.z == V[i].x

31. v T;11 najdi bod s x stiradnicou, ktora je najblizsie ku
V]i].z,

ozna¢ ho W = (W.z, W.y), kde W.x = X, W.y = y;;
32. v B;11 ndjdi bod s x stiradnicou, pre ktoru plati:
ViiJ.x <x < W
33. ak takéto body najdes{
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34. vyber ten, ktorého x stradnica je najmensia, oznac
ju XX,
35. Z = (Zux,Zy), kde Zox = XX, Zy =vy;
36. pridaj hrany V'[i — 1|V[i] a V[i]Z;
37. Vil == Z.x;
¥
38. inak{
39. pridaj hranu V[i — 1|V[i], V[i]W;
40. Vli]l.x == W.x;

}
}
}

// podobny cyklus (so zaciatoénym bodom Dy = (D[0].z, D[0].y) )
zostavime aj pre pravu stranu, pricom budu platit opa¢né nerovnosti
a namiesto minimélnych x suradnic budeme hladat a porovnavat vzdy
tie maximalne.

//oba cykly budu prebiehat pokym sa dostant ku Bpsax_1, ostane
nam pole Bjs4x, ktoré obsahuje len body s maximalnymi moznymi y
suradnicami; tieto uz staci len spojit hranou, ¢im uzavrieme hladany
konvexny obal.

Zlozitost algoritmu:

Na utriedenie n bodov podla siradnice y potrebujeme ¢as O(nlogn),
rovnako dlho nam bude trvat utriedit tieto body podla siradnice x.
Prehl'adévanie bodov v utriedenych zoznamoch (binarne vyhladavanie)
mé ¢asovi zlozitost O(log k), kde k < n. Teda celkova casova zlozitost
algoritmu bude T : O(nlogn). 0

CVICENIE 3.15 (50 bodov). Predpokladajme, Ze mnoZina n bodov
P C E? je takd, Ze ndhodne vybrand podmnozina velkosti r obsahuje
O(r®) wvrcholov konvezného obalu pre nejaké o < 1. Potom vieme zo-
strogit’ algoritmus konstrukcie konvexného obalu beZiaci v ¢ase O(n).

RieSenie (Michal Ferko, 20.10.2011):Analyzujme algoritmus roz-
del'uj a panuj pre tvorbu konvexného obalu v [E2. Pre vytvorenie kon-
vexného obalu n prvkov sa vytvoria konvexné obaly pre mnoziny P,
a P,, kazda z nich bude mat § prvkov. Nasledne sa v ¢ase O(p + q)
(kde p je pocet vrcholov conv(P;) a q je pocet vrcholov conv(P;)) tieto
mnoziny spoja do konvexného obalu P néjdenim opornych priamok.

VzhIadom na to, Ze tento algoritmus funguje rekurzivne, vd aka jeho
strukture sa da jeho zlozitost zapisat ako rekurentny vztah:

n

T(n) = 2T (2

) +0)
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Pricom prva ¢ast pravej strany hovori o tom, Ze rozdelime problém na
2 mensie a ratame tento problém pre poloviéné podproblémy. Druha
¢ast pravej strany hovori, Ze na kazdej trovni algoritmu sa vykona O(n)
operécii na vytvorenie findlneho riegenia (toto je prave spajanie dvoch
konvexnych obalov do jedného).

Nas predpoklad hovori, Ze nas vysledny konvexny obal nebude mat
prili§ vela vrcholov, teda Ze existuje o < 1 také, Ze pocet prvkov kon-
vexného obalu je O(r®). To znamena, ze v kazdom kroku spajania
dvoch konvexnych obalov do jedného vykoname menej ako O(n) kro-
kov, lebo pre obe ¢asti P; aj P, sa vykona O(r*') resp. O(r*?) operécii,
a teda celkovo O(r*®) kde as = maz(ay, as).

VETA 3.1 (Hlavna veta - Master theorem). Nech a > 1, b > 1 su
konstanty a nech f(n) je funkcia. Nech T'(n) je definovand rekurentne
ako nezdpornd:

T(n) =aT (%) + f(n)

Potom:

(1) Ak f(n) = O(n'°®*=¢) pre ¢ > 0, tak T(n) = O(n'°&2).

(2) Ak f(n) = O(n'°® %), tak T(n) = O(n'&%logn).

(3) Ak f(n) = Q(n'% ) pree >0 a ak af(%) < cf(n) prec <1

a V'n > ng, tak T'(n) = O(f(n)).
Dokaz: Dokaz je prilis dlhy a preto ho neuvedieme. Nachadza sa

napriklad v knihe:
Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, and Clif-
ford Stein. 2009. Introduction to Algorithms, Third Edition (3rd ed.).
The MIT Press.
Sekcia 4.6 - Proof of the master theorem, strany 97 - 106 0

Dosadenim a = 2,b = 2 do rekurentného vztahu z Master theorem
dostavame:
n
2) + fm)
Ak f(n) = O(n), tak T'(n) = ©(nlogn) (podla bodu 2 v Master
theorem). Toto je pripad v8eobecného algoritmu. Ak je ale splneny
predpoklad zo zadania, tak f(n) = O(n®) pre a < 1, teda existuje
e > 0 také, ze f(n) = O(n'~®). Z toho vyplyva (podla bodu 1 v
Master theorem), ze T'(n) = O(n), teda T'(n) = O(n).

Algoritmus rozdeluj a panuj pre konstrukciu konvexného obalu v
[E? teda naozaj bude bezat v ¢ase O(n), ak je splnend podmienka zo
zadania. 0

T(n) = 2T (

CVICENIE 3.16 (20 bodov). Nech Q C E3? je jednoduchy mno-
hosten(uzavretd podmnozina B3 homeomorfnd guli, ktorej hranicou je
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zjednotenie konecného poctu mnohouholnikov) s n vrcholmi. Opiste al-
goritmus zloZitosti O(n) na testovanie, ¢ dany bod je z vnitra takéhoto
mnohostena.

Riesenie (Michal Ferko, 21.10.2011):KedZe @ je homeomorfna
guli, tak vieme vSetky vrcholy tymto homeomorfizmom zobrazit na
gulu. Tieto vrcholy (spolu s hranami a stenami) mozno néasledne po-
mocou vhodnej volby “severného polu” na tejto guli rozbalit do ro-
viny. Vznikne tak rovinny graf: vrcholy grafu st vrcholy nasho mno-
hostena, hrany st hrany tohto mnohostena a steny st steny mnoho-
stena. O rovinnom grafe pritom vieme (pomocou Eulerovho vzorca),
7e V—FE+ F =2 kde V je pocet vrcholov grafu, E pocet hran grafu
a F' pocet stien.

V naSom grafe bude najviac hran ak vsetky steny st trojuholniky.
Kazda hrana patri dvom stenam a kazda stena ma tri hrany. Preto
pocet stien je O(n), a po uprave Eulerovho vzorca do tvaru V + F =
E + 2 dostavame, Ze hréan je taktiez O(n). Preto ak algoritmus bude
operovat nad zoznamom vSetkych hran alebo stien a pri kazdej vykona
O(1) operacii, tak zlozitost celého algoritmu bude O(n).

Teraz popiseme takyto algoritmus. Tento algoritmus je analégiou
algoritmu, ktory testuje, ¢ sa bod nachadza v polygéne v E? rozsireny
do E3. Nech a je nas bod, pre ktory chceme zistit, ¢ sa nachadza v Q.
Postup bude nasledovny:

(1) Ur¢ime si ndhodny vektor z bodu a, ktory s bodom a uréuja
polpriamku. Aby sme sa vyhli pripadom, ked tato polpriamka
trafi vrchol, moézeme vygenerovat O(1) nahodnych vektorov a
vybrat najcastejsi vysledok v kroku 3.

(2) Prejdeme zoznam stien a zistime, ktoré z tychto stien pol-
priamka pretina.

(3) Zratame pocet tychto pretnuti a ak ich pocet je nepéarny, tak
bod a je vo vnutri.

Na zistenie, ¢i polpriamka pretina stenu, pouzijeme prave algorit-
mus na kontrolu & bod sa nachadza v polygone v E2. Najprv skon-
Struujeme prienik polpriamky a roviny, v ktorej stena lezi. Tento bod
b nasledne testujeme rovnakym sposobom, ¢i je vnitri:

(1) Ur¢ime si ndhodny vektor (v E?) a spolu s bodom b uréuju
polpriamku.

(2) Zratame pocet prienikov s hranami polygonu. Ak je pocet ne-
parny, bod b je vo vnitri polygonu.

Pre jednoduchsie pochopenie je takato situédcia znédzornena na ob-
razku 3.66.

Treba si uvedomit, Ze tak ako v E? sme mali problém ak polpriamka
trafi bod, tak v E? sa moZeme tomuto problému vyhniat. Vidy, ked
polpriamka trafi bod stac¢i skontrolovat, ¢i susedné body tohto bodu st
v rovnakom polpriestore uréenom polpriamkou, alebo ich polpriamka
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OBR. 3.66. Priklad n&sho algoritmu. Z bodu a sa vy-
streli polpriamka (zelené), ktora pretne 4 roviny prisla-
chajice stenam v bodoch by, by, b3, by. Nasledne sa testuje
¢ body lezia v stenach a to vystrelenim ndhodnych pol-
priamok (¢ervenych) v rovinach ur¢enych stenami. Po
zratani prienikov v pripade stien zistime, Ze by, bo, bg st
v stenach, ale by nie. Dokopy mame 3 prieniky stien, a
teda bod a je vo vnutri ndsho mnohostena.

oddeluje. Ak ich oddeluje, zaratame tento prienik ako jeden prienik,
inak ako dva. Tieto pripady su aj zobrazené na obrazku 3.67.

C

B

OBR. 3.67. Osetrenie, ked polpriamka trafi bod mnoho-
uholnika pri teste, ¢i sa v hom nachédza bod. Polpriamky
p aj q pretinaja bod A. Ale pre p stt body B a C na rov-
nakej strane, teda tento prienik zaratame ako 2 prieniky
s hranami mnohouholnika. V pripade polpriamky ¢ za-
ratame iba jeden prienik.

Dolezité je ukazat, ze algoritmus naozaj bezi v ¢ase O(n). Na prvy
pohlad krok na testovanie, ¢i bod je v stene, trva O(n), lebo pocet hran
mnohouholnika je ohrani¢eny O(n) a test, ¢i polpriamka pretina tisecku
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v E? je v ¢ase O(1). Krok iterujtci cez vietky steny mnohostena sa da
analyzovat rovnako, akurat krok na test prieniku polpriamky a steny je
v ¢ase O(n). To by znamenalo, Ze celkovo bude mat algoritmus zlozitost
O(n?). Kvoli riadkom (1) a (2) v pseudokode treba mat rozumni datovi
Struktaru, pri ktorej vieme ziskat Iubovolnu stenu z @) v ¢ase O(1) a
taktiez lubovolna hranu prislichajicu stene v ¢ase O(1).

Dalsou analyzou nasledujticeho pseudokoédu ukazeme, ze takyto al-
goritmus bude naozaj linearny:.

a - bod, ktory testujeme, Q - mnohosten, ktory testujeme
v = ndhodny smer v 3D
i=0
pre kazdd stenu S mnohostena Q (1)
L = rovina, v ktorej lezi S
b = prienik polpriamky [a, v> a roviny L
ak existuje také b
w = ndhodny smer v rovine L

j=0
pre kazdd hranu H steny S (2)
c = prienik H a polpriamky [b, w> (3)
ak existuje také c
RERE
ak j je neparne
i=1+1

ak bod a = bod b

vrat NA STENE

ak i je neparne, vrat VNUTRI
inak vrat VONKU

Treba si uvedomit, ze pocet hran je O(n) a kazda hrana ma préave
dve steny, ktoré jej prisluchaju. Preto test ¢i polpriamka pretina tsecku
bude vykonany presne 2F krat. Teda celkova zlozitost bude O(n), lebo
riadok (3) sa spusti O(n) krat. 0

CVICENIE 3.17 (45 bodov). Nech P,Q C E? si jednoduché mnoho-
uholniky také, Ze int P Nint Q = 0, Q je konvexny a Q C conv(P).
Najdite kritérium, ¢i existuje taky spojity jednoparametricky systém
¢ : [0,1] = E? zhodnosti mnohouholnika Q (pohyb mnohouholnika Q),
Ze

e ¢(0) = idg2,
e intp(¢)(Q)Nint P =0, ¢t € [0,1],
e int ¢(1)(Q) Nint conv(P) = (.

Chceme zistit, ¢i sa dd konvexny mnohouholnik Q) wyvliect” z mnoho-
uholnika P.
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CVICENIE 3.18 (30 bodov). Nech K C E? je d-rozmernyj konverny
mnohosten a zobrazenie ¢: B4 — K také, Ze ¢(x) = argminge ||x —
y||. Ukdzte, Ze funkcia ¢ je dobre definovand a spojitd.

Riesenie (Martin Manduch, 22.11.2009):Najprv dokdZeme nerov-
nost ||¢ (x) — ¢ (y)|| < ||Jx — y||, a potom ukazeme, ako z toho vyplyva,
ze zobrazenie ¢ je dobre definované a spojité.

OBR. 3.68. Ukazka situacie v EZ2.

LEMA 3.1. Pre vsetky x, y € E? plati: ||¢ (x) — o (y)|| < ||lx =¥

Doékaz: Majme body x, y, X = ¢(x) ay = ¢(y). Oznacme
r = ||lx—x%x| ar = |y—y|. Nech G;, Gy st gule s polomermi
ry, 9 a stredmi X,y. Bod x lezi na (G; a v polpriestore L; uréenom
nerovnostou (x — ¢ (x)) (¢ (y) — ¢ (x)) < 0. Kebyze x lezi v opatnom
otvorenom polpriestore mal by iny obraz ako x, lebo celé tsecka xy lezi
v K. 7 takého istého dovodu lezi y na G5 a v polpriestore Lo uréenom
nerovnostou (y — ¢ (y)) (¢ (x) — ¢ (y)) < 0. Vzdialenost x,y je vacsia
ako vzdialenost L Lo ktoré je ||¢ (x) — ¢ (y)|l- 0

Ukézeme, ze ¢ je dobre definované. Nech existuju u,v také, ze
¢ (x) = u atiez ¢ (x) = v. Pouzitim lemy 3.1 dostaneme: ||lu — v|| <

lx —x|| = 0. Z toho je zrejmé, ze u = v.
Zostalo nam este dokazat spojitost ¢. Ak ||x — y|| < ¢, tak z lemy 3.1
vyplyva, Ze aj [[¢ (x) — ¢ (y)[| < e O

Riesenie (Alojz Kovacik, 14.11.2009):1de o funkciu, ktora bodu x
priradi taky bod f(x) € K, Ze
|x — f(x)]| = dist(x, K).

Nech bod x € E% Ak x € K, potom X je zaroveil jedine¢nym
najblizsim bodom samého seba.

Nech x ¢ K. KedZe K je neprazdna a uzavretd mnozina, existuje
aspon jeden bod a € K taky, ze ¢(x) = a.

Sporom: Nech existuju takéto body dva. Plati teda ¢(x) = a; a
¢(x) = ap. Zoberme bod ¢ = 1(a; +ay). Dostavame rovnoramenny
trojuholnik A(aq,x,az). Z konvexnosti mnoziny K vyplyva, 7e c € K.
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Z rovnoramennosti trojuholnika dostavame ||x — c|| < [|[x — a;||, ¢o je
vSak spor s predpokladom, Ze ||x — a; || = dist(x, K).

Funkcia ¢ kazdému bodu x priradi jedine¢ny bod z mnoziny K, a
teda je dobre definovana.

Dokaz spojitosti: Nech x, y € EZ. Oznacme a := ¢(x),b := ¢(y).

Chceme ukazat:

(7) b —al| < jx -yl

Pre a = b je nerovnost splnena. Uvazujme teda a # b. Ozna¢me vektor
v = a — b a nadroviny H,, H, kolmé na v, pricom a € H,,b € H,,.
Nech je dana nadrovina Hy kolmé na (x — a) a zarovenn obsahuje
bod a. Dokazeme, ze bod x lezi v opa¢nom polpriestore uré¢enom H,
ako mnohosten K, ¢o dalej pouzijeme pri dokaze vztahu (7).
Sporom: Nech lezia v rovnakom polpriestore. Potom existuje taky
bod d € K — {a}, ze

(8) 0<4(ﬁ,d—a)<g,ﬁ:x—a.

Z toho, 7e ||x —al| = dist(x, K) dostaneme |x —a| < |[|x—d|. V
kazdom trojuholniku plati, Ze oproti vacsej strane lezi vacsi uhol, a
teda

9) 4(a—d,x—d)<4(ﬁ,d—a)<g.

Z (9) vyplyva, Ze existuje taky bod ¢ (bod v ktorom sa stretava zé-
kladna s vyskou), ktory patri zakladni (a,d) trojuholnika A(x,a,d).
Kedze body a,d patria K a K je konvexny mnohosten, plati, Ze bod
c patri K. Vyska so zakladhou trojuholnika sti na seba kolmé, preto
|Ix —c|| < ||x — a]|, ¢o je v8ak spor s predpokladom.

Vratme sa spit k dokazu vztahu (7). Majme nadrovinu Hy kolmi
na vektor (x — a) a zaroven obsahujticu bod a a nadrovinu H; kolmu
na vektor (y —b) a zaroven obsahujicu bod b. Z predchadzajtceho
dokazu vyplyva, ze bod x lezi v opacnom polpriestore ur¢enom H, ako
bod b a tiez bod y lezi v opacnom polpriestore ur¢enom H; ako bod
a, a teda

(x—a)- >0
(y—b)-7<0
v=a-—b,

z ¢oho vyplyva, ze body x a y lezia na opacnych stranach ¢asti priestoru
ohrani¢enej nadrovinami H, a H, (poz. obr. 3.69), ¢im sme dokazali

vztah (7).
Zo vztahu (7) vyplyva, Ze funkcia je rovnomerne spojita. Kedze z
rovnomernej spojitosti vyplyva spojitost, dokaz je hotovy. 0

CVICENIE 3.19 (50 bodov). Nech K C E? je d-rozmernyj konverny
mnohosten a zobrazenie ¢: B4 — K také, Ze ¢(x) = argminge ||x —
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OBR. 3.69. Obréazok znazornuje oddelenie bodov x,y
¢astou priestoru vymedzenou nadrovinami H,, H, v E2.

yl||. Ukdzte, Ze zobrazenie ¢ zobrazuje hranicu gulovej nadplochy oba-
lujiicej K na hranicu OK. Predpokladajte, Ze zobrazenie ¢ je spojité
(pozri cvicenie 3.18).

RieSenie (Barbora Gallusova, 31.10.2009):KedZe ¢ je dobre de-
finované, urc¢ite ku kazdému x € ¢l B existuje ¢(z) € K. Plati, Ze toto
¢(x) € OK. Dokaz sporom: Nech ¢(z) € intK potom usecka x¢(x)
obsahuje xy € 0K, ktory lezi medzi ¢(z) a x (pretoze ¢(x) € intK a
x ¢ K). Kedze zg lezi medzi ¢(x) a x, plati: ||z — xo|| < ||z — ¢(x)]]
a to je spor, lebo ¢(z) = argmingek||z — y||. Ukazali sme teda, ze
o(x) = argmingex ||z — y|| = argmingesr ||z — y||. Cize hranica gulo-
vej plochy sa pomocou ¢ zobrazi na nejaka H C 0K . Hranica gulovej
plochy v E? je kompaktnd mnozina. Kompaktna mnoZina sa spoji-
tym zobrazenim zobrazi na kompaktni mnozinu. Takze H C 0K je
kompaktnad mnozina. Ak H = 0K, je to v poriadku, lebo hranica d-
rozmerného konvexného mnohostena je kompaktna mnozina. UkédZeme,
7e nemoze nastat pripad H C 0K. Dokaz sporom: Nech H C 0K . Exis-
tuje teda bod y € 0K taky, ze y ¢ H. Ak by sme ziskali H z 0K len
odobratim bodu y, H by nebola kompaktna (v 0K z kompaktnosti
N}y, x € OK: lim;oow; = y, kazdy bod z; € H, ale y ¢ H). Ak
teda y ¢ H, potom ani otvorené O.(y) ¢ H, poz. cvi¢enie 3.70. Nemo-
zeme vziat uzavreté okolie, lebo H je kompaktna a teda aj uzavreta.
Tento bod y € 0K, takze je sucast aspon jednej nadsteny K (pre-
toZe hranica konvexného K je tvorena nadstenami K'). Vyberme jednu
z tychto nadstien a oznacme ju L (y € L). KedZe L je stena dimenzie
(d-1), uréuje nadrovinu p (L C p), ktora rozdeli priestor E? na dve
disjunktné mnoziny E; a E, také, ze B UE, = E% a p C E;. Z konvex-
nosti K vyplyva, ze K C FE;. Zostrojme polpriamku p, ktora je kolma
na L, vychadza z bodu y a smeruje do E,. Existuje bod y; € pNbdB
, pretoze gulova plocha obaluje K, poz. 3.71. Hladajme obraz ¢(y;).
Najblizsi bod k y; z mnoziny E; urcite patri do p (tsecka urcena y;
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OBR. 3.70

OBR. 3.71

a Tubovolnym bodom z E; obsahuje bod z p). A najbliz§im bodom z
p k bodu y; je y € K C Fy, takze ¢(y;) = y. Dokaz sporom: Nech
é(y1) # y. Potom body ¢(y1), y, y1 tvoria pravouhly trojuholnik, kde
prepona je tisecka yi é(yn). Platf teda [lyr — 6(yn)[2 > [lyr — yl[2. To je
spor s definiciou ¢. Naozaj teda ¢(y1) = .

Dostali sme situéciu, ze bod y; € bdB sa zobrazenim ¢ zobrazi na
bod y ¢ H. To je spor s tym, Ze ¢ je dobre definované.

i
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RieSenie (Alojz Kovagik, 14.11.2009):Nech B¢(a,r),a € 0K je
gula obsahujtica K vo svojom vntitri. Chceme dokazat ¢(0B%(a,r)) =
K.

inklazia ”C”:

Kedze gula B¢(a,r) obsahuje K vo svojom vnitri, je zrejmé, 7ze k
Tubovolnému bodu x € dB%a,r) je z bodov patriacich K najblizsie
prave bod patriaci hranici K. Teda ¢(9B%(s,r)) C OK.

inklazia ”D”:

Nech a € K, a je hromadnym bodom E?\ K, pretoze lubovoln4
gula so stredom v a obsahuje body mnoziny E¢\ K rozne od a. Preto
existuje postupnost (xy),k € N, patriaca E¢\ K, ktora konverguje k
a. Polozme ay := ¢(xx) pre k € N. Z cvicenia 3.18 méame nerovnost

0 < fla—ad = l[¢(a) — oxi)l < fla—xu],

z ktorej vyplyva a = limy_,, a.

Bé(a,r) obsahuje K, a teda aj vSetky cleny postupnosti ay, k €
N. Nech dalej P, st polpriamky vychadzajice z bodov ai a urcené
vektormi (xj — ay). Vektory (xx — ax) # 0, pretoze xj € E\ K aay €
K. Dostavame postupnost y, € P, N9dB%a,r),k € N a zrejme plati
¢(yx) = ax pre k € N. Z postupnosti yy sa da vybrat podpostupnost
Yi;,1 € N, ktora konverguje k nejakému y € dB%(a, r).

Kedze ¢ je spojité zobrazenie,

P(y) = limpo0 A(yi,) = limge0 @5, = a.
Teda ¢(0B%(s,r)) D OK. O

CVICENIE 3.20 (50 bodov). Odhadnite zhora pocet k-stien d-roz-
merného konvexného mnohostena s n vrcholmi pre —1 < k < d.

RieSenie (Kristina Lidayova, 27.10.2011):Ozna¢me fi(P) pocet k-
stien v d-dimenzionalnom konvexnom mnohostene P, kde £ = 0,1, ..., d.
Presné hodnota horného ohranicenia pre f, kde k nadobiida hodnoty
k=0 ak = d sa da urcit jednoducho. Pocet 0-stien je rovny poctu
vrcholov mnohostena a pocet nevlastnych d-stien je 1.

fo(P) =V
fa(P) =1
Pre nevlastni —1-stenu je jej pocet tiez 1.
Pre k = 1,2,...,d — 1 McMullenova Upper Bound Theorem [1970]

dokazuje, Ze horné ohranic¢enie poctu fi.(P) cez cely mnohosten P s n
vrcholmi dosiahneme cyklickym mnohostenom.

Cyklickym mnohostenom C'(d, n) nazyvame konvexny obal Tubovol-
nej koneénej mnoziny bodov na momentovej krivke M (t) = {(t}, %, ...,t9)T :
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t € R} v R%. Ked7e kombina¢n4 struktira (t.j stenova mriezka) je jed-
noznad¢ne ur¢end poc¢tom vrcholov n a dimenziou d, lubovolny mnoho-
sten kombinacne ekvivalentny cyklickému d-mnohostenu s n vrcholmi
mozme oznadit tiez C(d,n).

Priklad stenovej mrieZky ihlanu

Veta 1: (Upper Bound Theorem) [1]
Pre Tubovolniu dimenziud, n > d+1ak =1,2,...,d—1 pocet k-stien
Tubovolného d-dimenzionalneho konvexného mnohostena s n vrcholmi
je nanajvys tolko ako pocet k-stien d-dimenzionalneho cyklického mno-
hostenu s n vrcholmi.

fu(P) < £(C(d,n)),Vk=1,...,d -1

Dokaz: [2]
Na dokaz pouzijeme nasledujicu Lému.

Lema: Lubovolna podmnozina k < (d + 1) bodov na momentovej
krivke je linearne nezavisla.

Dokaz: Nech d+1 bodov { My, My, ..., M;} na momentovej krivke méa
hodnoty parametrov {to,t,...,ts}. Determinant tvoreny stradnicami
tychto bodov

1ty 2 td
1 4 td

. = H0§i<j§d(tj - tz’)
1ty 3 ... to

nazyvame Vandermondov determinant a nekrati sa, pokial parametre
t; st po dvojciach rozne.
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Dosledok: Lubovolna nadrovina v E¢ pretina momentovi krivku v ma-
ximalne d bodoch.

Ako sme uz spomenuli cyklicky mnohosten je konvexny obal n >
(d + 1) bodov na momentovej krivke. Vlastnostou cyklického mnoho-
stenu je, Ze je simplicialny.

Nech C(d, n) je cyklicky mnohosten v E4 s n vrcholmi, a teda kon-
vexny obal n bodov {M;, M, ..., M, } z momentovej krivky M (t) s pri-
slusnymi parametrami {¢y,ts,...,t,}. Nech Z je podmnozina mnoziny
indexov {1, 2, ...,n}, velkost mnoziny nech je k < %l a uvazujme poly-
noéom

r(t) = Tieglt — t)?
Tento polyném ma stupeir 2k < d a existuje bod H* v E¢ a realne &islo
ho, ktoré mozme pouzit v nasledujucom vztahu

7z(t) = H* - M(t) — ho
Polyném mz(t) je kladny a vykrati sa prave vtedy, ked t = ¢;,i € Z.
Nadrovina H definovana rovnicou

H*- X = hy

je potom nadrovinou opornou k C'(d, n) pozdlz (k—1)-steny conv({M;, i
Konvexny obal [ubovolnej podmnoziny k < %l vrcholov cyklického mno-
hostena C'(d,n) je stenou C(d,n), ¢o dokazuje nasledujicu vetu:

Veta: Cyklicky mnohosten s n vrcholmi ma (Z)(k: — 1)-stien, pre
kazde 0 < k < 4.

Uvazujuc dualitu cyklickych mnohostenov plati aj veta:

Veta: Pre Tubovolné é&slo n

(d + 1) existuje mnohosten v E¢
majici n (d — 1)-stien a presne (7)(d — k)

>
I -stien, pre vietky 0 < k < 4.

Tym sme dokézali, Ze cyklicky mnohosten C/(d, n) spliia horné ohra-
ni¢enie poctu stien.

O

Pocet k-stien cyklického mnohostena C'(d,n) vieme explicitne vy-
jadrit pomocou Vety 2. Vidime, Ze horné ohranicenie poc¢tu stien zavisi
len od poc¢tu vrcholov n a dimenzie d.

Veta 2: [3]
Pred>2a0<k<d-—1 plati:

filC(dm)) = 222 0 (02D (55 )

kde § =d — 2[d/2].

Kokrétne pre k = d — 1 plati:

€71}).
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fa1(C(d,n)) = (n_ntfj) + (n_ﬁ?ﬂ)

Priklad:
P fo i b fs
C(5,10) 10 45 100 105 42
C(5,20) 20 190 580 680 272
C'(5,30) 30 435 1460 1755 702
Zdroje:

[1] P. McMullen. The mazximum numbers of faces of a convex polytope.
Mathematika 17:179-184, 1970.

2] Jean-Daniel Boissonnat and Mariette Yvinec. Algorithmic Geometry
. Cyclic polytopes on pages 153-154, 1998.

[3] Louis J. Billera and Anders Bjorner. Face Numbers Of Polytopes
And Complezes. Theorem 15.53.4 on page 8, 1997.

g

CVICENIE 3.21 (15 bodov). Majme konecni neprazdnu mmnoZinu
bodov Q). Dokdzte, Ze dva od seba najviac vzdialené body su vrcholmi

conv(Q).

Riesenie (Kristina Lidayova, 28.10.2011):

Majme mnozinu bodov () a v nej 2 body, ktoré st od seba najviac
vzdialené. Ozna¢me ich ¢; a go. Zostrojme konvexny obal mnoziny @)
pouzitim algoritmu QUICKHULL. KedZe konvexny obal nie je zavisly od
vol'by suradnicovej sustavy, zvolme si takid, ktorej os = je rovnobezna
s priamkou prechadzajicou bodmi ¢, a gs.

Kedze bod ¢, je od bodu ¢; najviac vzdialeny neexistuje ziaden bod
x patriaci mnozine (), ktory by bol od bodu ¢; d'alej. To znamena, Ze
ziaden bod sa nenachéadza mimo kruhu k; daného stredom ¢; a polome-
rom |g1qz|. Z rovnakého dévodu sa Ziaden bod x € @) nenachadza ani
mimo kruhu ko daného stredom g3 a polomerom |g;q| (poz. obr. 3.72).

Podla algoritmu QUICKHULL najdeme bod a € () s minimélnou z-
siradnicou a bod b € () s maximéalnou z-suradnicou. Je vidiet, Ze body
a, b sa zhoduji s nasimi bodmi ¢y, ¢2. Z algoritmu QQUICKHULL vieme,
ze obidva tieto body a, b st vrcholmi konvexného obalu. Dokazali sme
teda, ze aj body ¢, g2, ktoré st s nimi totozné su vrcholmi konvexného
obalu.

4

CVICENIE 3.22. Dokdazte, Ze bod P nie je extremdlnym bodom kon-
vexnej mnoZiny C C E? s neprdzdnym vniitrom prdave vtedy, ak leZi v
nejakom trojuholniku s vrcholmi leZiacimi v C, ale sdm nie je vrcholom
tohto trojuholnika.

RieSenie (Jakub Misan, 18.11.2011):
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OBR. 3.72. Vymedzenie konvexného obalu kruhmi so
stredmi v dvoch najvzdialenesich bodoch konvexného
obalu a polomermi rovnymi vzdialenosti stredov.

OBR. 3.73. Bod P nie je extremalny

Bod P z konvexnej mnoziny C' sa nazyva extreméalnym, ak neexis-
tuji ziadne dva rozne body A, B € C také, ze P lezi na tsecke AB.
To znamena, 7ze nam stac¢i ukazat, ze ak bod P lezi v trojuholniku
P, P, P5 s vrcholmi leziacimi v C', pricom sam nie je jeho vrcholom, tak
potom nutne lezi medzi dvoma bodmi z C. Bod P moze v trojuhol-
niku nadobudat 2 roézne polohy. Moze lezat na jeho hrane alebo v jeho
vnutri. Pripad ked lezi na hrane je trividlny, pretoze vsetky jeho vr-
choly Py, P, P3 lezia v C' a P lezi medzi dvoma z nich. Teda P trivialne
nie je extremélnym bodom.

Co ak sa bod P nachédza vo vnutri trojuholnika? 7 vlastnosti kon-
vexnej mnoziny C' vieme, Ze ak nejaké dva body A, B patria mnozine
C, tak jej patria i vSetky body medzi nimi. Preto mnozine C' patria
vSetky body z hran trojuholnika P, P, P;. KedZe P sa nachadza v tro-
juholniku P; P, P, lezi nutne medzi nejakymi dvoma bodmi A, B jeho
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OBR. 3.74. Bod P lezi medzi bodmi P, a Ps

hranice ( takych dvojic je nekone¢ne vela ). Potom P lezi medzi dvoma
bodmi z C' a teda nie je extremalny.

OBR. 3.75. Bod P lezi medzi dvoma bodmi z hranice
trojuholnika P P, P3. Takito dvojica nie je len jedna.

U

CVICENIE 3.23 (35 bodov). Napiste podrobne procediru vytvdrania
horného konvexného obalu pre algoritmus udrZiavania konvexného obalu
v E2. Nezabudnite na vyvaZovanie stromu. Ilustrujte na priklade.

CVICENIE 3.24 (30 bodov). Napiste podrobne procediru inkremen-
tdlneho vytvdrania konvezného obalu v E?, ktory je optimdlny.

CVICENIE 3.25 (30 bodov). Napiste podrobne procediru inkremen-
tdalneho vytvdrania konvexného obalu v E3.



KAPITOLA 4

Proximita

CVICENIE 4.1 (45 bodov). Nech A a B si mnoZiny bodov v rovine,
kazdd ma n prvkov. Ndajdite dva nagblizsie body tak, Ze jeden je z A
a druhy z B. Ukdzte, Ze tento problém vyZaduje asponi Q(nlogn) ope-
rdacii. PouvaZujte, ¢i sa nieco zmeni v pripade, ak A a B si linedrne
separovatelné.

Riesenie (Dalibor Hrtanek, 19.11.2009):

Mame mnozinu A = {aj,...,a,} a mnozinu B = {by,...,b,}
(pozri obr. 4.1). Ulohu vyriesime metddou typu rozdeluj a panuj. Vy-
tvorime mnozinu S = AUB = {ay,...,a,,by,...,b,} a utriedime ju

lexikograficky podla y-ovej stradnice bodov (O(nlogn)). Mnozinu S
potom rozdelime vertikidlnou priamkou [ na dve polovice do mnozin S,
a So a v kazdej z nich rekurzivne nadjdeme riesenie. Priamka [ prechédza
cez median z z-ovych stiradnic mnoziny S (O(n)).

OBR. 4.1. vstupna mnozina bodov

V mnozine S; najdeme dva najblizsie body tak, Ze jeden je z A a
druhy z B, ich vzdialenost oznac¢ime §;. Ak S; neobsahuje ziaden bod
z A alebo ziaden bod z B, tak d; = oo, inak 0; = dist(p,q), kde p €
A A q € B s také, ze ich vzdialenost je najmensia spomedzi vSetkych
takych dvojic. Rovnako v mnozine S, najdeme dva najblizSie body
tak, Ze jeden je z A a druhy z B a ich vzdialenost ozna¢ime d, (pozri
obr. 4.2). Najmensiu z tychto vzdialenosti oznacime § = min{dq,ds}.

V kroku spajania ¢iastkovych rieSeni musime zistit, ¢i existuji také
dva body s; € S; N A a sy, € S; N B, ktorych vzdialenost 3 by bola
mensia ako 9, t.j. d3 = dist(s;,s2) < 0 (body na hranici). Budeme
prechédzat body z S; N A a zistovat ich vzdialenost od bodov z So N B.
Ak by sme museli prejst vSetky takéto body, tento krok by mal ¢asovi

119
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\

OBR. 4.2. rozdelenie roviny a ¢iastkové rieSenia

zlozitost O(n?). Vieme viak, Ze najmensia vzdialenost uz nemoéze byt
vicsia ako 9, takze pre kazdy bod p; € SN A, ktorého z-ova stradnica
je vacsia ako [ — 0, staci kontrolovat maximalne 6 bodov q; € Sz N B,
ktorych z-ové siradnica je menSia ako [+ a y-ova stiradnica je mensia
ako p;, +6 a vicsia ako p;,, — 0, kde p;,, je y-ova stradnica bodu p; (pozri
obr. 4.3,4.4). Su to tie body, ktoré su po priemete na deliacu priamku

vo vzdialenosti mensej ako ¢ od priemetu bodu p; a vieme ich ziskat v
case O(n).

n
L]

4
. . .

OBR. 4.3. oblast moznych kandidatov q;

OBR. 4.4. maximélny pocet kandidatov q;

Spomedzi tychto dvojic bodov p; a q; najdeme s; a sy také, Ze
03 = dist(sy,s2) < dist(p;,q;), Vi, j. Ak 03 < 9, tak s; a sy st najblizsie
také body, ze s; € A a sy € B a ich vzdialenost je d3. Ak neexistuje
ziaden bod p; alebo Ziaden bod q; alebo d3 > 0, tak najblizsie body st
body z ¢iastkového riesenia a ich vzdialenost je .
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Algoritmus rekurzivne rozdel uje rovinu zvislymi priamkami v strede
mnoziny, az kym nedojde k trivialnemu pripadu, kedy v podmnozine
S; zostani len dva alebo tri body. Ak su vSetky body z S; bodmi z
A alebo vsetky bodmi z B, tak najmensia vzdialenost bodov z S; ta-
kych, Ze jeden je z A a druhy je z B, §; = oco. Ak jeden bod z S;
je bodom z A, ozna¢me ho ag a zvysSny jeden (alebo dva) body su
z B, ozna¢me ich by (pripadne bq, bs), tak §; = dist(ag,by) (0; =
min{dist(ag, b1), dist(ag, b2)}). Analogicky, ak jeden bod z S; je bo-
dom z B, ozna¢me ho bg a zvysny jeden (alebo dva) body si z A,
ozna¢me ich a; (pripadne ay, az), tak §; = dist(bg, a;) (§; = min{dist(bg, a;), dist(bg, az)}).

Analyza Casovej zloZitosti:

Rozdelenie prebieha v ¢ase O(n). Spajanie ¢iastkovych rieseni vd aka
utriedeniu bodov na zaciatku algoritmu trva ¢as O(n). Rekurentny
vztah pre pocet krokov mozeme zapisat v tvare T'(n) = 27'(3) + O(n).
S vyuzitim hlavnej vety dostavame T'(n) = O(nlogn). Dolna hranica
casovej zlozitosti algoritmu je teda Q2(nlogn).

Ak st mnoziny A a B linearne separovatelné, tak existuje priamka,
ktora rozdeluje rovinu na dve polroviny tak, Ze v jednej sa nachadzaju
len body z A a v druhej len body z B. Problém najdenia dvoch najb-
lizsich bodov takych, Zze jeden je z A a druhy z B je v tomto pripade
totozny s najdenim vzdialenosti mnozin A a B. Aj pri tomto probléme
je nutné kontrolovat kazdy bod z A s kazdym bodom z B, ¢o pri pouziti
triedenia a metody typu rozdeluj a panuj vedie opéat k dolnej hranici
¢asovej zlozitosti Q(nlogn). [

Riesenie (Viktoéria Bakurova, 2.1.2010):Majme mnozinu A s prv-
kami aq, . ..a, a mnozinu B s prvkami by, ...b,. Hladame taka dvojicu
bodov a;, b;, ktoré st najmenej vzdialené spomedzi vSetkych moZnych
dvojic.

Najjednoduchsi sposob je najst pre kazdy bod z A najblizsi bod z B
a vybrat z tychto dvojic dvojicu s najmensou vzdialenostou. Zlozitost
takéhoto pristupu je O(n?). Této zloZitost nie je optimalna. Hladdme
algoritmus s menSou ¢asovou zlozitostou.

Pri rieseni daného problému vyuzijeme Voronoiove diagramy (VD)
a jeho vlastnosti. Zostrojme VD mnoziny A.Zoberme si lubovolny pr-
vok mnoziny B,nech je to prvok b,. Hladame Voronoiovu oblast, v
ktorej tento bod lezi. Nech je to V'(a;). Potom najblizsi bod mnoziny
A k bodu by, je generator tejto oblasti, t.j. prvok a;.

Ako najst oblast, v ktorej lezi b7

Zvolime si pristup s ¢asovou zlozitostou O(logn), kde n je pocet
prvkov mnoziny A. Majme zotrojeny VD tejto mnoziny. Hladdme najb-
1iz8i bod z mnoziny A k 'ubovolnému bodu ¢, t.j. Voronoiovu oblast,
v ktorej tento bod lezi.

Cez kazdy vrchol VD vedieme vodorovnu priamku. Tato priamka
rozdeli jednotlivé regiony na trojuholniky a lichobezniky.



122 4. PROXIMITA

Vodorovnymi priamkami sa rovina rozdely na vodorovné “pasy”. Ok-
rem toho kazdy z tychto “pasov” pretina hrany Voronoiovho diagramu
a tie st vzhladom na ne usporiadané.

Binarnym vyhladavanim cez y-ova suradnicu bodu ¢ najdeme teda
“pas”, v ktorom bod ¢ lezi a nasledne bindrnym vyhladavanim cez x-
ovu suradnicu aj hrany VD, medzi ktorymi bod ¢ lezi. V ¢ase O(logn)
teda méame Voronoiovu oblast, v ktorej bod ¢ lezi.

Tymto spdésobom najdeme pre kazdy prvok mnoziny B Voronoiovu
oblast, v ktorej dany prvok lezi a tym aj najblizsi prvok k tomuto
bodu z mnoziny A. Poslednym krokom je najst miniméalnu vzdialenost
spomedzi vsetkych vzdialenosti ndjdenych dvojic.

Algoritmus:

1) zostroj VD mnoziny A

2) pre kazdy prvok mnoziny Bnajdi Voronoiovu oblast, v ktorej lezi

3) spocita]j vzdialenost kazdého prvku z B a generatora oblasti, v
ktorej prvok lezi

4) z n vzdialenosti vyber minimum

5) mame 2 najblizsie prvky také, ze jeden je z A a druhy z B

Casové zlozitost:

1) zostrojenie VD: O(nlogn)

2) néajdenie oblasti pre jeden prvok: O(logn)

néajdenie oblasti pre n prvkov: O(nlogn)
3) spocitanie jednej vzdialenosti: O(1)
spocCitanie n vzdialenosti: O(n)

4) vyber minima: O(n)

Celkova casova zlozitost: O(nlogn)

Chceme ukazat, ze Q(nlogn) je dolné ¢asova zlozitost problému.

Najprv si ukdzeme, ze pre danych n bodov roviny urcit, ktory je
najblizsie k zadanému bodu ¢, si vyzaduje ¢as aspon Q(logn). Je jasné,
7e z toho potom vyplyva, Ze rieSenie nasho problému si vyzaduje cas
aspon (nlogn).

Pri probléme vyhladania najbliz§ieho suseda budeme vychadzat z
binarneho vyhladavania. Nech mame danych n realnych ¢isel x4, ..., 2,
a dané ¢islo x.Chceme najst prvok k nemu najblizsi z danej mnoziny.
Najjednoduchsi pristup je pouzitie bindrneho vyhladévania, ktorého
dolna ¢asova zlozitost je Q(logn). Tento problém je vlastne jednoroz-
mernou verziou nasho povodného problému — vyhladanie najblizsieho
prvku v rovine, preto dolna ¢asova zloZitost Q(logn) je aj dolnou ¢a-
sovou zlozitostou rovinnej verzie.

Nech teraz vieme, ze A, B st linearne separovatelné. Urobme taku
transforméciu roviny, aby sa body mnozin A a B dali oddelit vodo-
rovnou priamkou a mnozina B lezala “nad” mnozinou A. Najdeme bod
VD mnoziny A s maximéalnou y—ovou siradnicou a vodorovnii priamku
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vedieme cez tento bod. Vsetky prvky mnoziny B lezia nad touto priam-
kou, preto ak hladdme pre nejaky bod b; Voronoiovu oblast, v ktorej
lezi, stac¢i nam prehladat jeden “pas”, v ktorom tento bod urcite lezi.
V najhorSom pripade sa ¢asova zlozitost algoritmu nezmeni aemphni
vtedy, ked st mnoziny A, Blinearne separovatelné. [

CVICENIE 4.2 (30 bodov). Nech A a B si dve mnoZiny bodov v
rovine. PouZite Voronoiov diagram na zistenie hodnoty

min min dist(a, b)
ac€A beB

v case O(nlogn), kde n = |A| + |B|.

RieSenie (Viktoria Bakurova, 22.12.2009):Nech mnozina A ma i
prvkov, ozn. a,...a; a mnozina B ma j prvkov, ozn. by, ...b;, pricom
t+j=n.

Zostrojme Voronoiov diagram mnoziny A. Pre kazdy bod z mnoziny
B néajdeme oblast tohoto VD, do ktorej patri a tym aj najblizsi prvok
z mnoziny Ak bodu z B.Takto ndjdeme j dvojic, z ktorych vyberieme
minimum.

Nasli sme minmin dist(a, b).
ac€A beEB
Ako najst oblast VD, do ktorej patri bod ¢?

Zvolime si pristup s ¢asovou zlozitostou O(logn), kde n je pocet
prvkov mnoziny, ktorej VD méame zostrojeny. Hladame najblizsi bod z
tejto mnoziny k Tubovolnému bodu ¢ t.j. Voronoiovu oblast, v ktorej
tento bod lezi.

Cez kazdy vrchol VD vedieme vodorovnu priamku. Tato priamka
rozdeli jednotlivé regiony na trojuholniky a lichobezniky.

Vodorovnymi priamkami sa rovina rozdely na vodorovné “pasy”. Ok-
rem toho kazdy z tychto “pasov” pretina hrany Voronoiovho diagramu
a tie st vzhladom na ne usporiadané.

Binarnym vyhladavanim cez y—ovu suradnicu bodu ¢ najdeme teda
pas”, v ktorom bod ¢ lezi a nasledne bindrnym vyhladavanim cez x-
ovu suradnicu aj hrany VD, medzi ktorymi bod ¢ lezi. V ¢ase O(logn)
teda méame Voronoiovu oblast, v ktorej bod ¢ lezi.

Tymto spdésobom najdeme pre kazdy prvok mnoziny B Voronoiovu
oblast, v ktorej dany prvok lezi a tym aj najblizsi prvok k tomuto bodu
z mnoziny A.

Algoritmus:

1) zostroj VD mnoziny A

2) pre kazdy prvok by, k=1,...j, mnoziny B najdi Voronoiovu ob-
last, v ktorej lezi a spocitaj vzdialenost b, od generatora

3) z najdenych vzdialenosti vyber minimum

Casova zlozitost:

1) zostrojenie VD: O(ilog)

2) najdenie oblasti pre jeden prvok: O(logi)

13
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najdenie oblasti pre j prvkov: O(jlogi)
spocitanie jednej vzdialenosti: O(1)
spocitanie j vzdialenosti: O(j)
3) vyber minima: O(j)
Celkova casova zlozitost: O((i + j) logi) = O(nlogn) [

CVICENIE 4.3 (30 bodov). Popiste algoritmus na trianguldciu lubo-
volného n-uholnika, tak aby jeho zloZitost bola O(nlogn).

Riesenie (Matej Hudak, 25.11.2010):

Problém triangulacie spociva v prerozdeleni urcitej oblasti na jedno-
duché ¢asti (primitivy). V jednoduchom pripade, v rovine, je na vstupe
n-uholnik a cielom je rozdelit ho na trojuholniky (poz. obr. 4.5).

OBR. 4.5. VIavo n-uholnik, vpravo jeho triangulacia

Hladame algoritmus, ktorého zlozitost bude O(nlogn). Nas algo-
ritmus rozdelime na dva kroky:

(1) ukdzeme ako triangulovat monotonny n-uholnik
(2) ukdzeme ako konvertovat Tubovolny n-uholnik na monoténne
mnohouholniky v z-ovom smere

Zlozitost prvého algoritmu je O(n) a druhého O(nlogn), z ¢oho vy-
plyva, ze celkova zlozitost nasho algoritmu je O(nlogn).

Triangulacia mnoziny bodov v rovine je hranovo maximalny pla-
narny graf, dany n vrcholmi. Ako Struktiru na précu s tymto algo-
ritmom si mozeme zvolit DCEL (double-connected edge list), kde je
kazda entita zlozena z vrcholov, hran a trojuholnikov, pricom kazda
entita je spojena so susediacim elementom.

Monoténny n-uholnik

Lomen4 ¢iara C' je monoténna vzhladom na priamku L, ak Tubo-
volna priamka kolmé na L ma prienik s C' najviac v jednom bode.
N-uholnik P sa nazyva monotonny vzhladom na priamku L ak jeho
hranicu P mdzeme rozdelit na dve lomené Ciary, ktoré st monoténne
vzhladom na priamku L.
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o
v PN =

OBR. 4.6. Zlava doprava, nemonoténny mnohouholnik,
pridanie diagonal, rozdelenie na monoténne mnohouhol-
niky

Na obr. 4.6 vlavo je nm-uholnik, ktory nie je monoténny. Prida-
nim diagonal rozdelime n-uholnik na monoténne c¢asti. Monoténnost
n-uholnikov budeme urcovat vzhladom na z-ovi os a budeme ich na-
zyvat horizontalne monoténne. Test na monoténnost (obr. 4.7) mno-
houholnika urobime nasledovne:

e nijdeme najlavejsi a najpravejsi vrchol (min a max x-ové st-
radnice) v ¢ase O(n)

e tieto vrcholy rozdelia n-uholnik na dve lomené ¢iary, hornu a
dolnt

e prechodom zlava doprava po kazdej z lomenych ¢iar testujeme,
¢i st x-ové stiradnice vrcholov neklesajice, pricom to zaberie
¢as v najhorsom pripade O(n)

OBR. 4.7. Test na monoténnost v x-ovom smere

Triangulacia monoténneho n-uholnika
Monoténny n-uholnik mézeme triangulovat jednoduchou variaciou

rovinnej zametacej metody. Zacneme predpokladom, Ze vrcholy n-uholnika

boli usporiadané podla x-ovych stradnic. Potom nepotrebujeme trie-
dit, ale stac¢i ak pouzijeme vrchnu a spodnu lomenu ¢iaru z predché-
dzajuceho testu monotoénnosti.
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OBR. 4.8. Triangulacia monoténneho mnohouholnika

Tieto dve lomené ¢iary zla¢ime v ¢ase O(n). Postup triangulacie
na obr. 4.8 je zalozeny na prechode lomenou ¢iarou n-uholnika. Pre-
chadzame zlava doprava a postupne priddavame diagonaly. Ocividne
pridanie prvej diagonély nastane az ked prejdeme tri vrcholy. Pridanie
dalgich diagonal robime po prekro¢eni dalsieho vrchola.

Vrcholy si uchovavame v poli spolu s informéaciou, ktorej lomenej
¢iare dany vrchol patri. Z testu o monoténnosti si pamatame maxi-
malnu z-ovu suradnicu. Predpokladame, Ze kazda z lomenych ¢iar ob-
sahuje aspon dve ¢asti. Vrchol v[i] je prave spracovavany.

Postup moézeme opisat nasledujicim pseudokédom:
int i =0;
vrchol u = v[0];

while(v[i] .x != max)do
{

If (prvyPripad)

{

pridajDiagonaly(v[i], v[i-1], w);
u = v[i-1];

}

else if(druhyPripad)

{
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pridajDiagonaly(v[i], v[i-1], uw);
}

i++;

b

Rozhodnutie pridania alebo nepridania diagonaly méa dva Specialne
pripady (pozri obrazok 5):

(1) v; lezi v opacnej lomenej ¢iare ako v;_;:
V tomto pripade priddme diagondly spojenim v; s kazdym vr-
cholom lomenej ¢iary az spatne k vrcholu u. V tomto pripade
vrchol v[i] je viditelny z vrcholov, s ktorymi sa prave spaja
lomenou ¢iarou, vzhladom na tvar vrchnej a spodnej lomenej
¢iary a monotoénnosti n-uholnika.

(2) v; lezi v rovnakej lomenej Giare ako v;_1:
V tomto pripade pridame diagonaly spojenim v; postupne so
vSetkymi vrcholmi v tej istej lomenej ¢iare, az kym nenastane
pripad, Ze v; nie je viditelny z niektorého predchadzajuceho vr-
chola. M6zu nastat dva pripady, ktoré si na obrazku 5. Vdaka
monoténnosti v z-ovom smere a tvare lomenych ¢iar, do konca
prechodu pride vrchol z opac¢nej lomenej ¢iary.

Analyza zloZitosti:

Usporiadany zoznam vrcholov vieme konstruovat v ¢ase O(n) po-
mocou zlucenia. Test na pridanie / nepridanie diagonaly trva O(1) a
pridanie dal8ej diagonély vieme spravit v konStantnom c¢ase. Kedze
diagonal v triangulacii je n — 3, cely tento postup trva O(n).

Vil Vi

OBR. 4.9. Specialne pripady

Rozdelenie T'ubovol'ného n-uholnika vzhl'adom na monotén-
nost

Ako teda pouzijeme predchédzajici algoritmus na triangulaciu l'u-
bovolného n-uholnika? Pomocou predspracovania. To ¢o spravime je
jednoducho predspracovanie n-uhonika s vysledkom mozného preroz-
delenia na monoténne mnohouholniky:.

Na tento postup pouzijeme tiez jednoduchu zametaciu metodu.
Vsimnime si, Ze poruSenie monoténnosti n-uholnika v z-ovom smere
nastava ak v niektorom vrchole je vnitorny uhol vacsi ako 180°. Na-
vySe hrany vychadzajuce z tohto vrcholu lezia bud obidve v vlavo,
alebo obidve vpravo. Prvy pripad nazveme zlucovany vrchol a druhy
bude rozdelovany vrchol.
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Nasou metdédou zametania zlava doprava pridavame diagonaly vset-
kym rozdelovanym vrcholom. Opa¢nou metédou zametania zprava do-
[ava pridame diagonaly vSetkym zlu¢ovanym vrcholom.

=

p;)ni v(es)

OBR. 4.10. Zametacia metdda, druhy vrcholov

Vezmime si rozdelovany vrchol v (obr. 4.10 vlavo). Ak sa pomocou
zametania dostaneme k tomuto vrcholu tak existuje hrana e, nad tymto
vrcholom a hrana e, pod nim. Tu sa musime starat o vrchol, ktory je
viditelny z kazdého rozdelovacieho vrchola, ktory moze lezat medzi e,
a ep. Kvoli tomu budeme osvetlovat vrcholy smerom dole. Na obrazku
st takto osvetlené vrcholy oznacené bielou farbou. Tieto vrcholy st
vertikalne viditeIné. Potom nech vrchol u je vrchol s najvacSou x-ovou
suradnicou spomedzi vertikdlne viditelnych vrcholov. Vrchol u je vi-
diteIny zo vSetkych vrcholov, ktoré mozu lezat na zametacej priamke
medzi e, a e,. Pomocny vrchol (na obr. 4.10 vpravo) je vrchol s najvac-
Sou x-ovou suradnicou a vertikalne viditeIny na lomenej ¢iare medzi e,
a ep. Tieto pomocné vrcholy sa budu pocas prechodu menit.

Struktira zametacia priamka obsahuje zoznam hréan, ktoré pretne
zametacia priamka pri prechode. Kazdym dalsim posunutim aktuali-
zujeme tieto hrany. Ak tu zvolime reprezenticiu vyvazenym binarnym
stromom, operécie ako insert, delete, find budua v ¢ase O(logn). Pri
prechadzani n-uholnikom budeme spajat kazdy rozdelovany vrchol a
pomuv(e,). Pracovat budeme s koncovymi vrcholmi hran. Existuje 6
moznych pripadov koncovych vrcholov v(poz. obr. 4.11):

(1) rozdel'ovaci vrchol:
Néjdeme v zametacej priamke hranu, ktora lezi nad v. Pridame
diagonalu spéjajicu v a pomv(e). Aktualizujeme zametaciu
¢iaru a do pom v priradime v.
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(2) zlu€ovaci vrchol:
Néjdeme v zametacej priamke dve hrany incidentné k v a zma-
zeme ich. Vrchol v bude novy pom v hrany, ktora lezi priamo
nad zmazanymi hranami.

(3) startovaci vrchol:
Vlozime hrany tohto vrcholu do zametacej priamky. Pomwv
vysSej hrany bude v.

(4) koncovy vrchol:
Vymazeme obe hrany zo zametacej priamky.

(5) vrchol leziaci na vrchnej lomenej ¢iare:
V zametacej priamke vymenime lavii hranu za prava hranu.
Vrchol v bude novy pom v tejto pridanej hrany.

(6) vrchol leziaci na spodnej lomenej ¢iare:
Podobne ako predchadzajici pripad, ale vrchol v bude novy
pom v hrany ktoré je priamo nad vymenenou hranou v zame-
tacej priamke.

Nakoniec v pripadoch 4,5, 6 otestujeme, ¢i je pom v je zlu¢ovaci vrchol
a ak édno tak pridame diagonélu.

> ...... v‘< >v v’<>v :-\e\v./e

OBR. 4.11. Rozne pripady

Analyza zloZitosti:

Tento zametaci algoritmus bezi v ¢ase O(logn) pre kazdy kontro-
lovany vrchol. Tych je tu n, ¢ize ¢as zlozitosti rozdelenia n-uholnika
na monoténne mnohouholniky je O(nlogn). Délezité je, Ze pri preroz-
deleni n-uholnika na monoténne mnohouholniky nevytvarame viac ako
n novych vrcholov. Kedze zlozitost algoritmu na triangulovanie mo-
noténneho mnohouholnika v z-ovom smere je O(n) a jeho pouzitie v
nasom pripade bezi v O(2n), plati, Ze celkova zlozitost je O(nlogn).

O

CVICENIE 4.4 (40 bodov). Popiste algoritmus vyhladania najblizse)
dvojice bodov v rovine metodou delenia roviny a odhadnite jeho zloZitost.

RieSenie (DuSan Pacal, 21.12.2008):
Na vstupe mame mnoZinu bodov P C E2. Body sti usporiadané
lexikograficky najprv podla z-ovej, potom podla y-ovej suradnice.
Hladédme taka dvojicu bodov z P, Ze ich vzdialenost je minimélna.
Nas algoritmus bude pracovat nasledovne:
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e rozdelime rovinu na dve ¢asti (pozri obr. 4.12)

e v kazdej z Casti najdeme rieSenie (pozri obr. 4.13)

e spojime Casti a zistime ¢i je rieSenie spravne, ak nie najdeme
ho v okoli hranice spojenia

OBR. 4.12. rozdelime rovinu

74

OBR. 4.13. najdeme riesenie v kazdej casti

V prvom kroku najdeme priamku, ktoréa rozdeli rovinu na dve pol-
roviny, v ktorej bude rovnaky pocet prvkov, pripadne v jednej z nich
bude o jeden prvok viac. Ziskame takto dve mnoziny:

Pr = {$j7j > n/2}
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OBR. 4.14. okolie sirky d

V kazdej z mnozin najdeme najbliz§iu dvojicu ak je pocet prvkov v
mnozine 2 alebo 3. Vzdialenosti najblizsich dvojic ozna¢me d;, d,. N&s
vysledok bude d = min(d;, d,.).

Ak je v mnozine viac ako 3 body, budeme ju delit.

Dolezity je krok v ktorom budeme jednotlivé ¢asti roviny spéajat.

Musime rozhodnut, ¢i existuje dvojica p, q, také, ze p € P, q € Pg
a [pg| < d.

Kol'ko bodov musime otestovat na dant podmienku? Ak by sme
testovali kazdy bod z kazdym, viedlo by to k zlozitosti O(n?). Tomuto
sa chceme vyhnut.

Nech @4, Q> st oblasti Sirky d po oboch stranach deliacej priamky
(pozri obr. 4.14).

Testovat musime iba body, ktoré st vnitri tychto oblasti. Moze vsak
nastat pripad, ze vSetky body z P;, budu v (J; a rovnako aj na druhej
strane, ¢o nas opéat privadza ku kvadratickej zlozitosti. Pre jeden bod
z (Q1 vSak nemusime testovat celu oblast (),, sta¢i sa ndm pozriet len
na obdlznik d x 2d (pozri obr 4.15).

Kolko bodov bude vnitri obdlznika? KedZze ziadne dva body ne-
mozu byt blizsie ako d, v obdlzniku bude najviac 6 bodov (pozri obr 4.16).
Zlozitost tohto kroku je 6 - O(n/2) € O(n). Potrebujeme vsak vediet
ktorych 6 bodov to bude. Budu to tie body, ktoré s po priemete na
deliacu priamku vo vzdialenosti mensej ako d od priemetu bodu z ;.
Zaujimaja nés teda len y-ové stradnice. VSetky tieto body vieme ziskat
v case O(n).

Takymto algoritmom vieme najst najblizsiu dvojicu bodov v rovine
v ¢ase O(nlogn). 0
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OBR. 4.15. testujeme len body vnitri obdlZnika

[ ] L]
®----- ®---------- S
] ®

OBR. 4.16. v obdlzniku je najviac 6 bodov

CVICENIE 4.5 (25 bodov). Dokdzte, alebo vyvrdtte turdenie: ,hrana
u,v patri do Delunayovej trianguldcie mnoZiny M prdve vtedy, ak exis-
tuje kruh, ktory okrem bodov u,v neobsahuje Ziadne iné body mnoZiny
M. Uvazujte ako je to v pripade, ked nepripistame kocirkuldrne Stvo-
rice bodov v mnozine generdtorov.

RieSenie (Marian Mari¢ak, 13.11.2008):Dokazeme dve implikacie
(uvazujeme pre |M| > 3).

<: Majme prézdny kruh so stredom z (ozna¢me ho C(x)), na kto-
rého hranici lezia w a v. Chceme ukazat, ze (u,v) € DT (M). V&im-
nime si, ze x lezi v prieniku Voronoiovych oblasti V(u) a V(v), teda
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OBR. 4.17. Prazdny kruh so stredom na hrane Voroni-
ovho diagramu duélnej ku hrane Delaunayovej triangu-
lacie.

x € V(u) NV (v). Oznacme V(u) NV (v) ako e. KedZe na hranici C(z)
okrem u a v nelezia Ziadne body, mézeme posunit x o maly kisok po-
zdlz e, pricom C(x) bude stale obsahovat iba u a v. Z toho vyplyva,

ze x lezi na Voronoiovej hrane medzi oblastami V(u) a V(v), a teda
(u,v) € DT (M).

=: Ak st dva vrcholy susedné (je medzi nimi hrana) v Delaunayovej
triangulacii, potom st susedné aj ich oblasti vo Voronoiovom diagrame.
Takze ako stred nasho kruhu méZzeme zobrat Tubovolny bod x vo vnutri
hrany medzi tymito oblastami. Takto bude mat x rovnaki vzdialenost r
od u aj od v. Potom kruh s polomerom r a stredom z nebude obsahovat
Ziadne iné body okrem u a v (pozri obr. 4.17).

g

RieSenie (Marta Reznakova, 15.11.2008):

(1) Dokézme tvrdenie: Ak patri hrana u,v do Delunayovej trian-
gulacie mnoziny M, tak existuje kruznica, ktora okrem bodov
u, v neobsahuje ziadne iné body mnoziny M.

To, 7ze hrana wu,v patri do Delunayovej triangulacie zna-
mené, ze existuje kruznica opisana trojuholniku, ktorého stra-
nou je prave hrana wu, v taka, ze obsahuje iba vrcholy daného
trojuholnika.
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Vezmime si teda hranu u, v. Vieme, Ze existuju kruznice kq
a ky (v pripade, Ze hrana u,v bude lezat na hranici triangu-
lacie, po¢itame iba s jednou kruznicou) také, ze okrem hrany
u, v obsahuje kazda uz len jeden bod. Pre kazda kruznicu opi-
sanu hrane w,v pritom plati, Ze jej stred lezi na norméle n
hrany u, v prechadzajuicej jej stredom. Ak chceme teda najst
takt kruznicu £, ktora bude obsahovat iba hranu u, v, jej stred
bude lezat na normale n ohranicenej stredmi kruznic ky a ks.
Najmensia takato kruznica je taka, ktorej stred lezi priamo na
hrane wu, v.

Ak by teda pre obe kruznice k; a ky v Delunayovej triangu-
lacii lezal ich stred na hrane u, v, nedokéazali by sme uz zostrojit
takt kruznicu k, ktora by okrem hrany w,v uz ziadne iné tt-
vary neobsahovala, no zaroven by sme porusSili podmienku o
nekocirkularite bodov.

Znamené to teda, ze ak hrana wu,v patri do Delunayove;j
triangulacie, vieme najst taka kruznicu k, ktora okrem bodov
u, v neobsahuje ziadne iné body mnoziny M.

Dokazme tvrdenie: Ak existuje kruZznica, ktord okrem bodov
u, v neobsahuje ziadne iné body mnoziny M, tak hrana wu,v
patri do Delunayovej triangulacie mnoziny M.

Ukézali sme si uz, ze najmensia kruznica k taka, ze ok-
rem bodov wu,v neobsahuje ziadne iné body, je kruznica so
stredom v strede hrany u,v. Cheme teraz dokéazat, Ze existuje
také kruznica, ktord okrem bodov u, v obsahuje prave jeden
bod z mnoziny M.

Predpokladajme, ze vieme néjt taka kruznicu kq, ktora by
okrem bodov u, v obsahovala aspon dva dalsie body z mnoziny
M. Existuju dve moznosti usporiadania tychto bodov (okrem
bodu, ktory by spolu s bodmi u, v tvoril trojuholnik), a sice
body, ktoré by lezali vnutri kruznice, alebo body na kruznici.
KedZe ide o generatory a je dana podmienka o nekocirkularite
generatorov, ostava nam iba prvy pripad.
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Ak bod z mnoziny M lezi vnuatri kruznice kq, vieme néjst
takt kruznicu ko s polomerom mensim ako ki, ktorej stred
bude lezat na normale n posunuty v smere vektora s = (stred
hrany u, v - stred kruznice k;). Vieme, zZe kruznica ks uz body
leziace priamo na kruznici k; (okrem bodov u, v) neobsahuje.
Znamena to teda, ze ak by kruznica k; obsahovala bod A, ktory
by nebol priamo na nej, vieme najst taka kruznicu ks, ktora by
prechadzala bodmi u, v a bodom A. V pripade, ze by kruznica
k1 obsahovala viac bodov, vieme sa postupne dopracovat k
takej kruznici, ktora bude obsahovat uz len jeden bod.

[k,
A

¥ n

Vieme, Ze existuje kruznica k, ktora obsahuje iba body u,v.
Tato kruznica je tiez jednou z kruznic ko, ktoré ziskame po-
sunutim. Inymi slovami, ¢ast kruznic k; a ky oddelenych nad-
rovinou u, v, na opacnej strane ako stredy kruznic, s mensie
ako takato cast kruznice k.

Ak teda budeme postvat kruznicu ks, na opacnej stranehrany
u,v ziadne body nebudu kym by sme tymto sposobom nedos-
tali kruznicu k. Pri dalSom posunuti by sme teda riesili uz
pripad na opac¢nej strane hrany u, v.

4

CVICENIE 4.6 (50 bodov). Dokdzte, alebo vyvrdtte tvrdenie: "Na
strazenie lubovolného n-uholnika staci g strdazcov.”

RieSenie (Jana Hlinkova, 14.11.2008):
Tvrdenie plati iba pre jednoduché mmnohouholniky. Obrazok 4.18
znazornuje priklad "nejednoduchého'"n-uholnika, na strazenie ktorého
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OBR. 4.18. Ukazka nejednoduchého mnohouholnika, na
ktorého strazenie treba viac ako |3 | strazcov.

je potrebnych viac ako |%] strazcov. Dalej teda pojmom n-uholnik
budem oznacovat iba jednoduché mnohouholniky.

Problém strazenia je znamy ako problém galérie (Art Gallery Prob-
lem). Victor Klee ho formuloval nasledovne: "Nech pédorys galérie tvori
mnohouholnik s n vrcholmi (/hranami). Aky je minimalny pocet straz-
cov (vyjadreny ako funkcia n-ka), ktory staci na strazenie galérie?"

Teda hladdame minimélny pocet strazcov, ktori ustrézia hocijaky
mnohouholnik s n vrcholmi. Strazcovia si reprezentovani bodmi a vidia
do 360° okolo seba. Ustrazenie mnohouholnika znamen4, ze kazdy bod
vnitra mnohouholnika je viditeIny asponi pre jedného strazcu. Bod x
je viditelny pre strazcu (bod) y, ak vnutro tsecky, ktora ich spaja, lezi
celé vo vnutri daného mnohouholnika.

O probléme galérie (a teda aj dokaze tvrdenia) som ¢itala skor, ako
som sa rozhodla tento priklad riesit, preto sa nebudem snazit vymys-
liet vlastny dokaz, ale uvediem dokaz podla Steva Fiska (z poznamok
Design and Analysis of Computer Algorithms, David M. Mount).

V dokaze sa vyuziva triangulacia a farbenie grafov. Preto najprv
napiSem niekol’ko pomocnych tvrdeni.

DEFINICIA 4.1. Nech P je n-uholnik. Trianguldciou n-uholnika P je
takd plandrna subdivizia P, ktorej vrcholy su vrcholmi P a vsetky steny
su trojuholniky. (A vsetky hrany si bud hranami P alebo diagondlami
P, hovorime tomu aj simplicidlny komplez).

LEMA 4.1. KaZdy n-uholnik md trianguldiciu s n — 3 diagondlami a
n — 2 trojuholnikmia.

Toto tvrdenie sa da jednoducho dokazat matematickou indukciou.
Nech n = 3, potom tvrdenie trivialne plati (triangulaciou trojuholnika
je jeden trojuholnik s nula diagonalami). Nech teda n > 4. Takyto
n-uholnik mé diagonélu. (Toto je netrividlne topologické tvrdenie, kto-
rého dokaz presahuje ramec takéhoto prikladu.) Téato diagonéla rozdeli
n-uholnik na dva mensie mnohouholniky, jeden s n; a druhy s ny vr-
cholmi, pricom ny; + ny = n + 2, lebo vrcholy diagonaly obsahuji oba
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mnohouholniky. Tieto mnohouholniky maja triangulaciu s n; — 2 a
ne — 2 trojuholnikmi. Obe triangulacie st disjunktné, teda triangulé-
cia povodného n-uholnika méa (ny —2) + (g —2) = ny +ng — 4 =
n+ 2 —4 = n — 2 trojuholnikov. Podobne sa dé& dokézat aj tvrdenie o
pocte diagonél.

LEMA 4.2. Trianguldcia n-uholnika je plandrny graf. (Vrcholmi grafu
su vrcholy n-uholnika, hranami grafu su hrany trianguldcie n-uholnika.)

Jednoduchy n-uholnik je planarny graf. Triangulaciou pridavame
iba nepretinajuce sa diagonaly, a teda graf ostava planarny.

LEMA 4.3. Plandrny graf md vrcholové Stvorfarbenie.

Toto tvrdenie necham bez dokazu (dokaz sa da néjst v textoch z
teorie grafov). Dokaz tohoto tvrdenia je naro¢ny. Bol znamym motorom
rozvoja teodrie grafov.

LEMA 4.4. Graf zodpovedajici trianguldcit n-uholnika vieme zafar-
bit 3 farbami.

Tvrdenie sa d& dokazat pomocou indukcie. Trojuholnik (n = 3) mé
ocividne trojfarbenie. Nech teda n > 4. Triangulécia n-uholnika (ktory
je jednoduchy mnohouholnik bez dier) obsahuje aspon jeden trojuhol-
nik, ktorého dve hrany st hranami hranice tohto n-uholnika. Ked ta-
kyto trojuholnik odoberieme, dostaneme triangulaciu (n — 1)-uholnika,
ktord podla indukéného predpokladu ma trojfarbenie. Vratime odo-
brany trojuholnik naspéat. Dva jeho vrcholy st uz ofarbené (lebo boli
sucastou uz ofarbeného (n—1)-uholnika). Na ofarbenie tretieho vrcholu
pouzijeme zvysnu tretiu farbu. Takto sme pévodny n-uholnik ofarbili
tromi farbami. (Obréazok 4.19.)

OBR. 4.19. Triangulacia n-uholnika s oznacenym odo-
bratelnym trojuholnikom. Trojfarbenie (n — 1)-uholnika.
Pridanie odobraného trojuholnika a zvolenie strazcov.

LEMA 4.5. V trojfarbent grafu trianguldcie n-uholnika existuje farba,

ktorou je ofarbengjch najviac |5 | vrcholov.
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Ak by bolo kazdou farbou ofarbenych asponi % + 1 vrcholov, po
s¢itani by sme dostali viac ako n vrcholov, ale graf mé n vrcholov, a
tak by sme prisli k sporu.

Teraz uz mozeme jednoducho ukézat, Ze na strazenie n-uholnika
staci | 5] strazcov. Za strazcov zvolime vrcholy ofarbené farbou, kto-
rou je ofarbenych najviac [%] vrcholov (z predchadzajtceho tvrdenia
vieme, ze takato farba existuje). V kazdom trojuholniku triangulacie je
vrchol ofarbeny touto farbou (lebo na ofarbenie trojuholnika potrebu-
jeme vSetky tri farby). Vrchol trojuholnika vidi na vSetky body tohto
trojuholnika. A teda strazcovia spolu vidia na vSetky body v n-uholniku

n

a je ich najviac | %] O

Riesenie (Pavol Belusko, 18.11.2008):Tvrdenie plati pre jednodu-
chy mnohouholnik. V nasledujicom texte budem pod pojmom mnoho-
uholnik chépat prave takyto mnohouholnik. Dokaz:

(1) Zostrojme triangulédciu mnohouholnika (konstrukény dokaz jej
existencie je v cviceni 5.7).

(2) Triangulaciu mozno povazovat za planarny graf, ktorého vr-
choly st vrcholy n-uholnika a hrany sa strany trojuholnikov.
Tento graf zafarbime troma farbami. UkéZeme, Ze takéto ofar-
benie je mozné uskutocnit. Zostrojme dualny graf triangulacie,
pricom vynechajme vonkajsiu oblast. Tento graf je strom. Ne-
obsahuje cyklus (pretoze potom by mnohouholnik obsahoval
dieru) a je suvisly (vSetky trojuholniky st prepojené). Vez-
mime jeden trojuholnik triangulacie. Ofarbime jeho vrcholy.
Tento trojuholnik je korennom stromu. Farbime prechadzanim
stromu do Sirky. V nasom strome otec indukuje ofarbenie syna,
pretoze otec je ofarbeny skor ako syn a zdielaji spolo¢nu
hranu (tj. 2 vrcholy z 3 uz su ofarbené). Postupujeme smerom
k este neofarbenym trojuholnikom, takze moézme ofarbovat.
KedZe strom neméa cyklus, nestane sa ani, Ze by sa stretli dve
vetvy ofarbovania, ktoré by vyustili v konflikt v ofarbovani
(napr. dva rozne trojuholniky by indukovali rézne ofarbenie
ich spolo¢ného suseda). Ofarbenie triangulacie tromi farbami
je teda mozné zrealizovat.

(3) Najzriedkavejsia farba sa nevyskytuje viac nez |n/3|-krat. Ak
by tomu tak nebolo, kazda farba by sa vyskytovala aspon
([n/3] + 1)-krat a (3 x (|n/3] + 1)) > n, teda nemali by
sme dostatok vrcholov.

(4) Do vrcholov oznacenych najzriedkavejSou farbou osad me straz-
nikov. Takyto vrchol (straznik) vidi vSetky vrcholy (aspon jed-
ného) trojuholnika, ktorého je vrcholom. Kazdy trojuholnik
ma vrcholy ofarbené v8etkymi 3 farbami, ¢ize aj najzriedkavej-
Sou, straznici spolu teda vidia vSetky vrcholy mnohouholnika.
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OBR. 4.20. Ofarbena triangulacia a dualny graf s o¢is-
lovanymi vrcholmi podla ich hlbky

P

OBR. 4.21. Bod y je priamo viditelny z bodu z, bod z
uz nie je.

Z toho vyplyva, Ze na strazenie Tubovolného n-uholnika naozaj staci
n/3 strazcov.

Je vhodné este ukazat, ¢i na strdzenie vo vSeobecnosti nestaci menej
nez n/3 straznikov. Toto v8ak mozno vyvratit na trividlnom priklade
pre n = 3.n/3 = 1, ale menej ako 1 straznik samozrejme nestaci. Lahko
sa d& najst aj komplikovanejsi kontrapriklad pre vacsie n. 0

RieSenie (Elena Duskova, 20.11.2008):

Uvazujeme n-uholnik bez samopriesekov a dier. Nasi strazcovia si
nehybny a maji schopnost siicasne vidiet 360° okolie, no ich pohlad je
ohrani¢eny stenami miestnosti (hranami n-uholnika). Cize strazca ma
pod dohladom v8etky body, na ktoré ma priamu viditelnost (obr. 4.21).

Lubovolny konvexny alebo hviezdicovy mnohouholnik (obr. 4.22)
sa da ,ustriehnut* jedinym strazcom, lebo celé vnutro je viditelné z
jedného bodu (takychto bodov moze byt viac -— pri konvexnych n-
uholnikoch st to vSetky body polygénu, pri hviezdicovych je to prienik
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OBR. 4.22. Hviezdicovy polygén s oblastou, do ktorej
treba umiestnit strazcu, aby ustrazil cely polygon.

OBR. 4.23. Jedna z moznych triangulacii polygénu P.

vnutornych polrovin). Trojuholnik (najmensi konvexny mnohouholnik)
presne splia hranicu zo zadania (n = 3, pocet strazcov — 1). Pri kon-
vexnych n-uholnikoch (n > 3) alebo hviezdicovych mnohouholnikoch
je pre n hran takisto postacujuci 1 strazca, ¢o uréite splita podmienku
jednej tretiny.

Vseobecné (nekonvexné) mnohouholniky najskor I'ubovolne (korek-
tne, bez priesekov atd.) triangulujeme. Podla cvicenia 4.3 sa to da v
zlozitosti O(nlogn).

Ked triangulujeme mnohouholnik, tak hrany pévodného polygénu
patria triangulacii. Okrem toho je triangulacia tvorené este tzv. vnu-
tornymi uhloprieckami (obr. 4.23). Mozeme triangulovat rekurzivne (¢o
asi nie je optiméalny sposob, ale dava korektny vysledok).

V n-uholniku vyberieme dve susedné hrany (V;_1V; a V;V;11), kto-
rych vnatorny uhol je mensi ako 180 stupiiov (taky uhol uréite existuje
v kazdom n-uholniku) a zéroven je z bodu V;_; do bodu V;; priama vi-
diteInost. Predpokladame, Ze existuje aspon jeden takyto tsek. Ak by
takyto tisek neexistoval, nemali by sme v ocakavanej triangulacii ani
jeden trojuholnik, ktory ma 2 hrany z poévodného polygonu. Vsetky
trojuholniky by boli vytvorené 3 alebo 2 vnutornymi uhloprieckami a
0 alebo 1 hranou polygénu. Takymto spésobom ale nevieme zostrojit
trianguléciu polygénu bez dier.

Dostali sme, ze tsek V;_1V;V; ;1 existuje. Ak je ich viac, vyberieme
si Tubovolny z nich.

Medzi vrcholmi V;_; a V;;; vytvorime hranu triangulacie. Polyg()n
tak rozdelime na trojuholnik a (n — 1)-uholnik (obr. 4.24, vlavo). Da-
lej oddelujeme trojuholniky rekurzivne od (n — 1)-uholnika, az kym
neprideme k rozdeleniu na samé trojuholniky (obr. 4.24, vpravo).
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OBR. 4.24. VTavo: n-uholnik rozdelime na trojuholnik
a (n — 1)-uholnik, ktory dalej triangulujeme. Vpravo:
Casti triangulécie polygonu, posledny trojuholnik je zvy-
razneny.

OBR. 4.25. Dualny graf ku triangulacii.

Takymto spésobom nam v triangulécii medzi po¢tom hran (E), po-
¢tom trojuholnikov (F') a po¢tom vrcholov (V) vznikne urcity vztah.
Pri kazdom vytvoreni (n — 1)-uholnika nam na spracovanie zostane ,,0 2
hrany a 1 trojuholnik menej* az nakoniec zostant 3 hrany a 1 trojuhol-
nik. Ked postupujeme opacne a od trojuholnika budujeme n-uholnik,
tak na zac¢iatku mame 3 hrany (F), 1 trojuholnik (F') a 3 vrcholy (V).
K tomu v kazdom kroku pribudnu 2 hrany (E), 1 trojuholnik (F') a
1 vrchol (V) (obr. 4.24, vpravo). Po k krokoch méame F = 3 + 2k,
F=14kV=3+kprek=0,...,(n—3). Cize pre triangulaciu n-
uholnika plati £ : F : V = (3+2(n—3)) : (1+(n—3)) : 3+ (n—3)) =
(2n—3) : (n—2) : (n). Celkovy pocet hran je 2n—3, z toho n hran patri
hranici polygéonu a n— 3 je vnutornych uhlopriecok. Tie oddeluja n —2
trojuholnikov. Dudalna Struktura k tomuto grafu (bez vrcholu a hran
z oblasti mimo polygénu) je strom s n — 2 vrcholmi a n — 3 hranami
(obr. 4.25) — neexistuje tam cyklus, ¢o bude doélezité pri ofarbovani.
Korenom stromu bude posledny trojuholnik z triangulovania.

7 teodrie grafov je zname, Ze na ofarbenie [ubovolného rovinného
grafu potrebujeme najviac 4 farby. Priklad jednoduchého planarneho
grafu (triangulacie), ktory ma 4 vrcholy, 6 hran a 3 trojuholniky a na
jeho ofarbenie potrebujeme 4 farby je na obr. 4.26. Tento graf vSak nie
je triangulaciou mnohouholnika, neplati pren vyssie uvedeny vztah.
Pri triangulacii mnohouholnika sa nadm nebudu vyskytovat pripady,
ktoré si vyzaduju 4 farby. Vyplyva to zo sposobu, akym sme vytvarali
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OBR. 4.26. Na ofarbenie tohto planarneho grafu st po-
trebné 4 farby.

OBR. 4.27. Rozsirovanie ofarbenia.

triangulaciu (vid zd6évodnenie). Vrcholy triangulacie nasho polygonu P
budeme moct ofarbit tromi farbami (napr. éervend, modréa, zelend) tak,
Ze ziadny trojuholnik nebude mat 2 (alebo 3) vrcholy rovnakej farby.

Zdovodnenie: Pri ofarbovani postupujeme opac¢ne ako pri konstruk-
cii triangulacie a zacneme od trojuholnika, ktory sme odrezali ako po-
sledny -— koren stromu. V nom zafarbime kazdy vrchol jednou z troch
farieb (obr. 4.27). Ked uz méame trojuholnik zafarbeny 3 farbami (R,
G, B) a chceme zafarbit susedny trojuholnik (hrana a dva vrcholy s
urcenou farbou st spolo¢né), tak méame len jednu moznost pre farbu
tretieho vrcholu druhého trojuholnika. Takto budeme rozsirovat ofar-
benie na zvysné vrcholy triangulacie postupovanim po jednotlivych vet-
vach stromu. Pri rozsirovani ofarbenia na susedné trojuholniky pri vse-
obecnom grafe by mohlo dojst ku kolizii (napr. obr. 4.28 (triangulacia
mnohouholnika s dierou), lebo k jednému miestu vieme dojst viacerymi
cestami, v ¢asti dudlneho grafu (bez vrcholu a hran mimo polygonu)
sa vyskytol cyklus. Pri stromoch cykly neméme, a preto ku kolizii prist
nemoze.

Rozsirovanie ofarbenia od korenia stromu nas doviedlo k jednoznac-
nému ofarbeniu celého mnohouholnika. Vo vseobecnosti nezalezi na po-
radi, v ktorom trojuholniky ofarbujeme, ktory vrchol prehlésime za ko-
ren nasho stromu. Takze mézeme zacat aj inym trojuholnikom. Pretoze
pri triangulacii jednoduchého mnohouholnika bez dier neméme cykly,
tak dospejeme vzdy k rovnakému rieSeniu az na zamenu farieb (3! = 6
moznosti).

Kazdy trojuholnik v P ma uz vrchol jednej z troch farieb (¢erve-
nej, modrej, zelenej). Bod v trojuholniku je urcite strazeny, ak jeden
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OBR. 4.28. Trianguldcia mnohouholnika s dierou sa
neda ofarbit 3 farbami, na niektorej hrane dojde ku ko-
lizii farieb.

(a) (b)

OBR. 4.29. Ofarbenie polygéonu P v zavislosti od triangulacie.

OBR. 4.30. Vysledna pozicia strazcov v zavislosti od
triangulacie (vlavo spoésob a), vpravo sposob b)) a ob-
lasti, na ktoré dany strazca urcite dohliada (t.j. troju-
holniky, do ktorych patri).

z vrcholov trojuholnika je strazca. Z 3 farieb si zvolime najmenej-krat
pouzitu (v pripade rovnosti lubovolni) a nasich strazcov postavime na
vrcholy tejto farby (obr. 4.29).

V pripade triangulacie a) méame 4 ¢ervené, 4 zelené a 3 modré vr-
choly. Aby sme zaistili, Ze kazdy trojuholnik bude pod dohl'adom a pou-
Zijeme ¢o najmenej vrcholov, tak strazcov postavime na modré vrcholy
(obr. 4.30). Pri triangulacii b) mame najmenej vrcholov zafarbenych
na zeleno, ale st inak rozmiestnené ako v pripade a), takze tu buda
strazcovia stat na troch zelenych vrcholoch.

Mame n vrcholov a 3 farby, podl'a Dirichletovho principu vieme, Ze
jednou z troch farieb budii vrcholy ofarbené nanajvys | % |-krat. Thto
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OBR. 4.31. Dvaja strazcovia pokryju cely polygon.

n

OBR. 4.32. Priklad polygénu dosahujtceho hranicu %

strazcov.

farbu si zvolime, a teda budeme mat nanajvys | % | strazcov. V priklade
sme mali 11 vrcholov a vytvorili sme 3 strazcov, |4 ] = 3.

Tento postup nedava optimalne rozlozenie strazcov v polygone, ale
ukazuje aka je horna hranica problému. Aj v predchadzajicom priklade
sa da najst rozmiestnenie, pri ktorom postacuje mensi pocet strazcov
(obr. 4.31).

Existuju polygony, ktoré si vyzaduji minimalne | % | strazcov (obr. 4.32),
¢ize tato hranica sa urcite neda posunut nizsie, t.j. [ ] je pre niektoré
pripady nevyhnutny pocet a pre vsetky ostatné je dostacujuci.

4

Riesenie (Kiss Gabor, 28.11.2010):Majme jednoduchy mmnohou-
holnik P ( teda bez dier a pretinajicich sa stran). Vzhladom na to, Ze
tento mnohouholnik moze byt velmi komplikovany, rozdelme si ho na
Casti, ktoré je mozné jednoducho strazit- v nasom pripade st to troj-
uholniky. Mnohouholnik si rozdelme na trojuholniky pridanim nepre-
tinajucich sa diagonal- teda spojenim vrcholov mnohouholnika, ktoré
eSte nie su spojené a ich spojnica je vo vnutri mnohouholnika. Roz-
delenie P pomocou takychto diagonal na trojuholniky budeme nazy-
vat triangulaciou P. Mali by sme si ukazat, ze kazdy mnohouholnik je
triangulovatelny.

Pre mnohouholnik s troma vrcholmi je dokaz jednoznac¢ny. Pred-
pokladajme teda, Ze je triangulovatelny mnohouholnik s m vrcholmi a
teraz sa to pokisime dokazat pre n > m. Mnohouholnik s n vrcholmi
si oznacme P. Najprv si teda ukdzme , Ze existuje uhlopriecka v mno-
houholniku. Vyberme si najlavejsi vrchol z P. Tento vrchol susedi s
vrcholmi w a u. Ak cela tsecka wu patri mnohouholniku P, tak je jeho
uhloprieckou (obr. 4.33, A). Ak ale wu pretina hranicu P, tak urcite
existuje aspon jeden bod v trojuholniku wuv. Z bodov, ktoré lezia v
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A) B)

OBR. 4.33. Vnutorna uhlopriecka v mnohouholniku

trojuholniku wuv vyberme najvzdialenejsi od tsecky wu. Ozna¢me ho
v’. Priamka vv~ urcite nepretina hranicu P, a teda je uhloprieckou
(obr. 4.33, B). Touto uhloprieckou sa mnohouholnik rozdelil na dve
Casti, pre ktoré plati, Ze obe maju ur¢ite mensi pocet vrcholov, ako
mal pévodny mnohouholnik. A pre mnohouholniky s mensim poc¢tom
vrcholov, ako n sme uz dokézali Ze su triangulovatelné, teda cely mno-
houholnik je triangulovatelny. Teda kazdy jednoduchy mnohouholnik
je triangulovatelny.

Nésledne si dokdzme aj to, ze triangulacia obsahuje n—2 trojuholni-
kov. Vezmime si teda Tubovolnu diagonalu P v niektorej z triangulacii
P. Tato diagonala nam rozdeli P na mnohouholniky P, a P, s my a msy
vrcholmi. Kazdy vrchol P patri prave jednému z P, alebo P, okrem vr-
cholov na danej diagonale. Tie body patria obom. Teda m;+mq = n+2.
Pomocou indukcie je teda mozné dokazat, ze akakolvek trianguléacia P,
pozostava z m; — 2 trojuholnikov. Teda triangulacia celého P pozostava
z (my — 2) + (ma — 2) trojuholnikov, a to sa rovna n — 2.

Teda galériu je mozné strazit pomocou n — 2 kamier, ak by sa kazdé
nachadzala v jednom z trojuholnikov. Ale ak by sme kamery rozlozili
na spravne vybrané diagonaly podarilo by sa nam ich pocet znizit na
5, lebo by kazda kamera dokdzala strazit oba trojuholniky, ktorych
spolo¢nou hranou je dana diagonala. Pomocou podobnej tvahy jedno-
ducho dospejeme k tomu, Ze eSte vyhodnejsie by bolo kamery umiestnit
do vrcholu trojuholnika. 7Z tejto pozicie by bolo mozné strazit vsetky
trojuholniky, ktorym tento vrchol patri. Skiisme teda vybrat ¢o naj-
mensiu mnozinu vrcholov z P takych, Ze kazdy trojuholnik bude mat
aspon jeden vrchol v tejto mnozine. K néjdeniu takej mnoziny pou-
zijeme ofarbenie vrcholov mnohouholnika pomocou 3 farieb tak, aby
vrcholy s rovnakou farbou nemali spolo¢nti ani hranu, ani diagonalu.
Vyberme si vrcholy s farbou , ktora bola pouzita pri farbeni najmene;j
krat. Ak do tychto vrcholov umiestnime kamery, tak budeme vediet
sledovat celi galériu.

Poslednou nezodpovedanou otazkou ostéava, ¢i je mozné kazdu trian-
gulaciu zafarbit troma farbami. Na dokaz pouzijeme takzvany dualny
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OBR. 4.34. Vejar trojuholnikov

graf k triangulacii. Kazdy vrchol grafu bude priradeny jednému troj-
uholniku z triangulécie. Vrcholy grafu budia spojené vtedy, ak k nim
prislichajtce trojuholniky maja spolo¢nu hranu. Kedze plati, Ze kazda
diagonéala mnohouholnika rozdeli mnohouholnik na dve ¢asti (rozreza-
nim pozdlZ danej diagonaly sa rozpadne na dve casti), tak plati aj
to, ze vynechanim jednej hrany z dualneho grafu sa tento graf roz-
padne na dve ¢asti, teda sa jedna o strom (toto neplati v pripade, Ze
v mnohouholniku je diera). Nasledne za¢nime prehladavat tento strom
z Tubovolného vrcholu. Vrcholom trojuholnika prislichajaceho k da-
nému vrcholu grafu priradime farby napriklad modru, zelent a Gerveni
farbu — kazdu farbu pouZzijeme préave raz. Z tohto vrcholu grafu prej-
dime k jednému z jeho susedov. Trojuholnik prislichajici k tomuto
vrcholu méa spolo¢nt jednu hranu s uz zafarbenym trojuholnikom, teda
nam ostava urcit farbu posledného vrchola. Bez ujmy na vseobecnosti
mozeme tvrdit, ze vrcholy spolo¢nej hrany maji napriklad modri a
¢ervenu farbu, teda na nezafarbeny vrchol nam ostala len jedna, a to
je zelena. Tymto postupom vieme postupne ofarbit vSetky vrcholy P.

O

Riesenie (Julia Kucerova, 28.11.2010):Toto tvrdenie plati iba pre
jendoduché polygoény. Na jeho dokazanie pouzijeme Chvatalov dokaz.
Najprv si definujeme pojem vejar ako triangulaciu s jednym vrcholom
(stred vejara), ktory je spolocny pre vSetky trojuholniky (obr. 4.34).
Chvatal vyslovil hypotézu: “ Kazda triangulacia polygénu s n vrcholmi
moze byt rozdelena na g < [ %] vejarovych casti.” Dokaz tejto hypotézy
je zalozeny na nasledujtcej leme: KaZdd trianguldcia polygonu P s n
vrcholmi md diagondlu d, ktord rozdeli P na dva polygony Py a P», kde
P, ma 5,6, alebo 7 vrcholov, n > 6.

Majme polygén P s n > 3. Ak n = 3,4,5, tento polygdn je typu
vejar. Ako mozme vidiet na obrazku (obr. 4.35) v polygoénoch s 3,4,
alebo 5 vrcholmi vzdy existuje bod typu “stred vejara”.

Urcime si teda polygén P s n > 6. Algoritmus je zaloZeny na od-
straneni Casti triangulacie, naslednom aplikovani hypotézy a pridani
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ANAD=

3 4 5

OBR. 4.35. Existencia vrcholu vejara v mnohouholniku
s 3,4 a 5 vrcholmi

Q,

n-2 k+2
n-1 k+1
1 k-1
2 k-2

¢,

OBR. 4.36. Rozdelenie mnohouholnika vnutornou
uhloprieckou

odstranenej casti naspat. Aplikujme si navrhnutt hypotézu na poly-
gom Q. Rozdelme ho diagonélou d na dve ¢asti Q1 a Q2. Nech @ je
triangulacia oddelené diagonalou d, ktora ma k+ 1 hran (obr. 3). Nech
Q2 je zyvsok triangulacie zdielajuci d s ()7 a nech ma n—k—+1 vrcholov.
Podl'a hypotézy bude Q)3 rozdelena na g’ = L%ﬂj vejarov. Pokial
jek>4,¢9 <2 =2 -1

Potrebujeme teda ukézat, ze pre (), sa prida iba jedna vejarova
¢ast do celého polygonu. Pri dokazovani tejto skutoc¢nosti je potrebné
analyzovat viacero pripadov.

V nasledujucich pripadoch budeme mat vrcholy Q1 oznacené 1, ... 6.

Pripad 1 (k=4)
@1 je patuholnik. Uz sme zistili, ze kazdy péatuholnik je typu vejar

(obr. 4.35). Preto @ bol rozdeleny na [5] — 1+ 1 = [%] vejarovych
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Casti.

Pripad 2 (k =5)

Nech )y je Sestuholnik. Uvazujme nad trojuholnikom 7" z @)1 ktory ma
hranu d, s vrcholom v ¢. Nemo6zme mat ¢ rovné 1, alebo 4, lebo by dia-
gonaly (0,t) resp. (5,t) oddelili len 4 vrcholy namiesto predpokladanych
5. Pripady pre t = 2 a t = 3 st ocividne symetrické, teda v nasledu-
jucich avahach predpokladajme , Ze t = 2 bez ujmy na vSeobecnosti
(obr. 4.37). Svoruholnik (2,3,4,5) je mozné triangulovat dvoma spo-
sobmi:

Pripad 2a

Pomocou diagonély (2,4)(obr. 4.37a)). Potom je @1 vejar a my sme
skon¢ili.

Pripad 2b

Diagonala (3,5) (obr. 4.37b)). Skonstruujme graf @)y ako zjednotenie
@2 aT. Qg teda bude mat n —5+ 1+ 1 =n — 3 hran. Pouzijme na to
indukény predpoklad, a rozdelme na ¢’ = L@j =[] —1 vejarovych
¢asti. Nech F je vejar. Teraz musi byt T castou vejaru v Qg a stredom
F musi byt jeden z vrcholov T".

Pripad 2b.1

F' je centrované v 0 alebo 2. Potom zlu¢me (0,1,2) do F, a spravime z
(2,3,4,5) vejar. Teraz mame vieto v () pokryté pomocou | % | vejarovych
Casti.

Pripad 2b.2
F je centrované v 5. Zlu¢me teda (2,3,5) a (3,4,5) do F' a spravme z
(0,1,2) oddeleny vejar. Vysledkom je ¢’ + 1 vejarovych ¢asti.

Pripad 3(k = 6)
(1 je sedemuholnik. Vrchol ¢ trojuholnika s hranou d nemédze byt v 1,2,4
alebo 5, kedze potom by existovala diagonala odrezavajica 4 < k < 6
hréan, ¢o je v spore s minimalitou k. Nech teda t = 3. Kazdy z (0,1,2,3)a
(3,4,5,6) mé dve mozné triangulacie vedice k 4 podpripadom. (obr. 5)

Pripad 3a
Diagonaly (3,1) a (3,5) (obr 5 a)). Potom (), je vejar centrovany v 3,
a teda sme skondili.

Pripad 3b

Diagonaly (0,2) a (3,5) (obr. 5 b)). Spojme §tvoruholnik (0,2,3,6) s Q2
do Qg sn—6+1+2 = n— 3 vrcholmi, ¢o na zéklade indukéného
predpokladu mozno rozdelit na ¢ = || — 1 vejarovych casti. Nech
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OBR. 4.37. Pripady k =5

F je vejar tohto rozdelenia kam patri trojuholnik (0,2,3). Centrom F'
musi byt jeden z jeho vrcholov.

Pripad 3b.1
F ma stred v 0 alebo 2. Spojme (0,1,2) do F a vytvorme (3,4,5,6) ako
oddelenti vejarovu cCast.

Pripad 3b.2
F ma stred v 3. Spojme (3,4,5,6) do F a vytvorme (0,1,2) ako oddelena
vejaroviu Cast.

Vo vietkych pripadoch je @ rozdeleny do ¢’ + 1 = [ % | Casti.

Pripad 3c
Diagonaly (1,3) a (4,6) st pritomné. Toto je zrkadlovy obraz pripadu
3b.

Pripad 3d

Diagonaly (0,2) a (4,6) (obr. 5 ¢)). Spojme T s Q2 a vytvorme polygon

Qo sn—6+1+1 = n—4 vrcholmi. Aplikovanim hypotézy rozdelime @
(n—4)

na ¢ = |3~ ] < [§] — 1 vejarovych ¢asti. Nech F je vejarova oblast

obsahujtca T.

Pripad 3d.1
F ma stred v 0. Spojme (0,1,2,3) do F a vytvorme (3,4,5,6) ako odde-
lenti vejarovu cast.

Pripad 3d.2
F ma stred v 3. Kym cela ¢ast Qs je za diagonélou d = (0, 6) je jasné,
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OBR. 4.38. Pripad k=6

ze moézme uvazovat F centrované v 0, ¢o spada do pripadu 3d.1.

Pripad 3d.3
F ma stred v 6. Toto je zrkadlovy obraz pripadu 3d.1.

Vo vietkych pripadoch je @ rozdeleny do ¢’ 41 = [ %] Casti.

Podl'a hypotézy bude vejarovych casti maximélne |%]. KedZze kazda
¢ast ma prave jeden stred vejara bude tychto stredov prave tol'ko, kol'ko
bude tychto ¢asti. Do kazdého stredu vejara umiestnime strazcu. Teda
pocet strazcov je rovnaky ako vejarovych ¢asti.

(Zdroj : ART GALLERY THEOREMS AND ALGORITHMS, JO-
SEPH O’'ROURKE, New York, Oxford, OXFORD UNIVERSITY PRESS,
1987) O

CVICENIE 4.7 (35 bodov). Popiste transformdciu problému ndjde-
nia Delunayovej trianguldcie na problém ndjdenia konvexného obalu v
3D, a zdovodnite, preco funguje.

RieSenie (Miroslava Fekiacova, 1.11.2008):Body z mnoziny P
umiestnené na rovine xy premietneme v smere osi z na rotany pa-
raboloid R s rovnicou 2%+ y? = 2. Dostaneme body P;* so stradnicami
[z, y, 2% + 7).

Oznac¢me A; dotykovi rovinu k paraboloidu v bode P;. Tato rovina
mé rovnicu z = 2z;x + 2y;y — (2 + 7). Nech Lj; = A;NA; a Ly nech je
jej kolmy priemet do roviny xy. Rovnicu L;; 2(z; —x;)x 4+ 2(y; — y;)y —
(23 +y? — x? — yjz) dostaneme eliminaciou rovnice z-ovej stradnice z
rovnic rovin A; a A;. Z rovnice vyplyva, Ze L;; je osou bodov F;, P;.
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Vezmime si polpriestor H; urceny rovinou A;, v ktorom sa nachadza
paraboloid R. Priemet Casti roviny A;, ktora sa nachadza v polpriestore
H; do roviny xy ndm vytvori mnoZzinu bodov, ktoré st blizsie k bodu P;
ako k bodu P;. Vezmime si teda index 7 pevne. Voronoiov mnohouholnik
bodu P; dostaneme ako ortogonalny priemet mnoziny A;N(;_, Hy, kde
Hj, je polpriestor vytvoreny rovinou Ay, ktory obsahuje paraboloid R.

O

Riesenie (Martin Manduch, 22.11.2009):Mame dantt mnoZinu bo-
dov P. Zobrazime ju na paraboloid zobrazenim s predpisom (z,y) —
(z,y,2% + y?). Obraz bodu x ozna¢me x* a obraz P ozna¢me P*. Uro-
bime konvexny obal mnoziny P*. Spodnt ¢ast konvexného obalu tvoria
tie steny, ktoré pod sebou nemaji iné body konvexného obalu. Spodnii
cast konvexného obalu P* zobrazime naspat do roviny xy zobrazenim
(x,y,2) = (x,y). Obrazy stien spodnej Casti konvexného obalu tvoria
Delaunayovu triangulaciu mnoziny P.

OBR. 4.39. Modrou farbou je znézornené Delaunayova

triangulacia. Ciarkovanou ¢iarou je zobrazeny konvexny
obal v [E3.

Dotykova rovina k paraboloidu z = z? + y* v bode (a,b, a® + b?)
ma tvar z = 2ax + 2by — (a® + b?). Posuiime tito rovinu o kladné ¢islo
r?, dostaneme rovinu s predpisom: z = 2ax + 2by — (a® + b?) + r2.
N&ajdime prienik takto posunutej roviny s paraboloidom. Porovnanim
z sturadnic dostaneme rovnost 2 4+ y* = 2ax + 2by — (a® + V%) + 12 Z
toho jednoduchou tpravou dostaneme (z — a)*+(y — b)*> = r2. Vidime,
7e prienik paraboloidu s rovinou zobrazeny do xy roviny je kruznica so
stredom (a,b) a polomerom 7. A tiez je jasné, ze body paraboloidu,
ktoré sa premietnu do vnitra kruznice, musia lezat na spodnej strane
seCnej roviny. Majme tri body x*, y*, z* z P* ktoré patria spodnej casti
konvexného obalu. Tvoria rovinu, ktorej priese¢nik s paraboloidom sa
zobrazi na opisanu kruZnicu trojuholnika xyz. Kedze x*,y*, z* su zo
spodnej ¢asti konvexného obalu, nelezi ziadny vrchol pod nimi a preto
sa nezobrazi do vnutra kruznice.

U
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CVICENIE 4.8 (20 bodov). Opiste algoritmus na vyhladanie Voro-
noiovho diagramu pre n bodov v rovine, uvedte jeho pamdtovi a casovi
ndrocnost.

RieSenie (Peter Danko, 30.11.2008):

Na zostrojenie Voronoiovho diagramu v rovine pouzijeme metodu,
ktoru zaviedli Shamos a Hoey. Podstatou metody je paradigma rozdeluj
a panuj (divide and conquer). Pomocou tejto paradigmy vieme zostrojit
Voronoiov diagram v ¢ase O(N log N).

Algoritmus VoronoiDivide AndConquer:
Vstup: mnozina bodov S (pri¢om ziadne 4 body nie st kocirkulérne)
Vystup: Voronoiov diagram Vor(.S) mnoziny S

(1) krok: Ak mnozina S obsahuje préave 1 bod, potom Voronoiov
diagram pre tento bod je cela rovina.

(2) krok: Najdi vertikalnu priamku m pomocou ktorej rozdelime
S na dve priblizne rovnako velké mnoziny S; a Sg (Sp lezi
vlavo do Sg).

(3) krok: Skonstruuj Voronoiove diagramy Vor(Sy) a Vor(Sg) (na-
priklad Obr.4.40(a)-(b)).

(4) krok: Spoj Vor(SL) a Vor(Sg) do vysledného Voronoiovho dia-
gramu Vor(S), zohladni pritom monoténnu (vzhladom na os
y) cestu o, ktord oddeluje Sp a Sk a je rovnako vzdialena
od tychto dvoch mnozin. Ilustricia cesty o a spojenie dvoch
Voronoiovych diagramov je na Obr.4.40(c)-(d).

Ak vieme kroky 1 a 3 vykonat v lineArnom case, potom dosiahneme
cheent ¢asovi zlozitost O(N log N), lebo z rekurentného vztahu dosté-
vame T(N) = 2T (N/2)+ O(N). Cize najdolezitejsou ¢astou algoritmu
je najdenie rozdelujtcej priamky a spojenie Vor(Sy) a Vor(Sg) do Vo-
ronoiovho diagramu mnoziny S. Priamku m vieme vytvorit pomocou
optimélneho triediaceho algoritmu v ¢ase O(N log N), ale postaci ak
zoberieme Tubovolny algoritmus, ktory zvladne vytvorenie priamky m
v ¢ase O(N). Krok 3 rozoberieme podrobne v nasledujiicom algoritme
MergeVoronoi.

Algoritmus MergeVoronoi:

(1) krok: Skonstruujeme konvexné obaly mnozin Sy, a Sg, ozna¢me
ich conv(Sy) a conv(Sg).

(2) krok: Pre conv(Sy) a conv(Sg) zostrojime ich oporné tsecky
P,P, a P.P; tak, aby tieto usecky spéjali conv(Sy) a conv(Sg)
do konvexného obalu conv(S). Uvedomme si, ze P,, P. € S, a
Py, P; € Sg. Nech tusecka P, P, sa nachddza nad tseckou P.P,.
Na zaciatku algoritmu nech je cesta o prazdna mnozina.
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()

OBR. 4.40. Tlustracia krokov algoritmu VoronoiDivide-
AndConquer na zadanej mnozine bodov. Voronoiov dia-
gram Vor(S7) (a). Voronoiov diagram Vor(Sg)
(b). Cesta o je znazornené ¢ervenou lomenou ¢iarou. Vysledok po
odstraneni nadbyto¢nych stran diagramu (d).

(3) krok: Pridame prvy vrhol Wy cesty o. Nech os tsecky P, P, je
priamka k, potom bod W, € k je bod v nekonefne smerom
nahor. Ozna¢me si pomocnu tsecku P, P, = P, B,.

(4) krok: Pokial je P,P, # P, P, opakujeme tieto kroky:

(a) Najdeme prienik K priamky k s hranicou Vor(Sy) taky,
ktory nepatri ceste o (je rozny od vrchol cesty), nachadza
sa “pod” useckou P, P, a je k nej najbliZsie.

(b) Néjdeme prienik Kp priamky & s hranicou Vor(Sg) taky,
ktory nepatri ceste o a je najblizsie k tsecke P, P, .

(c¢) Ak y-ova sturadnica prieniku K, je mensia,

e tak pridime K do zoznamu vrcholov cesty o a do
P, pridame bod z hranice conv(Sg), ktory nasleduje
za bodom P, v kladnom smere orientécie.

e inak priddme Ky do zoznamu vrcholov cesty o a do
P, pridame bod z hranice conv(Sy), ktory nasleduje
za bodom P, v zapornom smere orientacie.

(d) Najdi os k tsecky P, P,.
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(e) Pridaj posledny bod cesty o. Je to bod v nekone¢ne sme-
rom nadol na priamke k.
(5) Z Vor(SL) odstran hrany leziace vpravo od o a z Vor(Sg) od-
stran hrany leZiace vlavo od o.

Teraz uvedieme casovu zlozitost algoritmu MergeVoronoi. Na vy-
tvorenie konvexnych obalov conv(Sy) a conv(Sg) vieme zostrojit algo-
ritmus s linedrnou zlozitostou. Najdenie opornych tseciek tychto kon-
vexnych obalov trva O(N). Pridanie prvého vrchola cesty vykoname
v konstantnom case. Vsetky podkroky kroku 4 algoritmu MergeVoro-
noi vykoname v konstantnom case a cely krok 4 zopakujeme najviac
N-krét, teda jeho zlozitost je O(NN). Odstranenie nadbyto¢nych hran
z Vor(Sr) a Vor(Sg) vieme taktiez vykonat v linedrnom ¢ase. Scita-
nim zlozitosti jednotlivych krokov dostavame linearnu zlozitost O(N)
algoritmu MergeVoronoi. Tym sme ukazali, ze algoritmus VoronoiDivi-
deAndConquer vieme vykonat v ¢ase O(N log N).

Pamétova zlozitost algoritmu je O(N log N), pretoze rekurzivne
prerozdelovanie si predstavme ako binarny strom, ktorého pamétova
zlozitost je O(log V), a navySe musime v celej hierarchii pamétat Vo-
ironov diagram ¢o je O(N). [

RieSenie (Matej Hudak, 25.11.2010):

Nech je v rovine dan&d mnozina P = {py,..., p,}, n € N. Problém
pouzitia klasického zametacieho algoritmu v pripade najdenia Vorono-
iovho diagramu je zobrazeny na obréazku 1. Nato aby sme definovali
urcity segment V' D potrebujeme zametacou priamkou prejst generator
tohto segmentu. Tu v8ak vznikaji nepredpokladané segmenty VD, o
ktorych v case tesne pred prejdenim generatora nového segmentu V' D
nevieme dostatok informécii.

Nedefinované

OBR. 4.41. Problém klasického zametacieho algoritmu

Na néajdenie Voronoiovho diagramu pre n bodov v rovine mézeme
pouzit zametaci algoritmus, ktory povodne popisal S. Fortune.
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Fortune popisal hranu Voronoiovho diagramu pomocou dvoch ku-
zelov v priestore E? vztyéenych v dvoch bodoch mnoziny generato-
rov V D(P). Treti rozmer v priestore reprezentuje ¢as. V ur¢itom ase
sa dva kuZele pretnu, pri¢om ich prienikom bude krivka (hyperbola),
ktora po kolmom premietnuti do roviny XY vrati priamku, ktora je
osou tsecky bodov p; a p;. Napad pana S. Fortuna spociva v zametani
tychto kuzelov s naklonenou rovinou so sklonom 45 stupiiov a prieniky
s kuzelmi premietat do roviny XY. Vysledkom takého prechodu st
kisky parabol spojené do ,parabolického frontu“, pricom body, v kto-
rych sa jednotlivé kusky parabol stretna stt bodmi hran V D(P). Pomo-
cou naklonenej roviny takto zamedzujeme nedefinovanym segmentom,
az kym neprejdeme d'alsim bodom z P.

Prisposobenie klasického zametacieho algoritmu je teda vo vyrieSeni
problému, Ze body, ktoré lezia pred zametacou priamkou mozu ovplyv-
nit VD, ktory lezi za zametacou priamkou. Nasledujuci algoritmus je
zaloZeny na povodnom algoritme pana Fortuna, ale trochu pozmeneny.
Namiesto skreslenia diagramu a pouzitia naklonenej roviny, skreslime
zametaciu priamku. Skreslenéd zametacia priamkatzv. plaZova krivka je
monotonna krivka zlozenéd z ¢asti parabol. Samozrejme vyuzijeme aj
klasickta zametaciu priamku, no tesne za nou bude nasledovat plazové
krivka kopirujic len uz definované ¢asti V' D.

Plazova krivka je definovana ako hrani¢na krivka spracovanej ob-
lasti. V jednom su body, ktoré st blizsie k nejakému z bodov mnoziny
P ako k zametacej priamke. V druhom su body, ktoré si blizsie k za-
metacej priamke ako k niektorému z bodov P. Hranicu tychto regiéonov
tvori krivka zlozena z parabol, pricom body, v ktorych sa krivka lame
(spajaju sa tu jednotlivé paraboly) lezia na hranach V D.

\ ',/ ~ea” Lt === \\ () /,\__./, .
R i ~---7" plazova krivka

D

OBR. 4.42. Priklad plazovej krivky

Za touto krivkou sa nachadza c¢astV D, ktoré je uz dobre definované.
Plazova krivka sa bude menit v zavislosti od pohybu zametacej priamky
zhora nadol (pozri obrazok 2).

Priebeh algoritmu

Algoritmus spociva v zmenéach plazovej krivky pocas prechodu za-

metacou priamkou zhora nadol a urc¢eni spolo¢nych bodov parabol, z
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ktorych je zlozena plazova krivka. Tieto body vytvaraju hrany V D. Po-
¢as prechodu budeme stéle aktualizovat stav zametacej priamky (pla-
zovéa krivka sa sprava automaticky po kazdom aktualizovani). f)alej nés
budt zaujimat len udalosti, ktoré mozu zmenit topologiu V D.

e zametacia priamka:
Uchovame si y-ovu stiradnicu zametacej priamky. Potrebujeme
si pamaétat aj tie a len tie body, ktorymi je definovana plazovéa
krivka, utriedené podla x-ovych saradnic.

e prejdenie bodu z P:
Ked zametacia priamka prejde cez nejaky z bodov p;, pridame
do plazovej krivky nova parabolu. Pritom jeden z oblikov v
pléazovej krivke rozdelime. Body si udrziavame v rastticom po-
radi, aby sme vedeli kam priddme nova parabolu (vertikalny
la¢ z bodu p;). Vsimnime si, Ze zakrivenie jednotlivych para-
bol sa zmensuje so vzdialenostou od zametacej priamky (pozri
obrazok 3).

e prejdenie bodu z hran VD:
Body hran V' D sa generuji dynamicky pomocou troch bodov,
ktoré su v plazovej krivke za sebou. Ak urcita cast kruznice
opisanej tymito troma bodmi lezi pred zametacou priamkou,
bod VD este nie je definovany. Téato vlastnost je z zaklad-
nych vlastnosti V' D. Potom zametacia priamka prejde cez celu
kruznicu, definujeme bod VD (pozri obrazok 4).

OBR. 4.44. Vypocet bodu hrany V D

Technické detaily
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Voronoiov diagram:
Voronoiov diagram ulozime napriklad v DC'E'L. Kedze poc¢as prechodu
vznikaji neohrani¢ené oblasti, ktoré sa dynamicky dotvaraja, vyuzi-
jeme ohranicujici box, v ktorom bude ulozeny cely diagram.

Plazova krivka:
Plazova krivka pozostéva z utriedenych bodov P, ktoré generuju jed-
notlivé paraboly. Na jej reprezentaciu mézeme vyuzit napriklad vyva-
zeny binarny strom. Celt parabolu nepotrebujeme nikde ukladat alebo
pamétat si. Sta¢i nam bod, ktory vytara dand parabolu. Medzi kaz-
dymi dvoma bodmi p; a p; sa nachddza bod zlomu. Ako vidime na
obrazku 4, tento bod je stred kruznice, ktora prechadza p; a p;. Tieto
body zlomu sta¢i vypocitat prave v case, ked sa kruznica dotyka za-
metacej priamky. Vtedy definujeme dalsi bod voronoiovho diagramu.
Dolezité operacie, ktoré musime implementovat pre pracu s plazovou
krivkou sa search, insert, split a delete.

e operacia search méa ako vstup y-ovu sturadnicu zametacej priam-
ky a novy bod p; z P. Definujeme cast paraboly, leziacej nad
bodom p;. Ak p; (ako na obrazku 4 vlavo) je za bodom p; a
Casti parabol sa pretinaji, pomocou tohto vyhladania vratime
ako vystup aj bod p;.

e operaciou insert vlozime novy bod p; do plazovej krivky, spolu
s jej parabolou. To znamena na miesto jednej casti paraboly
(...pj...) tu teraz bude (...pj, p;, p;...). Na rozdelenie po-
uzijeme operaciu split. Vidime to opét na obrazku 4 vlavo,
kde v x-ovom smere je najprv definovana ¢ast paraboly bodu
p;, potom je vloZena cast paraboly bodu pi a potom opét cast
paraboly bodu p;.

e ked sa zametacou priamkou dostaneme dalej (na obrazku 4
vpravo), moézeme smernik na p; vymazat (operacia delete) v
plazovej krivke. Postupnost (...p;, pi, pj, Pk -..) sa nahradi
postupnostou (...p;, Di, Dk - - - )-

Vsetky spomenuté operacie vieme spravit v ¢ase O(logn). Algoritmus
sa zacina ako klasicky zametaci algoritmus. Do zametacej priamky vlo-
zime body P s najmenSou y-ovou siradnicou. Spracujeme tieto body
a posunieme sa dalej.

Pri kazdom prejdeni bodu x z P pomocou zametacej priamky, vy-
hladame, kde tento bod bude ulozeny v plazovej krivke. Vyratame
Cast paraboly, definovanej tymto bodom, ulozime tento bod do plazo-
vej krivky. Urc¢ime docasné hrany, generované az kym sa kruznica pre-
tinajtica dva susedné body z mnoziny P nedotyka zametacej priamky
a potom definujeme bod V' D. Takymto spésobom prejdeme vSetkymi
bodmi s vysledkom Voronoiovho diagramu n bodov v rovine.
Analyza zlozitosti
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Rovnako ako pre klasicky zametaci algoritmus. Spracovanie kaz-
dej novej udalosti je v ¢ase O(1). Velkost ulozenych dat je O(n), pri-
¢om kazda operacia trva O(logn). Celkova Casova zlozitost je preto
O(nlogn) a celkova pamétova zlozitost je O(n). [

CVICENIE 4.9 (35 bodov). Opiste transformdciu problému ndjde-

nia Voronoiovho diagramu v rovine na problém vyhladania konvexného
obalu v 3D.

RieSenie (Julia Kucéerova, 28.11.2010):Majme mnozinu P = {p; =
[zi,y:,0];4 = 1,...,n} bodov v rovine zy. Premietneme P do priestoru
na paraboloid Q : z = 2% + y? s vrcholom v zaciatku stradnicovej
ststavy priestoru 2.

Ziskame novi mnozinu bodov

P ={p; = [z, yi, o +yilsi=1,...,n},
ktora je zdvihom mnoziny P.
Nech A; je dotykova rovina k paraboloidu () v bode p; s rovnicou
2= 20 + 2y — (aF + y7).
Potom L}; = A;[] A; je hraniéna priamka medzi A; a A;. T1to priamku
kolmo premietneme do roviny xy. Tymto priemetom nam vznikne os

bodov p;p;, ozna¢me ju L;;. Rovnicu osi dostaneme eliminéciou z-ovej

sturadnice vo vyjadren{ priamky L;;. Této rovnica bude mat tvar:
Lij: 22(w; — x) + 2y(yi — yy) — (2f + 47 —af —y3) = 0.

Hladajme bod priamky L;;,

to bod %pi + %pj, ¢ize stred usecky pip;.

ktory patri L;;. Vypoctom zistime, Ze je

Zoberme bod p; € P. Nech A_;r je polpriestor urceny rovinou A,
obsahujtici paraboloid (). Potom

A O o A7
je po premietnuti do xy prave V (p;).
ﬂn (Ai M Aj) =A;N ﬂyzl,#i Aj+

=1
Ak 7: E? — E? je projekcia v smere osi z do 2y, potom

(AN A7) = V(p)
j=1
Z toho vyplyva, Ze ¢ast prienikov dotykovych rovin v priestore déava
po kolmom premietnuti do roviny zy priamo Voronoiov diagram.

CVICENIE 4.10 (10 bodov). Ukdzte, Ze trianguldcia n bodov v rovine
vyZadugje asymptoticky cas najmenej O(nlogn).

RieSenie (Jan Karahuta, 21.11.2008):
Existuje suvis medzi triedenim a trianguléciou, a preto sa da jej
zlozitost odvodit zo zlozitosti triedenia. Pre n danych realnych ¢isel v
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OBR. 4.45. Vypocet osi bodov pomocou dotykovych rovin @

rovine ich y-ovi siradnicu polozime rovnu nule. Ziskame tak n bodov
leziacich na jednej priamke. Ak k tymto bodom priddme I'ubovolny bod
s nenulovou y-ovou stiradnicou ziskame tak mnozinu n+ 1 bodov, ktora
ma jedint triangulaciu. Triangulacia nam v ¢ase T'(n) vytvorila zoznam
hran a ten mézme pouzit na utriedenie poévodnych prvkov v ¢ase O(n).
Triedime teda v ¢ase O(T'(n)+n). Zo zlozitosti triedenia 7" : Q(n logn)
nam teda aj pre triangulaciu vyplyva zlozitost asymptoticky najmenej
T :O(nlogn). 0

CVICENIE 4.11 (10 bodov). Ukdzte, Ze prienik dvoch réznych rotac-
nych kuzelov s rovnobeznymi osami, vrcholmi leZiacimi v jednej rovine
kolmej na osi rotdcie a rovnakymi vrcholovymi uhlami je hyperbola.

Riesenie (Miroslava Fekiacova, 1.11.2008):Majme dve rovnice ro-

(y=c)® _ 22

2 . .
Z — 7z = 0. Z druhej rovnice

. o 2 2 2
tacnych kuzelov: Z+4 % =0a &5+

si vyjadrime 22: 22 = bz(W) Po dosadeni do prvej rovnice dosta-
neme vyraz: z—j + Z—i - W = (0. Upravenim tejto rovnice dostaneme
2y — ¢ = 0, ¢o je rovnica roviny (pozri obr. 4.46). To znamené, Ze prie-
se¢nik dvoch rota¢nych kuzelov sa nachédza v rovine 2y — ¢ = 0. Staci
teda brat do tvahy priese¢nik jedného z rotacnych kuzelov s rovinou
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OBR. 4.46. Prienik dvoch rotacnych kuzelov s rovna-
kym vrcholovym uhlom.

danou rovnicou 2y — ¢ = 0. Vieme, Ze priesecnik rota¢ného kuzela a ro-
viny je kuzelosecka. Staci urcit, o ktory typ ide. Rovina dané rovnicou
2y — ¢ = 0 nepretina os kuzela, teda dostdvame hyperbolu. 0

RieSenie (Kristina Lidayova, 19.11.2011):Majme dva rozne ro-

tacné kuzele. Jeden ma stred v S1[0,0,0] a teda ma rovnicu 2—; + z—z -

i—; = 0 a druhy rotacny kuzel ma stred v Ss[i, 7, k]. Jeho rovnica je
(ﬂf—;)2 + (y—zj)2 _ (Z_zk)Q

B = 0. Premenné a vyjadruje polomer podstavy
kuzela, ¢ je vySka kuzela. Postavme tieto dve rovnice do rovnosti.

2 P2 @m)? | g (=R
etTg g g Tog T a2
@ L2 22 2iedi® y yP2yhi® 22 okatk?
a a c? a2 a2 2
2i 2j 2k A A L
TR YT ettt e ta T a =

Upravami sme dostali rovnicu roviny. To znamena, Ze priesecénik
dvoch rota¢nych kuZelov sa nachadza v rovine. Na ziskanie rieSenia
teda staci brat do uvahy priesecnik jedného rota¢ného kuzela a tejto
roviny. Priesecnik rota¢ného kuZela a roviny je kuzelosecka. Typ kuZe-
Tosecky bude zavisiet od vzajomnej polohy rotacnych kuzelov, a teda
aj od roviny, v ktorej sa ich priese¢nik bude nachadzat.
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R4 R3 RZ R‘J
e
2
Cc
Rs
o
2
V.4
ol
X a

Priklad réznych poléch rovin pretinajucich kuZel.

Pokial vrcholy oboch rotacnych kuzelov budu lezat v jednej rovine
kolmej na os rotacie, ich spolo¢ny prienik bude lezat v rovine kolmej
na podstavu kuZelov a bude to ¢ast hyperboly. Rovnica roviny je
x = d. Na obrézku je oznacené ako R;. Prienik vyratame nasledujicim
vypoctom, ked si do rovnice kuzela za x dosadime d.

Dostavame rovnicu hyperboly.

Rovnicu hyperboly by sme dostali, aj v pripade, Ze by rovina zvierala s
podstavou kuzela uhol va¢si ako o (znazorneny na obrazku), ale mensi
ako 90O Prikladom takejto polohy je rovina Ry. Této rovina mé rovnicu

z= —x + q. Vypocet prlenlku s takouto rovinou by vyzeral takto:
z2 (—x—i—q) _
g + - =0
L (4 522425 qutq?) —0
a2 a2 c?
e L y? _ 9ctx?  begr _ g?
a? a? 40,2(:22 2ac? cz T

2?4+ Ay? — 9 acrq — a*q*> =0
5‘” + cy? = acqr + a*q?

V pripade, ked by rovina zvierala s podstavou kuZela uhol «, kde
tan a = £, bola by prienikom dvoch rota¢nych kuzelov ¢ast para-
boly. Na obrazku je znézorneny priklad takéhoto pripadu rovinou Rjs.
Tato rovina méa rovnicu z = £z + q. Vypocet prieniku s rovinou R3 by
vyzeral takto:

z? + y? (§2+9)” =0

a? c?
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2
22 2 (2—2x2+2§qx+q2)

a2 —"_ (212 C2 2_
a? Ly x| 2eqr g _
a? a? a?c? ac? c?

cy? = 2acqx + a’¢?

Vidime, ze rieSenim by bola parabola. Tento pripad vsak pri prieniku
dvoch roznych rotacnych kuzelov s rovnobeznymi osami rotacie a rov-
nakymi vrcholovymi uhlami nenastava.

Dals{m moznym pripadom je rovina Ry, ktorej vSeobecna rovnica
je z = 5-w + ¢q. Do tejto skupiny patria pripady, ked rovina zviera
s podstavou kuZzela uhol mensi ako «a, kde tan a = £. Vysledkom v
tychto pripadoch je ¢ast elipsy. Vypocet prieniku je nasledujici:

2 (gete)?
x_2 _|_Z_2 — 2T )

a ) c?
2 Y2 (46(12 x2+2iqx+q2) .
o T2 @ =
2 2 2.2 2
z2 y: _ cfx®  2cqr  q°
a? + a? 4a220§ 2ac? c? 0
2,2 2,2 c‘x 2,2
cxt+cyt — < —acxqg—a*q¢ =0
3c??

8+ ?y? = acqr + a’¢?

Overili sme, Ze rieSenim je elipsa.

Speciélny pripad je pokial oba rota¢né kuzele maju rovnakiu x-ovi
a y-ovi sturadnicu a liSia sa len v stiradnici z. Vtedy bude ich spolo¢ny
prienik lezat v rovine rovnobeznej s podstavou kuzelov. Prienikom bude
Specialny pripad elipsy, ¢ize kruznica. Rovina v tomto pripade bude
mat rovnicu z = d. Na obrazku je oznacena ako Rs. Vypocet prieniku
spociva v dosadeni do rovnice kuZela za z premennu d.

2 2 2
z= 4 Yy d
a2+a22 c? _20
= 4 oy _d
a2+a2_ c?

Dostali sme rovnicu kruznice.

Pokial hladame prieniky 2 roznych rotac¢nych kuzelov s rovnobez-
nymi osami rotacie a rovnakymi vrcholovymi uhlami mézu nastat na-
sledujice pripady: ¢ast hyperboly, ¢ast elipsy, kruznica a $pecialne
pripady: Gsecka, bod a prazdna mnozina. Parabola za tychto pod-
mienok nenastava.
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M A

cast’ hyperboly kruznica kruznica
elipsa bod usecka
z
prdzdna mnoZina
X

Priklad roznych typov prienikov 2 roznych rotacnijch kuzelov s
rovnobeznymi osami rotdcie a rovnakymi vrcholovymi uhlamsi. y-ovd
suradnica kuZelov je v tyjchto prikladoch rovnakd.

Priklad prieniku dvoch réznych rotacnijch kuZelov, ked y-ovd suradnica
kuzelov je rézna -> cast hyperboly. Premietnutie do rovin xy a zz.

g
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CVICENIE 4.12 (25 bodov). Nech P = {py,...,pn} C E? mdn pro-
kov. Dokazte, Ze pri transformdcii roviny transformdciou danou pred-
pisom x = (x1 + d(X, p;), x2), kde x € V(p;),

(1) je bod s minimdlnou siradnicou x; v transformovanom V (p;)
prave generator p;,

(2) je obrazom osi dvoch susedngch bodov z V(P) bud priamka,
polpriamka alebo cast hyperboly.

CVICENIE 4.13 (25 bodov). V rovine je danigjch n bodov a ich Vo-
ronoiov diagram v ddtovej struktire DCEL. Popiste algoritmus na vy-
hladanie minimdlnej euklidovskej kostry a odhadnite jeho zloZitost

RieSenie (Martin Havala, 18.11.2009):

Predpokladajme, Ze steny si oznafené podla generatorov, ktoré
obsahuji. Pocet generatorov je n. Z vlastnosti Voronoiovho diagramu
vieme, Ze rozdeluje priestor podla prislusnosti ku generatorom v zé-
vislosti od ich vzdialenosti. Teda mnozina najkratsich hran, ktoré spé-
jaju nejakd mnozinu bodov, bude podmnozinou Voronoiovho diagramu
ktory tieto body generuju.

(1) pre v8etky hrany e {

(2) zisti susedné steny (generadtory) ku e //toto vieme
podla predpokladu, kedze DCEL uchovéva informéciu o sused-
nych stenach

(3) vloZ trojicu (vzdialenost, e) do zoznamu «
4

(5) utried zoznam a podla vzdialenosti

(6) vytvor zoznam [

(7) vytvor mnoZinu F

(8) 1

(9) pokial (diZka zoznamu I' < n ){

(10) ak «;.stenal ¢ E || «;.stena2 ¢ E{
(11) vloz { «;.stenal, «;.stena2 } do F
(12) vloz hranu «; do (3

(13) b

(14) i++

(15)

(16) vrat g

Zoznam [ obsahuje hrany, ktoré spédjaji vSetky vrcholy grafu a
ur¢ite neobsahuje Ziaden cyklus, kedZe algoritmus oSetruje pridavanie
takejto hrany (oba jej krajné vrcholy by uz boli v mnozine E a teda
tito hranu presko¢ime). Tieto hrany taktiez tvoria minimalnu mozna
euklidovsku kostru, pretoze priddvame vzdy najkratsiu mozna hranu,
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az kym nespojime vsetky vrcholy. Taktiez je algoritmus konec¢ny, pre-
toze po prejdeni celého zoznamu « urcite prejdeme vSetky vrcholy.
Zlozitost vytvorenia zoznamu « je O(n), pretoZze ide o jednoduché
prejdenie povodného zoznamu hran a zistenie vzdialenosti dvoch bodov.
Potom zoznam « vytriedime, ¢o dokazeme vyriesit v ¢ase O(nlogn) a
napokon nim opéat jedenkrat prejdeme. Teda cCasové zlozitost tohoto
algoritmu je O(nlogn). O

RieSenie (Matej Hudak, 25.11.2010):

Nech je danych n bodov v rovine a Voronoiov diagram. Tieto body
si mozeme definovat pomocou euklidovského grafu, kde hrana defino-
vand jej koncovymi bodmi p; a p; ma urcita vahu rovnu euklidovske;j
vzdialenosti z p; do p;. Minimélna euklidovska kostra je potom mnozina
n — 1 hran, ktoré spajaju body tak, aby védha tychto hran bola ¢o naj-
mensia. Nato mozeme pouzit Kruskalov algoritmus. Ten funguje tak,
7e najprv zoradi hrany podla ich vah a potom ich pridéva po jedne;j.
Najprv v8ak potrebujeme euklidovsky graf. Zlozitost takého algoritmu
je viak O(n?logn).

Prave preto pouzijeme Voronoiov diagram, presnejsie Delaunayovu
trianguléciu a to nasledovne.

(1) vypocet Delaunayovej triangulacie z VD - O(nlogn)

(2) pouzit Kruskalov algoritmus - O(nlogn)
Celkovy ¢as O(nlogn). Preco to funguje? Predpoklad je taky, ze mno-
zina hran minimalnej euklidovskej kostry je podmnozinou Delaunayo-
vej triangulécie. Vypoctom Delaunayovej triangulacie teda vytvorime
vyrazne jednoduchsi graf, ktory potom pouzijeme na vypocet M EK.

Moézeme to dokazat nasledovne. Nech S je minimalna euklidovské
kostra. Nech w(S) je celkova vaha S. Vezmime si dva [ubovolné body a
a b, ktoré tvoria hranu v M EK. Zaroveii predpokladajme, Ze hrana ab
nepatri do Delaunayovej triangulacie. Ukazeme, Ze ak je to tak, potom
tato hrana nepatri ani M FK.

7 predchadzajiceho (ab nepatri Delaunayovej triangulacii) vyplyva,
Ze neexistuje prazdna kruZnica prechadzajica a,b. Takato kruznica(s
priemerom ab) teda obsahuje dalsi bod ¢ (pozri obréazok 1).

OBR. 4.47. Miniméalna euklidovska kostra

Povedzme, Ze teraz vymazeme hranu ab z S a struktira sa rozdeli
na dva substruktiry. Bez ujmy na vsSeobecnosti, predpokladajme, Ze
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bod ¢ lezi v rovnakej substruktire ako bod a. Tak vymazme hranu ab
a pridajme hranu be. Kedze priemer kruznice bol ab a ¢ patril tejto
kruznici tak plati ||bc|| < ||ab||. Potom ale plati

w(S”) = w(S) + [[bel| — [lab]| < w(S),

z ¢oho dostavame spor pre pdévodné tvrdenie, lebo S nie je MEK.
Teda ak hrana ab nepatri Delaunayovej triangulacii, tak nepatri ani
MFEK. Ak sa v kruznici nachadza aj iny bod x, tento ddkaz stale plati,
kedze vzdialenost akéhokol'vek bodu (v kruznici) k bodom a a b bude
vzdy mengia ako vzdialenost ab, teda priemer kruznice.

Otéazkou je, & vytvorena hrana bc nepretne int hranu de, ktora
prechédza kruZznicou a zaroven sa jej krajné body v nej nenachédzaju.
V tomto pripade sa treba zamysliet ¢i tu takato hrana existuje. Této
hrana by musela prechédzat priestorom medzi bodmi b a ¢. Potom
vzdialenost cd alebo @e je mensia ako vzdialenost de. Z vlastnosti De-
launayovej triangulacie potom plati, Ze hrana de do nej nepatri a teda
nepatri ani MEK. 0

CVICENIE 4.14 (10 bodov). Dokdzte, Ze pre lubovolné n > 3 exis-
tuje mnozina n bodov v rovine takd, Ze aspon jedna oblast Voronoiovho
diagramu md n — 1 vrcholow.

RieSenie (Martina Batorova, 1.11.2008):Poziadavka existencie nam
umoziuje vybrat si Tubovolni mnozinu, ktoré vyhovuje zadanym krité-
riam. Skonstruujme teda n—bodovi mnozinu, ktorej prave jeden vrchol
bude mat Voronoiovu oblast s (n — 1) vrcholmi.

Takato mnoZina vyzera tak, ze (n — 1) jej vrcholov tvori pravidelny
(n — 1)—uholnik a jeden vrchol je stred opisanej kruznice tohto (n —1)-
uholnika (pozri obr. 4.48). Mnohouholnik ozna¢me P, opisant kruznicu
k a jej stred p. Potom Voroniova oblast p ma prave (n — 1) vrcholov.

Dovod, preco je to tak, vyplyva priamo z konstrukcie Voronoiovho
diagramu takejto mnoziny: kedze p je stredom £k, je od kazdého iného
generatora vzdialeny rovnako. Kruznica m s polomerom rovnym % po-
lomeru k£ obsahuje (n — 1) stredov tuseciek pv, v € P\{v}. Osi tychto
useciek tvoria doty¢nice tejto kruznice. S osami tseciek bodov, ktoré
lezia na k, sa pretnu v (n — 1) bodoch (v8etky tieto priese¢niky st od
p vzdialené viac ako polomer m). Takto ndm vzniknt vrcholy celého
diagramu.

Bod p je stred m, preto lezi v kruhu ur¢enom m, a teda oblast p
mé (n — 1) vrcholov. Je zjavné, ze m je kruznica vpisand Voronoiovej
oblasti vrcholu p. 0

RieSenie (Marta Reznakova, 8.11.2008):Dané¢ body v rovine nam
reprezentuji generatory Voronoiovho diagramu. Vezmime si teda bod
A taky, ze préave oblast nim generovand bude mat n — 1 vrcholov
(resp. stien). Znamena to, Ze ak by sme priradili ostatnym generatorom
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OBR. 4.48. VIavo je mnozina vrcholov pre n = 6,
vpravo vysledny Voronoiov diagram. Zobrazené st i po-
mocné objekty: 5—uholnik, kruznice, ¢iary pouzité pri
konstrukcii diagramu.

ot

OBR. 4.49. Oblast Voronoiovho diagramu s n — 1 hranami.

polarne siiradnice, kde bod A by bol stredom danej kruznice, ziadne
dva z generatorov by nemali priradeny rovnaky uhol a. Inymi slovami,
ak chceme néjst Tubovolni mnozinu n bodov taki, Ze aspon jedna
oblast bude mat n — 1 vrcholov, mézeme si vziat napriklad body na
kruZnici a jej stred. Takdto mnoZzina moZe mat nekonec¢ne vela bodov,
¢o inymi slovami znamené, 7ze sme schopni najst mnozinu vyhovujicu
podmienke a s n > 3 bodmi (pozri obr. 4.49). 0

CVICENIE 4.15 (30 bodov). Dokdzte, Ze n bodov v rovine sa dd
triangulovat exponencidlne vela sposobmi.

RieSenie (Jakub Mistn, 30.11.2011):



168 4. PROXIMITA

V ucebnici sa uvadza, ze kazdé n-tica bodov v rovina sa dé triangu-
lovat 287+0(nlogn) hgsobmi. Nam, netreba ukazovat presny pocet trian-
gulécii, sta¢i ukazat, Ze ich je exponencialne vela. Znalost presného
po¢tu nam pomodze len ako voditko. To nam hovori, ze zéklad tejto
exponencialnej funkcie je dva. Najprv sa pozrime na tie najjednoduch-
sie priklady. Zjavne, pre 3 body vieme néjst len jediny trojuholnik a
teda triangulacia je jedina 1 = 2°. Pre 4 body uZ nadobtidame trian-
gulacie 2 = 2! a pre 5 bodov st 4 = 22.

OBR. 4.50. Dve triangulacie stvoruholnika

Exponencidlnost pri zaklade 2 teda vyzera slubne. Problém nastéva
pri vyssich po¢toch bodov. Tu pouzijeme matematicka indukciu. Pred-
pokladajme Ze pre n bodov mame najviac 29"+ trianguldcii. Pozrime
sa Co sa stane ak pridame d'alsi bod P. Tu méZu nastat 2 pripady.

Bod sa mo6ze nachadzat v konvexnom obale. V tomto pripade pre
kazdua triangulaciu plati, Ze lezi v jednom z trojuholnikov ( pocet troj-
uholnikov sa zvysi o dva ) alebo na hrane dvoch trojuholnikov ( pocet
trojuholnikov sa taktiez zvysi o 2 ). Nech je tak alebo onak, prida nam
do triangulécie vzdy dva trojuholniky. Kazda triangulacia takto nado-
budne dalsie dva trojuholniky, ¢o ale pocet triangulacii neovplyviuje.
Dostavame rovnaky pocet triangulacii ako pre n bodov.

L L

OBR. 4.51. Flipovanie trojuholnikov

Teraz v triangulacii mozeme flipnat dva trojuholniky, a to jeden
novy a jeden stary, ktory s nim ma spolo¢nt hranu. Flipnutim nado-
budneme novia triangulaciu. Potencidlne teda mézeme dostat 3 nové
triangulécie ak je bod v trojuholniku a 4 nové triangulacie ak je na
hrane susednych trojuholnikov. Kedze tymto spésobom mozeme pre
kazdd triangulaciu nadobudnit minimalne dve nové triangulédcie, tak
minimélne zdvojnasobime pocet triangulacii. Specidlnym pripadom je
situacia, ked sa novy bod nachadza na hrane konvexného obalu. V
tomto pripade sa nam trojuholnik, ktorému patri novy bod predeli na
dva nové.
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OBR. 4.52. Bod v trojuholniku prida d'alsie dva
OBR. 4.53. Podobne aj ked sa nachédza na hrane

K X

OBR. 4.54. Flipovanie ndm zdvojnasobi pocet triangulacii

Bod sa moze nachadzat mimo konvexny obal a teda ho meni. Tento
moze lezat v trojuholniku tvorenom predlZenim hran prechadzajtcim
jeho dvoma najblizsimi susedmi F;, P;.

V tomto pripade prida kazdej triangulacii jeden trojuholnik P, P;, P.
Opat vdaka flipovaniu zdvojnasobime pocet triangulacii. Tentoraz ne-
moZe nastat pripad, ked nieje flipovanie mozné.

Alebo moéze lezat mimo trojuholniku tvorenom predlZzenim hran
prechadzajicim jeho dvoma najbliz§imi susedmi F;, P;.

V tomto pripade pridame dva trojuholniky kazdej triangulacii. Opét
flipovanim minimalne zdvojnasobime pocet triangulacii.

Samozrejme, moze nastat aj pripad, ked susedné trojuholniky nieje
mozné flipnit pretoze netvoria konvexny Stvoruholnik. Toto vSak ne-
ovplyviiuje nasu moznost zdvojnasobovat pocet triangulacii, pretoze
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OBR. 4.56. Bod prida dvatrojuholniky

ak novy bod umiestnime tak, ze dostdvame dvojicu, ktord nieje mozné
flipnat, miniméalne jedna dvojica zo zvysnych dvojic flipovatelné bude.

Vidime teda, Ze nech bod P priddme na ITubovolni poziciu pocet
triangulacii sa minimélne zdvojnasobi. Pocet triangulacii teda naras-
tie minimalne o zaklad predpokladanej exponencialnej funkcie. Pocet
triangulécii narasta exponencialne. 0

CVICENIE 4.16. Nech P = {p1,...,p,} C E? md n prokov. Dokdzte,
Ze pri transformdcii roviny transformdciou danou predpisom x = (z1 +

d(%iﬁi)a 1'2), kde x € V(pl);

e (1) je bod s minimdlnou suradnicou x; v transformovanom
V(p;) prdave generdtor p;,

e (2) je obrazom osi dvoch susednijch bodov z V (P) bud priamka,
polpriamka alebo cast hyperboly.

CVICENIE 4.17 (10 bodov). Opiste Voronoiov diagram a Delauna-
yovu trianguldciu pre pravidelny n-uholnik.

Riesenie (Lukas Tencer, 21.10.2008):Voronoiov diagram pre pra-
videlny n-uholnik bude vyzerat tak, Zze bude mat n otvorenych stien,
ktoré budu mat 1 spoloény bod T v tazisku n-uholnika a hranami s;
steny diagramu budi polpriamky zacinajice v bode T zo smerom T’
L=uv+ %(vz — v;41) alebo L = v; + %(vl — v;—1). Diagram bude mat
taktiez n hran. Pozri obr. 4.57.
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(b)

OBR. 4.57. (a) Voronoiov diagram pre vrcholy pravidel-
ného 12-uholnika. (b) Delaunayova triangulacia pre pra-
videlny 12-uholnik.

Na Delaunayovu triangulaciu pravidelného n-uholnika potrebujeme
vlozit diagonaly, vzajomne sa nepretinajuce, pokiat vSetky regiony ne-
budu triangulované. Triangulacia nie je jednoznac¢né a pre pravidelny
n-uholnik Tubovolna triangulacia bude mat (n — 3) diagonal a (n — 2)
trojuholnikov. Pocet vSetkych moznych triangulécii pravidelného n-
uholnika je C),_o = ﬁ(%*‘l). 0

n—2

CVICENIE 4.18 (30 bodov). Opiste Voronoiov diagram a Delauna-
yovu trianguldciu pre konvexny n-uholnik.

RieSenie (Attila Csidey, 21.11.2008):

Voronoiov diagram, ako aj Delaunayova triangulacia konvexného
n-uholnika vyzera podobne, ako pre pravidelny n-uholnik (Cvicenie
4.16.). Pravidelny n-uholnik je najspecialnej$im pripadom konvexného
n-uholnika.

Voronoiov diagram: M& n otvorenych stien, a nema ziadny ohrani-
¢eny Voronoiov mnohouholnik. Poc¢et hran v diagrame

e minimalny pocet hrén je n — Specidlny pripad obr. 4.58.
e maximalny pocet hran je n + (n — 3) - z toho n priamok a
maximalne (n — 3) tseciek, obr. 4.59.

Delaunayova triangulacia: Ma (n — 3) diagonél a (n — 2) trojuhol-
nikov. Pocet roznych triangulacii zavisi od po¢tu hran vo Voronoiovom
diagrame. Pohybuje sa to medzi 1 a (ﬁ(%:f;)).

V najspecialnejSom pripade je pocet hrdn minimalny a pocet trian-
gulacii (ﬁ(?:;)). (vid. Cvicenie 4.16.)

Pre maximalny pocet hran ma jedini Delaunayovu trianguléciu.

CVICENIE 4.19 (50 bodov). Opiste Voronoiov diagram a Delau-
nayovu trianguldciu vnitri n-uholnika, ktory md len zvislé a wvodo-
rovné hrany, pricom prienik lubovolnej zvislej resp. vodorovnej priamky
s tymto mnohouholnikom md najviac jeden komponent sivislosti (tzv. or-
togonéalne konvexny mnohouholnik ).
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OBR. 4.58. (a) Voronoiov diagram vrcholov konvexného
sedemuholnika. Pocete hran je minimélny n = 7, (b) De-
launayova triangulécia konvexného sedemuholnika, pocet
moznych triangulacii je minimalny, len jedna.

OBR. 4.59. (a) Voronoiov diagram vrcholov konvexného
sedemuholnika. Pocete hran je maximalny n+(n-3) =
11, (b) Delaunayova triangulacia konvexného sedemuhol-
nika, pocet moznych triangulécii je minimalny, len jedna.

Riesenie (Julia Kuc€erova, 28.11.2010):Majme ortogonélne kon-
vexny mnohouholnik v ktorom na kazdej hrane lezia iba 2 body, ktoré
st jej koncové. Voronoiov diagram sa sklada z ohrani¢enych Vorono-
iovych mnohouholnikov a neohrani¢enych stien.

V ortogonélne konvexnom mnohouholniku zvieraja hrany pri kaz-
dom vrchole tohto mnohouholnika uhol s velkostou 90°, alebo 270°.
Zadefinujme si 2 typy uhlov:

a = 90°

B =270°.

Ak kazdy vrchol mnohouholnika leziaci pri uhle typu « patri kon-
vexnému obalu daného mnohouholnika m6zme urcit Voronoiov diagram
mnohouholnika nasledovne:

Pocet neohranicenych stien Voronoiovho diagramu, bude zodpove-
dat poc¢tu vrcholov pri uhloch typu a. Pocet ohrani¢enych Vorono-
iovych mnohouholnikov bude rovny poc¢tu vrcholov mnohouholnika pri
uhloch typu . Ortogonalny mnohouholnik mé vzdy parny pocet vr-
cholov. Mézeme preto urc¢it pocet ohrani¢enych Voronoiovych mnoho-

n

uholnikov ako (%) — 2 a pocet neohranic¢enych stien ako (3) + 2. Ako
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OBR. 4.60. Ohrani¢ené mnohouholniky pri uhloch typu

OBR. 4.61. Vrchol typu a mimo konvexny obal

mozno vidiet na obrazku (obr. 4.60), poc¢et bodov pri uhloch typu 3 je
8, rovnako ako ohrani¢enych Voronoiovych mnohouholnikov.

V pripade, kde nie vSetky vrcholy pri konvexnych uhloch mnohou-
holnika patria jeho konvexnému obalu si Voronoiov diagram zadefinu-
jeme nasledovne:

Pocet ohranicenych Voronoiovy