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1. Uvod

Tato prednaska nadvézuje na prednasku o euklidovskych priestoroch a zaoberéd sa
Speciadlnymi typmi zobrazeni medzi takymito priestormi. Podéva vybrané vlastnosti a klasi-
fikiciu niektorych typov zobrazeni. Uspesné zvladnutie nasledujiceho textu predpoklada
zékladné znalosti z linedrnej algebry a geometrie euklidovského priestoru ako si:

e linedrne zobrazenia vektorovych priestorov

e zékladné veta o linearnych zobrazeniach

e matica linedrneho zobrazenia

e skladanie linearnych zobrazeni, sii¢in matic

e regularna linedrna transformaécia, inverzné linearna transformécia
e determinant matice

e skaldrny sucin

e (kartezidnska) suradnicova sustava v E"

e linedrne variety v E"

e parametrické a vSeobecné rovnice linearnej variety
e vzajomné polohy linearnych variet

e kolmost, vzdialenost, sii¢in linedrnych variet

Vsetky nasledujice objekty oznacené malymi tuénymi pismenami a,b,c... buda prvky
realneho euklidovského priestoru E" = (A, V™, +) s Tubovolnou pevne zvolenou dimenziou
n € N. Malym tuénym rezom so Sipkou oznacujeme vektory z prislusného asociovaného
vektorového priestoru V”* (napr. u, V).

Precvicte si svoje znalosti. V pripade problémov si prislusné partie zopakujte.

V poznamkach sa nachadzaju aj pojmy, ktoré presahuji rdmec tejto prednasky, preto
ich uplné porozumenie treba doplnit stidiom d'alsich pojmov.

Preberant latku a eSte omnoho viac mozno najst v dalsich knihach ako [1], [3], [2].

2. Zakladné pojmy

DEFINICIA 1 (Linearna kombinacia bodov). Nech py,...,pm € E" si body a nech
Qg .-y € R, pricom Y " o =1 (D" oy = 0). Linedrnou kombindciou bodov po, . . ., Pm
s koeficientami oy, . . ., o, nazyvame vyraz
(1) > aipi:=p+ ) oi(pi—p) (Zaipi = a(p; —p)),

i=0 i=0 i=0 i=0

kde p € E™ je lubovolny bod. Viyraz predstavuje bod z E™ (vektor z asociovaného vektorového
priestoru k E").

VETA 1 (Jednoznaé¢nost linearnej kombinécie bodov). Linedrna kombindcia bodov py, - . ., Pm
je definovand jednoznacne (t.j. nezdvisi od vyberu bodu p).
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Doékaz: Nech p,q € E". Potom
Y aip; =p+Ylyapi—p)=q+(p-q) + X P —p) =
i=0

=q+Y r,aPi—p+p—aq =qa+ > ,%pi—q).

. v », 9 » . 9 . », . . . . , v m
Analogicky mozno dokazat nezavislost linedrnej kombinécie v pripade, Ze 3 ;" a; = 0.

Linearna kombinacia bodov v euklidovskom priestore je analogickym pojmom ako
linedarna kombinéacia vektorov vo vektorovom priestore.

POzNAMKA 1. Na pocitanie s linedrnymi kombindciami bodov sa pouZiva nasledujice
metapravidlo: Ak mame vijrok, ktory je syntakticky sprdavne vytvoreny z linedrnych kom-
bindcii bodov a vektorov, a ak po nahradeni bodov a vektorov redlnymi cislami ziskame z
neho pravdivy vyrok, tak povodny vyrok je pravdivy. Ujasnite si, ¢ platia bezZné pravidld
ako si komutativnost, asociativnost a distributivnost v linedrnych kombindcidch bodowv.

PRIKLAD 1. Nech a, b € E" su dva rézne body. Zistite, ktory bod predstavuje %a—i— %b.
Riesenie: Podla definicie 1

1 1 1 1 1
Jat §b—a+ §(a—a) + §(b—a) —a+§(b—a).
Teda ide o stred usecky ab (pozri obr. 1). 0

OBR. 1. Stred tsecky ab ako linearna kombinacia bodov a a b.

PRIKLAD 2. Nech a, b, ¢ € E" si body a nech plati ¢ = b + 2(b — a). Napiste bod a
ako linedrnu kombindciu bodov b a c.
RieSenie: Ked7ze ¢ = b+2(b—a), tak mozme pisat 3(c—b) = (b—a), teda a = b—1(c—b).
Hladana linearna kombinécia je a = %b — %c. [

Predchadzajice priklady, ale aj niektoré dalSie cvienia nam naznadia, Ze koeficienty
linearnej kombinacie mézme chapat ako ,yvahy” priradené jednotlivym bodom, pri¢om
celkova vaha vSetkych bodov zucastnenych v linearnej kombinacii je 1.

CVICENIE 1. Pozorujte, ako sa sprdava vysledny bod afinnej kombindcie v zdvislosti na
zmene koeficientov afinnej kombindcie.

CVICENIE 2. Ako by ste zostrojili bod s = "-a+ —t=b, kde m,n € N? Ako to bude,
ked m,n € 77




CVICENIE 3. Vyjadrite pomocou linedrnej kombindcie bodov a,b € E™, a # b [ubovolny
bod priamky ab.

CVICENIE 4. Vyjadrite pomocou linedrnej kombindcie bodov a, b, c € E" lubovolny bod
trojuholnika abc. Co sa deje, ked a, b, c siu kolinedrne?

DEFINICIA 2 (Deliaci pomer bodov). Nech a, b, ¢ € E" a ¢ # b. Deliacim pomerom
bodov a, b, ¢ (v tomto poradi) nazijvame redlne ¢islo \ také, Ze (c—a) = A(c —b). Budeme
ho oznacovat (abc).

PRIKLAD 3. Zistite, aky je deliaci pomer bodov a,b,s € E", pricom s je stred tsecky
ab.

RieSenie: Hladame deliaci pomer bodov (as). Teda chceme vediet, ¢islo A € R v rovnosti
s —b = A(s — a). Pozri obrazok 1. Plati ales —a=b —-s =s—b = —1.(s — a). Teda
hladany deliaci pomer je —1. 0

VETA 2 (Deliace pomery troch roznych kolinedrnych bodov). Nech a, b, ¢ € E" si
také, Ze a # b # ¢ # a. Potom platia nasledujice rovnosti:

1 S
(bac) = @, (acb) =1- (abc), (Cab) = 1— (abc)
~ (abe) -1 __(abc)
(bca) = Wy (cba) = (abc) — 1°

Dokaz: Dokézeme, Ze zamenou prvych dvoch bodov sa hodnota deliaceho pomeru prevrati.
Plati totiz
(c —a) = (abc)(c — b) a zaroven (c — b) = (bac)(c — a).

Teda (bac) = (# Podobne plati pri zdmene poslednych dvoch bodov

abc) *
(b—c)+ (c—a)=(b—a)=(acb)(b—c),

teda

(c—a)=(1-(acb))(c — b).
To znamené, ze (abc) = 1 — (acb). Ostatné pripady sa ukazu lahko analogicky, alebo
vyuzitim predchadzajicich vztahov a faktu, ze vyssie uvedené permutécie bodov uz generuju
vSetky zvy$né permutacie bodov v deliacom pomere. 0

Deliaci pomer moze nadobudnit rézne realne hodnoty. Pokisme sa zistit, ako zavisia
na polohe bodu ¢ voc¢i bodom a a b. Vo vSeobecnosti moézu nastat tri pripady

i. Bod c nie je za bodom a (pozri obr. 2, vlavo). Vtedy maja vektory c —a ac—b
rovnaky smer, pricom ||c —al| < ||c — b||. Teda 0 < (abc) < 1.
ii. Bod c je pred b a za bodom a (pozri obr. 2, dolu). Vtedy maju vektory c—aac—Db
opacny smer. Teda (abc) < 0.
iii. Bod c je za b (pozri obr. 2, vpravo). Vtedy maja vektory ¢ —a a ¢ — b rovnaky smer,
pricom ||c — al| > ||c — b||. Teda (abc) > 1.
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e ' f =
c a b a b
0 <(abc) <1 (abc) > 1
e
a ¢ b

—o0 < (abc) <0

OBR. 2. Hodnoty deliaceho pomeru (abc) v zavislosti od vzajomnej polohy
bodov a, b, ¢ na priamke ab.

b a d c
OBR. 3. Styri (po dvoch rozne) body na priamke generuji identitu vo vete 3.

PozNAMKA 2. Videli sme, Ze deliaci pomer nadobiuda vsetky hodnoty okrem 1. Plati

ale
lim (abc) =1,

la—c||—o0

t.J. tdato hodnota je limitou (abc), pokial bod ¢ konverguje k nevlastnému bodu priamky
ab. V rozsirenom euklidovskom priestore mozno definovat aj deliaci pomer (abb) = oo a
(abc*) =1, kde c* je nevlastny bod priamky ab. Zdrovern mozno povedal, Ze deliaci pomer
je $pecidlnym pripadom dvojpomeru.

VETA 3 (Styri body na priamke). Nech a,b,c,d € E" su kolinedrne body také, Ze
a#d,b#d, c#d. Potom (abd)(bcd)(cad) = 1.
Doékaz: Pocitajme vyzijuc definicie prislusnych deliacich pomerov

(d —a) = (abd)(d — b) = (abd)(bed)(d — ¢) = (abd)(bcd)(cad)(d — a).

Vzhl'adom na to, Ze d — a # 0, musi platit (abd)(bcd)(cad) = 1. 0

CVICENIE 5. Vypocitajte (abce), ak:
a)a=[1,0,1",b=[1,3,-2]",c=[4,9,-2]"
b) a=[1,1,1]",b=1[2,0,—1]",c=abNa,a =2z -3y +22 =0
cJa=[1,-1]",b=a+2d,c=a—u,u=(1,2)"

VETA 4 (Vztah deliaceho pomeru a linearnej kombinécie). Nech ¢ = (1 —t)a+tb a
t # 1. Potom (abc) = 7. Naopak, nech A = (abc). Potom ¢ = (1 — 12;) a+ :25b.
Doékaz: Z predpokladu méame, ze (1 —t)(c —a) = t(b — ¢), z ¢oho uz priamo plynie prvy

vysledok.
Podobne vieme, Ze (c —a) = A(c — b), ¢o je to isté ako 25 (c — a) = 125 (c — b). Teda
_ 2 1. -1 A
¢=j5gct = at 35b. 0



CVICENIE 6. Nech ¢ = a+t(b —a) at # 1. Potom (abc) = . Naopak, nech
A = (abc). Potom ¢ = a+ 2;(b — a). Dokdzte!

CVICENIE 7. Dokdzte, Ze ak si body a, b, c nekolinedrne, tak body s, = a+ %(b —a),
sy = stred (bc), s3 =c+ %(a — ¢) pre pripustné t € R leZia na jednej priamke.

CVICENIE 8. V priestore E3 si dané priamky p, q, rovina o a ¢islo X # 0,1. Urcte
mnozZinu vetkych bodov x € B3, pre ktoré (abx) = X\, a € p, B € q, ak:

a) p,q su roznobezné,

b)plla.
¢) p, q si mimobezné a ab || «.

CVICENIE 9. Dané su nekolinedrne body a, b, c a body k € ab, 1 € bc, m € ca, pricom
k # b, 1# ¢, m # a. Dokdzte, Ze k,1, m su kolinedrne prdve vtedy, ked (abk)(bcl)(cam) =
1. (Ide o zndmu Menelaovu' vetu.)

CVICENIE 10. Dané su nekolinedrne body a, b, ¢ a body k € ab, 1 € bc, m € ca,
pricom k # b, 1 # ¢, m # a. Dokdzte, Ze priamky al, bm, ck su rovnobezné alebo sa
pretinaji v jednom bode (si konkurenté) prave vtedy, ked (abk)(bcl)(cam) = —1. (Ide o
zndmu Cevovu? vetu.)

CVICENIE 11. Dané si nekomplandrne body a, b, ¢, d a body k € ab, 1 € bc, m € cd,
n € da, pricomk #b, 1# c, m # d, n # a. Dokdzte, Ze k,1, m,n si komplandrne prdve
vtedy, ked (abk)(bcl)(cdm)(dan) = 1. (Ide o analdgiu Menelaovej vety z E2.)

CVICENIE 12. Je dand kocka abeda’b’c’d’. Rovina « je uréend bodom a, stredom steny
a'b'c’d’ a stredom steny b'c’cb. Uréte (b'c’'e), kde e je priesecnik priamky b'c’ a roviny a.
3. Afinné zobrazenia euklidovskych priestorov

DEFINICIA 3 (Afinné zobrazenie). Nech f: E* — E™ je zobrazenie euklidovskych priestorov.
Zobrazenie f nazijvame afinnym, ak zachovdva linedrne kombindcie bodov t.7.

(2) f(z pi) = Zaif(pi)

pre lubovolné po,...,pr € E" a ag,...,ar € R, pricom Zf:o a; =1, k € Ny.

PozNAMKA 3. V definicii 3 pouZivame len linedrne kombindcie, v ktorych je Zf:o o =
1. Preco?

PRIKLAD 4. Nech a,b € E? si dva lubovolné navzdjom rézne body. Nech f: E? — E?2
je zobrazenie, ktoré bodu x +— %a + %b + %x. Zistite, ¢i f je afinné zobrazenie. Ako by ste
interpretovali toto zobrazenie?

Menelaos bol grécky geometer Zijuci zhruba 70-130 AD v Alexandrii
2Giovanni Ceva (1647-1734), taliansky matematik.
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y

OBR. 4. Zobrazenie, ktoré trojuholniku s jednym premennym vrcholom pri-
radi jeho tazisko je afinné zobrazenie. Pre degenerované situacie (t.j. ked
body a, b, x lezia na priamke) nehovorime o tazisku trojuholnika.

RieSenie: Podla definicie 3 afinné zobrazenie zachovava linearne kombinécie bodov. Nech
k .y k
x = >0, a;a;, pricom Y ;_;a; = 1. Potom

k k k

BYf(x) = ZozlaZ = a—l— b+ Zazaz— Za@%—ézmb—l—%zma\i:
=0 =0 =0

(4) = ZO‘Z 1a+ b+ az ZO‘Z a;)

Teda zobrazeme f je afinné.
Interpretécia zobrazenia je zalozena na fakte, ze tazisko trojuholnika abc sa da zapisat

ako linedrna kombinacia bodov a, b, ¢ s koeficientami %, %, % Teda zobrazenie f priradi
bodu x tazisko trojuholnika abx (pokial tieto tri body tvoria trojuholnik). ]

CVICENIE 13. Nech a € E" je pevne zvoleny bod. Zobrazenie f: E" — E™ priradi
kazdému bodu x € E™ stred tsecky ax. Zistite, ¢i je f afinné zobrazenie.

CVICENIE 14. Nech a € E" je pevne zvoleny bod. Zobrazenie f:E"™ — E" priradi
kazZdému bodu x € E™ bod a. Zistite, ¢i je [ afinné zobrazenie.

CVICENIE 15. Zistite, ¢i posunutie f: E" — E", f(x) = x+ U pre pevne zvoleny vektor
posunutia U € V" je afinné zobrazenie.

CVICENIE 16. Zistite, ¢i rovnolahlost f: E* — E", f(x) = s+k(x—s) pre pevne zvoleny
stred rovnolahlosti s € E™ a koeficient rovnolahlosti k € R — {0} je afinné zobrazenie.

VETA 5 (Ekvivalentné definicie afinného zobrazenia). Nech f: EF — E™. Potom si
nasledugjice tvrdenia ekvivalentné:



i) zobrazenie f je afinné
ii) pre lubovolné t € R a body a,b € E" plati f((1 —t)a+tb)) = (1 —1t)f(a)+tf(b)
iii) ak a # b # ¢ # a su kolinedrne, tak f(a) = f(b) = f(c) alebo f(a) # f(b) # f(c) #
f(@), body f(a), f(b), f(c) si kolinedrne a (abe) — (f(a) f(b)f(c)).
Dokaz: Dokaz urobime dokazanim ekvivalencie medzi prvymi dvoma a poslednymi dvoma
vyrokmi.

i) = ii)|je trivialne. Ide totiz o 8pecidlny pripad linearnej kombinécie bodov.

ii) = i) | Budeme postupovat matematickou indukciou podla po¢tu bodov v linearne;

kombinacii. Pripady n = 0,1 st trivialne.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky linearne kombinécie bodov s najviac n
bodmi. Nech x = """ ja;a;, pricom Y  o; = 1. Aspon jeden koeficient linearnej kom-
binécie je rozny od 1. Keby totiz vSetky boli rovné 1, ich suma by bola n + 1, ¢o je
nepripustné pre n > 1. Bez ujmy na vSeobecnosti moézme predpokladat, ze oy # 1. Potom

mozno vyjadrit x = apag + (1 — ayp) ( a4 ...+ —22a, ). Aplikovanim zobrazenia f

1—ag 1—ag
dostaneme
(631 Oy, g
b} = 1- n| = i) (&),
60 =aufta) + (- (2 asr pa ) =D (e
pretoze plati >, -4 = 1 a vyuzijeme indukény predpoklad.

ii) = iii) | Nech a, b, ¢ € E" st kolinearne body, a # b # ¢ # a a nech napriklad
f(a) = f(b). Polozme ¢ = (1 — t)a + tb. Potom f(c) = (1 —t)f(a) +tf(b) = f(a).
Analogicky by sme dostali rovnost obrazov aj v pripadoch, ked f(a) = f(c) alebo f(b) =
f(c). (Urobte si to ako cvienie!)
Predpokladajme teda, ze f(a), f(b) a f(c) st po dvoch rézne. Zo vztahu f(c) =
(1 —t)f(a) +tf(b) je jasné, ze lezia na jednej priamke a z vety 4 vyplyva, Ze (abc) =
(f(a)f(b)f(c)).
iii) = ii) |[Nech a, b € E" at € R st lubovolné. Ak a = b, tak tvrdenie plati trivialne.
(Urobte si ho ako cvicenie!) Nech teda dalej a # b. Musime rozlisit niekolko pripadov.
Nech ¢ = (1 — t)a + tb. Potom moze nastat
a) ¢ = a alebo ¢ = b — vtedy bud f(c) = f(a) = f(a) + 0(f(b) — f(a)) alebo f(c) =
f(b) = f(a)+ 1(f(b) — f(a)). Teda nas vztah v tomto pripade plati.
b) a # b # ¢ # a Podla predpokladu bud f(c) = f(a) = f(b), a potom f(c) = f(a) =
(1 —1t)f(a) + tf(b), alebo f(a) # f(b) # f(c) # f(a), st kolinearne, teda f(c) =
(1 —s)f(a)+sf(b), a (abc) = (f(a)f(b)f(c)), ¢o podla vety 4 znamena, ze
t S
= (abe) = (f(a)f(b)f(e)) = ——

Z tejto rovnosti dostaneme, ze s = t.

Uvedené pripady vycerpavaju vsetky moznosti. 0
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CVICENIE 17. V euklidovskom priesore E? je dany trojuholnik bed. Pre zobrazenie f
plati: f(b) =c, f(c) =d, f(d) = b. Vsetky ostatné body si samodruzné (t.j. zobrazia sa
na seba). Je f afinné zobrazenie?

CVICENIE 18. Nech f: E* — E™ a g: E™ — EF su afinné zobrazenia. Dokdzte, Ze
zloZené zobrazenie g o f je tieZ afinné zobrazenie.

Afinné zobrazenie f determinuje dalSie zobrazenie medzi vektorovymi zlozkami pris-
lusnych euklidovskych vektorovych priestorov.

DEFINICIA 4 (Asociované zobrazenie). Nech f: E" — E™ je afinné zobrazenie. Zobraze-
nie f* nazgvame asociovanym zobrazenim k afinnému zobrazeniu f, ak splna nasledujice
podmienky:

i) frVr Sy
ii) pre lubovolné ag, ..., a; € E" a ap,...,ar € R také, Ze Zf:o a; =0, plati

I (Z aiai> = Z%‘f(&')-

POzZNAMKA 4. Predchddzajica definicia vlastne hovori, Ze asociované zobrazenie ,za-
chovdava” linedrne kombindcie bodov, ktorych vysledkom je vektor.

VETA 6 (Korektnost definicie asociovaného zobrazenia). Zobrazenie f* existuje, je jed-
noznacné a dobre definované, t.j. nech apag + --- + apa, = Gobg + - - - + Gib; pre nejaké
Qg+ +ap=Fo+ -+ f = 0. Potom f*(apag + -+ + agag) = f*(Bobo + - - + Giby).
Dokaz: Existencia a jednozna¢nost asociovaného zobrazenia je dana obrazmi vektorov V™.

Co sa tyka dobrej definovanosti zapisu v definicii 4, z predpokladu vety vyplyva, ze
oy + - - + agag = Gobg + - - - + Gib; = b — by pre nejaké b € E". Teda b = by + apag +
<+ aga, = bg+ Gobg+- - -+ G;b;. KedZe zobrazenie f je afinné, a teda zachovava linearne
kombinécie bodov, tak f(b) = f(bg) + aof(ag) + -+ axf(ar) = f(bo) + Bof(bo) + -+ +
B1f(by). To uz priamo dava vysledok. N

CVICENIE 19. Dokdazte bez pouZitia vety 6, Ze sk b —a = d — c, tak f(b) — f(a) =
f(d) — f(c) (pozri obr. 5. Odvodte z tohto vysledku vetu 6!

VETA 7 (Linearita asociovaného zobrazenia). Asociované zobrazenie f* k afinnému
zobrazeniu f je linedrne zobrazenie.
Dokaz: Sta¢i ukazat, ze f*(d + V) = f*(d) + f*(V) a f*(cv) = cf*(V) pre lubovolné
u,v € V'ac e R. Nechd = apag+---+aga, av = Fybg+- - -+0b;, pricom ag+- - -+ =
Bo+ -+ [ = 0 (overte, ze to vzdy ide!). Potom f*(d + V) = f*(apag + -+ + agay +
Bobo + -+ + Giby) = aof(ag) + -+ + anfl(ar) + fof(bo) + -+ Bif (b)) = f*(U) + f*(¥).
Analogicky f*(cti) = f*(capdp + - -+ + copdly) = capf(8o) + -+ - + carf(a@) = cf*(0).
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OBR. 5. Rozne umiestnenia toho istého vektora v afinnom priestore.

DOSLEDOK 1. Nech f je afinné zobrazenie. Potom f(a+u) = f(a)+ f*(d) pre lubovolné

acE" a lubovolné i € V™.
Dokaz: Nech i = b — a. Potom f(a+u) = f(a+ (b —a)) = f(a) + (f(b) — f(a))
f(a) + £°(d). 0
+

CVICENIE 20. Ukdzte, Ze pre lubovolné afinné zobrazenie f plati f(a + aja; + - - -
arag) = f(a) + f*(aa; + - - - + agay), pricom a3 + - - -+ o = 0.

CVICENIE 21. Urcte asociované zobrazenie pre rovnolahlost.

UZ z definicie asociovaného zobrazenia sa da usudit, Ze vztah afinného zobrazenia a k
nemu asociovaného zobrazenia je pomerne blizky:.

VETA 8 (Vztah afinného a asociovaného zobrazenia). Nech ¢: V' — V™ je linedrne
zobrazenie, a € E", b € E™. Potom existuje prdve jedno afinné zobrazenie f: E" — E™
také, zZe f(a) =b a f* = ¢.

Dokaz: Definujme zobrazenie f: E* — E™ tak, ze f(x) =b + ¢(x — a). Treba ukazat, ze
f je afinné, splia predpoklady tvrdenia a je jediné také.
Afinnost: Nech ag, ..., a; st body z E" a Zf:o a; = 1. Potom

k k k
f<z oziaz-> = b+ 925(2 aa; — a) =b+ 925(2 a;(a; — a)) =
i=0 i=0 i=0
k k k
= b+ Z a;¢(a; —a) = Z@i(b + ¢(a; —a)) = Zaif(ai)'
i=0 =0 i=0
Teda f je afinné, lebo zachovéava linedrne kombinacie bodov.
Predpoklady tvrdenia: f(a) =b+ ¢(a—a) =b + 0 = b. Podobne f*(d —c) =
£(d) = f(c) = (b+6(d - a)) — (b+d(c—a)) = 6(d —a) - d(c —a) = 6(d — c).
Jednoznaénost: UkiZeme ju nepriamo. Nech g: E" — E™ je afinné zobrazenie také,
ze g(a) = b a g* = ¢. Potom podla désledku 1 plati g(x) = g(a) + g*(x —a) =
b+ ¢(x —a) = f(x). Teda f = g.

g
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POzZNAMKA 5. Podla zdkladnej vety o linedrnych zobrazeniach je kaZdé linedrne zobraze-
nie ¢: V* — V™ jednoznacne dané obrazmi prvkov nejakej bazy priestoru V™. Nasledujici
dosledok vyuziva tento fakt.

DOSLEDOK 2. Nech (a,€y,...,6,) je afinnd suradnicovd sistava v priestore E*, b €
E™, E, ..., £, € V™. Potom existuje jediné afinné zobrazenie f: E" — E™ také, Ze f(a) = b
a f*(&)="f prei=1,....n.

Doékaz: Nech ¢: V* — V™ je definované tak, ze ¢(€;) = f, prei = 1,...,n. Také zobrazenie
je podla zékladnej vety o linedrnych zobrazeniach jediné. Teda podla vety 8 je takto

definované afinné zobrazenie jednoznacné. 0
DOSLEDOK 3. Nech (0,€4,...,€,) je afinnd suradnicovd siustava v priestore E", 0 €
E™ fi,...,f, € V™. Nech f: E* — E™ je také afinné zobrazenie, Ze f(0) =0 a f*(&;) =f{;

—

prei=1,...,n. Potom akx =0+ 2161 + ...+ x,6,, tak f(x) —o+xf+...+a,f,
Dokaz: Tvrdenie vety dostaneme aplikovanim doésledku 2 a vety 7. 0

DEFINICIA 5 (Linearne nezavisla mnozina bodov). Nech ag,...,a; € E", k € N je
mnozina bodov. Hovorime, Ze body su linedrne nezdvislé, ak siu linedrne nezdvislé vektory
a; —Aag,...,a — ag.

POzZNAMKA 6. Z definicie vidno, Ze v E™ nemodZe existovat viac ako n + 1 linedrne
nezdvislyjch bodov. Naviac tento pocet sa dd dosiahnut. Premyslite si ako!

CVICENIE 22. Nech ay,...,a, € E" je linedrne nezdvisla mnoZina bodov. Dokdzte,
Ze lubovolny bod priestoru E™ sa dd napisat ako ich linedrna kombindcia. Je tento zdpis
jednoznacnyj?

VETA 9 (Jednoznac¢nost afinného zobrazenia). Nech f: E" — E™ je afinné zobrazenie.
Potom f je jednoznacne urcené obrazmin + 1 linedrne nezdvislyjch bodov z E™.

Doékaz: Nech ay, ..., a, je n+ 1 nezavislych bodov v E™ a nech by, ..., b,, st obrazy tychto
bodov v zobrazeni f. Ozna¢me €, = a; — ay, ..., €, = a, — ag (tieto st podla definicie 5
linedrne nezavislé) a nech obrazmi tychto vektorov si vektory Fl =b;—by,..., Fn = b, —bg
v tomto poradi. Podl'a dosledku 2 je takto jednoznacne definované afinné zobrazenie. Treba
len overit, ¢i takto definované zobrazenia spliia podmienku, ze f*(&;) = f. (Urobte to ako
cviceniel!)

Jednozna¢nost moézme dokazat aj inak, za predpokladu, ze mame dokazanu existenciu
zobrazenia f. Nech f,g: E" — E™ st dve afinné zobrazenia také, Ze pre afinne nezavisli
mnozinu bodov ay, ..., a, plati f(a;) = g(a;) pre i = 0,...,n. Ukdzeme, Ze f(x) = g(x)
pre Tubovolné x € E™.

Nech x = apgag + - - - apa,, Z?:o a; = 1. Potom mdzme pisat

n n n n
F) = FOQma) =) aif(a) =Y aigla) = g()_ aiay) = g(x).

=0 1=0 =0 =0
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OBR. 6. Premietanie do roviny 0,0,03. Priemet do roviny 0,0503

Teda f = g. O

PRIKLAD 5. Urcte afinné zobrazenie f: E® — E2, ktoré reprezentuje kolmé premietanie
do roviny « uréenej bodmi o1, 09, 03 (pozri obr. 6 vlavo), ktoré si vrcholmi axidlnej kocky
(t.5. jej steny su rovnobezné so suradnicovymi rovinami), jej vrchol o je pociatkom sistavy
suradnic a vektory o; — 0,09 — 0,03 — 0 urcuju bdzové vektory kartezidnskej suradnicovej
stistavy E3.

RieSenie: Nech (0, &, €5, €3) je ortonormélna stradnicova stistava v E3. Dalej nech (o, f;, f5)
Je afinna suradnlcova sustava v rovine «, prlcom 0 je pata kolmice z o do roviny «,

f,=0;-0a flJ_fQ, Hle = Hf2H pricom vektory fl, f2, 0 — o tvoria kladnu bazu v priestore
V3. Potom zobrazenie f mozno uréit nasledovne:

o — O,

€ = _Tfl — 5t
= V3F 1

€y Tfl - §f2,
63 — fg.

LCubovolny bod x € E3 sa da napisat v baze x = 0 + 216, + 2965 + 2365. Jeho obraz v
afinnom zobrazeni f bude

f(x) = f(o)+z1f"(€1) + 2af" (&) + 23" (&) =

= o+x1(‘[fl—lf2)+x2( ffl %2>+I3F2:

—

= o0+ (\/73351 — \/Tgl‘g) f'l + (—%m - %@ + fEs) fo.
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V maticovom tvare mozno predchédzajice zobrazenie zapisat nasledovne
x
Y1y \/75 _¥3 !
v2)  \—2 1 1 v
2 2 T3

VETA 10 (Injektivnost, surjektivnost afinného zobrazenia). Nech f: E" — E™ je afinné
zobrazenie. Potom platia nasledugjice tvrdenia:

g

a) f je injektivne zobrazenie prave vtedy, ked f* je injektivne zobrazenie
b) f je surjektivne zobrazenie prdve vtedy, ked f* je surjektivne zobrazenie
c) [ je bijektivne zobrazenie prdave vtedy, ked f* je bijektivne zobrazenie

Doékaz: Zobrazenie f je injektivne prave vtedy, ked plati:
f(a) = f(b) = a = b pre [ubovolné a,b € E".
Kedze f(a+0) = f(a) = f(a+(b—a)) & f*(0) = f*(b—a). Teda (f*(0) = f*(b—a)) =

a = b prave vtedy, ked f* je injektivne (zobrazi na nulovy vektor len nulovy vektor).
Analogicky pre surjektivnost. Nech o € E™. Nech b’ € E™. Potom existuje také b € E",
ze f(b) = b’ prave vtedy, ked f(o+b —o0) = f(o) + f(b) — f(o) = b’, teda préave vtedy,
ked b’ — f(o) = f*(b — o). Co znamena, kedZe bod b’ bol Tubovolny, Ze f* je surjektivne
(kazdy vektor priestoru V™ méa svoj vzor).
Bijektivnost dostaneme kombinaciou pripadov a) a b). 0

VETA 11 (Zachovéavanie linearnych variet). Nech f: E" — E™ je afinné zobrazenie.
Potom platia tvrdenia

a) ak o C E" je linedrna varieta, tak f(a) je linedrna varieta v E™ o dim f(a) < dim «
b) ak |8 su linedrne variety v E", tak f(a)||f(5) v E™.

Doékaz: Nech « je linearna varieta v E™. Sta¢i ukazat, ze ak p,q € f(a), tak aj ich
Tubovol'na linearna kombinacia je z f(«). Nech p = f(a) a q = f(b), kde a,b € a. Potom
pre Tubovolné t € R plati (1 —¢t)p+tq= (1 —¢)f(a)+tf(b) = f((1—t)a+tb) € f(a),
kedZe « je linearna varieta.

Z geometrie linearnych variet vieme, ze a = a + V,, pre Iubovolné a € a. Teda f(«a) =
f(a) + f*(Va), €o znamend, ze Vi) = f*(Va). Z linearnej algebry vieme, Ze dim f*(V,) <
dim V,, teda plati, ze dim f(«) < dim .

Nech al|3. To je prave vtedy, ked V,, C V3 alebo V3 C V,. Potom ale musi platit, ze
[*(Va) C f*(Vp) alebo f*(Vs) C f*(Va), €o je ekvivalentné s tvrdenim Vi) C Vy(s) alebo
Vi) C Vi(a)- A to uz nie je ni¢ iné ako f(a)||f(B). N

CVICENIE 23. Dokdzte, Ze vzor linedrnej variety v afinnom zobrazent je linedrna varieta.

CVICENIE 24. Ndjdite priklad afinného zobrazenia, kde sa dve kolmé variety zobrazia
na variety, ktoré nie si kolmé.
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4. Analytické vyjadrenie afinného zobrazenia

Zapis afinného zobrazenia v priklade 5 ukazuje, Ze pri zapise i manipulacii s afinnymi
zobrazeniami mozno vyuzit matice, pretoze kazdé linedrne zobrazenie sa da zapisat formou
matice. Podla toho, ¢o potrebujeme vyjadrit, mozno pouzit niekol'ko druhov zéapisov.

Afinné saradnice. Nech je v E" dana afinna stradnicové sustava (o, €i,...,€,) a v
E™ podobne (o,f;,...,f,). Nech f: E" — E™ je dané na repéri (o, €,...,€,), pricom
stiradnice obrazov

flo) =1[rt,...,r]"
fr@) =(a,...,a")"
fr(&) = (ag,-..,a7)"
st dané na repéri (o, fi,... ,fn> Nech x = [z1,..., 2"]" v repéri (0,€y,...,8&,) a jeho obraz

F(x) e E™je f(x) = [y, ...,y™| vrepéri (0,f1,...,f,). Potom
f(x) = fo) + @' f*(&1) +...+a" [ (&),

¢o mozno zapisat v maticovom tvare

y! aj ay ... al x! rt

y? ai a3 ... a x? r?
(6) =1 . N

y™ al’ ay' a,’ " "
alebo

y =Ax +r,

kde r sa nazyva vektor posunutia a matica A = (f*(€), f*(€2),...,f*(€,)) sa nazyva
maticou asociovaného zobrazenia f*. Tento zapis afinného zobrazenia nazyvame analytické
vyjadrenie afinného zobrazenia f vzhladom k afinnej suradnicovej sustave (o, €,...,€,) v

E" a (0,f,,...,£,) v E™

POzZNAMKA 7. Treba si uvedomit, Ze analytické vyjadrenie zobrazenia priestorov nie
je dané jednoznacne, ale zdvisi na vybere afinného repéra v oboch priestoroch — priestore
vzorov aj priestore obrazov. Tdto nejednoznacnost je analogickd nejednoznacnosti suradnic
bodu, ktoré tieZ zdvisia na vybere afinného repéra.

Afinné zobrazenia su teda len tie zobrazenia, ktoré maju tvar (6). Z tohto zapisu tiez
vidno, Ze asociované zobrazenie k afinnému zobrazeniu f ma v prislusnych bazach V"

—

(tj. (€1,...,€.)) a V™ (t.j. (f,....£,)) vyjadrenie
y = Ax.
PRIKLAD 6. Ndjdite maticu afinnej transformdcie f: E? — E2, pricom plati
0,0]"' =0—~o0=[1,1]" [1,0]" =e;—~e;=[0,1]" [0,1]" =ey+ e, =[1,0]".
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OBR. 7. Osova sumernost podla priamky p.

RieSenie: V afinnej stradnicovej ststave (o, €;,€;) mozeme pisat analytické vyjadrenie

yto= -z 4+ 1
y? = —at + 1

Neskor uvidime, ze tymito udajmi je dana osova simernost podla priamky p (pozri obr. 7)

0

Rozsirené afinné stradnice. Pomocou rozsirenych afinnych stradnic mozno zjed-
notit zapis suradnic vektora a bodu tak, ze uz priamo z tychto stradnic budeme vediet
o aky objekt ide. Okrem toho sa sprehladni zapis zobrzeni. Bod x = [z}
[1,2%,...,2"]"T = x a vektor u = (u',...,u")" ~ [0,u!,...,u"]" = @. Prva stradnicu
mozme ¢itat podla jej hodnoty ,bod” alebo ,vektor”. Pre takto zavedené rozsirenie plati
obvykla aritmetika s bodmi a vektormi z euklidovskych priestorov, ako aj pocitanie s
linearnymi kombinaciami. V rozsirenych afinnych stradniciach mozno potom pisat analyt-

ické vyjadrenie zobrazenia takto

-0

pri¢om y, r, X, A méa ten isty vyznam ako pri afinnych sturadniciach a 0 je stipec s n nulami.

L e

POzZNAMKA 8. Moznost tohto zdpisu vyplyva z geometrie projektivnych priestorov a
analytického zdpisu kolinedcii medzi nima.
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ag

a ax

OBR. 8. Barycentrické stiradnice bodu x ako pomer orientovanych obsahov
d(xaijaz) d(apxaz) d(apaix)
d(apaiaz)’ d(apajaz)’ d(apaiasz) |°

trojuholnikov

Barycentrické stradnice. Ak mame afinni suradnicovi sustavu zapisani vo forme
(ag,a; — ay, . ..,a, — ag), tak potom mozno lubovolny bod pisat vo forme

1

x=ay+a'(a; —ag) +---+2"(a, —ag) = (1 —z' —---2™ag +z'a; +--- + 2"a,,

¢o je linedrna kombinacia bodov tvoriacich afinnii siradnicovi sistavu. Kedze afinné zo-
brazenie f zachovéava linearne kombinécie bodov, mozno sturadnice obrazu bodu x ziskat
ako

f(x) = (1—at = =2 f(ay) +zta; + -+ 2" f(ay,)
|
— (fla) - flan) . ,

kde f(a;) je stlpec stiradnic (pripadne aj rozsirenych) prisluchajici obrazu bodu a; v zo-
brazeni f. V takomto pripade nazyvame (n + 1)-ticu [z° z',... 2"], kde 2° = 1 — 2! —
- .—x", barycentrickymi stiradnicami bodu x vzhladom k bodom ag, ay, .. ., a,. Uvedomme
si, ze pri tomto zapise dostavame z barycentrickych suradnic afinné stiradnice a nie opéat
barycentrické (tie st totozné).

POzZNAMKA 9. Barycentrické siuradnice maju nasledujicu geometricki interpretdciu.
Nech vy, ..., v, tvoria simplex V v n-rozmernom afinnom priestore. (Simplex je ttvar,
ktory dostaneme, ked urobime konvexny obal bodov vy,...,v,. Simplex z troch linearne
nezavislijch bodov je trojuholnik generovany tymito bodmi. Simplex tvoreny 4 linedrne nezdvis-
lymi bodmi je Stvorsten generovany tymito bodmi.) Zostrojme simplexy V;(u) dané ako sim-
plexy k bodom vq, ..., Vi,_1,U,Vii1,...,V,. Teda v ssimplexe V' nahradime i-ty vrchol bodom
u. Nech d(V'), d(Vi(u)) pre i = 0,...,n si n-rozmerné objemy tjchto simplexov. Potom
plati, Ze

d(Vo(u)) d(Vu(w) 1"
avy 7 d(V)

st barycentrické siuradnice bodu w vzhladom k bodom vy, ..., v, (pozri obr. 8 pre n = 2).
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DEFINICIA 6 (Afinna transformécia). Nech f: E" — E" je afinné zobrazenie. Potom f
sa nazyva afinnd transformdcia priestoru E". Ak f je bijektivne zobrazenie, tak [ nazijvame
afinitou priestoru E™.

DEFINICIA 7 (Stuhlasna a nesthlasné afinita). Afinitu s analytickym vyjadrenim y =
Ax + r nazjvame suhlasnou afinitou, ak det A > 0. V opacnom pripade ju nazgvame
nesuhlasnou afinitou.

PozNAMKA 10. Kladnd hodnota determinantu matice A znamend, Ze transformdcia
zachovava orientdciu. Tvrdenie plati aj naopak, ak transformdcia zachovdva orientdciu,
tak determinant matice tohoto zobrazenia je kladny.

V starsej literatire sa niekedy pouziva termin priama, nepriama transformdcia napr. |?].

7 definicie afinnej transforméacie a z analytického vyjadrenia afinného zobrazenia vy-
plyva, ze afinné transformécie budu reprezentované stvorcovymi maticami.

VETA 12 (Bijektivnost transformécie). Nech f: E" — E™ je dané rovnicamiy = Ax+r
v suradnicovej siustave (0,€1,...,6,). Potom afinnd transformdcia f je bijektivna prdve
vtedy, ked matica A je requldrna.

CVICENIE 25. Sformulujte a ukdzte predchddzajicu vetu v rozsirenych suradniciach.
Dokaz: Stadi si uvedomit, ze asociované zobrazenie je bijektivne préave vtedy, ked je matica
A regularna a pouzit vetu 10 0

DOSLEDOK 4 (Afinnost inverznej transformécie). Inverzné zobrazenie k afinite je opdt
afinitou.
Dokaz: Zrejme plati

(fof™) (Z aixi) = Z%‘Xi-

Podobne plati aj

f (Z aif_l(xi)> = Z%Xz’-

KedZe pravé strany su rovnaké, plati to aj o Tavych stranach. Po zobrazeni tejto rovnosti
zobrazenim f~! dostavame tvrdenie vety.

Alternativny dokaz pouzivajuci suradnice dodéavame len kvoli vypoc¢tom prikladov. Ak
v niektorom repéri je analytické vyjadrenie afinity y = Ax + r, tak v tom istom repéri je
inverzné zobrazenie dané ako y = A~!'x — A~ !r. Treba vSak poznamenat, Ze este sa Ziada
v tomto pripade ukizat nezavislost tohoto vysledku na volbe stustavy suradnic. 0

VETA 13 (O existencii grupy afinit GA(E"™)). MnozZina vietkijch afinit priestoru E™
spolu s operdciou skladania zobrazeni tvori grupu.
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Dokaz: Ak zlozime dve afinity, dostaneme opét afinitu. Téato skutoc¢nost je evidentna.
Inverznym zobrazenim k afinite je opat afinita podl'a predchadzajicej vety. Naviac identické
zobrazenie je tiez afinitou a tvori jednotkovy prvok v mnozine v8etkych afinit E™. Z tychto
faktov vyplyva, ze vSetky afinity priestoru E™ spolu s operaciou skladania tvoria grupu.
Oznacujeme ju zvycajne GA(E"). 0

Neskor si ukdzeme niektoré podgrupy grupy GA(E™). Medzi najvyznamnejsie patria
zhodnostné transformécie, ktoré sa nauc¢ime aj klasifikovat.

CVICENIE 26. Vo vhodnej sturadnicovej sustave napiste analytické vyjadrenie zobrazenia
f, ktoré vrcholom trojuholnika abc priradi stredy protilahlych stran. V tej istej suradnicovej
sustave napiste analytické vyjadrenie zobrazenia h, ktoré zobrazuje body a, b, ¢ do bodov a,
b, t, kde t je taZisko trojuholnika abc. Urcte analitické vyjadrenia zobrazeni ho f, f o h,
f~taht

CVICENIE 27. V euklidovskej rovine E? je dang trojuholnik abc. Afinné zobrazenie f
zobrazuje a do b, b do c a ¢ do a. Urcte k nemu asociované zobrazenie g. Vyjadrite f, g
vo vhodne zvolenej afinnej suradnicovej sustave.

CVICENIE 28. Afinné zobrazenie f: E? — E? z0brazuje body [2,1]", [3,0]", [1,4]" do
bodov [1,6]7, [1,9]7, [3,1]" v tomto poradi. Kam sa zobrazi bod [5,7)" 2 Ktoryj bod sa zobrazi
sam na seba?

CVICENIE 29. Urcte afinné zobrazenie f:E? — E? zobrazujice body [0,0], [1,0]T,
0,1]" do bodov [0,0]", [1,0]", [3, \/7§]T v tomto poradi. Pokiste sa ho geometricky inter-
pretovat.

CVICENIE 30. Urcte afinné zobrazenie , ktoré zobrazuje body [1,0]" — [2,3]", [0,2]T —
[—1,4]T, [-3,0]T — [-2,—1]T.

CVICENIE 31. Dané je afinné zobrazenie f: {x' = 2x+3y+5,y = 4x — 3y —2}. Urcte
a) do akijch bodov sa zobrazia body [0,0]", [5,2]7, [—1,4]";
b) co je obrazom osi v rovine;
c¢) ako sa zobrazia priamky 2z + 3y +5=0, 4 — 3y — 2 =0;
d) ¢o je obrazom priamky 2x — 6y — 7 = 0.

CVICENIE 32. Dané je afinné zobrazenie f: {z' =3z +y—6,y = x+y+ 1}. Ktoré
body sa zobrazia do bodov [9,8]" a [—6,1]" 7

CVICENIE 33. Afinné zobrazenie f: E? — 2 je vo vhodnej siradnicovej sistave dané
predpisom [ = {x} = 11 — 29 + 1,25 = 71 + 19,74 = xy + 2}. Urcte obraz zaciatku v E2?,
vzor zaciatku v B3 a zstite, ¢i je zobrazenie injektivne a surjektivne.

CVICENIE 34. Zistite, ¢i je zobrazenie f = {x} = —2x1 —2xo+ 23+ 1,2 = 221+ 329 —
3ws, Ty = xy — w3 + 4} injektivne.

CVICENIE 35. V euklidovskej rovine je danyj abce s taZiskom t. Afinné zobrazenie zo-

brazuje bod c do bodu t, body a, b sa zobrazuji na seba. Napiste rovnice tohto zobrazenia
v dvoch vhodne zvolenyjch suradnicovych sistavdch.
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CVICENIE 36. Ndjdite vietky body x = [x,y,2]", ktoré sa zobrazia do M = [4,3]" v
zobrazeni f ={2' =2x — 24+ 1,y =z + y}.

CVICENIE 37. Ndjdite afinné zobrazenie, ktoré

a) zobrazuje bod [6,—2]" na bod [1,1]7 a vektory (2,1)7, (=1,2)" do vektorov (4,2)" a
(—3,6)T.

b) zobrazuje kazdy z bodov [0,0,0]", [1,0,0]", [0,1,0]" na seba a [0,0,1]" na [1,1,1]T.

CVICENIE 38. Vicholy $tvorstena abed si v bodoch a = [0,0,0]", b = [1,0,0]", ¢ =
(0,1,0]7, d = [0,0,1]". Ndjdite afinné zobrazenie, ktoré ponechd bod a na mieste a stredy
hrdn ab, ac, ad zobrazuje do stredov protilahlyjch hrdn.

CVICENIE 39. Akt podmienku musia spliiat koeficienty Iy, ly v rovniciach afinity f, aby
stredy useciek v tejto afinite zodpovedajucich si bodov leZali na priamke p = ax+by+c =0,
f={a"=z+hLlax+by+c),y =y+lar+by+c)}.

CVICENIE 40. Urcte afinné zobrazenie, pre ktoré siu body priamky a =2x+y+1 =0
samodruzné a bod [0,0]" sa zobrazi do [—1,—2]".

CVICENIE 41. Urcte obraz priamok p, p* v afinnom zobrazeni f, ktoré je dané predpisom
fA{d=224+y—1yy=y—z4+1,2=ax—y+22}, p: {z=1+t,y=—-1+42t 2z =t},
p:{r+2z-1=0,2x—y—3=0}.

CVICENIE 42. Nech f,g: E? — E? si dané predpismi f = {2/ = 2x +y — 5,y =
3r—y+T7tag={d'=x—y+4,y =—x+2y+5}. Ndajdite fogago f!

CVICENIE 43. Nech f: E" — E™ a g: E™ — EF si afinné zobrazenia s analytickymi
vyjadreniami 'y = AX +r ay = Bx +s, pricom repér je v oboch pripadoch v priestore
E™ rovnaky. Aké je analytické vyjadrenie zobrazenia g o f? Co sa stane, ked su repéry v
priestoroch E™ v zobrazeni f a g rozne?

CVICENIE 44. Urcte inverzné zobrazenie k zobrazeniu ' = 2x+3y—7,y = 3x+5y—9.

CVICENIE 45. Dané je afinné zobrazenie ' = 3x+4y—12,y = 4x—3y+6. Na priamke
p:Tx — 2y — 24 = 0 ndjdite bod, ktorého obraz leZi na tej istej priamke.

5. Samodruzné prvky afinnej transforméacie

Samodruzné prvky (body a variety) hraja signifikantnt rolu pri klasifikacii afinnych
transformécii. Na zaklade ich ,mnozstva” a ,kvality” vieme urcit, ako sa prislusné zobrazenie
sprava a vieme néjst kanonicky tvar tohto zobrazenia vo vhodnej béze.

DEFINICIA 8 (Samodruzny bod). Nech f: E* — E" je afinnd transformacia. Ak f(x) =
x pre nejaké x € E", tak hovorime, Ze bod x je samodruinym (alebo pevnym) bodom
zobrazenia f.

VETA 14 (Samodruzné body afinnej transformécie). Nech f je afinnd transformdcia
a md aspomn jeden samodruzny bod. Potom mnoZina vsetkyjch samodruzngch bodov afinnej
transformdcie [ tvori linedrnu varietu v priestore E™.
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Dokaz: Linearna varieta v E™ je mnozina bodov, do ktorej s kazdymi dvoma réznymi
bodmi a, b patria aj body z priamky urcenej bodmi a, b. Ukazeme, Ze toto plati pre
mnozinu samodruznych bodov zobrazenia f.

Mnozina samodruznych bodov obsahujica prave jeden samodruzny bod je linearnou
varietou v E™. V dalSom budeme uvaZovat, Ze mnozina vSetkych samodruznych bodov
transformécie f obsahuje aspon dva prvky.

Nech a, b € E" st dva rozne samodruzné body. Nech x = (1 — t)a + tb je nejaky bod
z priamky ab. Potom mdézme pisat

f(x)=f((1-tha+tb)=(1—-1t)f(a)+tf(b)=(1—-t)a+tb=x,
a teda aj bod x je samodruznym bodom afinnej transformacie f. Z toho uz vysledok priamo
vyplyva. 0

Samodruzné body afinnej transformaécie sa daji hl'adat rieSenim linearnych rovnic. Nech
f: E" — E"™ je afinna transformacia, ktord ma v repéri (o, €1, ..., €,) analytické vyjadrenie
y = Ax + r. Potom sturadnice samodruznych bodov v tomto repéri mozno ziskat rieSenim
systému rovnic

X = AxX+r
alebo
(A-I)x = -r,
¢o mozno pisat
(af — Da' 4+ +ajz, = —r!
arrt + -+ (a = Dz, = —r",

kde matica A — I je maticou tejto sustavy. Z toho (a z Frobeniovej vety) ihned vidno, Ze
mnozina samodruznych bodov je bud prazdna alebo linearna varieta dimenzie n—h(A—1).

DEFINICIA 9 (Centréalno-afinna transforméacia). Transformdcia, ktorda md asporn jeden
samodruzny bod sa nazyva centrdlno-afinnd transformdcia.

POozZNAMKA 11. Bez ujmy na vseobecnosti mozZme predpokladat, Ze v centrdlno-afinnej
transformdcii je pociatok afinnej suradnicovej siustavy samodruzny. Preco?

DEFINICIA 10 (Posunutie). Transformdcia, ktorej matica analytického vyjadrenia je
jednotkovd sa nazijva posunutie.

VETA 15. KaZdd afinnd transformdcia sa dd napisat ako sucin centrdlno-afinnej trans-
formdcie a posunutia.
Doékaz: Vyplyva priamo z definicii a analytického vyjadrenia oboch typov afinnych trans-
formacii. 0
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Okrem samodruznych bodov su pre afinnu transformaciu vyznaéné aj niektoré dalsie
samodruzné nebodovo samodruzné podvariety. Nech f: E" — E” je afinna transforméacia a
p je taka priamka v E" Ze f(p) = p pre kazdy bod p € p. Nech ¢ je priamka, pricom g||p.
Potom plati f(q)||f(p), f(p)|lp, a teda f(q)|lg. To plati prave vtedy, ked smerovy vektor
u priamky ¢ je nenulovym nésobkom smerového vektora f*(ud) priamky f(g). Teda ked
plati f*(d) = cu. Znamena to, ze k urceniu niektorych geometrickych vlastnosti afinného
zobrazenia f mozeme dospiet pocitanim vlastnych vektorov asociovaného linearneho zo-
brazenia f*.

DEFINICIA 11 (Samodruzny smer). Nech f: E* — E" je afinnd transformdcia. Ak
frd) =ci, e V", i #0, ceR tak hovorime, Ze smer reprezentovany vektorom 6 (jed-
norozmerny podpriestor priestoru V" generovany vektorom u) je samodruznym smerom
zobrazenia f. Cislo ¢ nazyvame vlastnym cislom zobrazenia f prishichajicim k samod-
ruznému smeru U.

POzZNAMKA 12. Vsimnite si, Ze samodruiny smer mozZe byt reprezentovany lubovol-
nym nenulovym vektorom, pricom dva nenulové vektory reprezentuji rovnaky smer, ak su
linedarne zavislé.

DEFINICIA 12 (Samodruzna varieta). Nech f: E" — E™ je afinnd transformdcia a V C
E™ je linedrna varieta. Ak f(V) C V, tak hovorime, Ze linedrna varieta V je samodruzné

(invariantna). Ak naviac rovnost f(x) = x plati pre kaZdy bod x € V, tak hovorime, Ze
linedrna varieta V je bodovo samodruzna.

Samodruzné smery mozno pocitat rieSenim systémov linearnych rovnic. Ziskat tieto
systémy vSak uz nemusi byt také I'ahké. Nech f je reprezentované ako y = Ax + r. Potom
f* je reprezentované ako y = AX. Samodruzné (alebo vlastné) vektory zobrazenia f*
reprezentujt samodruzné smery zobrazenia f. Spliaju nasledujici systém rovnic

(7) X = AX

alebo .

(8) (A—cl)X =0.

Ide o homogénny systém linearnych rovnic a ten mé netrivialne rieSenie prave vtedy, ked
9) det(A —cI) = 0.

Rovnicu (9) nazyvame charakteristickd rovnica linedrneho zobrazenia f*. Ide o polynomicku
rovnicu s neznamou ¢, pricom maximalny stupen polynému je urcéeny dimenziou n. Jej
korefimi s vSetky mozné vlastné hodnoty (¢isla) prislichajice k zobrazeniu f*. Nech su to
¢isla ¢y, ..., ¢, € C (mdzu byt aj rovnaké — vtedy hovorime o viacnasobnosti korena). Vo
vSeobecnosti je nemozné urcit tieto korene ,yzorcom” pre n > 5. Vie sa to len pre $pecialne
typy polynémov. Potom ku vlastnej hodnote ¢; po¢itame prisluchajtci (asociovany) vlastny
vektor ako netriviadlny koreni systému homogénnych rovnic

(10) (A— )X = 0.

Treba si uvedomit, ze moézeme dostat viac ako jednorozmerné rieSenie takéhoto systému.
Ukéazeme si to na priklade.
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PRIKLAD 7. Nech f: E?> — E? je zobrazenie z prikladu 6. Ndjdite samodruzné (pevné)
body tejto transformdcie. Ndajdite jeho samodruzné smery.

RieSenie: V priklade 6 sme videli, Ze zobrazenie f mé analytické vyjadrenie

yl = —22 + 1
2 _ 1 :
Yy = - + 1
Samodruzné body najdeme rieSenim linearnych rovnic
rt = -2 4+ 1
22 = —z! + T

Cahko vidno, Ze rieSenim je priamka p : ' + 2% — 1 = 0 (pozri obr. 7).
Teraz pocitajme samodruzné smery. Kedze

e = (77 71

det(A—cl) = *—1=0.

Z toho ihned vidno, Ze ¢; = 1 a ¢ = —1. Pre kazda z tychto vlastnych hodnét rieSime
systém linearnych rovnic pre zodpovedajice vlastné vektory.

0= (A—cl) @) = (j j) (@

Teda netrividlnym riesenim je vektor (—1,1)T, o znamena, Ze tento smer je samodruzny.

=-1
~ . 1\ 1 —1 I
s-u-an(2)-(4 7))
V tomto pripade je netrividlnym riesenim vektor (1,1)", ¢o znamen4, 7e aj tento smer
je samodruZzny.
Dalej mézme spocitat vektor
fx)—x=(—2'—2>+1,—z' -2 + 1) = (—=z' =22 + 1)(1,1)".

Vidime, Ze ide o samodruzny smer. Preco? 0

je

CVICENIE 46. Premyslite si vztah medzi pojmami ,invariantnd varieta’ a ,bodovo in-
variantnd varieta’.

CVICENIE 47. Urcite samodruzné body a samodruiné smery afinného zobrazenia:
a) f={d'=2x—y+ 1,y =x+2y+3}
b) f—{x =2x —by,y = 2x + 3y}
C) —I—ly+%,y/———[)§+3y+3}
)
e)
)

M
R

{«'
(' =d gy <z 1)
{2/ =3z —y+6,y =3y +4}

{2/ =3x+4y -8,y =x+ 3y — 4}
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¥ =dr+by—11,y =2z + 4y — 7}

¥ =b5x+y,y =4x + 8y}

¥ =20—-2y—22+1,y =20+3y—32,2 =y — z+4}

¥ =dr—y—2zy =20x+y—2z2 =x—y+z}
’1fa:1—:v2+2x3 T,xh =x9+ x5 — 5,05 =x1 — 209 + 3 + 6}

S

f—f-\,—Am—A—w—A—w—Aﬂ

CVICENIE 48. Nech p je samodruznd priamka zobrazenia f. Potom pre lubovolné x € p
plati f(x) — x = ku, kde k € R a u je niektory samodruzny smer zobrazenia f.

CVICENIE 49. Nech ayz + -+ + a,2™ + ag = 0 je rovnica nadroviny v E", ktord je
samodruznd v afinnej transformdciv f s analytickym vyjadrenim y = Bx + r. Dokdzte, Ze
koeficienty tejto nadroviny splnaji rovnice

a1b11 + CLQle + -+ anbnl = )\CLl

albln + a2b2n +--+ anbnn = )\an

ayr + agre + -+ 4 apry, + a9 = Aag,
pre vhodny parameter A € R.

CVICENIE 50. Uréte samodruzné body a priamky (a roviny, ak ide o transformdciu E?)
zobrazenia:

a) f={r=—x+4y—2,y =2x—3y+ 3}

b) f={a' =3z+y—1,y =2x+2y—1}

c) f={d=Tx—y—1,9 —4x+2y+4}

) F={a = Borty- Sy —to+ly— )

e) fE{x/:x+4y+z+1 y' —2x—|—2y—|—z 2 =—-8xr—2z—1}

f)f={=2c+y+1,y =2y+22 =22+43}

g) f={2' =3z —-4y+6,¢y =4r+3y— 8,7 = -2+ 9}

h) f={a'=2cx+y—224+2,y =—y+22 =2y+2}

i) f={ad =2y, =22,2/ =2+ 1}

jI=E{r=vt+yy =y+tzd=2+1}

k) f={2' =22 -2,y = —6x—y+ 14,2 =192 + 6y + z — 44}

) f={a"=x—yy=x+4+y,z=2+2}

m) f={d=c+z2+1,y=204+2y+2—1,2 = -2z}

n) f={r'=x4+2y+2-3,yY =—y+4,7=x+4y+z-—2}

o) f={d'=2c+y—z2+1y=—2x+2—-1,2=20+2y+2+2}
p) f={2' =62 —-2y—32,y/ =—20+3y—62+6,2 = —-3xr—6y—2z+1}
q) f={2'=-20—-2y+22+1,y =20+3y—32,2 =y — z+4}

r) f={2=20+4y—224+2,y =20 +5y —22+2,2 = 20 — 4y + 3z — 2}

s) fz{a:’—fa%%fy y = \/7593+\/7§y,z’:z}

CVICENIE 51. Urécte afinné zobrazenie, ktoré md dve priamky a = v —y =0 a b =
22—y + 3 = 0 invariantné a body a = [1,1]" — a’' = [3,3]",b=1(0,3]" - b/ =[2,7]".
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CVICENIE 52. Urcte afinné zobrazenie, v ktorom sa priamky a = v +y+1 =0 a
b=z —y+2=0 zobrazia do seba a bod [1,1]" — [2,1]T.

CVICENIE 53. Dané je afinné zobrazenie ' = 10x 4+ 11y, y' = 10x + 9y. Ndjdite vektor,
ktory sa zobrazi do vektora k nemu kolmého.

CVICENIE 54. Dané je afinné zobrazenie ' = 2x+y—2,y = v—y—1 abodm = [1,1]T.
Ndjdite priamku prechddzajicu bodom m, ktord sa zobrazi do priamky prechddzajicej bodom
m.

CVICENIE 55. Dané je afinné zobrazenie v’ = Tx + y,y = —bx + by. Ndjdite také
dva navzdjom kolmé vektory, ktoré sa danym zobrazenim zobrazia do navzdjom kolmych
vektorov.

CVICENIE 56. V rovine E? je danjj trojuholnik abce a afinnd transformdcia tejto roviny,
ktord zobrazuje body a,b,c do bodov b, a,c. Urcte samodruzné smery a samodruzné body
tohto zobrazenia.

CVICENIE 57. Bodom p = [—3,5]" wvedte priamku, ktorej tsecka vytatd priamkami
2043y —15=0 a 4x — 5y — 12 = 0 md stred v bode p.

CVICENIE 58. Ndjdite afinné zobrazenie, pre ktoré je os o, bodovo samodruznd a bod
2,6]" sa zobrazi na bod [—1,4]". Aké bude riesenie, ak budeme poZadovat, aby os o, bola
len samodruznd?

CVICENIE 59. Urcte afinné zobrazenie, pre ktoré

a) si priamky r +y+1=0 ax —y+ 2 = 0 invariantné a bod [1,1]7 sa zobrazi do bodu
2,2]".

b) je kaZdy bod priamky x + 2y — 1 = 0 samodruzny a bod [1,2]" sa zobrazi do bodu [2,2]".

c) si suradnicové osi invariantngmi priamkami a body [2,0]", [0,4]" sa z0brazia do bodov
[_67 0]T7 [07 8]T

CVICENIE 60. Ak md transformdcia priestoru E? dve roznobeiné samodruiné priamky,
tak ich priesecnik je samodruznym bodom tejto transformdcie. Dokdzte!

CVICENIE 61. Vicholy $tvorstena abed st v bodoch a = [0,0,0]", b = [1,0,0]", ¢ =
[0,1,0]7, d =[0,0,1]". Ndjdite afinné zobrazenie, ktoré zobrazi body a, b, ¢ a d do bodov
b, c, d a a v tomto poradi. Ndjdite invariantné priamky a roviny tohto zobrazenia.

CVICENIE 62. Ndjdite afinné zobrazenie, pre ktoré je bod [\/§,O,O]T samodruzny, vek-
tory (1,1,0)7, (1,—1,0)" su viastngmi vektormi s vlastngm cislom 2 a vektor (0,1,2)7 sa
zobrazi na opacny vektor. Zistite samodruzné smery a samodruzné body tohto zobrazenia.

CVICENIE 63. Ktoré afinné transformdcie euklidovskej roviny maji 8 rézne samodruzné
body?

CVICENIE 64. Zovseobecnite vysledok predchddzajiceho cvicenial

CVICENIE 65. Ukdzte, Ze vietky smery v E? si samodruZngmi smermi posunutia v E2.
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CVICENIE 66. Ukdzte, Ze vietky smery v E? si samodrungmi smermi rovnolahlosti v

E2.
CVICENIE 67. Ndjdite takiu afinni transformdciu roviny, ktord

a) zobrazi priamku 5x — 6y — 7 = 0 na priamku 2x +y — 4 = 0, priamku 3z — 4y = 0 na
priamku x —y+1=0 a bod a = [6,4]" do bodu a’ = [2,1].

b) md invariantné priamky a=x —y=0ab=22 —y+3 =0, bod a = [1,1]" sa zobrazi
do bodu a’ = [3,3]" a bod b =[0,3]" do bodu b’ =1[2,7]".

c) md invariantné priamky a =z +y—1=0ab=2—y+2 =0, bod a = [1,1]7 sa
zobrazi do bodu a’ = [2,1]T.

CVICENIE 68. Ak ay, . .., ay si samodruzné body afinnej transformdcie f, potom (ag, ..., ax)
je bodovo samodruznd varieta v zobrazeni f.

CVICENIE 69. Dokdzte turdenie: Ak md afinnd transformdcia f priestoru E" samod-
ruzny bod p a vektor p je samodruznym smerom tejto transformdcie, tak priamka x = p+tp
je samodruznou priamkou transformdcie f. Kedy je tdto priamka bodovo samodruznd?

CVICENIE 70. Nech ag, . .., a; su samodruzné body afinnej transformdcie f a uy, ..., U,
su samodruzné smery zobrazenia f. Potom (ag, ..., ag, Uy, ..., u;) je samodruznou varietou
zobrazenia f.
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6. Niektoré podgrupy grupy GA(E")

DEFINICIA 13 (Dilatacia). Nech f je afinita priestoru E™. Nazveme ju dilatdciou, ak
kazdy smer v E™ je samodruznym smerom zobrazenia f.

Pre dilatécie plati, ze pre [ubovolné i € V" existuje také ¢ € R, ze f*(d) = cu.

VETA 16 (Existencia koeficientu dilatéacie). Nech f : E" — E" je dilatdcia. Potom
existuje také 0 # c € R, Ze pre lubovolny vektor u € V" plati f*(d) = cu.

Doékaz: Veta vravi, Ze koeficient ¢ je konstantny pre vsetky vektory, pretoze ak plati
f*(d) = cgu, (V) = cgv, f*(U+ V) = c¢(d + V) pre linearne nezavislé vektory u a v,
potom

cgli+ cgV = ff(U+ V) =c(U+ V) = cd + ¢V,
¢o moze byt pravda len v pripade, ze ¢ = 0 alebo ¢ = ¢z = cg. Prvy pripad vSsak nemdze
nastat, pretoze f je afinita. (Rozmyslite si podrobne preco!)

Ak st vektory d, v linearne zéavislé, tak povedzme u = dv. Potom vSak cgu = f*(u) =
df*(v) = dcgv = cgu. Rovnost plati, ak bud vektor u = 0 alebo ¢z = cg. Prvy pripad opit
nemoze nastat, lebo smer definuje vzdy len nenulovy vektor.

Cislo ¢ je nenulové, pretoze f je bijektivne. 0

DEFINICIA 14 (Koeficient dilatacie). Nech f : E" — E" je dilatdcia. Cislo ¢ € R take,
Ze f*(U) = cu pre lubovolné u € V" U # 0 nazyjvame koeficientom dilatdacie f.

VETA 17 (Klasifikacia dilatécii). Nech f : E" — E" je dilatdcia a ¢ € R je jej koeficient.
Potom
i) ak ¢ =1, tak f je posunutie priestoru E";
ii) ak ¢ # 1, tak f md samodruiny bod s € E" a ide o rovnolahlost s koeficientom ¢ a
stredom s.
Dokaz: ’Prl’pad c= 1.‘ Podla predpokladov f(x) — f(y) = f(x —y) = x —y. Teda
f(x) —x = f(y) —y pre Iubovolne zvolené x,y € E". To ale znamen4, Ze sa jedna o
posunutie o vektor U = f(x) — x. Teda f(x) =x+ u.
’Pripad c# 1. ‘ V tomto pripade ukazeme, ze existuje samodruzny bod. Plati f(x —y) =

¢(x —y), ¢o mozno prepisat do tvaru a nésledne upravit

c 1
—x-y) = —{fx-f)
c 1 c 1
c—1x_c—1f(x) B c—ly_c—1f<y)'
Polozme s = —4:x — L= f(x). Potom viak musi platit f(s) = s. (Presvedéte sa o tom

vypoctom!) Teda bod s je samodruzny. O zobrazeni f potom mo6zme pisat

f(x)=s = [f(x)—f(s)=[f(x—s)=c(x—s),
teda
f(x) = s+cx—s).
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To ale znamena, Ze f je rovnolahlost so stredom s a koeficientom c. 0

Celkovo z dokazu predchadzajtcej vety mozno vytazit omnoho viac, ako tvrdi pred-
chadzajica veta. Da sa vidiet cela struktura mnoziny dilatacii.

VETA 18 (Grupa dilatécii). MnoZina vsetkijch dilatdcii priestoru E™ spolu s operdciou
skladania zobrazeni tvoria grupu. Oznacujeme ju Dil(E™).
Dokaz: Treba overit, ¢i st splnené axiomy grupy. Ak f, g su dve dilatacie s koeficientami
¢, d, tak g o f je urcite dilatacia s koeficientom cd. Identitu moézme povazovat za dilata-
ciu s koeficientom 1. Este treba ukazat, ze ku kazdej dilatacii existuje inverzné dilatacia.
Pre posunutie o vektor u je inverznou dilatdciou posunutie o vektor —u. Pre dilataciu s
koeficientom ¢ # 1 (a stredom s) to bude rovnolahlost so stredom s a koeficientom % 0

DOSLEDOK 5 (Skladanie dilatécii). V Dil(E™) platia tvrdenia

i) zloZenim dvoch posunuti dostaneme posunutie,

i) zloZenim posunutia a rovnolahlosti dostaneme rovnolahlost,

iii) zloZenim dvoch rovnolahlosti dostaneme bud posunutie alebo rovnolahlost.
Doékaz: Tvrdenia st zrejmé zo Struktury grupy Dil(E™). V pripade ii), ak u je vektor
posunutia, s je stred rovnolahlosti a ¢ je koeficient rovnolahlosti, tak zlozenim dostaneme
rovnolahlost so stredom s + -1 a koeficientom c.

Ak v pripade iii) vstupuji do hry rovnolahlost so stredom s a koeficientom ¢ a rovnolahlost

so stredom t a koeficientom d, tak v zavislosti od su¢inu cd dostavame bud posunutie o
vektor (d—1)(s—t), ak cd = 1 alebo rovnolahlost so stredom “1%s 4 -1t a koeficientom

cd—1
cd, ak cd # 1. Dokazte si to podrobne. [

DEFINICIA 15 (Grupa posunuti). MnoZina vSetkyjch posunuti E" spolu s operdciou
skladania tvori grupu, ktori oznacujeme T(E™).

VETA 19 (Analytické vyjadrenie dilatacie). Analytické vyjadrenie dilatdcie. f : E* —

E™ s koeficientom ¢ v repéri (0,€1,...,€,) je
y =clx+r.
Dokaz: Kedze plati podla definicie dilatacie plati
flo) = [r,...,r]"

(&) = c& =(c...,0)"
(&) = & =(0,....0)",
vysledok je zrejmy. 0

CVICENIE 71. Querte podrobne vypocty v dokaze déosledku 5. Je skladanie dilatdcii ko-
mutativna grupa?
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CVICENIE 72. Napiste rovnice posunutia, ak bod a = [1,1]7 +— [2,0]" a koeficient
k= -2

CVICENIE 73. Napiste rovnice rovnolahlosti, ak pozndte stred o = [0,0,0]" a koeficient
k= -2.

CVICENIE 74. Urcte rovnice rovnolahlosti f a siradnice jej stredu, ak b = f(a) a k je
jej koeficient
1)a=[1,1T,b=[3,2]", k=—-2
2)a=1[2,0,1",b=10,1,3]", k = —2.

CVICENIE 75. Najdite rovnice sicinu dilatacii, ak je znamy stred a koeficient (uwvaZujte
oba pripady siucinu):
]) 01 = 09 = [Q,Q]T,k’l = 2,]{32 = 3
2) 01]0,0]7,00[1,0] " k1 = 2,k = 1
8) o[1,1], k = 2, posunutie o vektor (1,3)".

CVICENIE 76. Zistite, ¢i existuje rovnolahlost, ktord zobrazuje body a = [1,3]T, b =

3,2]" do bodova’ =[1,5]", b = [%, 13—0]T. Ak dno, ndjdite stred a koeficient tejto rovnolahlosti.
CVICENIE 77. Bodom p = [—3,—5]" wvedte priamku, ktorej tisecka medzi priamkami

a=2r+3y—15=0ab=4x — 5y — 12 =0 md v bode p svoj stred.

CVICENIE 78. Napiste rovnice afinného zobrazenia a zistite o aké zobrazenie ide, pricom

bod a = [2,2,—1]" je samodruinij a asociované zobrazenie zobrazuje vektory (1,1,1)7
(2,2,2)", (0,0,—1) — (0,0,—2) a (1,3,5) — (2,6,10)".

DEFINICIA 16 (Zékladna afinita). Nech f : E" — E™ je afinita rozna od identity. Ak
md zobraznie f aspon jednu nadrovinu bodovo samodruzni, tak ho nazgvame zdkladnou
afinitou priestoru E™.

CVICENIE 79. Ukdzte, Ze afinita E", ktord md prdave jednu bodovo samodruzni nadrov-
mu je zdkladnou.

POzZNAMKA 13. Zdkladné afinity si stavebné kamene vsetkych afinnyjch transformdcii.
V grupe GA(E™) tvoria generdtory, ako uvidime z nasledujicich viet. Najskor si povieme
niekolko faktov o lubovolnej zdkladnej afinite.

VETA 20 (Vyjadrenie zakladnej afinity). Nech a« C E" je nadrovina a a,b € E" su
body nepatriace nadrovine o.. Potom existuje jedind zdkladnd afinita f takd, Ze a je bodovo
invariantnd a f(a) = b. Naviac, ak g(x) = 0 je vSeobecnd rovnica nadroviny o, tak

9(x)
11 flx)=x+==(b—a).
(1) o) =x+ £2m -2
Dokaz: Nech ay,...,a, s linedrne nezavislé body v a. Potom a,a;,...,a, je linedrne
nezavisla mnozina v E". Polozme f(a) = b, f(a;) = ay,..., f(a,) = a,. Takto definované

zobrazenie je podla vety 9 vyjadrené jednoznac¢ne a nadrovina « je bodovo invariantna,
teda ide o zakladnu afinitu. Naviac f(a) = b. Teda plati prva ¢ast vety.
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Definujme zobrazenie h(x) = x + %(b —a). Plati

Q
~—

) = a+ 2 —a) = b= fl@

~—

<

h(a;) = az-—l-g(ai)(b—a):ai:f(ai) prei=1,...,n,

g(a)

pretoze g(a;) =0 prei =1,...,n. Teda f = h. 0

DOSLEDOK 6. Nech x,y € E". Potom su vektory f(x) —x a f(y) —y linedrne zdvislé.
Dokaz: Staci si uvedomit, Ze tieto vektory st nasobkom vektora b — a. 0

DEFINICIA 17 (Smer zakladnej afinity). Nech f je zdkladnd afinita, potom jednorozmerny
vektorovy podpriestor V" generovany vektormi f(x)—x sa nazyva smerom zdkladnej afinity

f.
VETA 21 (O existencii koeficientu zakladnej afinity). Nech f je zdkladnd afinita priestoru
E™ so samodruznou nadrovinou o C E™. Nech «: g(x) = 0.

a) Ak smer tejto afinity Sy & Vi, oznaéme x* bod prieniku nadroviny a a priamky xf(x)

pre lubovolné x & a. Potom deliaci pomer bodov (f(x)xx*) = % je konstantny.
b) Ak smer afinity sy € V,,, tak % =1 pre lubovolné x & a.

Dokaz: Najprv pripad a). Nech priamka xf(x) ma parametrické vyjadrenie y = (1 —
t)f(x)+tx, t € R. Potom bod x* = (1 —t*) f(x) + t*x pre nejaké t* € R a g(x*) =0, teda
(vzhladom na afinnost ¢g) mozno pisat, Ze

g(x") = (1 = t")g(f(x)) + "g(x),
¢o podla vety 4 znamena, Ze

o) — 9T (%)
(Foepex®) = =0ng ™

Analogicky, mozeme pouzit g na (11) a dostavame

g(x

o(760) = 9x) + 2 g (a) — g(a)

g(a)

pre pevne zvolené a ¢ «a, ¢o po uprave dé pre X € «
o(F6) _ glf@)
9(x) g(a)

Teraz este pripad b). Ak f(x) —x € V,, tak g(f(x)) — g(x) = 0, a teda L&) — 1 pre

g(x)

X & a. 0

DEFINICIA 18 (Koeficient zékladnej afinity). Nech f je zdkladnd afinita priestoru E™
so samodruznou nadrovinou « : g(x) = 0. Cislo % pre X € « nazyvame koeficientom
zdkladnej afinity f. Oznacujeme ho ky.
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=/

OBR. 9. Geometricky vyznam zakladnej afinity s koeficientom ky # 1.
Deliaci pomer bodov (f(x)xx*) je rovnaky pre x ¢ a.

h W
AY I
\ /

AN I/ X I/ a*

DOSLEDOK 7 (Vyjadrenie zakladnej afinity pomocou jej smeru a koeficientu). Nech
f je zdkladnd afinita priestoru E" s bodovo samodruznou nadrovinou « : g(x) = 0, s
koeficientom ky # 1 a smerom Sy. Potom

(12) F(x) = x+ (ks — 1)9{%’;)@.

Doékaz: Podla vety 20 potrebujeme poznat obraz nejakého bodu mimo nadroviny «. Nech
a¢ aa f(a) —a=/s; pre vhodné ¢ € R, ¢ # 0.

Zrejme plati f(g’&;x = f(;zga = ky — 1 pre Tubovolny bod x & «, kedze ky = %.
Teda
1 1
— =(k;—1 —.
@ = WGy
Takze dosadenim do vyjadrenia (11)
9x) -
fx)=x4 (k;f—1 ——(S;.
( ) ( f >€g*(5f) f
a upravou ziskame vysledok. ]

CVICENIE 80. Napiste rovnice zdkladnej afinity, ak su dané
a) oso=y =0 abod [0,1]" — [3,5]T,
b) oso=2x+y—1=0 abod [1,0]" — [2,1]T.
CVICENIE 81. Urcte rovice zdkladnej afinity v E®, ak rovina samodruzngjch bodov
a) p=r+2y—2+1=0aboda=1[0,00]" — f(a)=10,0,2]"
b) p=x+2y—2z+1=0aboda =[1,0,1]" — f(a’) =1[0,2,2]"
CVICENIE 82. Zistite, ¢i zobrazenie f je zdkladnd afinita. Ak dno, urcte jej smer a
koeficient:
a) f={2'=3x—-2y+2,¢y/ =x+ 1}
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b) f={a'=—y+ 1,y =0+2y—1}
c) f={d=2x4+y—1,y =—-20x—y+2}

CVICENIE 83. Do ¢oho sa zobrazi priamka p = {z = 14+ 2t,y =1+ 2t,z =1 —t} v
simernosti podla roviny, v ktorej sa a =1[0,0,0]" — f(a) =[2,2,8]"

CVICENIE 84. Ndjdite osovi afinitu s osou 2x+y—2 = 0, koeficientom k = 3 a smerom
s=(2,1)7.

CVICENIE 85. Ndjdite afinné zobrazenie, ktoré je sucinom osovej afinity a; § 0sou
r+y—2 =0, koeficientom k; = % a smerom 81 = (1,1)7 a osovej afinity ay s osou
x —y =0, koeficientom ky = 2 a smerom S, = (1,—1)T.

CVICENIE 86. Ndjdite afinitu E®, ktorej rovnica samodruznijch bodov md rovnicu 2x +
2y + 2z —2 =0, koeficientom k = % a smerom § = (2,—2,1)7.

CVICENIE 87. Urcte osovi afinitu, ktord
a) md osx+2y—2+1=0a bod [0,0,0]" sa zobrazi do bodu [0,0,2]",

b) md osx+y—2z=0 abod[1,0,2]" sa zobrazi do bodu [2,0,1]".

CVICENIE 88. Urcte samodruzné priamky zdkladnej afinity s bodovo samodruznou nadrovi-

nou a: g(x) =0, smerom Sy a koeficientom ky.

VETA 22 (O rozklade afinnej transformacie). Nech f : E" — E" je afinnd transformd-
cta. Potom f mozZno napisat ako siucin nanajvys n + 1 zdkladnijch afinit.

Doékaz: Nech ay,...,a, st afinne nezavislé body priestoru E" a nech b; = f(a;) pre i =
0,...,n. Body b; i=0,...,n st tiez afinne nezavislé. Zostrojime postupnost zakladnych
afinit fy, ..., fn, ktorych zloZzenim dostaneme zobrazenie f.

Ak a; = b; pre vSetky i = 0,...,n, tak f je identita a netreba ju rozkladat. V opacnom
pripade, nech oy € E" je nadrovina neobsahujtca ziaden z bodov ag, by. (Ako takt nadrov-
inu zostrojime?) Zostrojme nadrovinovu afinitu fy so samodruznou nadrovinou aq a taku,
ze fo(ag) = bg. Oznacme bY = fy(a;) prei=1,...,n.

Ak BY = b; pre ¢ = 1,...,n, tak dalej uz rozkladat nepotrebujeme. Inak zostrojme
afinitu f;. Nech «; je nadrovina obsahujica bod by a neobsahujica ziaden z bodov by a
bY. Existencia takejto roviny vyplyva z faktu, Ze body by, bY, ..., b? si linedrne nezavisle.
(Ako taku nadrovinu zostrojime?) Samodruznou nadrovinou afinity f; bude nadrovina o
a f(b?) = b;. Ozna¢me body b} = f1(b)) pre i =2,...,n.

Teraz budeme pokracovat matematickou indukciou. Predpokladajme, Ze mame zostro-
jené zakladné afinity fo,..., fj—1, kde 0 < 7 < n. Ak plati bg_l =Db; prei=j,...,n, ne-
treba dalej rozkladat. Inak zostrojme afinitu f;. Samodruznou nadrovinou afinity f; bude
takd nadrovina o, ktora bude obsahovat body by, ...,b;_; a nebude obsahovat Ziaden z
bodov bg_l a b;. Taka nadrovina urcite existuje, pretoze body by, ..., b;_1, bg_l, .., bt
st linedrne nezavislé (podrobne si premyslite, ako by ste ju zostrojili). Téato zékladna afinita
je dourcené podmienkou fj(bg_l) = b;. Oznaéme este b] = f;(b/ ™) prei=j+1,...,n.

Takto zostrojime n + 1 zakladnych afinit. Tvrdime, ze f(x) = f, 0 fo_10...0 fo(x).
Staci ukézat, Ze sa tieto dve zobrazenia zhoduji na mnozine n+ 1 afinne nezavislych bodov
v E™. Vyberme si ay, ..., a,.
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OBR. 10. Rozklad afinnej transforméacie na osové afinity.

Z konstrukcie vyplyva, ze f(a;) =b; = fio fi_10...0 fo(a;) = fno fu_10...0 fo(a;)
prei=0,...,n. 0

POZNAMKA 14. Predchddzajica veta ndm hovori, Ze grupa GA(E"™) je generovand
vsetkymi moznymi zdkladnymi afinitami tohoto priestoru. Rozklad danej afinity ale nie
je jednoznacny! Preco?

PRIKLAD 8. Rozlozte afinni transformdaciv f = {2’ = 2x +y — 1,y = x + 2y + 2}
priestoru E? na zdkladné afinity.
RieSenie: Dokaz vo vete 22 je konStrukény, budeme postupovat podla neho. Zvolme
si afinne nezévisli mnozinu bodov ay = [0,0]", a; = [1,-2]", a, = [-2,1]". Potom
by = f(ag) = [~1,2]", by = f(a;) = [-1,—1]T, by = f(as) = [~4,2]". Teraz budeme
konstruovat tri osové afinity. Postup je ilustrovany na obr. 10.

Zobrazenie fy bude osova afinita s osou ag : y — 1 = 0. Je to priamka neobsahujica ani
bod ag ani bod by. Prislusna osova afinita sa da analyticky vyjadrit ako

o =x+ 221 (),

teda fo(ag) = by, fo(ar) = [-2,4]" =:b{ a fo(az) = [-2,1]" =: b.
Zobrazenie f; bude osova afinita s osou oy : y — 2 = 0. Je to priamka obsahujica bod
by a neobsahujtica ani bod b? ani bod b;. Prislusna osova afinita sa da analyticky vyjadrit



6. NIEKTORE PODCGRUPY GRUPY GA(E™) 33

ako )
fo(x) =x+ y% (_15> )
teda fi(bo) = by, fi(b]) =by a fi(b)) =[-3,3]" = bs.

202
Zobrazenie fy je posledné potrebna osova afinita s osou s :  + 1 = 0. Je to priamka
prechddzajica bodmi by a by a neobsahujiica ani bod b? ani bod bs,. Prislugné osova afinita

sa d& analyticky vyjadrit po tprave ako

fo(x) =x+ (z+ 1) <:D :
teda fa(bg) = by, f2(b1 = b1 a fo(bT) = by.

Overte si zlozenim tychto troch zobrazeni, Ze sme pocitali spravne. 0

DEFINICIA 19 (Ekviafinna transformacia). Afinnd transformdcia priestoru E™ sa nazgjva
ekviafinnd, ak jej analytické vyjadrenie v nejakej kartezidnskej sustave suradnic je ' y =
Ax+r adetA=1.

POzZNAMKA 15. Ekviafinné zobrazenia zachovdvaji mieru (objem) zobrazovanej mnoziny.

VETA 23 (étruktﬂra ekviafinnych transformécii). Vsetky akviafinné transformdcie spolu
s operdciou skladania tvoria grupu.

Dokaz: Pokuste sa dokizat si to ako cvidenie. 0

DEFINICIA 20 (Grupa ekviafinnych transformaécii). Grupu vsetkijch ekviafinnijch trans-
formdcii oznacujeme SA(E™). Nazyva sa obycajne Specidlna afinnd grupa alebo unimod-
uldrna grupa priestoru E™.

CVICENIE 89. Dand je afinita f. RozlozZte ju na sucin zdkladnych afinit!
a) f={r'=20—y+ 1Ly =2+y+3}
b) fE {fI?ll :x1+x2+2x3+1,x’2:2x1—x2+3,xg:x2+x3—2}
C) fE {l‘,l :$1+I27$/2 :$1+l’2+$3,l’/3 :$2+1’3+2}

CVICENIE 90. Rozlozte na zdkladné afinity afinitu, ktord zobrazuje a = [0,0]" — f(a) =
[1,1]", b=1[1,0]" — f(b) =[1,-1]", C =[0,1]" — f(C) = [-1,-2]".

CVICENIE 91. Dané su tri priamky a, b, c¢. Urcte stvorec abed tak, aby a € a, ¢ € ¢,
b,deb, pricoma=2x+y+1=0,0=20+y—3=0ac=2—y=0.

CVICENIE 92. Dané si tri priamky a, b, c. Urcte priamku p tak, aby p L a, pNb=Db,
pNc = ¢ a stred usecky be je bod z a, pricoma = x —y =0, b =y—2 =0 a
c=2x—-3y+6=0.

CVICENIE 93. Nech a € E™. Nech GA,(E™) je mnoZina vSetkijch afinngch transformdcii
priestoru E", v ktorych je bod a samodruzny. Dokdzte, Ze GAL(E™) je grupa vzhladom na
operdciu skladania zobrazeni. Nazgvame ju stabilizator bodu a.
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CVICENIE 94. Nech a € E". Dokdzte, Ze GA(E")/GAa(E") = GL(R"), kde GL(R™) je

grupa vSetkych linedrnych transformdcii priestoru R™.

CVICENIE 95. Sformulujte a dokdzte analogické turdenie ako je dosledok 7 pre zdkladné
afinity s koeficientom 1.
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7. Zhodnostné zobrazenia

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat zobrazeniami, ktoré zachovavaju vzdialenosti. Vzhladom
na to potrebujeme mat vo vektorovom priestore asociovanom so skiimanym afinnym priestorom
skalarny saéin, od ktorého mame odvodenu (indukovant) normu. Takyto bodovy priestor
sa nazyva euklidovsky. VSetky zobrazenia, o ktorych sme hovorili dosial takyto pojem
nevyzaduju a je mozné ich uvazovat len v afinnom priestore.

DEFINICIA 21 (Zhodnostné zobrazenie). Zobrazenie f : E* — E™ sa nazgjva zhodnostné
(izometrické), ak pre lubovolné body x, y € E™ plati || f(x) — f(y)| = ||lx — ¥yl, kde |.||
oznacuje normu indukovand skaldrnym sicinom (.,.) v euklidovskom priestore E". Ak f je
naviac transformdcia, tak sa nazijva zhodnostnou transforméciou. Ak f je aj afinitou, tak
f nazyvame zhodnostnou afinitou.

POZNAMKA 16. Z definicie ihned vidno niekolko vlastnosti zhodnostniyjch zobrazend.
Kedze x # 'y, musi af f(x) # f(y). Teda zhodnostné zobrazenie je prosté, c¢o znamend,
n<m.

VETA 24 (Afinnost zhodnostného zobrazenia). KazZdé zhodnostné zobrazenie f : E" —
E™ je afinné.
Dokaz: Dokézeme, Ze zhodnostné zobrazenie splia iii) z vety 5. Nech ¢ = (1 — t)a + tb,
pricom ¢ # b. Potom platf [la—bl| = [|f(a) = f(b)[|, la—c|| = [|f(a) = f(c)[| a lc = b[| =
|f(c)— f(b)||. KedZe body a, b, c st kolinearne, tak plati (c—a) = (abc)(c—Db) a niektora
z rovnosti (pozri obr. 2)

[b—c| +|c—a| =|b-al, ak(abc) <0,
Ib—al+la—c|=]|b-c|, ak0< (abc) <1,
Ja— b+ Ib—c| = a—c|, ak 1< (abo)

Nech plati napriklad prva z nich (ostatné pripady sa dokazu analogicky). Kedze f zachovava
vzdialenosti, mozno pisat

1F(b) = F(e)| + [1f(c) = f(@)] = [IF(b) = f(a)];

¢o podla trojuholnikovej nerovnosti znamené, Ze body f(a), f(b), f(c) st kolinearne,
f(c) # f(b), teda mozno pocitat deliaci pomer (f(a)f(b)f(c)) < 0. Kedze f(c) —
(f(a)f

f(a) = (f(a)f(b)f(c))(f(c) = f(b)), tak [|f(c) = f(a)ll = |(f(a)f(b)f(c))[(f(c) = F(b))].
Podobne ||(c—a)|| = |(abc)|||(c —b)||. Teda |(abc)| = |(f(a)f(b)f(c))|, ¢o pri obmedzeni-

ach na hodnotu deliaceho pomeru (oba st zaporné) znamend ich rovnost. Teda (abc) =

(f(a)f(b)f(c)). 0

PRIKLAD 9. Nech f = {2z} = ixl + fl’g + 1,24 = —‘/75131 + \/751'2 + 1}. Zistite, ¢i f
je zhodnostné zobrazenie.
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Riesenie: Nech x = [z, 75]7 a y = [y1,12]7. Potom podla definicie plati
IF ) = F@IF = (21— v ) + (2 — yp)” =
= (@1 =) (8 + 2w — i) (w2 — yz)‘/g‘/g + (22— 1)’ ()" +
+ (21— y) () + 21— yn) (w2 — 1) (=) +
+ (22— 1)’ (R =
= (21 —y)’ 4 (r2 — ) = [x —y|*.
Teda f je zhodné zobrazenie, kedze hodnoty ||.|| st nezaporné. N

VETA 25 (Zachovéavanie skalarneho sucinu). Zobrazenie f : E" — E™ je zhodnostné
prave vtedy, ked f* zachovdva skaldrny sucin (t.j. (f*(d), f*(V)) = (U, V) pre lubovolné
vektory W,v € V")

Doékaz: Nech f je zhodnostné zobrazenie. Potom podla definicie zhodnostného zobrazenia
plati pre Tubovolny vektor i = x —y, ze (f*(1), f*(10)) = [|f(x) — fW)* = [Ix — y|* =
(d, d). Naviac plati, ze

(13) 6+ 9,1+ 9) = (@, 8) + 2(8,9) + (7, 9),
teda
(69) = S+ ¥4 9) — () - (7.9) =
= %((f*(ﬁ+‘7)7f*(u+‘7)> — (7 (@), [ () = (f*(¥), [(¥))) =

= (f7(@), 7 (¥)).
Podmienka zachovavania skaldrneho stuc¢inu je aj postacujucou podmienkou, aby zobrazenie
f bolo zhodnostné. Dokaz je analogicky. 0

POzZNAMKA 17. Zachovdvanie skaldrneho sicinu md geometricky vyznam. KedZe uhly
aj vsetky metrické vliastnosti si odvodené od skaldrneho siucinu, mozno tvrdit, Ze zhodnostné
zobrazenia vsetky tieto aspekty geometrického objektu zachovdvaji. Hovorime, Ze zobrazenie
je ekviformné a izometrické.

DOSLEDOK 8. Obrazom kartezidnskej sustavy suradnic v zhodnostnej transformdcii f :
E" — E" je kartezidnska siustava suradnic.

Doékaz: Nech (0,€,...,8€,) je kartezianska sustava sturadnic v E". Potom jej obrazom je
stradnicova sustava (f(0), f*(€1),..., f*(€,)). Kedze plati 6; ; = (€;,€;) = (f*(€:), [*(€;)),
tak aj vysledna suradnicova stustava je kartezidnska. 0

Predchadzajici dosledok sa da zovseobecnit.

VETA 26. Nech (0,€1,...,6,) je repér v E* a nech p € E™, fi,....f, € V,,, pricom
|€; + €;|| = ||fi + ;|| pre vsetky i,j € {1,...,n}. Potom ezistuje jediné zhodné zobrazenie
f:E" - E™ také Ze f(o)=p a f*(&) =1 prei=1,....,n
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Doékaz: Podla dosledku 2 existuje jediné afinné zobrazenie s vlastnostami pozadovanymi
tvrdenim vety. Zostava nam ukézat, Ze je zhodné.
Z predpokladov sa Tahko pomocou (13) dokaze platnost rovnosti

(€, €)) = (£i, ;) = (f"(&), " (€)))
prei,j € {1,...,n}.
Nech U,V € V" anech i =)  ¢€, Vv=> " d;€. Potom mozno pisat

n n

(f(@), f*(¥)) = <Zcif*<éi>,zdif*<éi>>=chidj<f*<éi>,f*<é3>>=

i=1 =0 j=0
n n

= Z Z Cidj<éi, 6j> = (ﬁ,V),
i=0 7=0

Specialne, ak i = V, dostavame, Ze zobrazenie f je zhodné. 0

CVICENIE 96. Dokdzte, Ze pre lubovolngj rovnobeznik abed plati rovnost.
2la—bl* +2[b —c|® = la—c[|* + [|d - b|*.

CVICENIE 97. Majme linedrne nezavisli mnoZinu bodov ay, ... ,a, € E* aby,...,b, €
E™. Ak ||la; — a;|| = ||b; — bj|| pre lubovolné i,j € {0,1,...,n}, tak afinné zobrazenie
a;, — b; prei=0,...,n je zhodné. Dokdzte!

DEFINICIA 22 (Ortogonélna transformacia euklidovského vektorového priestoru). Linedrne
zobrazenie g: V" — V" sa nazgva ortogonalnou transforméciou vektorového priestoru V",
ak jeho matica A v ortonormdlnej bdaze priestoru V™ spliia rovnost ATA = 1.

VETA 27 (Existencia grupy ortogonalnych transformacii). MnoZina vetkych ortogondl-
nych transformdcii vektorového priestoru V" spolu s operdciou skladania zobrazeni tvord
grupu.

Dokaz: Nech ¥ = AX je analytické vyjadrenie ortogonédlneho zobrazenia v Tubovolnej
pevne zvolenej ortonormalnej baze priestoru V*. Ortogonalne zobrazenie priestoru V" je
charakterizované rovnostou

(14) ATA=1.

Zrejme identické zobrazenie je ortogonélne. Zlozenie dvoch ortogonalnych zobrazeni s mati-
cami A a B v tej istej ortonormalnej baze ma maticu BA, pre ktoru plati

(BA)"BA=AT(B'B)A=A"IA=1,
teda je ortogonalne. Naviac zrejme pre Iubovolné ortogonélne zobrazenie A=' = AT a plati
(AHTAT=ATTAT = AAT = (ATA)" =TI

Takze mnozina vSetkych ortogonélnych transformaécii je grupa. 0
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DEFINICIA 23 (Ortogonélna grupa). Grupu vsetkiyjch ortogondlnych transformdcii vek-
torového priestoru V" oznacujeme O(V™), Specidlne pre redlny vektorovy priestor pouZivane
O(n). Nazjvame ju aj ortogonalnou grupou.

VETA 28 (Charakterizacia zhodnostnych transformécii). Nech f : E* — E™ je trans-
formdcia. Potom su ekvivalentné podmienky:
a) f je zhodnostné
b) f* € O(n)
c) ATA =1, kde A je matica zobrazenia f* v lubovolnej kartezidnskej sistave siradnic.
Doékaz: Nech f(x) = Ax + b. Najskor ukdzeme ekvivalenciu a) a c). Zobrazenie f je
zhodnostné prave vtedy, ked pre Iubovolné x,y € E™ plati || f(x) — f(y)|| = |Ix =yl
Moézeme teda pisat || f(x) — f(y)|| = ||Ax+b — (Ay + b)|| = ||A(x —y)|| a nasledne, ak

vyuzijeme fakt, ze standardna norma v E" je odvodena zo skalarneho suéinu (.,.) v E"

(x=¥), (x=y)) = (f)—f(¥), f(x)=f(y)) = (Alx~y), Ax~y)) = ((x~), AT A(x~y)),
a to plati pre lubovolné x,y € E" prave vtedy, ked AT A = I.
Ekvivalencia tvrdeni b) a c) je znama z linearnej algebry. 0

DOSLEDOK 9 (Analytické vyjadrenie zhodnostného zobrazenia). Nech je zobrazenie

f: E" — E™ zhodnostné. Zvolme v E" kartezia’ns;ku Sdrgdmcoml sustavu (0,€1,...,€,)
a v E™ tie kartezidnsku siradnicovi sustavu (p,fi,... f,). Nech f(o) = [r', ... ,r"]T,
@) =(al,....,a™" " prei=1,...,n. Akx=1[z',....2"" a f(x) =[y},...,y"]", tak
y? al - al x! r!
=1 SRR E
y™ ay’ a,’ " r"
Naviac plati, Ze
al ay al a,, 1 0
ATA= | o s )= =1
a711 Q™ ar oo oam 0o --- 1

Doékaz: Tvrdenie vyplyva priamo z analytického tvaru afinného zobrazenia a z vety 28.
0

DOSLEDOK 10 (Reélne vlastné hodnoty zhodnostného zobrazenia). Asociované zobraze-
nie zhodnostnej afinity f mozZe nadobudnit redlne vlastné hodnoty £1.
Dokaz: Ak u je vlastny vektor, tak || f*(d)|| = ||d|, teda moze platit iba f*(d) = d alebo
f*(d) = —d. (Premyslite si, pre¢o nemo6ze mat zhodnostna afinita nulovy vlastny vektor!)

g

POzZNAMKA 18. Zhodnostné zobrazenie moze mat aj komplexné vlastné hodnoty. Plati
ale, Ze ich velkost je 1.
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VETA 29 (Struktﬁra zhodnostnych afinit). MnoZina vietkyjch zhodnostnijch transformd-
cii priestoru E™ spolu s operdciou skladania zobrazent tvori grupu.

Doékaz: Nech f,g: E" — E" st zhodnostné zobrazenia. Je jasné, Ze aj zlozené zobrazenie
je zhodnostné, lebo

1f o g(x) = fogy)ll = llg(x) =gl = llx =¥l
Identické zobrazenie priestoru E” je zhodnostné zobrazenie, teda v mnozine vSetkych zhod-

nostnych afinit existuje jednotkovy prvok. Naviac inverzné zobrazenie k zobrazeniu f je
afinné zobrazenie, sta¢i ukazat, Ze je zhodnostné. Ale

1fx) = fO = lx =yl =1 o fx) = f o fWI = 17 (F(x) = FH I,
a kedze f je bijektivne, f(x) — f(y) nadobuda v8etky hodnoty. [

DEFINICIA 24 (Grupa zhodnostnych transformécii). Grupu vsetkiyjch zhodnostngch trans-
formdcii (izometrit) priestoru E* oznacujeme Is(E™).

DOSLEDOK 11 (Hodnota determinantu matice zhodnostnej transforméacie). Nech f: E" —
E™ je zhodnostnd transformdcia s analytickym vyjadrenimy = Ax+r. Potom det A = +1.
Dokaz: Zrejme
1 =det] =det(ATA) = det A" det A = (det A)?,
teda det A = +1. 0

DEFINICIA 25 (Orientécia priestoru). Nech By, By si dve bdzy n-rozmerného vek-
torového priestoru a P je matica prechodu medzi tymito bdzami. Hovorime, Ze bdzy su
stihlasne orientované, ak det P > 0, tnak hovorime, Ze su nesthlasne orientované. Mnozina
vsetkyjch baz sa tak prirodzene rozdeli na dve triedy. Orientaciou priestoru nazyvame vyber
jednej z tychto tried, ktorid nazyjvame kladnou orientaciou priestoru, zostdvajicu nazjvame
zapornou orientaciou priestoru. Orientovany vektorovy priestor je taky vektorovy priestor,
v ktorom mame vybrati kladni orientdciu. Orientovany afinny priestor je afinng priestor
s orientovanym smerom.

DEFINICIA 26 (Stuhlasné a nestihlasné zhodnostné transformécie). Zhodnostni transfor-
mdciu, ktorej matica A v nejakej kladnej ortonormdlnej bdze orientovaného euklidovského
priestoru md det A = 1, nazgvame siuhlasnou zhodnostnou transformdciou. V niektorej
literatire sa mozno stretnut aj s pojmom priama zhodnostna transformécia a nepriama
zhodnostna transformacia.

PozNAMKA 19. Vsetky bdzy smeru n-rozmerného euklidovského priestoru mozZeme za-
triedit do dvoch skupin. Viberom jednej z nich orientujeme priestor a potom vzhladom na
takuto vybrati skupinu baz, hovorime o zobrazeniach, ktoré su s nimi suhlasné alebo nesih-
lasné, t.j. ktoré zobrazuju kladne orientované bazy na kladne orientované bazy alebo zdporne
orientované bdzy.

V dalsom budeme predpokladat, Ze mame dany orientovany euklidovsky priestor.
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VETA 30 (Grupa sthlasnych izometrii). MnoZina vsetkych sihlasnych zhodnostnijch
transformdcii priestoru K" spolu s operdciou skladania zobrazeni tvori grupu. Ide o pod-
grupu grupy Is(E™).

Doékaz: Treba ukazat, Ze zlozenim dvoch sithlasnych zhodnostnych transformacii dostaneme
sthlasni zhodnostni transforméciu a Ze inverzné zobrazenie ku stihlasnej zhodnostnej
transformécii je opét suhlasnd zhodnostna transformacia. Obe mozno dokézat z analyt-
ického vyjadrenia zloZenej transformacie. Ak f,g: E® — E" st zhodnostné transformacie
ay = Ax+r, y = Bx+s st analytické vyjadrenia prislusnych zobrazeni v nejakej kladnej
kartezianskej suradnicovej sustave, tak det A = det B = 1. KedZe zobrazenie f o g ma
maticu AB a det AB = det Adet B = 1, tak ide opat o sithlasnti zhodnostnii. Analogicky
to dokazeme pre inverzné zobrazenie, ak pouzijeme fakt, Ze AT je matica inverznej transfor-
mécie ku transforméacii f a Ze identické zobrazenie je stihlasna zhodnostna transformacia.

g

DEFINICIA 27 (Grupa sthlasnych zhodnostnych transformacii). Grupu vsetkych sih-
lasnijch zhodnostnijch transformdcii priestoru E" oznacujeme Is™ (E").

CVICENIE 98. Ndjdite (ne)sihlasné zhodnostné zobrazenie, ktoré zobrazuje
a) [1,0]" +— [0,0]" a [0,0]" — [0,1]7
b) [170]T = {17 l]T a {572]—'— = [_175]T

CVICENIE 99. Ndjdite zhodnostné zobrazenie, ktoré md bod [4,0]" samodruzny a smery
(1,17, (1,=1)T si tieZ samodruzné. Kolko je takijch zobrazeni?

CVICENIE 100. Kolko existuje zhodnostnijch transformdcii zobrazujicich bod [0,0]"
3,4]" a bod [0,5]" do niektorého bodu priamky 4z — 3y = 07

CVICENIE 101. Ndjdite koeficienty a,b,c € R tak, aby zobrazenie f: E* — E3 tvaru
f={r=a2+1y =axr+ %y — 1,2 = bz + cy + 3} bolo zhodnosté.

Podobne ako zakladné afinity tvoria generujice prvky grupy vSetkych afinit nejakého
euklidovského priestoru, existuji generdtory aj pre grupu vSetkych zhodnostnych afinit.
Ukézeme si, ze ide o podmnozinu zadkladnych afinit. Nech a je nadrovina v priestore
E™. Sktisme néjst vSetky zhodnostné zobrazenia medzi zakladnymi afinitami, ktoré maja
bodovo samodruznt nadrovinu «.

VETA 31 (Zhodnostné transformécie medzi zakladnymi afinitami). Nech f: E" — E”
je zdkladnd afinita s bodovo samodruznou nadrovinou «: g(x) = n,(x —s) = 0. Ak f je
zhodnostné zobrazenie, tak smer s; =i, a ky = —1.

Dokaz: Ak f(x) —x € V,, tak kf = 1, a teda ¢g(f(x)) = g(x). Nech x je kolmy priemet
bodu x do nadroviny a. Kedze f je zhodnostné, plati |x—x|| = || f(x)—f(X)]| = || f(x)—x][,
¢o znamend, ze f(x) = x. Teda v tomto pripade je f identita, ¢o je spor.

Ak f(x) —x & V,, tak z definicie deliaceho pomeru pre body (f(x)xx*) a dosledku 10

vidno, ze kr = (f(x)xx*) = % = —1. To znamen4, ze body x a f(x) lezia v opa¢nych

polpriestoroch urcenych nadrovinou a. Nech x je kolmy priemet bodu x do nadroviny «
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X / f(X)
. i X*

OBR. 11. Zhodnost, ktoré je zékladnou afinitou.

(pozri obr. 11). Teda ||x — x|| = || f(x) — x||. Takisto plati, ze x* — f(x) = —(x* — x). Ak
body x, f(x) a X tvoria trojuholnik, tak je rovnoramenny zo zakladiiou x f(x) a prislusnou
vyskou xx*. Potom ale |/xXx*| + |/xx*X| = 7, ¢o nie je v euklidovskom priestore mozné.
Cize body x, f(x) a X leZia na jednej priamke a naviac x* = %. Thned vidno, Ze f(x) —x
urcuje normalovy smer nadroviny . 0

DEFINICIA 28 (Sumernost podla nadroviny). Zdkladni afinitu s bodovo samodruz-
nou nadrovinou «, ktord je zhodnostnygm zobrazenim nazgvame simernostou (zrkadlenim)
podla nadroviny «.

DOSLEDOK 12 (Vyjadrenie simernosti podla nadroviny). Simernost podla nadroviny
a sa dd vyjadrit ako

g(x)
(15) P = x - 220,
Dokaz: Stac¢i dosadit do vyjadrenia (12) a uvedomit si, ako vyzera zobrazenie g*. 0

VETA 32 (Stmernost uréend dvomi bodmi). Nech a,b € E", a # b. Potom existuje
jedind sumernost podla nadroviny, ktord zobrazuje a do b. MozZno ju vyjadrit v tvare

(x—1ib—1ab—a)

(16) f(X) =X 2 <b —a, b — a) (b a)

Doékaz: Nech f je takd simernost podla nadroviny a. Potom ky = —1, Sy = b —a = 1,.
Zostava urcit aspon jeden bod tejto nadroviny. Vieme ale, ze (f(a)aa*) = (baa*) = —1,
teda a* je stred tusecky ab, ¢ize patri nadrovine a. Potom ma nadrovina « vyjadrenie
(x —a*,b —a) = 0 a dosadenim do (15) dostavame vysledok (16). [

POzZNAMKA 20. Sumernost podla nadroviny je Specidlne zobrazenie. ktoré je inverzné
samo k sebe. Takéto zobrazenia sa nazyjvaji involicie a hraji doleZitu ilohu nielen v teorii
afinngch zobrazeni.

CVICENIE 102. Nech a,b € E". Ukdzte, Ze mnozZina vsetkijch bodov, ktoré si rovnako
vzdialené od a aj od b je rovina sumernosti uréend tymito dvoma bodmi.
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CVICENIE 103. Ndjdite zhodnostné zobrazenie, ktoré je osovou simernostou s osou
a)2c+y—2=0,
b) x+y—5=0.

CVICENIE 104. Ndjdite zhodnostné zobrazenie, ktoré je rovinovou sumernostou
a) podla roviny x +2y —2+4 =0
b) podla roviny 2z — 2y + z =0
c¢) a zobrazuge [1,0,5]" — [0,5,1]"
d) a zobrazuje [1,0,—2]" — [3,2,0]"

CVICENIE 105. Urcte obraz priamky p ={x = 1+2t,y =1+2t,z =1—t,t € R} v
stimernosti zobrazugiicej bod [0,0,0]T — [2,2,8]T.

VETA 33 (O rozklade zhodnostnej transformécie na nadrovinové stmernosti). Nech
f:E™ — E™ je zhodnd transformdcia priestoru E™. Potom existuje nanajvys n+ 1 nadrovi-
novych simernosti fo, ..., fn takych, Ze f(x) = fn 0 fu_1 00 fo(x) pre kaZdé x € E".
Dokaz: Veta 22 nam hovori, Zze kazda afinni transformaciu mozno rozlozit na zakladné
afinity. Pri rozklade zhodnostnej transformacie budeme postupovat analogicky, len pris-
lusné nadroviny «;,7 = 0,...,n budeme volit vhodnejsie. Nech ay, ..., a, sa zobrazia na
body by, ..., b, v transformaécii f a nech st to mnoziny linearne nezévislych bodov. Zvolme
nadrovinu «q tak, aby sa v nadrovinovej stmernosti podla aq zobrazil bod ag na by. Nech
a;—blprei=1,... n

Dalej postupujeme indukénym krokom. Majme zostrojené simernosti podla nadroviny
fo, -, fi—1 pre 0 < j < n. Zostrojime f;. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat,
ze bg_l # b;. (Keby boli rovnaké, mozeme body preindexovat tak, aby sme dostali dva
rozne s indexom j a keby Ziadne dva rozne neexistovali, tak naSe zobrazenie uz mame
rozlozené. Premyslite si to podrobne!) Potom nech «; je nadrovina simernosti bodov b;;l
a b;. Vzhladom na zhodnost zobrazeni fy, ..., f;_1 je vzdialenost bodu b; k bodom b;:_l
a b; rovnaka pre i = 0,...,j — 1, to znamena, ze body by, ...,b;_; € a; (Podrobne si to
ukazte!). TakZe v zobrazeni f; st tieto body samodruzné. Oznagme este b) := f;(bl ') pre
1=7+1,...,n.

Ak j > n, tak sme skoncili a staci uz len ukézat, podobne ako v dokaze vety 22, ze
zloZzenim tychto stimernosti dostaneme zhodnost f. 0

7.1. Zhodnostné transformacie E?. Teraz sa zameriame na opis grupy zhodnost-
nych transformacii priestoru E2. V tomto priestore existuji zhodnostné zobrazenia, ktoré
nie st ani nadrovinové stumernosti ani posunutia.

DEFINICIA 29 (Otocenie roviny). Afinita B2, ktord md taky samodruzny bod s, Ze pre
lubovolny bod x # s plati, p = /x — s, f(x) — s je konsStaning a ||x — s|| = || f(x) — s]| sa
nazyva otocenim okolo bodu S o uhol ¢. Bod s sa nazyjva stredom otdcania.

CVICENIE 106. Zistite, ¢i existuje zhodnostné zobrazenie E* do E3, ktoré [1,2]" —
[4,1,0]" a [2,-3]" — [6,8,0]".
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CVICENIE 107. V zhodnostnom zobrazeni f: E3 — E3 si body [0,0,0]" a [1,1,1]7
samodruzné a bod [1,—1,0]" sa zobrazi na bod s prvou siradnicou nulovou. Urcte ostatné
suradnice tohoto bodu.

CVICENIE 108. Urcte s € R tak, aby existovala zhodnostnd transformdcia, ktord zobrazi
bod [0,0]" +— [5,0]" a [3,4]" — [9,s]". Ndjdite rovnice takéhoto zobrazenia a urcte obraz
bodu [5,0]".

CVICENIE 109. Zistite, ¢i [ je zhodnostnd transformdcia
o) f={r'=v—y+ Ly =50+ iy+1}
b) f={a' =x+4,y =y+3}
c) f={r = %x—%ynLl,y’: T+ gy + 1,2 = g}
CVICENIE 110. Dokdzte, Ze vietky sihlasné zhodnostné transformdcie priestoru E st
posunutia. Ako vyzeraju vietky nepriame zhodnostné transformdcie priestoru E' 2

CVICENIE 111. Nech je dand v E" nadrovina o : (x —s).0, = 0. Dokdzte, Ze zobrazenie
f(x) = fo(x) + ki, kde f, je sumernost podla nadroviny o a k € R, je nadrovinovd
sumernost. Ndajdite nadrovinu siumernosti tohto zobrazenia! Premyslite si, ¢o to znamend
v priestoroch E? a E3!

CVICENIE 112. Dokdzte turdenie: Ak f: E* — E? je siihlasnd zhodnostnd transformdcia,
potom md v nejakej kartezidnskej suradnicove) sustave vyjadrenie
¥ = xcos¢g—ysing+r
/

Yy = xsing+ycos+rs.

Rozhodnite, ¢i matica zobrazenia zdvisi na wvijbere tejto kartezidnskej sustavy. Ak dno,
povedze ako, ak nie, povedzte preco?

CVICENIE 113. Dokdzte tvrdenie: Ak f: E? — E? je nesihlasnd zhodnostnd transfor-
mdcia, potom md v nejakej kartezidnskej suradnicovej siustave vyjadrenie

¥ = xcosp+ysing+nr

/

Yy = xsing —ycoso+ .

CVICENIE 114. Ndjdite zhodné zobrazenie, ktoré zobrazuje body [0,0,0]" +— [1,0,0]T,
[1,0,0]" — [1,1,0]7, [1,1,0]" ~— [1,1,1]T.

CVICENIE 115. Ndjdite zhodnostné zobrazenie, v ktorom si body [1,0,0]", [0,1,0]" a
0,0, 1] samodruzné.

VETA 34 (Klasifikicia zhodnostnych transformacii E?). Nech f: E? — E? je zhodnos-
tnd transformdcia a 'y = AX + r je jej vyjadrenie v niektorej kartezidnskej suradnicove]

sustave. Potom A = < cos¢  sin ¢) alebo A = (COS¢ sin ¢ ) a [ patri do niektorej z

—sing cos¢ sing —cos¢
nasledujicich kategorit

a) kazdy bod v rovine je samodruiny — zobrazenie f je identické
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b) existuje priamka p samodruzngch bodov — zobrazenie je osovou sumernostou podla pri-
amky p

c) existuje prdave jeden samodruing bod s — zobrazenie je otocenim okolo s o uhol ¢

d) neexistuje Ziaden samodruzny bod a zobrazenie je sihlasnou transformdciou — zobrazenie
je posunutou sumernostou

e) neezistuje ani jeden samodruzny bod a zobrazenie je nesihlasnou transformdciou — zo-
brazenie je posunutim

Dokaz: 7 vlastnosti AT A = I vyplyva, Ze (a1)?+(a2)? = 1, (ad)*+(a3)? = 1, ata? +alal =

0. To znamend, ze mozno pisat

(17) a} =cos¢ al =sing ay,=—sing a3 = cosa,
pre nejaké ¢ € [0, 27), ak zobrazenie zachovéava orientaciu (vtedy je det A = 1) alebo
(18) aj =cos¢ aj =sing ay=sing a; = —cosae,

pre nejaké ¢ € [0,27), ak zobrazenie nezachovava orientaciu (t.j. det A = —1).

Podl'a vety 14 bud existuje linearna varieta samodruznych bodov alebo afinita nemé
ziaden samodruzny bod. Podla tejto mnoziny budeme triedit zobrazenia do disjunktnych
mnozin.

Ak kazdy bod roviny je samodruzny — teda aj kazdy smer, potom matica A — I musi
mat hodnost 0, teda A = I a naviac (podla Frobéniovej vety) vektor r = 0. V tomto
pripade ide teda o identické zobrazenie.

Ak existuje priamka samodruznych bodov p, potom zobrazenie f je zdkladnou afinitou.
Podla vety 31 je toto zobrazenie uz nutne simernostou podla priamky p, ¢o znamena, Ze
v kartezianskej suradnicovej sistave (p, p, q), kde p € p, p je smerovy vektor priamky p a
q je norméalovy vektor priamky p (oba jednotkove; dfiky), mé zobrazenie f vyjadrenie

(4)-(0 %) ()

Ak existuje prave jeden samodruzny bod s = [zg, yo] "
tnou transforméciou, tak pre lubovolny bod x = [z, y]"
plati

a zobrazenie je priamou zhodnos-
, X # s a jeho obraz f(x) = [2/,y/]"
1£(x) = s]|* =[x — s]|*.

balej mozno pisat pre kladne orientovany uhol vektorov x —s a f(x) —s

<X -5, f(X) — S) coS
FPERGE ¢
‘ X —S
fo-s
ERIECET

¢o znamend, ze uhol vektorov x —s a f(x) — s je konStantny pre vSetky x # s. Teda
zobrazenie f je oto¢enim okolo s o uhol ¢.
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Ak existuje prave jeden samodruzny bod (nech je to zaciatok sustavy sturadnic) a zo-
brazenie f je nepriamou zhodnostnou transforméciou, potom A — I je singularna mat-
ica (bertic do uvahy Specidlny tvar (18)), a teda existuje netrividlne rieSenie systému
(A—-1D)x = 0, ¢o znamena, ze zobrazenie f ma samodruzny smer s vlastnym &slom 1.
Ten nédm spolu so samodruznym bodom dava celu priamku samodruznych bodov, a to je
spor s predpokladom.

Ak f nema samodruzny bod a f je priame zobrazenie, potom mé matica A — I hodnost
0 alebo 1 a matica (A — I,r) hodnost bud 1 alebo 2. Ak h(A —1I) =0, tak A = I, teda
zobrazenie f je posunutie v smere r. Ak h(A — 1) =1, tak 0 = det(A — I) = 2(1 — cos ¢),
¢o znamend, ze A — I = 0 a to je spor.

Ak f nema samodruzny bod a f je nesthlasnou zhodnostnu transforméciou roviny, tak
h(A—1)=1ah(A—1,r) =2. Nech i € V, je taky vektor, Ze zobrazenie f(x) = f(x) — 0
mé bodovo samodruzni priamku p (Rozmyslite si, preco taky vektor existuje a ako by sme
ho pre konkrétne zobrazenie ziskali!). Potom zobrazenie f je zlozenim osovej simernosti
a posunutia. Vektor U = k1 + IS, kde n je normélovy vektor samodruznej priamky p a §
je vektor k nemu kolmy. Teda f(x) = f(x) + ki + IS = f(x) + §. Da sa lahko ukazat,
Ze zobrazenie f je osova simernost, ktorej os je rovnobezna s osou zobrazenia f. MoZeme
teda konstatovat, Ze zobrazenie f je zloZenim osovej simernosti a posunutia v smere jej

OSI. O

VETA 35 (Rozklad zhodnostnych transforméacii E? na osové stimernosti). a) Posunutie
o vektor d sa dd rozloZit na dve osové sumernosti s rovnobeinymi osami, pricom druhi
ziskame z prvej posunutim o %Hﬁ” Osi tychto dvoch simernosti si teda kolmé na smer
posunutia.

b) Otocenie sa da rozloZit na dve osové sumernosti, pricom osi prechddzaji stredom otdca-
nia a zvieraju vhol, ktory je rovny polovici uhla otocenia.

¢) Posunutd sumernost sa dd rozloZit na tri osové simernosti.

Dokaz:

a) Nech u je vektor posunutia. Zostrojme priamku p: (x —s,d) = 0 a priamku ¢: (x —
(s + 3u),d) = 0 (pozri obr. 12). Potom zloZenim tychto dvoch osovych stimernosti
dostavame posunutie o vektor u. Ozna¢me f,(x) = x — 2<’2;sﬁ’;i>ﬁ osovu stmernost s

(x—(s+1d),d) 7

osou p a f(x) =x — 2Tﬁ osovu stmernost s osou g a f = f, o f,. Potom
(o) Jx—s.) 2<x—2<’§;};§‘>ﬁ—(s+%ﬁ),ﬁ>ﬁ
X) = xX—2———"U-— =
(u,d) (u, u)
—s, i s, 1
S S L L S
(d, d) (4, ) 2

b) Nech p a ¢ st dve priamky spliiajice podmienky tvrdenia (pozri obr. 13) a fpafy
st stmernosti podla tychto priamok. Nech x’ = f,(x), X je kolmy priemet bodu x na
priamku p, X’ je kolmy priemet x’ na ¢. Bod s = p N ¢ je samodruzny. Zo zhodnosti
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q1 q2
XD "X
f(x)
u >
p

D

%

OBR. 14. Rozklad posunutej simernosti na osové stiimernosti.

trojuholnikov Axsx a Ax'sx a zo zhodnosti trojuholnikov Ax'sx’ a Af, o f,(x)sX’
mozno usudit, Ze || f(x) —s|| = ||x —s]|| a stcet orientovanych uhlov 2a + 23 = Zxsf(x)
je konstantny.

c¢) Posledny pripad vyplyva z pripadu a) a z dékazu vety 34 (pozri obr. 14).
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L - L -
N 7 S { N % 42
a+ 3
52 b « 52 5 o
S1
51
q2
b1
4!

OBR. 15. Zlozenie dvoch otoceni v rovine s vyslednym otocenim a s vysled-
nym posunutim.

DOSLEDOK 13 (Tabulka skladania zhodnostnych stransformécii v E?). V grupe zhod-
nostngjch transformdcii B? plati nasledujiica tabulka skladania

S o) p PS

id

id S 0 P PS
S| OP |S PS|SPS| OP
0]

P

S PS| OP| O [S PS
SPS| O | P |SPS
PS|PS| OP |8, PS|S.PS| P,0

kde S osovd sumernost, P je posunutie, O otocenie, PS je posunutd sumernost a id sa
mozZme chdpat ako Specidlne otocenie alebo posunutie.
Dokaz: Dokaz vychadza z viet 34, 35. Na ukazku si urobime dokaz pre kompoziciu dvoch
otoceni.

Nech f je otocenie roviny okolo bodu S; o uhol a a g je otocenie roviny okolo bodu sg
o uhol 3. Zobrazenie f mozme rozlozit na dve osové stimernosti podla priamok p; a py tak,
7e 83 € py. Os py zvolime za prvi os pri rozklade zobrazenia g (pozri obr. 15). Ak existuje
p1 N @2, oznacme ho s. Potom vysledné zobrazenie mozno pisat

gof= 9g2 © Y Ofp2 Ofm = Ygg2 © fpu
id

id
S
0]
P

teda méa samodruzny bod s a d4 sa rozlozit na dve osové sumernosti podla priamok p; a
¢2. Takze ide o otocenie okolo bodu s o uhol a + .
Podrobne si premyslite dalgie pripady! 0

CVICENIE 116. Rovina E? sa otoci v zobrazeni f okolo pociatku sistavy siradnic o uhol
a. Co bude obrazom priamok x = p,p € R?

CVICENIE 117. Ndjdite uhol, o ktory treba otocit rovinu okolo lubovolného bodu, aby
priamka 2x + 5y — 3 = 0 mala obraz rovnobezny s osou y.
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CVICENIE 118. Rovina sa otdca okolo bodu [—3,4]" o uhol
zobrazia osi suradnicovej sustavy?

w3

. Do akyjch priamok sa

CVICENIE 119. Rovina sa otdca okolo bodu [—1,3|" o uhol Z. Do akych priamok sa
zobrazia osi suradnicove] sustavy?
CVICENIE 120. Rovina sa otdca okolo bodu [2,3]" o uhol o, pricom cos a = % asina =

4 A - _
—z. Co je obrazom priamky v + 2y +3 =07

CVICENIE 121. Ndjdite dva vrcholy rovnostranného trojuholnika, ok viete, Ze leZia na
stiradnicovyjch osiach a treti vrchol je bod [1,2]".

CVICENIE 122. Napiste rovnice osovej sumernosti podla roviny x + 2y — z + 4 = 0.
CVICENIE 123. Ndjdite rovnice osovej simernosti zobrazujicej zaciatok do bodu [1,5]T.

CVICENIE 124. Nech je dand priamka p = 2x—y—1=0 a dva rézne body v = [—1,1]T
as=1[0,4]", ktoré lezia v jednej polrovine vytatej priamkou p. Urcte Arst s vrcholom t € p
tak, aby mal ¢o naymensi obvod.

CVICENIE 125. Urcte o aké zobrazenie ide a rozloZte ho na osové simernosti
o) ' =3xSyt 1y = dr iy -2
b) ' = 2w —2y+6,y =2z — 2y —12
c)r'=—-y+1,y=x+3
d) 2 =—-x+2,y =—-y+1
e)r'=—x+1,y=y+3
Do =ta— Ly =~y
g) o' =t —Ly+3.y =Lr—Lly+V3

CVICENIE 126. Napiste rovnice stran pravidelného Sestuholnika, ak na priamke 4x +
2y — 1 =0 lezi jedna jeho strana a zaciatok sustavy suradnic je jeho stredom simernosti.

CVICENIE 127. Dand je priamka p, na ktorej leZi strana rovnostranného trojuholnika.
Nech t je tazisko tohoto trojuholnika. Urcte vrcholy tohto trojuholnika, ak p = 2x —y =0
at=1[51".

CVICENIE 128. Ndjdite vrcholy ostrijch uhlov rovnoramenného pravouhlého trojuhol-
nika, ak pozndte treti vrchol ¢ = [1,2]" a priamky 8x —y — 20 =0, T + 4y — 41 = 0, na
ktorijch leZia hladané vrcholy.

CVICENIE 129. Nech f je otocenie roviny E? o uhol ¢ okolo bodu s a g je otocenie o
uhol 1 okolo bodu t. Nech go f je posunutie. Urcte vektor posunutia zobrazenia go f! Ako
je to so zobrazenim f o g?

7.2. Zhodnostné transformacie E3.

VETA 36 (Klasifikacia zhodnostnych transformécii E?). Nech f: E3 — E? je zhodnostnd
transformdcia. Potom f patri do niektorej z nasledujicich kategorit

a) kazdy bod v rovine je samodruiny — zobrazenie f je identické



7. ZHODNOSTNE ZOBRAZENIA 49

b) existuje rovina o samodruzniych bodov — zobrazenie je rovinovou sumernostou podla

rOVINY O
c) existuje priamka p samodruzniych bodov — zobrazenie je rotdciou priestoru okolo osi p
d) existuje prdve jeden samodruiny bod — zobrazenie je rotacnou symetriou
e) neezistuje Ziaden samodruzny bod a zobrazenie je nepriamou zhodnostou — zobrazenie je

posunutou sumernostou
f) neexistuje ani jeden samodruzny bod, zobrazenie je priamou zhodnostou — zobrazenie je

posunutim alebo skrutkoviym pohybom
Doékaz: Nech y = Ax + r je vyjadrenie f v niektorej kartezianskej siradnicovej siistave
[E3. Pripady a) a b) sa dokazu podobne ako vo vete 34.

Ak kazdy bod priestoru E? je samodruzny, potom matica A — I musi mat hodnost 0,
teda A = I a naviac (podla Frobéniovej vety) vektor r = 0. V tomto pripade ide teda o
identické zobrazenie.

Ak existuje rovina samodruznych bodov «, potom zobrazenie f je zakladnou afinitou.
Podla vety 31 je toto zobrazenie uz nutne simernostou podla roviny «, ¢o znamena, Ze v
baze (p,P1, P2, q), kde p € a, P, P2 st ortonormélne bézové smerové vektory roviny « a
q je norméalovy vektor roviny « (jednotkovej diiky), mé zobrazenie f vyjadrenie

y? 1 0 0 x!
(19) v =(01 0 x?
Y3 00 —1 x3

Ak existuje priamka samodruznych bodov, ozna¢me p niektory z jej bodov a jej normali-
zovany smer ozna¢me p. Dopliime vektory q; a gs tak, aby (p, p, qi, q2) tvorili karteziansku
stustavu sturadnic. V takejto baze bude mat nase zobrazenie tvar

yt 1 0 0 x!
(20) | =10 an ap| |2°],
y3 0 a3 ass 3

pricom podmatica typu 2 x 2 v pravom dolnom rohu matice zobrazenia f predstavuje
maticu zobrazenia f|,,, kde «, je rovina kolma na priamku y = 0,z = 0 obsahujtica bod
R, = [r,0,0]". V kazdej z tychto rovin mé zobrazenie jediny samodruzny bod, a to R,,
z vety 34 vyplyva, ze ide o rotaciu okolo tohoto bodu. Celkovo mozno konstatovat, ze v
tomto pripade mozno zobrazenie zapisat v tvare

Y 1 0 0 !
(21) > =10 cos¢ sing | |2?],
Y3 0 —sing cos¢/) \a*

kde ¢ je uhol otoc¢enia okolo osi y = 0,z = 0.

Ak existuje prave jeden samodruzny bod p, potom musi existovat aspon jeden samod-
ruzny smer s vlastnym ¢islom —1 (KedZe det(A — ¢I) = 0 je polyném 3. stupia, musi mat
aspon jeden redlny koren. Ak by to bola 1, tak samodruzny smer prislichajici tomuto ¢islu
by spolu s bodom p déavali bodovo samodruzni priamku). Nech p je normalizovany vektor
prisluchajuci vlastnému ¢islu —1. Zvolme kartezidnsku saradnicovi ststavu (p, P, 1, Gz)-
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V tejto ststave mé nase zobrazenie tvar

Y -1 0 0 !
(22) ] =10 an an| |2°],
3/3 0 a3 ass 3

pri¢om pre pravii dolnit podmaticu A typu 2 x 2 plati det(A — I) # 0, kedZe analogicky
vztah plati pre maticu A. Z toho vyplyva, Ze zobrazenie f zGzené na rovinu z = 0 ma
jediny samodruzny bod, a sice pociatok, teda ide o otocenie a mozno ho zapisat v tvare

y? -1 0 0 x!
(23) ] = 0 cos¢ sing 2?2 |,
Y3 0 —sing cosgp/ \a?

kde ¢ je uhol otocenia okolo osi y = 0, z = 0. Celé zobrazenie potom predstavuje otocCenie
okolo osi z = 0,y = 0 a nasledované stumernostou podla roviny z = 0 (alebo v opa¢nom
poradyi).

V pripade, Ze zobrazenie nema samodruzny bod, tak mozno najst taky vektor v (tak,
aby h(A—I,r —v) < 3), Ze zobrazenie f(x) = f(x) — ¥ bude mat aspoii priamku samod-
ruznych bodov. Teda bude bud kategoérie a) alebo b) alebo ¢). Rozmyslite si pre¢o nemoze
byt kategorie d)! Ak je zobrazenie f kategorie a), potom zobrazenie f je posunutie, lebo
f(x) = f(x) + ¥. Ak je zobrazenie typu b), potom mono jednoznacne rozlozit vektor
V = u + w, priom w sa nachadza v smere prislusnej bodovo samodruznej nadroviny zo-
brazenia f a U je kolmy k smeru tejto nadroviny. D4 sa ukazaf, Ze zobrazenie f(x) + U
je opét rovinova simernost (podobne ako vo vete 35), pricom samodruzna rovina tohto
zobrazenia je rovnobezna so samodruznou rovinou zobrazenia f. Teda vysledné zobrazenie
je zlozené z nadrovinovej simernosti a posunutia vektorom rovnobeznym so samodruznou
rovinou. Analogicky, ak zobrazenie f patri do kategorie c), tak mozno jednoznacéne rozlozit
vektor v = i+ w, pricom w sa nachadza v smere prislusnej bodovo samodruznej priamky
zobrazenia f a d je kolmy k smeru tejto priamky. Potom z vety 34 vyplyva, Ze f + u
je otoCenie okolo nejakej priamky rovnobeznej so samodruznou priamkou zobrazenia f, a
teda zobrazenie f sa dé& napisat ako zloZenie rotacie okolo priamky a posunutia v smere
tejto priamky. 0

VETA 37 (Rozklad zhodnostnej transformacie E? na stimernosti podla roviny). a) Posunutie
o vektor 4 sa dd rozloZit na dve rovinové simernosti s rovnobeZngmi rovinami sumer-
nosti, ktoré si vzdialené ||| a kolmé na smer posunutia.

b) Rotdcia okolo priamky p o uhol ¢ sa dd rozlozit na dve rovinové simernosti, pricom
roviny sumernosti obsahuji priamku p a zvieraju uhol %qf)

¢) Rotacnd symetria sa dd rozloZit na tri rovinové sumernosti.

d) Posunutd simernost sa dd rozloZit na tri rovinové sumernosti.

e) Posunutd rotdcia sa dd rozloZit na Styri rovinové sumernosti.

Doékaz: Dokaz pripadu a) je analogicky ako vo vete 35. Dokaz tvrdenia b) je jednoduchy,

ked si uvedomime, Ze rotacia okolo priamky sa da redukovat na otoc¢enia v rovinach kolmych

na os otoCenia (pozri obr. 16). Pripadné posunutie alebo rovinovi stimernost vieme nésledne
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,——————

OBR. 16. Rozklad rotacie priestoru okolo priamky p o uhol ¢.

rozlozit podla predchadzajucich tvrdeni. 0

VETA 38 (Kanonicky tvar ortogonalnej linearnej transformécie). Nech f: V" — V" je
ortogondlna transformdcia. Potom md matica analytického vyjadrenia tohoto zobrazenia v
niektorej kartezidnskej sustave tvar

L, 0 0 0
0 —I, 0 0
0 0 U 0
0 0 0 Uy

kde p,q € Ny a

‘ sinq;  cosq

Doékaz: Urobime len nacrt dokazu. Postupuje sa matematickou indukciou a treba ukazat, ze
ortogonélna transforméacia mé invariantny podpriestor dimenzie najviac 2. Ak ho budeme
mat — nech je to napr. W C V", tak potom f(W) = W a f(W+) = Wt. To znamena,
ze transformacia sa na V" = W & W+ da rozlozit na f = fw @ fw., kde obe zlozky su
ortogonélne zobrazenia. Dalej pouzijeme indukény predpoklad an fyy. .

Este ukdZzeme, Ze existuje invariantny podpriestor dimenzie nanajvys 2. Na to staci
ukézat, 7e pre ¥ € V" spliajice

X = fE) = inf{{ly — FI)II : ¥ € V'},
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st X, f(X), f2(X) linearne zavislé. [

CVICENIE 130. Najdite rovnice zhodnostného zobrazenia, ktoré je zloZenim rovinovej
stimernosti podla roviny 2x —y — 5z + 15 = 0 a posunutia o vektor (4,3,1)". Klasifikujte
toto zobrazenie.

CVICENIE 131. Zostavte tabulku skladania typov zhodnostnych transformdcii v 1s(IE3).

CVICENIE 132. Ndjdite samodruzné body zhodnostnej transformdcie zloZenej zo sumer-
nosti podla rovin z=0 ax —y+2z—1=0.

CVICENIE 133. Napiste rovnice otdcania v priestore E® okolo jednotlivijich stradnicovijch

-

0S1.

CVICENIE 134. Ndjdite rovnice sumernosti podla priamky prechddzajicej zaciatkom sis-
tavy stradnic so smerovym vektorom (2,2,1)7.

CVICENIE 135. Ndjdite rovnice otdcania okolo osi o = {x =t,y =t,z =1+ 1t} o uhol
¢ = %7‘(‘.

CVICENIE 136. Urcte geometricky zmysel zobrazeni a rozloZte na rovinové sumernosti,

ak sa to da.

a) x’:§x+§y—1,y’:§x——y+3 Y =—z+2

b) o' =2x+3y+sz+ly=bo—2y—2:-27=20+2y—4z-1

c) z' = E917—}—12y— y—gm——qu 22,7 =3z — 2y

d) 2/ = 3x+5y+1y x——y—2z-z+3

e) ' =xz—1,9y = —y—|—62—z—|—2

fla=3z+32— 5,y—y+lz—5x——z+—

iﬁxj—?m;%y/——z—i—?y 2z +3y— %2414, =3z -8y 2,7
P=y+1ly =22 =z

' =5zx+gy+sz—y=Ita+5y—352—-2,2 =—30+3y+ 5245

j'=gx+iy+sz—4y=Ir+jy—3s2+2,7 =43z —Sy— i+ 14

k)o'=—242y =x—-1,2=—-y+4

) =z =—y+2,2/=—x+2

m):c’:—y+2,y’::c,z’:—z+2

n) x' = yy —x,2 = —2+2

0) a' = —x——y+6y —dr—2y—12,7 = —=

p)x = m.’E+12y— z+3y:Qx+25y+—z—4z':%x+§y+5

q) ¥ = E97:—|—25y—|— 2r43y =Rr+tgy—22z—4,7==-3z+3y+5

r)a =Hr+ 2y+1 z+7yz—x+14y——z+4z:—§x+§y+§z+6

7 4

s) 2/ = —4x——y——z+14y —fr—sy+52+2,7=52—3y—32-5

CVICENIE 137. Dokdzte platnost nasledugiicej klasifikacnej tabulky zhodnosti f: E3 —
E3 pomocou jeho analytického vyjadreniay = Ax+r v nejakej kartezidnskej sistave sirad-
nic:
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h(A—1)|h(A—1I,r) typ zhodnosti
0 identita
posunutie
sumernost podla roviny
posunutd rovinovd sumernost
otocenie okolo priamky
skrutkouvity pohyb
otocenie okolo priamky a simernost

LW R =D D
CLo| Lol DO | = | =~

8. Podobnostné zobrazenia

DEFINICIA 30 (Podobnostné zobrazenie). Zobrazenie f: E" — E™ sa nazgva podob-
nostné, ak existuje také redlne c¢islo k € R, k > 0, Ze pre lubovolné body x, y € E" plati
1f(x) = f(y)]| = k||x —yll, kde ||.|| oznacuje normu indukovani skaldrnym sucinom v
prislusnom euklidovskom priestore. Cislo k nazyvame koeficient podobnostného zobrazenia
f. Ak f je naviac transformdcia, tak sa nazyjva podobnostnou transformdaciou priestoru E™.
Ak f je naviac afinitou priestoru E", tak f sa nazgva podobnostnou afinitou priestoru E".

VETA 39 (Rovnolahlost je podobnostnou afinitiou). Nech f: E™ — E" je rovnolahlost
s koeficientom k, tak f je podobnostnou afinitou s koeficientom |k|.
Doékaz: Nech f(x) = S+ k(x — 5), kde S € E" je stred rovnolahlosti f. Kedze f je
dilatacia, tak plati

1FG) = FN = [/ (x =)l = Ik(x = y)[| = [Fll[x =y,

¢o znamend, ze f je podobnostnou afinitou s koeficientom |k|. 0

POzZNAMKA 21. V predchddzajicej vete sme ukdzali, Ze niektoré afinné zobrazenia si
podobnostné. UkdZeme, Ze kaZdé podobnostné zobrazenie je aj afinné zobrazenie.

CVICENIE 138. Ukdzte, Ze vietky rovnolahlosti priestorulE™ s rovnakiym stredom rovnolahlosti

tvoria grupu.

VETA 40 (Rozklad podobnostného zobrazenia). Nech f: E" — E™ je podobnostné
zobrazenie s koeficientom k. Potom existuji rovnolahlosti g : E* — E™ a h : E™ — E™ a
zhodnostné zobrazenie z : E" — E™ také, Ze f = zo0g=hoz.

Doékaz: Nech g(x) = s+ k(x —s) je rovnolahlostou s koeficientom & a I'ubovolnym bodom
s € E" anech h(x) = f(s)+k(x— f(s)). Ozna¢me z = h™'o f. Zobrazenie z je zhodnostné,
lebo

260 — =)l = IF(5) + £ Fx) = F(5)) = F(5) — £ (F(y) — S =
= 12— FI = Ix ]l
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Teda plati f = h o z. Potom je ale f afinné zobrazenie (lebo je zlozenim dvoch afinnych
zobrazeni). MézZeme teda pisat:

200 =0 F() = £(5) + 1 (F(x) — () = f(s + 1 (x —)) = Fog™ (x)

Teda plati f =hoz=zo0g. 0

DOSLEDOK 14. KaZdé podobnostné zobrazenie je afinné injektivne zobrazenie.
Doékaz: Kazdé podobnostné zobrazenie moZzno napisat ako kompoziciu dvoch afinnych
zobrazeni — zhodnostného zobrazenia a rovnolahlosti. Naviac zloZenie dvoch afinnych zo-
brazeni je afinné zobrazenie a obe zobrazenia siu injektivne. Kedze ide o afinitu, tak z
injektivnosti vyplyva aj bijektivnost. 0

DOSLEDOK 15 (Existencia grupy podobnostnych transformacii priestoru E"). Vsetky
podobnostné transformdcie priestoru E™ tvoria grupu. Je generovand vsetkymi zhodnost-
ngmi transformdciami a rovnolahlostami priestoru E™.

Dokaz: Dokaz vyuziva fakty, ze kazda podobnostna transformaécia je kompoziciou zhodnos-
tnej transformacie a rovnolahlosti a Ze zhodnostné transformécie tvoria grupu a rovnol ahlosti
so stredom v pevnom bode tvoria grupu. 0

DEFINICIA 31 (Grupa podobnostnych transformécii E™). Grupu vsetkych podobnost-
nych transformdcii priestoru E* oznacujeme symbolom Sim(E™). Grupu vsetkijch sihlas-
nijch podobnostnijch transformdcii oznacujeme Sim™ (E™).

VETA 41 (Vztah podobnostného zobrazenia a skalarneho sucinu). Nech f: E" — E™

je podobnostné zobrazenie, potom (f*(d), f*(v)) = k*(d, V) pre lubovolné u,v € V™.
Doékaz: Budeme postupovat analogicky ako v dokaze vety 25.

(fr@), fFv) = 5 ([(fF+v), fFd+v)) = (f (@), fF(d) - (), [ (v) =

((k(d + ¥), k(T + ¥)) — (kid, ki) — (k¥V, kV)) = k2(d, V).

NN NN

i

POzZNAMKA 22. Z predchddzagicej vlastnosti vyplijva, Ze zobrazenie zachovdva uhly,
teda je ekviformné.

DEFINICIA 32 (Vlastné a nevlastné podobnostné transforméacie). Podobnostné zobraze-
nie s koeficientom |k| # 1 sa nazgva vlastngm podobnostnym zobrazenim. Ostatné podob-
nostné zobrazenia sa nazyvaji nevlastnygmi podobnostnymi zobrazeniams.

VETA 42 (Ekvivalentné podmienka pre podobnostni transforméciu). Nech zobrazenie
f:E" — E™ je afinné zobrazenie a' y = Ax +r je jeho analytické vyjadrenie v nejake)
kartezianskej sustave suradnic. Potom siu ekvivalentné tvrdenia
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a) f je podobnostné zobrazenie

b) ATA = k21

Dokaz: Stipce matice A tvoria obrazy jednotkovych vektorov v kartezianskej sustave strad-
nic. Ak oznacime ¢;; prvky matice AT A, mozno pisat

Cij = Zakiakj = (["(&),f"(€))) = k2<éz‘>§j> = k25ija

k=1

¢o znamena, 7e ak f je podobnostné, tak A spliia podmienku b). Naopak, ak matica A
spliia tito podmienku, tak pre lubovolny vektor 4 = > | b'€; plati

fr) = O ve) =) V(&) =) bke = ki,
=1 =1 =1
teda ak U =x —y, tak [|f(x) — f(y)ll = |klllx =y O

POzZNAMKA 23. Z predchddzajicej vety vidno, Ze zhodnosti su Specidlne pripady podob-
nosti, a to prave tie, ktoré nazjvame nevlastné. Tie uz vieme v E?* a E3 klasifikovat.

DOSLEDOK 16 (Vlastné hodnoty podobnosti). Podobnost s koeficientom k madze mat
redlne vlastné hodnoty k alebo —k.

Dokaz: Ak u je vlastny vektor, tak || f*(d)| = ||kd]|, teda moze platit iba f*(d) = kd
alebo f*(u) = —ku. (Premyslite si, pre¢o nemdze mat podobnost nulovy vlastny vektor!)
O

VETA 43 (Centréalnost vlastnej podobnosti). KaZdd vlastnd podobnost priestoru E™ md
prdave jeden samodruzny bod.
Doékaz: Nech mé nasa podobnost v nejakej kartezidnskej sustave sturadnic vyjadrenie y =
Ax+r. KedZe k # +1 a realne vlastné hodnoty st len +k, tak det(A—1T) # 0, teda systém
rovnic

(A—I)x=-r

ma prave jedno rieSenie — hladany samodruzny bod. 0

Teraz sa zameriame na urcenie vsetkych vlastnych podobnosti priestoru E2. KedZe
kazdé podobné zobrazenie mozno napisat ako kompoziciu rovnolahlosti a zhodného zo-
brazenia, budeme vychadzat z klasifikicie zhodnosti priestoru [E2.

VETA 44 (Klasifikicia podobnosti priestoru E?). Priame vlastné podobnosti priestoru
E? si zloZené z otocenia okolo bodu a ndslednej rovnolahlosti so stredom v tomto bode.
Nepriame vlastné podobnosti priestoru E? si zloZené z osovej simernosti a rovnolahlosti
so stredom rovnolahlosti na o0si sumernosti.
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Dokaz: Nech o je samodruzny bod tejto podobnosti a nech je to poc¢iatok stistavy suradnic.
Ak podobnost je priama, potom ju moZno pisat v tvare

/

' = k(zrcos¢ — ysing)

y = k(zsing+ ycosa).

Ak rozlozime nasu podobnost na rovnolahlost so stredom v podciatku sustavy saradnic
a koeficientom k a zhodnost reprezentovanu prislusnou maticou, tak z vety 34 vyplyva,
7e musi ist bud o otacanie okolo pociatku sustavy suradnic, alebo posunutie. Posunutie
vSak modzeme vylucit, pretoze o je samodruzny bod. Teda kazdé priama podobnost roviny
je otocenie okolo bodu o o uhol ¢ a néasledna rovnolahlost so stredom v tomto bode a
koeficientom k.

Ak podobnost nie je priama, potom mé tvar

¥ = k(xzcosg¢+ ysing)

y = k(zsing —ycosg).
Teda zhodnost v rozklade musi byt osova stimernost, a kedZze bod o je samodruzny, tak os
prechadza pociatkom sustavy stradnic. 0

CVICENIE 139. Ndjdite podobné zobrazenie, ktoré je zloZenim otocenia o 5 okolo bodu
[1,1]" a rovnolahlosti so stredom v tom istom bode a koeficientom 3.

CVICENIE 140. Ndjdite vsetky podobné zobrazenia so samodruznim bodom [2,1]T, ktoré
zobrazuji bod [2,—9]" do bodu [—2,—2]T.

CVICENIE 141. Dokdzte, Ze transformdcia roviny ' = 2z + 5y — 1,y = —bx + 2y + 4
je podobnostou. Urcte samodruzné body a samodruzné smery.

CVICENIE 142. Zobrazenie h: E?> — E? je dané rovnicami x' = 2x+ay,y = x+by, 2 =
y. Urcte koeficienty a,b € R tak, aby h bolo podobné zobrazenie.

CVICENIE 143. Napiste rovnice podobnosti, ktord zobrazuje bod [1,1]" do zaciatku a
zaciatok do bodu [0,2]". Kolko md tloha rieseni?

CVICENIE 144. Nech abcd je Stvorec so stredom s. Ukdzte, Ze existuje podobnost, ktord
zobrazuje body a,b,s do bodov b,d,c v tomto poradi. Napiste rovnice tejto podobnosti
vzhladom na vhodne zvoleni siustavu suradnic.

CVICENIE 145. Rozlozte podobnost ©’' = 2x — y + 5,y = x + 2y — 1 na rovnolahlost a
zhodnost.

CVICENIE 146. Urcte stred rovnolahlosti, ktord je zloZend z rovnolahlosti x' = 2x +
1,y =2y — 1 a posunutia ' = x + 3,y' = y. Skuste skladanie zobrazeni zamenit.

CVICENIE 147. Napiste rovnice rovnolahlosti zobrazugiicej bod [2,0,3]" do bodu [1,0,0]"
a bod [0,0,2]" do bodu [3,a,b]". Pre ktoré a,b € R md 1iloha riesenie?
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CVICENIE 148. Dokdzte, Ze kaZdd afinnd transformdcia roviny zachovdvajica smernicu
vsetkych priamok v rovine md v Standardnej kartezidnskej sustave suradnic tvar

¥ = axr + e

y = axr+f.
CVICENIE 149. Dokdzte, Ze afinnd transformdcia zobrazujica trojuholnik abc na tro-
juholnik a'b’c’ zobrazuje

a) tazisko trojuholnika abc na taZisko trojuholnika a’b’c’

b) taznice trojuholnika abc na taznice trojuholnika a'b’'c’

c) stred vpisanej kruznice trojuholnika abc na stred vpisanej kruznice trojuholnika a’b’c’,
ak zobrazenie je podobné

d) stred opisanej kruznice trojuholnika abc na stred opisanej kruznice trojuholnika a'b'c’,
ak zobrazenie je podobné

CVICENIE 150. Klasifikujte priame vlastné podobnosti E3. Klasifikujte nepriame vlastné
podobnosti E3.

9. Zaver

V predchadzajucich kapitolach sme si ukazali a klasifikovali niektoré afinné zobrazenia
afinnych priestorov. Klasifikacia samozrejme nebola tiplna a vycerpavajtaca. Na obr. 17 si
mozete pozriet ako vyzera ¢ast Struktary grupy afinit v E". Sipka idtca z obdlznika o do
obdlznika p znamena, Ze prislusna grupa zobrazeni zapisani v o je podgrupou grupy zo-
brazeni zapisanych v p. Samozrejme, ze pre konkrétne n je tato struktira omnoho bohatsia.
V cviceniach sa o tom moZete presvedcit.

Dalsim pokracovanim tejto cesty by sme sa dostali ku klasifikicii zhodnosti v E" a
neskor k projektivnym transforméciam a ich grupam.

CVICENIE 151. Transformdcia priestoru E? sa nazijva eliptickd rotdcia, ak md tvar
p Yy 14 5

1
¥ = wxcosa—y-sina
s
/ . 1
Yy = xslna+ Yy—Ccosw
s
alebo
/ L.
r = TcCcosa+y-—sina
s
/ , 1
Yy = wzsina—y—cosa
s

Ukdzte, Ze ak e = {[x,y] € E?: f)—; - pg—; =1} a[z,y]" €e, tak aj [2',y']" € e. Pokiste sa
geometricky interpretovat toto zobrazenie.
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Afinity v E"
Podobnostné Ekviafinné Suh
transformaécie transformacie afi
Dilataci Sahlasné Suh
tlatacie podobnostné transf. ekviafini
Zhodnostné Sth
transformaéacie zhodnost

\

Posunutia

Identita

OBR. 17. Cast struktary grupy afinit priestoru E".

CVICENIE 152. Transformdcia priestoru E? sa nazijva hyperbolickd rotdcia, ak md tvar

7 = ax
, 1
y = -y
a
alebo
¥ = by
' 1x
Y =%

Ukdzte, ze ak h = {[z,y]" : 2y = p} a [v,y]" € h, tak aj [2/,y]" € h. Pokiste sa
geometricky interpretovat toto zobrazenie.

CVICENIE 153. Transformdcia priestoru E? sa nazjva parabolickd rotdcia, ak md tvar
¥ = d*x
/
Yy = dy.

Ukdzte, e ak p = y*> —2qx = 0 a [z,y|" € p, tak aj [2',y']" € p. Pokiiste sa geometricky
interpretovat toto zobrazenie.
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CVICENIE 154. Ndjdite mnoZinu tijch afinnyjch transformdcii, ktoré maju

a) priamku x +y + 1 = 0 bodovo samodruzni
b) priamku x +y + 1 = 0 samodruzni

Ktoré spomedzi nich si zhodné a ktoré podobné?

CVICENIE 155. Ndjdite vsetky afinné zobrazenia, ktoré zobrazia kaZdi kruznicu tvaru
2? +y? — 22 — 4y + 5 = r? na seba.

CVICENIE 156. Ukdzte, Ze vsetky eliptické a hyperbolické rotdcie si ekviafinné.

CVICENIE 157. Ak f je nepriama zhodnost roviny, tak f? = I alebo f? je posunutie.
Dokazte!

CVICENIE 158. Ak vsetky body p na priamke p sa izometriou roviny zobrazia do vsetkiyjch
bodov p’ priamky p, tak stredy tseciek pp’ su kolinedrne a bud tvoria priamku alebo si
totozné. Dokdzte! Pokiste sa zovSeobecnit do E™.

CVICENIE 159. Dokdzte, Ze posunutd simernost (s menulovym vektorom posunutia v
smere roviny sumernosti) md prave jednu samodruzni nadrovinu.

CVICENIE 160. ZloZenie troch otoceni o uhol w je otocenie o uhol w. Dokdzte!

CVICENIE 161. ZloZenie troch osovich sumernosti je osovd sumernost, ak prislusné tri
osi sumernosti su bud rovnobeiné alebo maji spoloéniyj prave jeden bod.

CVICENIE 162. Vsetky otocenia roviny s pevnym stredom tvoria grupu. Dokdzte!

CVICENIE 163. VSsetky posunutia generované ndsobkom pevne vybraného vektora tvoria
grupu. Dokazte!
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