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KAPITOLA 1
Variety a idedly (Zakladné pojmy)

1. Afinné algebraické variety

DEFIN{cIA 1.1. Nech k je pole a nech n € N. Afinnyg priestor dimenzie n nad k je
mnozina
A"(k)={(a1,...,an) | a; € k}.
Ak je z kontextu zrejmé, nad ktorym polom pracujeme, pripadne ak v danej situécii ne-
bude pole délezité, budeme ho ¢asto z oznacenia vynechdvat a oznacovat afinny priestor
ako A". Prvky afinného priestoru nazyvame body.

Podla tejto definicie je afinny priestor taka istd mnozina ako vektorovy priestor k™.
Niekedy sa v literatire dokonca pouziva aj pre afinny priestor oznacenie k™. My vsak
budeme pouzivat oznacenie A" (k) pre odlisenie jeho Struktiry od vektorového priestoru
(napriklad body na rozdiel od vektorov nemézeme scitavat).

Pre Tubovolné pole k budeme symbolom k[zy,zo,...,x,] oznacovat mnozinu vset-
kych polynémov s premennymi xi,xs,...,%, a s koeficientami v poli k. Coskoro si
uvedieme rigoréznejsiu definiciu tohto pojmu, nateraz si vysta¢ime s tymto menej for-
malnym opisom.

Polyném f € k[xy,x9,...,2,] predstavuje funkciu na priestore A"(k) s hodnotami
v k: za premennu z; budeme dosadzovat i-tu siradnicu bodu z A" (k). V nasledovnom
budeme pre bod a € A™(k) a polyném f € k[xi,...,x,] pod vyrazom f(a) rozumiet
hodnotu f(ay,...,a,), kde a = (ay,...,ay).

DEFINiciA 1.2. Nech k je pole a nech f1,..., f, € klz1,...,2,]. Mnozinu
V(fi,..., fr) ={a € A™k) | fila) =0Vie{1,2,...,r}}
budeme nazyvat afinnou algebraickou varietou definovanou polynémami fi, ..., f, (tiez

sa na nu budeme odvolavat ako na afinnid varietu, algebraicki varietu alebo jednoducho
varietu).

Afinnd varieta je teda mnozina vSetkych rieSeni nejakého systému polynomickych
rovnic.

PRIKLAD 1.3. Najjednoduchsie priklady afinnych algebraickych variet:

(i) cely priestor A™(k) = V(0) (0 predstavuje nulovy konstantny polyném),

(ii) prazdna mnozina () = V (1),

(iii) jednobodova mnozina {(ai,...,an)} = V(z1 — a1, 22 —ag,..., Ty — ap),

(iv) dvojbodovd mnozina X = {(1,2),(3,4)} C A%(Q), X = V((z — 1)(x — 3), (z —
D(y—4),(y —2)(x —3),(y —2)(y —4)) (presvedcte sa o tom!) T1 istd varietu
mozme tiez popisat ako X = V((z — 1)(z — 3),2 — y + 1). Vidime, Ze jedna
algebraicka varieta méze byt popisand viacerymi spésobmi. Vo vSeobecnosti nie
je lahké overit, ze dve ststavy polynomickych rovnic opisuju t istt algebraickt
varietu.
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PRIKLAD 1.4. Nech ly,...,l. € k[z1,...,zy,] si linedrne polynémy, ozna¢me X =
V(li,...,1). Ak X # (), nazgvame X linedrnou varietou. Ak st naviac rovnice definujtce
X nezavislé, potom d = n — r je dimenzia linedrnej variety X.

PrRIKLAD 1.5. Nech f € k[z,y] nie je konStantny polyném. Algebraickd varieta
X = V(f) € A%(k) sa nazyva rovinnd (algebraickd) krivka. Uvedme si priklady takychto
kriviek:

(i) Reguldrna kuZelosecka je mnozina bodov v A? vyhovujtcich rovnici f(z,y) = 0,
kde f € k[z,y] je ireducibilny kvadraticky polyném.
(ii) Graf polynomickej funkcie y = g(x) (g € k[z]) je mnozina X = V(y — g(x)).
(iii) Graf raciondlnej funkcie je tiez rovinna algebraicka krivka: ak

= ﬁ, P, q st nesudelitelné polynémy nad k,
q(x

potom graf funkcie g je mnozina bodov X = V(yq(z) — p(x)).

PRIKLAD 1.6. Nadplocha je algebraické varieta v A™(k) definovana jedinym nekon-
Stantnym polynémom z k[z1, ..., x,]. Nadplocha v A3 sa nazyva tiez plocha. Dimenzia
nadplochy v A™ je (definitoricky) n — 1. (Niekedy sa nadplocha definuje len pre n > 3.)

PRIKLAD 1.7. Skitisme popisat plochu X, ktord vznikne rotéciu paraboly z = z?2

(parabola lezi v rovine y = 0) okolo osi z.

Ak urobime rezy plochy X rovinou rovnobeznou so suradnicovou rovinou xy, prienikom
bude vzdy kruznica so stredom na z-osi (kedze ide o rota¢ni plochu). Suradnica z
kazdého bodu na ploche zavisi teda len od vzdialenosti tohto bodu od z-osi, ¢o je r =
V22 4+ y2. Staci v rovnici pre pévodni parabolu napisat r namiesto x a méme X =
Vi(z — (22 +9?)).

PRIKLAD 1.8. Vinutd kubika (priestorovd kubika) (angl. twisted cubic) je krivka X
v trojrozmernom priestore A3(k) parametrizovana (t,t2,¢3). Je to afinnd algebraicka
varieta, X = V(y — 2%,z — 2?).
Vinuté kubika je priklad tzv. raciondlnej normdlnej krivky, co je krivka s paramet-
rizaciou
{(t,%,63,...,t"),t € k} C A™

Zjavne ide tiez o algebraicki varietu — vedeli by ste napisat polynémy, ktorymi je ako
varieta definovana?

PRIKLAD 1.9. Krivka v redlnom trojrozmernom priestore dand parametrizaciou
(t3,14,45), t € R je tiez algebraickou varietou

V(x® —yz,y? — x2,22 — 2%y).
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Vsimnite si, ze ak by sme vynechali ktorykolvek z definujicich polynémov, dostali by
sme ind krivku — k povodnym bodom by pribudli aj body niektorej zo stradnicovych
osi.

Ide o vyrazny rozdiel oproti linedrnym varietdm (Priklad 1.4), kde je jednozna¢ny
stuvis medzi dimenziou variety a minimalnym poctom rovnic, ktoré ju urcuju.

Exaktne sme si definovali dimenziu (rozmer) algebraickej variety v $pecidlnych pri-
padoch nadroviny a linedrnej variety. Rozmer sa d& definovat vSeobecne pre lubovolnt
varietu, ale je to prekvapivo komplikovand tloha, preto tiito definiciu zatial neuvadzame.
Jeden $pecidlny pripad ale este spomenit mdzme:

DErINicIA 1.10. Nech fy,..., fr € k[x1,...,2,]. Hovorime, ze X = V(f1,..., fr) je
nularozmernd algebraickd varieta, ak sustava f1 = 0,..., f, = 0 je v k riesitelnd a md
nad tymto polom konecne vela rieseni (k oznacuje algebraicky uzaver pola k).

PRIKLAD 1.11. Algebraické variety (iii) a (iv) z prikladu 1.3 st nularozmerné. Algeb-
raickd varieta V(2% +y?) C A%(R) nie je O-rozmerné, aj ked nad R mé rovnica 2% +y* = 0
jediné riesenie (0,0). Nad C = R ma4 totiz tato rovnica nekonecne vela rieSeni.

PRIKLAD 1.12. Specidlnymi algebraickymi varietami st tzv. siradnicové podpries-
tory:
e Suradnicova priamka v A"(k) je mnozina {(0,...,0,a,0,...,0) | a € k} je
linedrna varieta dana n — 1 linedrnymi rovnicami.
e Sturadnicova rovina je dand n — 2 linedrnymi rovnicami.
e Suradnicova nadrovina je mnozina H; = V(z;).

PRIKLAD 1.13. Nech f1,..., f, si monémy, napr. v R[z, y, z|:
h =y
fy = 2Pt
fz =2y’

Ako vyzerd varieta X = V (f1, fo, f3)?
Polyném f; popisuje varietu

X1=V(f1) =V(y*2*) = V(yz) = V(y) UV (2) = Hy U H...
Podobne rozpiseme variety urcené polynémami fi, fo:
Xo=V(f2)=H; UH.
X3=V(f3)=H,UH,UH,.

Odtial potom zistime, ze X = X1 N XoN X3 = H, Uo,.
Iny pristup: rieSime ststavu rovnic

y223 =0
224 =0
z?yz? = 0.

P0zZOROVANIE. Monomialne polynémy popisuju variety pozostavajuce zo zjedno-
tenia suradnicovych priestorov. Ide o velmi jednoduché variety, ktoré sa ukazuji byt
neskor velmi uzitoénymi.

TVRDENIE 1.14. Nech X1,Xo C A™(k) si afinné algebraické variety. Potom aj
X1N Xy a X1U Xy st afinné algebraické variety.
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Dokaz. Kedze X1 a Xs su algebraické variety, existuju polynémy fi,..., fr,91,...,9s €
klx1,...,zy), ze
X1 =V(fi,---, fr),
Xo=V(g1,.--,9s)
Ukéazeme, ze
XinXo=V(fi,.o s fryg1,---,9s),
XiUXo=V(figj |li=1,...,r,j=1,...,5).
Prva rovnost (o prieniku) je jednoduché:
a=(ay,...,ap) EX1NXy & a€X] Nae Xy, &
fila)=0Vi A gj(a)=0Vj & acV(fi,....[r,01,-..,3s).

Druht rovnost ukazeme tak, ze ukazeme obe inklizie.

Nech a € X7, ¢ize f;(a) = 0 Vi. Potom ale plati aj fig;(a) =0 Vi, j, teda a € V(fig; |
i=1,...,m5=1,...,s). Ukdzali sme, ze X1 C V(f;gj). Podobne sa ukaze, ze Xo C
V(figj), a teda mame dokazand inkldziu ,,C”. Pre opacnu inkliziu predpokladajme,
a € V(figj), t.j. figij(a) = 0 Vi,j. Ak a € X, sme hotovi. Ak a ¢ X, tak existuje
le{l,...,r}, ze fi(a) # 0. Plati vsak, ze figj(a) = 0 pre vSetky j = 1,...,s. Preto
musi platit, ze g;(a) = 0 pre vSetky j =1,...,s, a teda a € X. O

DOSLEDOK. Zjednotenie konecného poctu algebraickyjch variet a prienik konecného
poctu algebraickijch variet su tieZ algebraické variety.

PRIKLAD 1.15. Nech X C A™ a Y C A" st algebraické variety:

X:V(fl,...,fr), f@'Ek‘[ﬂj‘l,...,l‘m]
Y:V(gla--'>gs)7 gjek[yhayn]

Sucinom variet X a Y rozumieme mnozinu
XxY={(z,y)|z€ X,y Y} CA™ x A™ = A",
Zrejme sucin algebraickych variet je tiez algebraické varieta:
XxY=V(fi,...; frig1--,9s),
kde f; a g; chdpeme ako polynémy okruhu k[z1,...,Zm, y1,...,Yn)
PRIKLAD 1.16. Specidlne, nech X je rovinna krivka, napriklad
X =V(@*+y*—1) C A?

(i) Nech Y = Al. Potom
XxY =V(@*+y*—1)C A®
je valcova plocha nad kruznicou X.

(i) Nech Y = V((z — 1)z(z + 1)) C Al. Ako by ste v tomto pripade popisali sti¢in
X xY?

PRIKLAD 1.17. Znovu, nech X C A? je rovinnd krivka V(f), f € k[z,y]. Nech
F € k[z,y, z] je homogenizaciou polynému f, t.j. ak d je stupen f, tak kazdy moném v
f vynasobime takou mocninou premennej z, aby mal stupen d. Vyslednd varieta V (F') C
A3 je kuzelom nad V (f). Naozaj prienik V (F) s rovinou V(2 —1) je povodna krivka (tzv.
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urcujuca krivka kuzelovej plochy): jej bodmi st rozsirené suradnice bodu krivky X. Tiez
je priamociare sa presvedcit, ze ak (a,b,1) € V(F) (t.j. (a,b) € V(f) = X), potom celd
priamka prechadzajica bodmi (a,b,1) a bodom (0,0,0) (tzv. vrcholom kuZela) lezi na
variete V(F).

PRIKLAD 1.18. Vdaka predchidzajicemu prikladu sa presvedéime, Ze rezmi kuzelo-
vej plochy st naozaj kuzelosecky:

Nech K = V(2?2 + y* — 1) C A3 je rotacna kuzelova plocha. Nech Y je Tubovolna
rovina. Zvolme si siradicovi sustavu tak, aby Y bola stradnicova rovina V(z). Plo-
cha K bude v tejto sistave popisand kvadratickym polynémom ¢ € k[x,y, z]. Prienik
KUY je potom krivka V(g(z,y,0)) C A? = V(2), teda je tiez definovand (nanajvys)
kvadratickym polynémom.

Zatial sme si uviedli len priklady podmnozin A™(k), ktoré st afinnymi varietami. Je
poucné uviest si aj iné mnoziny a ukazaft o nich, ze varietami nie su.

PRIKLAD 1.19. Majme v A%2(R) mnozinu M = {...,(-1,0),(0,0), (1,0),(2,0),...}.
Ukéazeme, ze tadto mnozina nie je algebraickou varietou.

Nech p(z,y) je taky polyném, ze p(a,b) = 0 vzdy, ked b = 0 a a € Z. Skiimajme
restrikciu tohto polynému na z-os: pdjde o polyném v jednej premennej

q(x) = p(z,0) = apz™ + - - - + a1z + ap.
Kedze g(n) = p(n,0) = 0 pre vSetky n € Z, méa polyném g nekonecéne vela rieseni, a
teda ¢ = 0. Potom ale pre lubovolné a € R plati, ze
p(a,0) = q(a) = 0.
Ukézali sme, Ze ak polynému p € R[z, y] vyhovuji ako korene vSetky body mnoziny M,
tak mu vyhovuja vsetky body na x-osi. Preto M nie je algebraickou varietou. Presnejsie,
najmensou algebraickou varietou obsahujicou mnozinu M je cela x-os.

TVRDENIE 1.20. Afinnd algebraickd varieta v A™(R) je v topolégii, ktord pochddza
zo Standardnej euklidovskej metriky, uzavretou mnozZinou.

Dékaz. Nech X € A™(R), X =V (f1,..., fr). Polyném f;(x1,...,x,) predstavuje spojiti

funkciu A"(R) — R, a preto korene polynomickej rovnice f;(x1,...,z,) = 0 tvoria
uzavreti podmnozinu A" (R). Ak si oznac¢ime X; = V (f;), tak X;,i = 1,...,r st uzavreté
mnoziny, a X = X1 N XoN---N X, je preto tiez uzavretd mnozina. (|

PRIKLAD 1.21. Mnozina M vsetkych bodov na jednotkovej kruZmici okrem bodu
(1,0) netvori afinni varietu. Bod (1, 0) je totiz hrani¢nym bodom mnoziny M, ale (1,0) ¢
M, takze M nie je uzavretd mnozina a podla predchadzajiceho tvrdenia nemdze byt
afinnou algebraickou varietou.

2. Okruhy polynémov

Ak chceme hlbsie studovat afinné algebraické variety, potrebujeme dokladnejsie po-
rozumief polynémom. Tomu sa budeme venovat vo zvysku kapitoly.
Na zaciatok neforméalne Gvahy: ¢o si polynémy o premennej x nad polom k7

(a) Je to funkcia: f(x) = 322 — 2z + 1 zobrazuje a — 3a? — 2a + 1.
(b) Je to objekt, prvok nejakej mnoziny:
klz] = {ag + a1z + -+ - + apz™ | a; € k}.

Akt struktiru méa tato mnozina?
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— k[x] je vektorovy priestor nad k. (Akt mé dimenziu? Akt ma bazu?) Vieme
teda jednotlivé vektory (= polynémy) sé¢itavat, vzhladom na ndsobenie
tvori k[z] grupu.

— Vektory vieme spolu aj nasobit. (Tvori mnozina k[z] vzhladom na nasobe-
nie grupu?)

k[x] nie je pole, je to tzv. komutativny okruh.

DErINicIA 1.22. Komutativny okruh (s jednotkou) je neprazdna mnozina R s dvoma
bindrnymi operaciami +: RxXxR — R,.: RxR — R, ktoré splinaji nasledovné vlastnosti:

(i) (R,4+) je komutativna grupa, ¢ize

e a+ (b+c¢)=(a+b)+cpre vsetky a,b,c € R,

e a+b=0b+ a pre vsetky a,b € R,

e 10 € R s vlastnostou, ze 04 a = a pre lubovolné a € R,

e pre kazdé a € R existuje (—a) € R také, ze a + (—a) =0,
(ii) (R,.) je komutativny monoid, ¢ize

e a.(b.c) = (a.b).c pre vsetky a,b,c € R,

e a.b =b.a pre vsetky a,b € R,

e dl1 € R s vlastnostou, ze 1.a = a pre lubovolné a € R,
(iii) pre vsetky a,b,c € R plati a.(b+¢) = a.b+ a.c

POzZNAMKA 1.23. Znamienko nisobenia budeme zvycajne zo zdpisu vynechavat.
Slovo “komutativny” v definicii sa vztahuje na komutativnost nasobenia. Slovo “jed-
notka” sa vztahuje na neutralny prvok vzhladom na nasobenie.

PRIKLAD 1.24. V nasledovnych mnozinidch mdme Standardne definované operacie
s¢itania a nasobenia:

e Mnozina Z vsetkych celych ¢isel tvori komutativny okruh s jednotkou.

e Mnozina 27 vsetkych parnych celych cisel neobsahuje jednotku, preto my ju
nebudeme povazovat za okruh.

e Z[i], tzv. Gaussove ¢isla tvoria komutativny okruh s jednotkou.

e M, (R) — mnozina vSetkych stvorcovych matic stuptia n (n je prirodzené ¢islo)
nad polom redlnych ¢isel tvori okruh s jednotkou, ale nie komutativny, lebo
nésobenie matic nie je komutativne.

o M, (Z) — to isté ako M, (R).

DEerIN{ciA 1.25. Nech R je okruh (komutativny s jednotkou), potom mnozina R[z] s
operaciami + a - definovanymi nasledovne: Vf, g € R[z], kde f = fo+ fiz+-- -+ fra™,
g=go+ g1z + -+ gnx" je

e f+g9=(fo+9)+ (fi+g1)x+... (az po najvyssiu mocninu x)
o f-g9="(fogo) + (frg0 + fogi)x + -+ frngnaz™*"
je okruhom polynémov o premennej z nad R.

Je priamociare overit, Ze pre okruh R je aj R[z] okruhom.

DEFIN{ciA 1.26. Ak k je pole, tak k[x1,x2,..., 2] = (k[z1,22,...,2n—1])[zs]. Po-
dobne pre lubovolny okruh R zadefinujeme R[z1,z2,. .., xy).

Nech k je lubovolné pole, symbolom k[x1,x2,...,2,] teda oznac¢ujeme okruh poly-
némov nad k s neurcitymi x1,x, ..., z,. Prvok z k[z1, z9, ..., x,] tvaru

(1) aPag? i, ay, e, ..., a, € No(=NU{0}).
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nazyvame mondm. Ak a = (a1, aa,...,ay) € Njj, skrdtene budeme zapisovat
o 01 a2 Qn
% =z{tay?

Celé ¢islo
degz® =la| =a1 +ag+ -+,
sa nazyva stupern. mondmau (1).
Kazdy polyném sa da zapisat ako konec¢ny stucet monémov

f = anxav Ca € k?
(0%

kde s¢itavame cez konecne vela navzajom roznych n-tic o € Nj. Skaldr ¢, € k nazyvame
koeficientom pri monéme z%. Ak ¢, € k, ¢, # 0, tak hovorime, Ze cox® je élenom
polynému f. Stupen polynomu f je ¢islo

deg f = deg 2°
eg f ﬁf%{ egz®},

t.j. maximalny stupen mondému, ktory sa v polynéme vyskytuje s nenulovym koeficien-
com.

3. Idealy

PRIKLAD 1.27. Nech X = V(f1, f2) C A%2(R), kde f1 = 2?2 + 42 — 2, fo =z — v, t.j.
algebraicka varieta X pozostava z dvoch bodov. Polynémy fi, fo nie st jediné také, ze
body variety X st ich korenmi. Napriklad aj pre (—f2) = y—x plati, ze (—f2)(a) = 0 pre
vsetky a € X. To isté mozme povedat aj o polynéme 7 fo, i o polynéme fi+ fo. Lubovolna
kombinacia polynémov fi a fo mé pozadovani vlastnost, a to nielen kombindcia nad
R (teda polynémy tvaru c; f1 + cafo, pre c1,c2 € R), ale i kombinécia nad Rz, y] (¢ize
polnémy tvaru g f1 + g2 f2, kde g1, g2 € Rz, y]). To nds motivuje k nasledovnej definicii.

DEFINiCIA 1.28. Nech R je komutativny okruh s jednotkou. Idedlom v okruhu R je
také jeho neprazdna podmnozina I C R, pre ktora plati
(i) ak a,b e I, tak aja+b e I,
(ii) akae I ar e R, tak a.r € 1.

V algebre ste sa zrejme stretli s inou definiciou idedlu, ktora sa standardne vyslovuje
v pripade vSeobecnejsich okruhov, teda nie nutne komutativnych a dokonca nie nutne s
jednotkou:

DEFINfCcIA 1.29. Ak R je okruh, tak jeho podmnozina I C R je idedl, ak plati:
(i) pre kazdé a,b e I plati a — b € I,
(ii) pre kazdé a € I a pre kazdé r € R plati a.r € I air € 1.

Pristavme sa chvilu a porovnajme si tieto dve definicie.

Pokial je okruh R komutativny, jednostranné idedly sa stdvaji automaticky (oboj-
strannymi) idedlmi a teda namiesto podmieky (ii) v Definicii 1.29 staci uviest podmienku
z Definicie 1.28.

S podmienkou (i) v tychto definicidch je to trochu zlozitejsie. Nech I C R je idedlom
podla Definicie 1.29. Potom je I idedlom aj podla Definicie 1.28. Naozaj, nech a,b € I,
potom —b=0—b € I, lebo 0 € I. Potom vyuzijic (i) Definicie 1.29 dostavame

a+b=a—(-b)el,

¢ize je splnend podmienka (i) Definicie 1.28.
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Nech teraz naopak I C R je idedlom podla Definicie 1.28, chceme overit, ¢i je [
idealom aj podla druhej definicie. Nech a,b € I. Ak 1 € R, potom aj —1 € R, kedze
(R,+) je grupa. Z b € I tak mame aj —b = (—1).b € I. Potom podla (i) v Definicii 1.28
dostavame

a—b=a+(=b)=a+(-1)bel,
teda I je idedlom aj podla Definicii 1.29.

Teda ak R je komutativny okruh s jednotkou, st obe definicie idedlu ekvivalentné. Ak

by sme pripustili, ze okruh R jendotku neobsahuje, je medzi tymito definiciami rozdiel:

PrIikLAD 1.30. Nech
R = {axz + b2’ | a,b, € R},

kde pri nésobeni plati rovnost 23 = 0 (t.j. po¢itame ,, modulo

M = {azx + bz’ | a,b,e R, a >0}

3¢). Mnozina

je idedlom podla Definicie 1.28, ale nie je idedlom podla Definicie 1.29.

Vratme sa naspat k idedlom, ako sa s nimi pracuje v komutativnej algebre. My
budeme pouzivat vyluéne Definiciu 1.28.

Nech G C R je lubovolnd mnozina. Zapisom (G) budeme oznacovat mnozinu vset-
kych konecnych kombinécii prvkov z G nad okruhom R, t.j. mnozinu {rig; +rere+- -+
Tkgk }- Zrejme G tvori idedl v R. (Dékaz: du.)

DEFINfciA 1.31. Neprazdna mnozina G C R sa nazyva mnozina generdtorov idedlu
I, ak

(i) G,
(ii) kazdy element a € I sa d4 napisat ako kone¢na kombindcia prvkov z G nad
okruhom R, t.j. existuja rq,72,...,7 € Ra g1,92,...,9r € G také, ze

a =T11g1 +1r2r2 + * + TEGk.
Zapis (G) = I znamen4, ze mnozina G generuje idedl I. Podobne (g1, g2, . - . , gr) 0znacuje

ideal generovany prvkami g1, go,..., k-

Kazdy idedl mé mnozinu generatorov, napriklad pre idedl I plati, ze I = (I). Zauji-
mayvejsie je prirodzene pre dany idedl najst ¢o najmensiu mnozinu, ktord ho generuje.
PRrIKLAD 1.32.
e Ak R = Z, tak mnozina vSetkych parnych celych ¢isel je idedlom: stcet parnych
¢isel je parne ¢islo, a tiez sucin parneho ¢isla s lubovolnym celym ¢islom je parne
¢islo. Tento ideal je generovany cislom 2.

e Nech stédle R = Z. Mnozina vsetkych neparnych c¢isel netvori ideal. (Preco?)
e Dalsie idealy v Z st (3), (5), (8),....

PRIKLAD 1.33. Zoberme v okruhu Z idedl I = (21,15). Pomocou Euklidovho algo-
ritmu zistime, Ze najvac¢sim spoloénym delitefom éisel 21 a 15 je ¢islo 3. Z algoritmu
navyse vieme ziskat aj zapis ¢isla 3 ako kominaciu povodnych dvoch ¢isiel:

21=1.15+6
15=26+3
6=23+0
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Z predposlednej rovnice vyjadrime ¢islo 3 a z predchadzajucich rovic (v nasom pripade
len z jednej) dosadzujeme, az kym nedostame rovnost v pozadovanom tvare:
3=15—-2.6=15—2.(21 —1.15) = 3.15 — 2.21
Vidime teda, ze 3 € (21, 15). Je zrejmé, ze 21 € (3) a tiez 15 € (3), a preto I = (21,15) =
(3).
PRIKLAD 1.34.
e Nech R = k[z]. Vsetky polynémy bez absolitneho ¢lena tvoria idedl v k[z].
Tento ideal je generovany polynémom z.
e 7 akych polynémov pozostava ideél (z2)?
e Inym prikladom idealu v tomto okruhu je mnozina vSetkych nasobkov polynému
xz—1.1Ide o (z—1), t.j. idedl generovany polynémom z—1. Ide o vSetky polynémy,
pre ktoré je jednym z korenov 1.
e Pre R = k[z,y] je mnozina vsetkych polynémov bez absolitneho ¢lena idedlom,
ktory je generovany mnozinou {x,y}, ide teda o ideél (x,y).

PRrIKLAD 1.35. V kazdom okruhu R, kde 0 # 1, st aspon dva idedly: (0) a R.
LEMA 1.36. Pre idedl I C R plati
I =R prave vtedy, ked 1€ 1.
Dékaz. Zjavné. O

DEFINiCIA 1.37. Idedl I v okruhu R sa nazyva
(i) hlavnyg idedl, ak existuje jednoprvkova mnozina, ktord ho generuje,
(ii) mazimdlny idedl, ak I # R a neexistuje idedl J taky, ze I C J C R.
(iii) prvoidedl, ak I # R a pre kazdé a,b € R také, ze ab € I, platia € I alebo b € I.

PRIKLAD 1.38. Mnozina vSetkych parnych ¢éisel v okruhu Z je idedlom, ktory je
hlavny, lebo je generovany ¢islom 2, ide teda o ideél (2). Tento ideél je zaroven prvoide-
alom aj maximalnym idedlom.

Podobne (3) C Z, ideal obsahujici presne vsSetky celé ¢isla delitelné ¢islom 3, je
hlavny, maximalny aj prvoideal.

Idedl (6) C Z cisel delitelnych ¢islom 6 je hlavny, ale nie je maximélny, lebo napriklad
(6) € (2) € Z. Taktiez to nie je prvoideal: nech a = 2,b = 3, potom a.b = 6 € (6), ale
a¢ (6),b¢(6)

Ideal (21,15), hoci je zadany pomocou dvoch generatorov, je tiez hlavny, lebo ako
sme videli, (21,15) = (3). Vdaka Euklidovmu algoritmu je kazdy ideal v Z hlavnym.

PRIKLAD 1.39. Euklidov algoritmus mozno jednoducho aplikovat aj v okruhu k[z].
Nech napriklad I = (z* + z,22 — 1). Postupnym delenim so zvyskom dostdvame:

=2 +1.2>-1)+ (z+1)
22 —1=(z—-1).(z+1)+0
Najvicsim spoloénym delitelom polynémov z? 4 x a 22 — 1 je teda 2 + 1. Navyse hned
z prvej rovnosti mame
r+1=(z2+1).(2% = 1)+ (=1).(z* + 2),
takze (v +1) € I = (z* + 2,22 — 1) a preto [ = (z + 1).

DEFINfCIA 1.40. Okruh R sa nazyva okruhom hlavngch idedlov, ak kazdy idedl v R
je hlavny.
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VETA 1.41.

(i) Okruh Z celych cisel je okruhom hlavnich idedlov.
(ii) Okruh k[x] polynémov s jednou premennou nad polom je okruhom hlavnich
idedlov.

PRIKLAD 1.42. Nech R = k[z,y]. Idedl I = (z,y) nie je hlavny. (Dokaz: ak by platilo
(z,y) = (f), potom musi platit f | x aj f | y. Tato vlastnost vsak maji len konstantné
polynémy.) Je to ale maximéalny idedl, ¢o ukdzeme sporom: nech J je idedl, pre ktory
plati I C J C klz,y]. Kedze I C J, existuje polyném f taky, ze f € J ale f ¢ I. I je
idedal vsSetkych polynémov bez absolutneho ¢lena, preto f osahuje nenulovy absolutny
clen, teda

f=ao+ fi, kdeag €k, ag# 0, fi obsahuje len Cleny stupna aspon 1.
Méme preto, ze fi1 € I (je to polyném bez absolitneho ¢lena). Odtial
l=agtag=ay"(f —fi)€J lebo feJ fiel

a teda podla lemy 1.36 plati J = k[z,y].

4. Afinné algebraické variety a idealy
Vratme sa k pozorovaniu, ktoré nas motivovalo k definicii idedlu.

PRIKLAD 1.43. Existuje sivis medzi varietami a idedlmi: Nech X = V/(fi, f2) C
A%(R), kde f; = 22 +y? — 2, fo = x — 9, t.j. algebraicka varieta X pozostva z dvoch
bodov. Nech I = (f1,f2) = (2% + 4?> — 2,2 — y) je idedl. Nech g = 22 — 1. Plati, Ze
g = % fi+ x# f2. Obidva body variety st korenmi f; aj fa, a preto su aj korenmi g.
Vseobecnejsie, ak g € I, ¢ize g(x,y) = h1fi1 + hafa pre nejaké hi, he € Rz, y], potom
pre a = (a1,a2) € V(f) plati g(a) = hi(a)fi(a) + ha(a)f2(a) = 0.

Uz sme sa stretli so situdciou (Priklad 1.3, (iv)), ked jedna algebraicka varieta bola
popisana roznymi polynémami. Zjavne kazdej skupine polynémov modzeme prirodzene
priradit cely idedl generovany polyndémami, ktorymi sme varietu definovali. Taktiez plati,
ze algebraickej variete mézme priradif idedl pozostavajici z polynémov, ktoré st nulové
vo vSetkych bodoch variety (blizsie to budeme skiimat coskoro). Vyvstdva ndm nova
otazka: ako je to so vzajomnou jednoznacnostou medzi varietami a idedlmi?

Najprv potrebujeme kritérium pre porovnavanie dvoch idealov.

LEMA 1.44. V komutativnom okruhu R plati, Ze (f1,...,fr) = (91,...,9s) prdve
vtedy, ked

(2) fiE(gl,...,gs) Vi, atiezvgjé(fl,...,fr) Vj

Doékaz. Je zrejmé, ze ak (f1,..., fr) = (g1,...,9s), potom plati (2). Pre opa¢nt implika-
ciu predpokladajme, ze plati (2). Nech dalej f € (f1,..., fr). To znamena, ze

f=pifi+---+prfr pre nejaké p1,...,p, € k[z1,...,2,).
Kedze pre vsetky i mdme f; € (g1,...,9s), plati aj
fi=ang1 + -+ gisgs pre nejaké qi1, ..., qis € k[z1, ..., 7).
Spolu odtial potom dostavame
f=rigi+ - +7rsg9s pre nejaké ri,...,rs € klx1,..., 2],
teda f € (g1,...,9s). Podobne ukdzeme aj (g1,...,9s) C (f1,.--, fr)- O
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LEmA 1.45. Ak v okruhu klxi,...,xy,] polynomy fi,..., fr generuji ten isty idedl
ako polynémy g1, ..., gs, potom V(f1,..., fr) =V(g1,...,9s)-

Dékaz. Predpokladajme, ze a € V(fi,..., fr), ukidZzeme, ze potom a € V(g1,...,9s)-

Kedze (fi,...,fr) = (91,.-.,9s), pre kazdé j plati, ze g; € (f1,..., fr), teda g; sa da
vyjadrit ako kombinacia polynémov fi,..., f, nad klz1,...,z,]:

gi = pjrf1 + -+ pjr fr pre nejaké pj1,...,pjr € k[z1,. .., Tn].
Pre bod a € V(fi,..., fr) potom plati, Ze

9i(a) = pji(a)fi(a) + -+ pjr(a) fr(a) = 0,

a teda a € V(g1,...,9s), ¢ize V(fi,..., fr) € V(g1,...,9s). Analogicky sa ukaze, ze
V(glw"?gs) - V(fla'“af?‘)' ]

ZAVER. Algebraickil varietu mozme priradit idedlu, nezavisi od konkrétnych gene-
ratorov:

fla---yfr“”"[:(fl;---yfr)Wv(fla-'-’f'r’)-

Varietu definovanu idedlom I budeme oznacovat V (I).

Pri skiimani vztahu variet a idedlov nam stéale ostavaji nevyriesené dva problémy:
(1) Mozno kazdému idedlu priradit varietu? Inak: mé kazdy idedl kone¢ntt mnozinu
generatorov?
(2) Ako je to s jednoznacnostou vztahu ideal — varieta?

Rychlu odpoved (nie velmi uspokojivii, no nateraz si s nou vystac¢ime) na druhi
otadzku nam poskytnu nasledovné priklady.

PRIKLAD 1.46. Obratend implikdcia z Lemy 1.45 neplati: ak V' (f1,..., fr) = V(g1, ...
este to nemusi znamenat, Ze (f1,...,f;) = (91,...,9s). Nech f = (z — 1)?2(z + 1) a
g = (2 — 1)(+1). Viedy V() = V((g)), aviak () £ (9): J € (g), ale g & (/). Preto
aj ak chceme overit, ¢i (f1,...,fr) = (g1,-..,9s), nestaci overit, Ze obe sustavy rovnic
maju to isté riesenie, treba naozaj postupovat podla Lemy 1.44.

PRIKLAD 1.47. Podobne ako v predchadzjicom priklade, majme f; = 223, fo =
2924, f3 = 22y2%. Na druhej strane nech g1 = 22, g2 = yz. Znovu plati, 7e V(f1, fo, f3) =
V (g1, 92), hoci zjavne (f1, f2, f3) # (91, g2). Vidime, ze idedlov v k[x1, ..., z,] akoby bolo
viac nez variet v A" (k).

K zodpovedaniu prvej otdzky potrebujeme nejaké vedomosti o strukture idedlov v
klzy,...,zp].

LEMA 1.48 (Noetherova). V lubovolnom okruhu R si nasledovné tvrdenia ekviva-
lentné:

(1) kazdy idedl v R je konecne generovany (t.j. existuje konecnd mnozZina prvkov z
R, ktora ho generuje),

(2) kazdd rastica retaz idedlov In C I1 C Is C ... je konecnd, cize I, = I, 41 pre
dostatocne velké n.

DEFINfCIA 1.49. Okruh R, v ktorom platia tvrdenia Lemy 1.48, sa nazyva noethe-
rovsky.

2 9s)s
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Dokaz Lemmy 1.48. Predpokladajme, ze kazdy idedl v R je kone¢ne generovany. Majme

rasticu retaz idedlov Iy C I; C I C .... Potom
o0
Io=JL
i=0
ideal (dokaz: da). Nech g¢1,...,9, € I st jeho generdtory. Pre kazdé j = 1,...,r
existuje n; € N také, Ze g; € I,;. Potom pre N = max{ni,...,n,} plati, ze Iy = I.

Naopak teraz predpokladajme, ze kazda rastica retaz idedlov je konecna. Nech I
je idedl generovany prvkami f, pre a € A. Zostrojme rastiicu retaz navzajom roéznych
idealov

Ij = (fap . '7faj) - Ij+1 = (fala cee 7f06j+1)? a; € Aa
teda fo,,, ¢ I;. Podla predpokladu musi byt zostrojena retaz idedlov konecnd, teda po
konecnom pocte krokov uz nevieme vybrat f, , také, Ze nepatri I}, a teda idedl I je
generovany konec¢nym poctom prvkov. U

PRIKLAD 1.50. Okruh Z je okruhom hlavnych idedlov: kazdy idedl v Z sa dé4 ge-
nerovat jedinym celym ¢islom (vyplyva to z Euklidovho algoritmu). Preto Z je priklad
noetherovského okruhu.

Ak k je pole, k[x] je tiez okruhom hlavnych idedlov, a teda je noetherovsky.

VETA 1.51 (Hilbertova veta o baze). Ak R je noetherovsky okruh, potom aj R[z]
je noetherovsky okruh.

Dékaz. Nech I C R[x] je ideél, ukazeme, ze je koneéne generovany.
Pre kazdé m € Ny uvazujme mnozinu

Jm = {am € R| amz™ + apm_12™ 1+ --- 4 ag € I pre nejaké ag, ..., am_1 € R},

Cize Jp, pozostava z veducich koeficientov polynémov v I, ktoré su stupna m, a nuly.
Lahko sa ukaze, ze J,, je idedl v R (da). Taktiez plati, ze J,, C Jy41 pre vsetky m (da).
Mame teda rastiicu retaz idedlov v R,

J()CJ1CJ2C....

KedZe podla predpokladu je R noetherovsky, existuje N € N, ze J, = Jy pre vSetky
n > N. Dalej z noetherovskosti R mame, ze kazdy z idedlov J,, je koneCne generovany:

Jo = (ao1, - .., aony)
Ji = (ai1,...,a1pn,)
JN: (aN17-"aaNnN)

Pre kazdé a;; (1 = 0,...,N,j = 1,...,n;) zvolme polyném f;; € I stupiia i, ktorého
vedici ¢len je a;;a'. UkdZzeme, Ze I = (fi;).

Postupujeme indukciou na stupen polynému. Nech f € I, je stupna 0. Potom f € Jy
a je teda kombindciou prvkov ag; = fo;, (j = 1,...n9). Nech teda stupen f € I je
d a predpokladajme, ze kazdy polyném z I stupna mensieho ako d sa d4 napisat ako
kombindcia polynémov f;;. Mame, zZe

f = cqz? + ¢Eleny nizsich stupiiov
Potom ¢4 € Jg, a preto pre nejaké h; € R
Cq = Z hjad/j kde Cl/ = min{d, N}
J
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Polyném g = f — Zj hjfd/jxd_d/ mé potom stupen najviac d — 1 a navyse g € I. Podla
indukéného predpokladu preto g € (fi;), a teda aj f € (fi;). a

DOSLEDOK. Nech k je pole. Potom je okruh k[x1,...,x,] noetherovsky.

Dékaz. Pole k je noetherovsky okruh, lebo mé iba dva idedly, (0) a k& = (1), oba koneé¢ne
generované. Okruh k[zi,...,z,] napiSeme ako (k[z1,...,2n—1])[zn] a indukciou potom
dostavame, ze ked k[x1,...,x,—1] je noetherovsky, potom aj k[z1,...,z,] je noetherov-
sky. O

Z Hilbertovej vety o baze vyplyva, ze pre kazdy idedl I je V(I) afinné algebraickd
varieta: kedze k[xi,...,x,] je noetherovsky, I = (fi,...,fr) pre nejaké fi,...,f, €
klx1,...,zy], a teda mame V(1) =V (f1,..., fr).

PRIKLAD 1.52. Okruh Z[z] je noetherovsky.

DEFINicIA 1.53. Pre lubovolnt podmnozinu F' C k[z1, ..., z,] definujeme
V(F)={a€A"(k) | f(a) =0Vf € F}.

Napriek tomu, ze F' moéze byt Iubovolnd a nie nutne koneénd mnozina, je V(F)
algebraicou varietou: ak I = (F'), teda I je idedl generovany polynémami z F', potom
zrejme V(F) = V(I), o ¢om sme sa uz presvedcili, Ze je algebraickou varietou.

DEFINiCIA 1.54. Pre Iubovolni podmnozinu S C A™(k) definujeme

I(S) ={f € k[z1,..., 2] | f(a) =0Va € S}.
Ak X je algebraickd varieta, budeme I(X) ho nazyvat idedlom variety X.

PRIKLAD 1.55. V priklade 1.19 sme o mnozine M = {..., (—1,0),(0,0), (1,0), (2,0),...
ukézali, Ze nie je algebraickou varietou. Idedl I (M) vsak existuje, v spomenutom priklade
sme sa presved¢ili, ze I(M) = (y).

PRIKLAD 1.56. Vratme sa zas k monomidlneho idedlu I = (fi, fo, f3), kde f1 =
Y223, fo = 2°2%, f3 = 2%y22. Plati, 7e V/(I) = H, Uo, (o ¢om sme sa uz presvedéili). Pre
idedl I(V (1)) plati

I(V(I))=I1(H,Uo,) = (zz,yz).

POZOROVANIE.
e [(X) je najvacsi idedl popisujici varietu X.
e V(I(M)) je najmensia varieta obsahujica mnozinu M.

TVRDENIE 1.57. V nasledovnom F,G si podmnoziny k[x1,...,2,] a S,T zas pod-
mnoziny A" (k). Plati:
(i) Ak F C G, potom V(F) D V(G).
Ak S CT, potOm I(S) > I(T).
(i) V(1(S)) >
I(V(F)) >
(ili) V(I(V(F ))) V(F)-
I(V(1(5))) = 1(S).

Dokaz. dn. O
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5. Nullstellensatz
V tejto ¢asti budeme blizsie skamat sivis medzi idedlmi a algebraickymi varietami.
5.1. Radikal idealu.
PRIKLAD 1.58. V okruhu k[z, y] majme dva idedly:
L=y, L=(z-y?*z+y).
Tieto idedly st rozne (presnejsie vidime, ze Io C Ip), avsak V(I;) = V(I2) - ide o
zjednotenie dvoch priamok.
DEFINicIA 1.59. Nech R je Iubovolny okruh a I C R je idedl. Radikdl idedlu I je
VI ={feR|f*eI pre nejaké d € N}
Ak I = /I, potom I nazjvame radikdlovy idedl (skratene aj radikdl).
Nasledujtice tvrdenie popisuje niektoré zakladné vlastnosti radikélov.

TVRDENIE 1.60. (i) VIDI,

(ii) VT je idedl.

(iii) VVI =1,
Dokaz. (i) Ak f € I, teda f' € I a tak mame, 7e f € V/I.

(ii) du.

(iii) Inktzia ,,D” vyplyva z predchadzajicich dvoch vlastnosti. Pre druhi inkliziu,
nech f € \/ﬁ Takze existuje d € N také, ze f% € /I, ¢o dalej znamend, 7e existuje
e € N také, ze (f1)¢ = fl eI, ateda f € VI. O

PrIKLAD 1.61. Radikély niektorych idedlov v okruhu Z: y/(4) = (2), /(5) = (5),
V(12) = (6), 1/(18) = (6). Ako vo vSeobecnosti ndjdeme radikél idedlu (n),n € N?

PRIKLAD 1.62. Ak uvazujeme len hlavné idealy, d4 sa radikal idedlu néjst pomerne
lahko. Uvedieme si tri priklady, pri jednom si aj urobime dékladny dokaz, ze ndjdeny
idedl je naozaj radikdlom daného ideédlu (skiste si podobné dokazy urobit aj v ostatnych
pripadoch!):

(a) Radikél idealu I = (2%) C k[z] je VT = (z).

(b) Radikél idedlu I = ((z — 1)%(z + 1)3) C k[z] je VI = ((z — 1)(z + 1)): pre
(x—1)(z+1) plati, ze ((z —1)(z+1))> € I, a teda ((z —1)(z+1)) € VI. Nech
teraz f € VI, Cize existuje d € N také, ze f¢ € I, teda f¢ = (z — 1)%(x + 1)3g.
Mame tak, 7e (r—1) | f%, a kedze (z—1) je ireducibilny, tak (x—1) | f. Podobne
ukdzeme, ze (x +1) | f, a teda f = (x — 1)(z + 1)h, ¢ize f € ((x — 1)(z + 1)).

(¢) Radikél idedlu I = ((z+y%+3)3(2z—y)°) C klz,y] je VI = ((z4+4>+3)(2z—y)).

PRIKLAD 1.63. Radikél idealu I = (22,y) C k[z,y] je idedl VI = (z,y).

PRIKLAD 1.64. Vo vSeobecnosti najst radikal idedlu je tazka tiloha. Nech napriklad
I = (2* —y?, 22 — y?). Jeho radikal nédjdeme s pomocou vhodného systému pocitacovej
algebry: VI = (—z + 92,2y — y, 2% — z).

PRIKLAD 1.65. (zo zadiatku prednasky:)

L= =), L=(z-y>*z+y)).

nech st idedly v Rz, y]. Plati, ze I) # I, ale V(I;) = V(I;). VSimnime si, ze /I = /1.
Toto je geometrickym zmyslom radikalov.
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PRIKLAD 1.66. p(z) = (x — 1)*(z + 1)3(z — 2) € R[z]. Plati, ze V(p(z)) je ta istd
algebraickd varieta ako V(y/(p(x))).
TVRDENIE 1.67. Nech I C k[zy,...,z,] je idedl. Potom V(I) =V (\/I).

Dékaz. Kedze I C /I, tak V(v/T) C V(I) (Tvrdenie 1.57).
Pre dokaz opacnej inklizie nech a je bod variety V(I). Pre lubovolny polyném
g € VT a dostatocne velké d € N potom g% € I, a teda g%(a) = 0. Potom ale aj g(a) = 0.

Odtial uz vyplyva, ze a € V(I). O
DOSLEDOK. Nech I,.J C klxy,...,x,] st idedly. Ak T =+~/J, potom V(I) =V (J).
Dékaz. V(I) =V(VI)=V(VJ)=V(J). 0

5.2. Tvrdenie vety.

TVRDENIE 1.68. Nech I C kl[x1,...,2,] je idedl. Potom /I C I(V(I)).
Dékaz. Nech f € /I, ¢ize f¢ € I pre nejaké d € N. Potom f%(a) = 0 pre vetky
a=(ai,...,an) € V(I) a preto aj f(a) =0 pre vSetky a € V(I). Teda f € I(V(])). O

VETA 1.69 (Hilbertova veta o korenoch, Nullstellensatz, 1). Ak pole k je
algebraicky uzavreté, potom pre idedl I C k[xy,...,x,] plati

IV({I)=VI

Nullstellensatz dokazovat nebudeme. Namiesto toho si o chvilu uvedieme este iné
verzie tejto vety a ukazeme, Ze tieto verzie su ekvivalentné.

DOSLEDOK. Nad algebraicky uzavretym polom plati, Ze
V(I)=V(J) prive vtedy, ked T =+/J.
Mdme teda bijekciu medzi algebraickiymi varietamsi a radikdlovimi idedlms.

Doékaz. Nech V(I) =V (J), potom I(V(I)) = I(V(J)) a z Nullstellensatz dostavame, ze
VI=\1J.

Opacna implikacia je dosledkom Tvrdenia 1.67. U

PRIKLAD 1.70. Predpoklad, Ze pole k musi byt algebraicky uzavreté, je klucovy.
Nech napriklad £ = R a uvazujme dva idedly v Rlz,y]: I = (z,y), J = (2® + 3?).
Tieto idedly st rozne, a obidva su radikédlovymi idedlmi. Avsak V(I) = V(J) — ide o
jednobodovu varietu.

VETA 1.71 (Nullstellensatz, 2). Ak pole k je algebraicky uzavreté, potom pre idedl
I C k[x1,...,zy] plati

V(I)=0 prdive vtedy ked 1€ I (t.j. I=k[z1,...,x,]).
PozNAMKA 1.72. Implikicia < je trividlna, tvrdenie Nullstellensatz spociva v im-
plikacii =
PRIKLAD 1.73. Analogicky s prvou verziou, predpoklad algebraickej uzavretosti je
podstatny: nech I = (22 + y% + 1) C Rz, y]. Zrejme V(I) =0, hoci 1 ¢ I.

Vsimnime si, ze druha verzia Nullstellensatz akoby bola zizZenim prvej verzie na
jeden konkrétny ideal a jednu konkrétnu algebraickd varietu. Ukazeme uz spominané

TVRDENIE 1.74. Obe turdenia Nullstellensatz (1 a 2) si ekvivalentné.
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Dokaz. Nech plati tvrdenie Nullstellensatz 1. Podla Pozndmky 1.72 potrebujeme vo verzii
2 ukdzat implikdciu =-.

Nech V(I) = 0, odtial dostdvame, ze 1 € I(V(I)). Z 1. verzie Nullstellensatz mozme
usudit, ze 1 € VI, teda 1% € I pre nejaké d € N, ¢o vSak znamens, ze 1 € I.

Opacne, nech teraz plati tvrdenie 2. verzie Nullstellensatz. Majme I = (fi,..., f,) C
klz1,...,zy]. Predpokladajme, Ze nejaky polyném f lezi v I(V(I)), chceme ukazat, Ze
f e VI, &ize, 7e existuje d € N také, ze f¢ e I.

Uvazujme idedl (f1,...,fr,1 —yf) C k[z1,...,2n,y] a skimajme zodpovedajicu
varietu V(f1,...,fr,1 — yf). Nech (a1,...,ans1) je nejaky bod A" skisme zistit,
kedy tento bod patri nasej variete:

e ak aj,...,a, su také, ze fi(a1,...,an) = -+ = fr(ai,...,a,) = 0, potom
aj f(ai,...,an) = 0 (lebo f € I(V(I))), a nasledne 1 — apt1f(ai,...,an) =
1#0. Bod (ay,...,an+1) nevyhovuje poslednej rovnici a preto nepatri variete
V(fl)"'af?”?l_yf)'

e ak aj,...,a, st také, ze fi(ai,...,ay) # 0 pre nejaké i, potom toto je uz rov-
nica, ktorej bod (a1, ..., an+1) nevyhovuje, a teda nepatri variete V' (f1,..., fy, 1—
yf).

Zistili sme, ze V(f1,...,fr,1 —yf) = 0. Z Nullstellnsatz 2 potom vyplyva, ze 1 €
(f1,---s fry 1 —yf), takze existuju polynémy p1,...,p,,p € k[z1, ..., Ty, y] také, ze
L=pifi+-+pfr+p(1-yf)

Nahradme v tejto rovnosti premennt y raciondlnym vyrazom 1/f. Dostaneme tak rov-
nost raciondlnych vyrazov, pricom v menovateloch budd len mocniny f:

1 = pl(:cl,...,xn,})fl—l—---—i—pr(xl,...,mn,})fr—i—p(zl,...,mn,})(l—}f)
= pl(xly"')xnul)fl+"'+p7“(331)"'5$n71)f7’

f f

Po vynéasobeni rovnosti dostato¢ne vysokou mocninou f tak dostdvame rovnost polyno-
mov:

ff=afi+. . afr
teda f¢ € I, ¢o sme cheeli dokazat. d

TVRDENIE 1.75. Nechay,...,a, € k. Potomm = (z1—ay,...,Tp—a,) C k[x1,..., 2]
je mazximdlny idedl.
Dokaz. Hladajme idedl J D m. Nech f € J. Pomocou polynému z1 — a1 zredukujeme f
na f1 taky, ze premennd x; sa v f; nevyskytuje:
fi=f+p1-(v1—a1), pr €klw1,...,20]

Podobne f; “vycistime” pomocu z9 — ag od xa:

fa=fi+p2- (22 —a2), p2 € k[xa,... 0]
Takto pokracujeme, az ziskame f,, ktory uz neobsahuje ziadne z premennych, cize f,
je konstantny polyném, o ktorom navySe plati, ze f, € J.
Ak pre nejaké f € J plati, ze f, # 0, tak 1 € J a teda J = k[zq,...,z,]. Ak pre
vsetky f € J plati f, = 0, potom f € m a mame tak J = m. Teda m je maximalny
ideal. O

VETA 1.76 (Nullstellensatz, 3). Ak pole k je algebraicky uzavreté, potom kazZdy
mazximdlny idedl v k[z1, ..., x| md tvar (x1 —ay,. .., T, —ay) pre nejaké ay, . ..,a, € k.
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PRIKLAD 1.77. Znovu, ak pole k nie je algebraicky uzavreté, tvrdenie neplati. V
okruhu R[z] je okrem idedlov (z — a), a € R maximalnym napriklad aj ideal (22 + 1).

TVRDENIE 1.78. Twrdenie Nullstellensatz 3 je ekvivalentné turdeniam 1 a 2.

Dékaz. Nech plati tvrdenie 3. Nech 1 ¢ I. Nech m je maximélny idedl obsahujici I, teda
podla tvrdenia 3

I Ccm= (xl—al,...,xn—an).
Odtial

{(a1,...,a,)} =V (m) C V(I),
a teda V(I) # 0.

Nech teraz platia tvrdenia 1 a 2. Nech m je maximalny. KedZe /m D m, tak bud
vm = m alebo v/m = k[z1,...,z,]. Druhtt moZnost mézme vylicit, pretoze ak by na-
stala, znamenalo by to, ze 1 € y/ma teda 1 € m. Nech X = V(m). Podla Nullstellensatz 2
je X nepréazdna, Cize existuje (a1,...,an) € X. Z {(a1,...,a,)} C X = V(m) potom
vyplyva

m=+vm=1V(m)) cI({(ai,..

atedam=(z; —ay,...

Sap)}) = (x1 —ay,... — an),

, Tp, — Gp,), kedZe m je maximalny. O
5.3. Algebraicko-geometricky ,,slovnik” Z Hilbertovej Nullstellensatz vyplyva,

ze nad algebraicky uzavretym polom méame bijekciu medzi algebraickymi varietami a

radikdlovymi idedlmi. Mozme si tak zostavit akysi prekladovy slovnik medzi algebrou a
geometriou, ktory sa ndm vlastne zacal ¢rtat uz na konci predchadzajicej podkapitoly.

geometria algebra
algebraické variety radikély
X I(X)
V(I) 1
bod maximélny ideal
XcCcy I(X) D I(Y)
V(I) D> V(J) IcJ
xXny VIX)+ 1Y)
V(I)nv({J) vI+J
Xuy IX)NIY)=+I(X)-I(Y)
V(I)uV(J) INd=+vI-J

PRIKLAD 1.79. V Rlz,y] majme ideal I = (y — 2%,y — 23). Chceme néjst V(I) C

A%(R) a V1. Aj ked existuji postupy a algoritmy, ktoré by bolo mozné pouzit na vyrie-
Senie takéhoto zadania, ¢asto byvaji velmi komplikované, zdlhavé, a niekedy funguju len
pri istych typoch ideédlov/variet. Preto je velmi vhodné predtym, ako po nich siahneme,
v maximalnej miere vyuzivat vlastni invenciu a medédu pokus/omyl. Mozny postup:
(1) nactrnut si obrazok a odhadnut V(I),
(2) overit odhad: vypocitat sistavu rovnic,
(3) odhadnit I(V(I)) = /1T,
(4) ukéazat, ze odhad bol spravny.






KAPITOLA 2
Zariskiho topolégia

1. Zariskiho topolégia na A"

DEFINicIA 2.1. Nech X je mnozina a 7 je systém podmnozin X, pre ktory plati:
i) Xer,ber,
(ii) ak Uy, Uz € T, potom Uy NU; € T,
(iii) ak U; € 7,1 € Z, potom | J;c7 Us € 7.
Potom 7 je topoldgia na X a (X, 7) je topologicky priestor. Mnoziny U € T nazyvame
otvorenymi mnozinami. Naopak mnozina V C X je uzavretd, ak X \ V je otvorena.

PozNAMKA 2.2. Ako byva zvykom, budeme v oznaceni uptistat od zdoéraznovania,
ze topologicky priestor je dvojica (X, 7). Ked je z kontextu zrejmé, akd topolégiu na
mnozine X uvazujeme, budeme prislusny topologicky priestor oznacovat jednoducho X.

Budeme definovat specidlnu topoldgiu v afinnom priestore A" (k), nazyvani Zariskiho
topoldgia. V nej uzavreté mnoziny budi presne vsetky algebraické variety v A"(k), a
otvorené mnoziny teda doplnky k algberaickym varietdm. Treba vsSak overif, ze takto
definovany systém mnozin naozaj tvori topolégiu. Potrebujeme ukazat

(1) 0 je otvorend mnozina,

(2) A™ je otvorend mnozina,

(3) ak Uy, Us su otvorené, tak aj U; N Uz je otvorena,
(4) ak {U;}iez st otvorené, tak aj U;ezU; je otvorend.

Preverme teda tieto axiémy:

(1) A™ je algebraickd varieta (A™ = V(0)), ¢ize podla nasej definicie je to uzavreta
mnozina, preto prazdna mnozina patri medzi otvorené mnoziny.

(2) 0 je algebraické varieta () = V(1)), preto podobne aj A™ patri medzi otvorené
mnoziny.

(3) Nech Uy, Us st otvorené mnoziny, chceme ukazat, ze potom aj Uy NUs je otvorena.
Ze Uy, Uy st otvorené, znamena, ze U = A™\ X1, kde X je algebraickd varieta, podobne
Uy = A™\ Xo, kde X je algebraickd varieta. Prienik

UiNU;y = (An\Xl)ﬂ(An\Xg) :An\Xl U Xo.

Z tvrdenia 1.14 v kapitole o varietach a idedoch (vid aj dosledok tohto tvrdenia) vieme,
7ze X1 U Xs je algebraicka varieta, a teda U; N Us je otvorend mnozina.

(4) Nech {U; }ie7 st otvorené mnoziny, ¢ize pre vSetky i € Z plati U; = A™\ X;, kde
X, su algebraické variety. Pre zjednotenie mame

Uiez Ui = UZ.GI(A" \ Xi) =A" \ (ﬂieI Xi)~
Bod a € A" zrejme patri prieniku (1,7 X; prave vtedy, ked f(a) = 0 pre vsetky f €
Uiez Lis teda (U;ez 1i) je idedl popisujici algebraickii varietu X = (1,7 X;, a teda
A"\ (Miez Xi) = A"\ V(Uiez L)
23
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je naozaj otvorena mnozina.
PopiSeme si teraz tito topolégiu na afinnej priamke a v afinnej rovine.

1.1. Zariskiho topolégia na Al(k). Algebraicka varieta v A'(k) je mnozina spo-
loénych rieseni niekolkych polynomickych rovnic: X = V(f1,..., fr), fi € klz]. Kedze
vsak je k[x] okruhom hlavnych ideédlov, urcite existuje f € k[x] tak, ze (f1,..., fr) = (f),
a teda X = V(f). Mame len dva zasadne roézne pripady:

(a) Nech f je nulovy polyném, vtedy mame, ze X = V(0) = Al
(b) Nech f nie je nulovy polyném, vtedy V(f) je konecna (mozno i prdzdna) pod-
mnozina Al

Vidime, Ze vietky neprizdne otvorené mnoziny v Zariskiho topolégii na A! st dopl-
nky konecnych mnozin.

1.2. Zariskiho topolégia na A?(k). Popisat otvorené mnoziny v afinnej rovine
je v porovnani s priamkou omnoho komplikovanejSie. Musime najprv trochu studovat
polynémy v k[z,y]. V k[x,y] hlavny idedl zodpovedd rovinnej algebraicej krivke. Okruh
klz,y] vsak uz nie je okruhom hlavnych idedlov, preto musime preskimat dokladnejsie
pripad, ked je idedl generovany viacerymi polynémami.

LEMA 2.3. Nech f,g € k[z,y], f,g # 0, nech f je ireducibilng a nech g nie je delitelns
polynomom f. Potom f a g maji len konecne vela spolocnyjch koreriov.

Dékaz. Nech f obsahuje premennt z, t.j. f ¢ k[y]. Polynémy f a g mézme chapat ako
prvky k(y)[z], teda ako polynémy jednej premennej nad polom k(y) vSetkych racionél-
nych funkcii nad k.

Plati, Ze f je ireducibilny aj v k(y)[z]: sporom predpokladajme, Ze naopak f = fi fa,
kde fi,f2 € k(y)[z], degfi > 1, degfo > 1 (mysli sa stupeii v z). Po vynasobeni
rovnosti najmensim spolo¢nym nasobkom menovatelov d dostaneme rovnost polynémov
v klz,y]: df = fifs, kde d € k[y], 1 < deg, f1 < deg, f, 1 < deg, fo < deg, f. Kedze f
je ireducibilny, musi platit f|fi alebo f|f2, ¢o je vzhladom na stupne tychto polynémov
pri « spor.

Dalej rovnakym sposobom ukazeme, Ze g nie je delitelny polynémom f ani v k(y)[z]
(dua).

Polynémy f a g st preto aj v k(y)[z] nestdelitelné. Kedze k(y)[z]| je euklidovsky
okruh, z Euklidovho algoritmu dostaneme vyjadrenie pf 4+ gg = 1, kde p,q € k(y)[z].
Znovu po vynasobeni rovnosti najmensim spoloénym niasobkom menovatelov mame rov-
nost polynémov

pf+a9=d,
kde p,q € klz,y] a d € k[y]. Ak (a1, a2) je spolo¢ny koren f a g, potom as je koreiom
polynému d. Teda méme len konecne vela moznosti, akil hodnotu moéze nadobidat druha
sturadnica spolo¢ného korena.

Tak isto ukazeme, zZe existuje len konecne vela moznosti pre hodnotu prvej siradnice
spolo¢ného korena, ¢im je tvdrenie lemy dokédzané. O

TVRDENIE 2.4. Nech f,g € klx,y] si (nenulové) nesidelitelné polyndmy. Potom
V(f,9) =V(f)NV(g) je konecnd mnozina.

Dékaz. Nech f = fi* ... f¢" je ireducibilny rozklad polynému f. Zrejme
VIH =V ) =V(fi-.. fr)=V(fi)U---UV(f).

Teraz uz len staci aplikovat predchadzajicu lemu na dvojice f;,g prei=1,...,r. O
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Teraz si uz mézme popisat Zariskiho topolégiu na A2(k). Algebraicka varieta v A%(k)

je mnozina definovand niekolkymi polynémami: X = V(f1,..., fr), fi € k[z,y].
(a) Ak vSetky f; st konstanty 0, potom X = V(0) = A2
(b) Nech f1,..., f; nie si nulové polynémy. Mézme potom predpokladat, ze zia-

den z polynémov nie je nulovy (po vynechani nulového polynému sa varieta
nezmeni). Predpokladajme, Ze tieto polynémy si nestdelitelné. Potom podla
Tvrdenia 2.4 existuje len konecne vela bodov (a1, as) takych, ze fi(a1,as) =
- = fr(ay,a2) = 0, ¢ize varieta X pozostava z kone¢ného (mozno aj nulového)
poctu bodov.

(¢) Nech d € k[z] je najvacsi spolo¢ny delitel polynémov fi,..., fr, stupen d >
0. Potom mame polynémy f1,..., f| také, ze f1 = dff,..., f, = df}, pricom
nsd(f1,..., fl) = 1. Skimajme ideél generovany polynémami f1,..., f:

(fi,--, fr) = (dfy, ... df)) = (d)(f1, -, f}).

Preto X = X1UXy, kde X1 =V(d) a Xo = V(f{,..., f}). Varieta X je rovinnd
krivka a varieta X9 pozostdava z kone¢ného poc¢tu bodov (vid pripad (b)).

PozNAMKA 2.5. Tak ako vidno v pripade A! a A2 aj v A" plati, Ze neprizdne
otvorené mnoziny v Zariskiho topolégii si velmi velké. Dokonca plati, ze kazdé dve
neprazdne otvorené mnoziny maji neprazdny prienik. Inymi slovami, Zariskiho topologia
nie je Hausdorffovska.

PozNAMKA 2.6. Zariskiho topoldgia je “najhrubsia” topoldgia (t.j. obsahuje najme-
nej otvorenych mnozin), v ktorej si polynomické funkcie spojité (vid Tvrdenie 1.20 v
kapitole o varietach a idedloch).

2. Rozklad variety na ireducibilné komponenty

Zariskiho topologiu mézme definovat aj na algebraickej variete, ide o tzv. indukovani
topoldgiu. V tejto topoldgii je mnozina U C X (C A™) je otvorend, ak U = U’ N X, kde
U’ je otvorend mnozina v A"™. Uzavreté mnoziny na variete X su teda jej podvariety.
Takze kazdu afinnt algebraickd varietu mdézme vnimat ako topologicky priestor.

DEFIN{CIA 2.7. Algebraickd varieta X sa nazyva reducibilnd, ak existuju algebraické
variety X1, Xo také, ze X7, Xo € X a Xj U Xy = X. V opacnom pripade sa varieta X
nazyva ireducibilnou.

Definiciu reducibilnej a ireducibilnej variety je mozné jednoducho prelozit do jazyka
topologie:

DEFINfcIA 2.8. Hovorime, Ze topologicky priestor X je reducibilny, ak existuji
X1, Xy © X uzavreté také, ze X = X; U Xa. V opacnom pripade sa priestor X na-
zyva. ireducibilym.

DEFIN{CIA 2.9. Hovorime, Ze topologicky priestor X je nestvisly, ak existuju X, Xo C
X uzavreté také, ze X1 N Xy =0 a X = X; U Xs. V opa¢nom pripade sa priestor X
nazyva suvislgm.

Ina charakterizacia nesivislého topologického priestoru je, ze ide o priestor, ktory
sa da napisat ako zjednotenie dvoch neprazdnych disjunktnych otvorenych mnozin. Je
uzitoéné si uvedomit, Ze ide o ekvivalentné charakterizécie: aby mnoziny X1, Xo spliali
podmienky Definicie 2.9, musia byt obe sicCasne uzavreté aj otvorené.
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PozNAMKA 2.10. V topoldgii ste sa zrejme uz stretli s pojmom stvislého/nesivis-
1ého topologického priestoru, no mozno uz nie s pojmom reducibilného/ireducibilného.
Pre ireducibilitu ste mozno nemali dostato¢ne zaujimavy model. Skutoc¢ne, ak by sme
na A"(R) ¢i A™"(C) (n > 1) uvazovali Standardni euklidovski topolégiu, pojem reducibi-
lity je dost nezaujimavy: afinny priestor je reducibilny, staci ho lubovolnou nadrovinou
rozdelif na dva polpriestory a ku kazdému pridat i hranicu. Toto vSak nie je pripad
Zariskiho topologie, ako ¢oskoro uvidime.

Zjavne ireducibilny priestor je aj suvisly. Naopak to platit nemusi.

PRIKLAD 2.11.

o X = V(22—y?) C A? je stvisly reducibilny priestor: X = V (z—y)UV (z+y), kde
obe podmnoziny V(z —y) aj V(z + y) st ireducibilné. (Désledné dokazovanie,
ze varieta je ireducibilnd, zvladneme coskoro.)

e X =V(z—ay,y —y?) C A3 je nestivisly reducibilny priestor.

e X =V(zy,yz) C A3 je stvisly reducibilny priestor. V&imnime si, Ze na strane
variet plati V(zy,yz) = V(z,2) U V(y), a na strane idedlov zas (zy,yz) =
(z,2) N (y).

e V Specidlnom pripade, ked X je konec¢nd mnozina, tak ako topologicky priestor
je X ireducibilnd prave vtedy, ked je suvisla.

o X =V(y? — 23 — 1) C A? je suvisly ireducibilny priestor.

VETA 2.12. KaZdd afinnd algebraickd varieta je zjednotenim konecného poctu iredu-
cibilngch variet.

Doékaz. Nech X je varieta, pre ktort tvrdenie vety neplati. Teda X sa da napisat ako
X1 U X], pricom tvrdenie neplati pre niektort z tychto podvariet, nech je to X;. Potom
aj X1 sa d4 napisat ako Xy U X/, kde zas pre niektori z podvariet tvrdenie neplati.
Takto dostavame nekonecnii postupnost variet

X2X12Xo2D....
Tejto postupnosti zodpoveda postupnost idedlov
I(X) € I(X) S I(Xa) € ...
¢o je ale v spore s faktom, ze k[x1,...,z,] je noetherovsky okruh. O

DEFINfCIA 2.13. Rozklad variety X na ireducibilné podvariety
(3) X=X1UXoU---UX,

sa nazyva iredundantng alebo neskratitelng, minimdlny, ak pre Ziadne 7,5, i # j ne-
plati X; C X;. V takomto rozklade potom nazyvame jednotlivé ireducibilné podvariety
komponentami variety X.

Inymi slovami, rozklad variety je neskratitelny, ak ziadnu podvarietu nemoézeme zo
zépisu (3) vynechat.

VETA 2.14. Iredundantny rozklad variety na konecné zjednotenie ireducibilniych pod-
variet je jednoznacny.
Dékaz. Nech X = X UXoU---UX, atiez X = X{U X, U---U X/ st neskréititelné
rozklady variety V. Plati

S
X;=X;NnX=X;n(Xjuxyu---uX) = J&x;nx).
=1
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Kedze X; je ireducibilng, tak X; = (X; N X}) pre nejaké i, a teda X; C X/. Podobne
ukdzeme, ze X] C X; pre nejaké . Odtial potom X; C X;. Z neskratitelnosti rozkladu
potom méme X; = X; a teda aj X; = X;. Takto ukdzeme pre kazdi komponentu, zZe sa
nachddza v oboch rozkladoch. Odtial potom uz vyplyva tvrdenie vety. O

Teraz chceme sktimat, ako sa reducibilnost ¢i ireducibilnost algebraickej variety od-
razi na strane ideédlov.

Pripomenime, ze idedl I C R v okruhu R sa nazyva prvoidedlom, ak pre vsetky
1,9 € R také, ze fg € R plati, ze f € R alebo g € R.

PRIKLAD 2.15. V okruhu Z je (p) prvoidedlom préve vtedy, ked je p prvodislo.

PRIKLAD 2.16. V okruhu C[z] mame:
e (22 — 1) nie je prvoidedl,
e (r — 1) je prvoidedl.

TVRDENIE 2.17. V okruhu k[z1, 22, ..., x,] je (f) prvoidedlom prdve vtedy, ked je f
ireductbilngm polynomom.

Dékaz. Nech f nie je ireducibilny: f = fi fo, deg fi > 1. Vtedy fif2 € (f), ale f1 ¢ (f),
fo & (f): keby platilo fi € (f), teda fi = gf pre nejaké g € k[xy,x2,...,x,]. Vtedy
fi=gf =gfife = (9f2)f1, teda gfs je konstanta, ¢o vSak nie je mozné, lebo deg fo > 1.
Nech f je ireducibilny a nech f1 fo € (f), teda fi fo = hf pre nejaké h € k[z1, z2, ..., xy).
Z ireducibility f potom ale mame, ze f | fi alebo f | fa, Co ale znamend, ze f1 € (f)
alebo fo € (f), teda (f) je prvoideal. O

TVRDENIE 2.18. Nech X C A™(k) Nasledovné tvrdenia si ekvivalentné:
(i) X je ireducibilnd varieta.

(if) I(X) je prvoidedl.

(iii) k[z1,...,2,)/I1(X) je oborom integrity (okruhom bez delitelov nuly).

Dokaz. (i)=(ii) Nech X je ireducibilna varieta a nech fg € I(X). Oznacme
Xi=XnV(f) a Xy=XnV(g).

Potom zrejme X7 U Xy C X. Tiez plati, ze X C X; U Xg lebo fg € I(X): kedze
(fg)(a) = 0 pre a € X, tak plati f(a) = 0 (a teda a € X;) alebo g(a) = 0 (a teda
a € X3). Dalej z faktu, ze X je ireducibilné, musi platit, ze X = X alebo X = X»; nech
X =X1=XnNV(f), teda X C V(f), odtial f € I(X), a teda I(X) je prvoideal.

(ii)=(i) Nech I(X) je prvoidedl a nech X = X; U Xs. Nech X; # X, teda existuje
felI(Xy), f¢I(X). Nech g € I(X3) je Iubovolny. Potom fg € I(X) a teda f € I(X)
alebo g € I(X), ¢ize g € I(X). Takze I(X) = I(X2) a preto X = Xo, c¢ize X je
ireducibilna.

(iii) je v podstate len preformulovanim tvrdenia (ii): Nech (X)) nie je prvoidedl, t.j.
existuju f, g také, ze f ¢ I(X),g ¢ I(X) a fg € I(X). Potom f,g chdpané ako prvky
k[X] st nenulové, a s nulovym sic¢inom. Naopak, nech f,g € k[X] su delitele nuly, t.j.
frg¢ 1(X)a fgeI(X), o vsak znamend, ze I(X) nie je prvoideal. O

PRIKLAD 2.19. Pre ireducibilné variety v Priklade 2.11 teraz uz vieme ukdzat, Ze
su naozaj ireducibilné. Podobne o redicibilnych varietdach, ze komponenty v rozklade st
naozaj ireducibilné.

PRIKLAD 2.20. Afinny priestor A" je ireducibilny. Pre A' a A? to vypljva uz z nasej
znalosti Zariskiho topolégie. VSeobecne pre A" z faktu, ze I(A™) = (0), a vieme, Ze (0)



28 2. ZARISKIHO TOPOLOGIA

je prvoidedl. Ekvivalentne (vid Tvrdenie 2.18):
Elxi,...,zp]/I(A") = k[x1,...,2,]/(0) = klz1, ..., 2]
nema delitele nuly.

PRIKLAD 2.21. Prienik ireducibilnych variet nemusi byt ireducibilné varieta. Teda
ireducibilné polynémy nemusia urcovat ireducibilni varietu: V (zy— 22, 2) je reducibilna.



KAPITOLA 3

Afinné variety

1. Podielové okruhy (opakovanie)

DEFIN{cIA 3.1. Nech Ry, Ry st komutativne okruhy s jednotkou. Zobrazenie ¢: Ry —
Ry sa nazyva homomorfizmus okruhov, ak pre vSetky u,v € Ry plati
o p(u+v) =p(u)+ ¢(v),
o p(u-v)=pu)- p(v),
hd @(1R1) = 1R2'
Nech R je okruh a I C R je idedl. Potom R/I je tiez okruh, v ktorom st dobre
definované operacie + a .

DEFINicIA 3.2. Nech I je idedl v okruhu R. Okruh R/I nazyvame podielovy alebo
faktorovy okruh. Homomorfizmus ¢: R — R/I, u+ [u] = u + I sa nazyva projekcia R
na R/1.

PRIKLAD 3.3. Nech R = Z a nech n € Z. Potom Z/(n) = Z, = {0,1,...,n — 1} je
podielovy okruh, kde operacie 4+ a . sa vykonavaji modulo n.

2. Regularne funkcie na afinnych varietach, regularne zobrazenia variet

Odteraz k bude algebraicky uzavreté pole, a teda plati Hilbertova Nullstellensatz.

2.1. Regularne funkcie.

DEFINicIA 3.4. Nech X C A"(k) je afinna algebraicka varieta. Funkcia f: X — k
sa nazyva requldrna funkcia na X, ak existuje polyném F € k[xy,...,z,] taky, ze
f(a) = F(a) pre vsetky a € X.

DEFIN{cIA 3.5. Mnozinu vSetkych reguldrnych funkcii na variete X C A™ nazyvame
suradnicovym okruhom variety X a oznacujeme k[X].

PRIKLAD 3.6. Polyném F' v definicii regularnej funkcie nie je uréeny jednoznacne.
Napriklad na kruznici X = V(22 +y? — 1) C A? polynémy F; = 1 a Fy, = 22 + ¢?
popisuju tu istu reguldrnu funkciu.

Pozorovanie z prikladu mézme zovSeobecnit. Nech F' € k[x1, ..., x,] popisuje nejaki
reguldrnu funkciu na variete X a nech G € k[z,...,x,] je taky polyném, ze G(a) = 0
pre vsetky a € X, ¢ize G € I(X). Potom F' + G popisuje na X ti isttd regularnu funkciu
ako F.

Algebraicky tak mame zobrazenie, ktoré k[z1, ..., x,| zobrazuje na regularne funkcie
na X, w: klx1,...,z,] — Ek[X], kde 7 je restrikcia polynému na X. Toto zobrazenie
je zjavne homomorfizmom okruhov. Jeho jadrom st presne funkcie, ktorych hodnota
vSade na X je 0, t.j. je to idedl I(X), idedl variety X. Ak X = V(I), tak z Hilbertovej
Nullstellensatz I(X) = /1.

29
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7 predchadzajicej diskusie tak mame
E[X] = k[xy,...,z0]/1(X).

Casto sa prave takto stradncovy okruh variety definuje. Aj my budeme odteraz namiesto
izomorfizmu pisat v tomto vyjadreni rovnost.

PRIKLAD 3.7. Na jednotkovej kruznici X = V(22 + y? — 1) € A%(k) je funkcia
f: X—k (z,9)2°
totozna s funkciou
g: X =k, (2,9)—1—9°

Inak povedané, polynémy z? a 1 — y? st dva rozne reprezentanty ten istej regularnej
funkcie v k[X] = k[z,y]/(2? + % — 1).

PrIKLAD 3.8. Ak X = A"(k), potom k[X] = k[z1,...,z,], lebo I(A™) = 0.
PRIKLAD 3.9. Ak X je jeden bod, potom k[X] = k.
PRIKLAD 3.10. Nech X = V(zy — 1) C A%. Potom
k[X] = klz,y]/(zy — 1) = kfz, 271,
a teda pozostdva z raciondlnych funkcii tvaru G(z)/z", kde G(x) je polyném v x.

PRIKLAD 3.11. Nech X = V(y? — 23). Potom kazdi funkciu f z k[X] mozme jed-
noznac¢ne napisat v tvare f = Fy(z) + yFi(z), kde Fy, Fi, € k[z]. Vyplyva to z faktu, ze
polyném Gy (z) + yGi1(z) reprezentuje nulu v k[X] prave vtedy, ked Gy a G st nulové
polynémy v k[x].

TVRDENIE 3.12. Nech X C A" je algebraickd varieta. Potom jej siradnicovy okruh
k[X] = klz1,...,z,])/I(X) je noetherovsky.

Dékaz. Nech J C k[X] je idedl. Potom 7~1(J) je idedl v klxy,...,z,], kde 7 je ka-
nonickd projekcia k[xi,...,x,] — k[X]. KedZe k[xi,...,z,] je noetherovsky, mdme
7 1(J) = (F1,...,F}) pre nejaké Fy...,F, € k[z1,...,x,]. Odtial lahko ukézeme, Ze
J=(f1,..., fr), kde f; = 7(F}): ak f € J, potom f = 7(F) pre nejaké F € 7~1(.J), teda
F =G1F1+...G,F, pre nejaké Gy, ...,G, € klxy,...,z,],apreto f = g1 f1+ -+ fror,
kde g; = w(fi). O

PozNAMKA 3.13. Vdaka stradnicovému okruhu variety a faktu, Ze je noetherov-
sky, si m6zme na lubovolnej algebraickej variete definovat Zariskiho topologiu. Uzavreté
mnoziny v nej buda spolo¢né korene danej sady regularnych funkcii na X. Inak pove-
dané, kazdému idedlu J C k[X] priradime uzavretii mnozinu pozostavajicu z takych
bodov a na X, pre ktoré plati, ze f(a) = 0 pre vsetky f € J. Je len uvedomovacim cvi-
¢enim si vSimnut, zZe je to presne ta istd topoldgia, ktort sme ziskali restrikciou Zariskiho
topolégie v A" na varietu X (indukovand topoldgia).

2.2. Regularne zobrazenia afinnych variet.

DEFIN{CIA 3.14. Nech X C A" je afinna algebraicka varieta. Zobrazenie f: X — A™
je requldrne (morfizmus), ak existuje m regularnych funkecii fi,..., f,, na X tak, ze

fla) = (fi(a),..., fm(a)) pre vsetky a € X.

Zjednodusene povedané, zobrazenie X — A" je regularne, ak je na drovni siradnic
popisané polynomicky. Presne ako pri regularnych funkcidch, ani tu nemame bijekciu
medzi morfizmami X — A" a m-ticami polynémov s n premennymi: dve rézne m-tice
polynémov mozu popisovat ten isty morfizmus.
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PRIKLAD 3.15. Afinné zobrazenie A™ — A™ je reguldrnym zobrazenim.
PRIKLAD 3.16. Funkcia na X je zobrazenie X — Al.

PRIKLAD 3.17. Premietanie na prvi sturadnicu (a,b) — (a) je reguldrnym zobraze-
nim (= morfizmom), ktoré zobrazi hyperbolu X = V(zy — 1) na afinnt priamku, t.j. ide
o zobrazenie X — Al. Jeho obrazom je priamka bez bodu (0).

DEFINfCIA 3.18. Nech X C A" a Y C A™ su afinné algebraické variety, a nech
f: X — A™ je morfizmus (reguldrne zobrazenie). Ak f(X) C Y (t.j. ak pre vSetky
a€ X je f(a) €Y), tak f je requldrnym zobrazenim (morfizmom) variety X do variety
Y, f: X =Y.

PRIKLAD 3.19. Uvazujme zobrazenie f : A! — A2 dané predpisom (a) — (a?,a?).
Obrazom tohto zobrazenia je krivka V(y? — 23) C AZ. Ide teda aj o zobrazenie A' —
V(y? — 2?).

DEFINfCIA 3.20. Reguldrne zobrazenie f : X — Y je izomorfizmus, ak existuje
regularne zobrazenie g : Y — X také, ze go f = idx a fog =idy. Vtedy hovorime, zZe
X a 'Y su izomorfné.

PRIKLAD 3.21. Parabola X = V(y—x?) a afinnd priamka sd izomorfné: f : Al — X
(a) — (a,a?), inverznym zobrazenim je g : X — Al (a,b) — (a).

PRIKLAD 3.22. VSeobecnejsie, graf ITubovolnej polynomickej funkcie je izomorfny s
afinnou pramkou.

PRIKLAD 3.23. Zobrazenie f : Al — X, kde X = V(y? — 23) dané predpisom
(a) — (a?,a®) je sice reguldrne, aj bijekcia, ale nie je to izomorfizmus. Aby sme sa o tom
presved¢ili, pokisime sa néajst inverzné zobrazenie g : X — Al. Podla prikladu 3.11
toto zobrazenie mozme hladat v tvare g(z,y) = go(z) + ygi1(x), kde fo, f1 € k[z]. Kedze
f a g majt byt navzdjom inverzné, musi platit, Ze g(f(a)) = a pre vietky a € Al. Ale

9(f(a)) = g(a®,a”) = go(a®) + a’g1 (a?).
Prvy scitanec na pravej strane obsahuje len ¢leny parneho stupna, druhy sc¢itanec obsa-
huje ¢leny neparneho stupna pocniic stupniom 3. Teda g o f # id, inverzny morfizmus
neexistuje.

2.3. Pullback regularnej funkcie na variete. Kazdej afinnej algebraickej variete
sme priradili jej siradnicovy okruh, t.j. okruh vsetkych regularnych funkcii na variete.
Teraz budeme skimat, aky je vztah medzi siradnicovymi okruhmi, pokial mame mor-
fizmus (¢i dokonca izomorfizmus) medzi varietami.

Ak f: X — Y je morfizmus variet, potom vieme néjst zobrazenie aj medzi ich
suradnicovymi okruhmi. Konkrétne, ak u € k[Y], t.j. u: Y — k, potom zlozenim tychto
dostavame fukciu wo f: X — k.

TVRDENIE 3.24. Nech X C A™)Y C A™ si afinné algebraické variety.
e Nech f: X — Y je morfizmus variet. Potom f indukuje homomorfizmus ich
suradnicovych okruhov: f*: k[Y] — k[X], f*(u) :=wuo f.
e Pre kaZdy homomorfizmus ¢ suradnicovijch okruhov dvoch algebraickijch variet
kY] — k[X] fixujici pole k existuje morfizmus variet f : X — Y taky, Ze
o =f"
DEFINiCIA 3.25. Homomorfizmus stradnicovych okruhov f* z tvrdenia prislichajtci
morfizmu f: X — Y nazyvame pulbackom morfizmu f.
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Dékaz. Ak u € k[Y], t.j. u je funkcia Y — k dand polynomicky, potom f*(u) =wuo f je
funkcia X — k a zrejme je tiez dand polynomicky, kedze je zlozenim dvoch polynomic-
kych zobrazeni. Rozpisané do detailov, ak f: X — Y je dané

f=0i(xr,.o o zn)y ey (@1, .oy x0)),
kde f; € k[X] au € k[Y], u=u(y1,...,ym), tak

ffu) =u(fi(zr,. ., zn), .y fm(x1, .oy T0))-

Zobrazenie f* : k[Y] — k[X] je homomorfizmom okruhov (len mechanické rozpisovanie).

Naopak, nech ¢ : k[Y] — k[X] je homomorfizmus okruhov. Najdeme f: X — Y
morfizmus taky, ze o = f*.

Nech y1,...,Yym st funkcie jednotlivych suradnic v A™ (projekcie na prislusni si-
radnicu) chdpané ako prvky okruhu k[Y]. Ozna¢me fi = ©(y1), ..., fm = ©(ym); zrejme
fis--+y fm € k[X]. Pre zobrazenie f = (f1,..., fm): X — A™ potom plati, ze f* = ¢,
kedze obidva homomorfizmy si zhodné na generatoroch okruhu k[Y]:

i) =yio f=fi=oi)
Ostéva ukézat este, ze f(X) C Y.

Nech G € I(Y), t.j. ak G chapeme ako prvok v k[Y], tak G = 0. Preto ¢(G) =0 v
k[X]. Nech teraz a € X. Tento bod sa v zobrazeni f zobrazina f(a) = (fi(a),..., fm(a)).
Potom plati, ze G(f(a)) = (G o f)(a) = (¢(G))(a) = 0. O

DOSLEDOK. Zobrazenie f : X — Y je izomorfizmus afinngjch variet prdve vtedy,
ked f* : k[Y] — k[X] je izomorfizmus okruhov. Variety X,Y si izomorfné prive vtedy,
ked ich suradicové okruhy si izomorfné.

PRIKLAD 3.26. Nie je mozné néjst izomorfizmus X = V(y? — 23) a afinnej priamky
Al. Z prikladu 3.11 totiz vyplyva, ze k[X] a k[A!] = k[z] nie st izomorfné.

Méme teda “pekné” zobrazenie X +— k[X] afinnych algebraickych variet do okru-
hov (vnorenie jednej kategérie do druhej): namiesto afinnych variet mézme pracovat
s okruhmi, namiesto morfizmov variet s homomorfizmami okruhov, kde izomorfizmus
variet zodpoveda izomorfizmu okruhov.

DEFINICIA 3.27. Izomorfizmus f: X — X sa nazyva automorfizmom X.

Automorfizmus variety X zodpoveda automorfizmu jeho stradnicového okruhu. Spe-
cidlne m6zme skiimat napriklad vsetky automorfizmy afinnej priamky:

PRIKLAD 3.28. Nech A! — A! je automorfizmus. Na strane stiradnicovych okruhov
mu zodpovedd automorfizmus okruhu k[A'] = k[z], ozna¢me ho a : k[z] — k[z].
Obrazom z v tomto automorfizme je polyném a(z). Potom «(x) musi generovat cely
okruh kx|, Specidlne z sa musi dat vyjadrit pomocou a(x): z = p(a(zx)) = (poa)(x), kde
p je polyném o jednej premennej. Specidlne musi teda platit, Ze deg(po a) = degz = 1,
kde p o a je polyném, ktory ziskame zlozenim polynémov p a «, a teda deg(p o ) =
degp.dega. Odtial mame, ze dega = 1, a preto vietky automorfizmy A! si tvaru
z +— ax + b, kde a,b € k, a # 0, ide teda o mnozinu bijektivnych afinnych zobrazeni
Al — AL

PRIKLAD 3.29. Afinné rovina A? mé zaujimavejsiu grupu automorfizmov ako afinna
priamka. St to jednak afinné zobrazenia, potom zobrazenia tvaru (z,y) — (x,y+ f(z)),
f € k[x], a nakoniec vSetky ich kombinacie (bez dokazu).
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3. Racionalne funkcie na variete, racionialne zobrazenia

3.1. Racionalne funkcie na variete. RozliSovanie variet podla izomorfizmu je
prilis jemné. Chceme vécsiu triedu zobrazeni nez morfizmy, chceme pripustit aj raci-
onalne zobrazenia.

Bohuzial ale nie je mozné tvorit zlomky z regularnych funkcii na lubovolnej variete:

PRIKLAD 3.30. X = V(22 — y?) C A% Uvazujme na tejto variete reguldrne funkcie
f=z+yag=x—y. Obe funkcie st nenulové, avsak ich suc¢in je v k[X] nulovy, ide
o tzv. delitele nuly. Teda tieto funkcie sa nesmi vyskytnif v menovateli, lebo by sme
potom do menovatela dostali aj nulu.

Problém v priklade bol spésobeny faktom, ze varieta X bola reducibilné. Ak by sme
v8ak pripustili len ireducibilné variety, potom problém s delitelmi nuly nenastane (vid
Tvrdenie 2.18 predchadzajicej kapitoly).

DErINiciA 3.31. Nech R je obor integrity. Podielovijm polom oboru R nazyvame
mnozinu
{(u,v) |u,v € R,v# 0}/,
kde (uy,v1) ~ (ug,vy) prave vtedy, ked ujve — ugvy = 0. Nésobenie a sé¢itanie v podie-
lovom poli definujeme:
(u1,v1).(ug,v2) = (uruz,v1v2)
(u1,v1) + (ug,v2) = (u1v2 + ugv1, v102)
Dvojicu (u,v) tiez zapisujeme u/v.
Zrejme obor integrity R je podmnozinou svojho podielového pola:
R={(a,1) | a € R}.

DEFINiCIA 3.32. Nech X je ireducibilng varieta. Potom podielové pole stradnicového
okruhu k[X] nazyvame polom raciondlnych funkcii variety X, oznacujeme ho k(X).

Z definicie siradnicového okruhu a podielového pola mame, ze F1 /G a Fa/Go re-
prezentuju tu istd raciondlnu funkciu, ak F1Go — FoGy € I1(X).

Racionélna funkcia na variete nie je vSsadedefinovanym zobrazenim. Nemusi vSak byt
uplne zjavné, kde je dana racionédlna funkcia definovana a kde nie.

PRIKLAD 3.33. Nech X = V(22 +y? — 1) C A%(k). Zistime, v ktorych bodoch
kruznice je definovand funkcia (z + 1)/y. Ur¢ite je definovana v bodoch, kde y # 0, teda
viade okrem (1,0) a (—1,0). Dalej plati

x+1:y(x+1)_y(:1:—|—1) y(x +1) Y

y y2  1-22  (1-z)(1+4+z) 1-2a
a teda funkcia je definovana aj v bode (—1,0). (Mozte sa tiez priamo z definicie podie-
lového pola stiradnicového okruhu presvedéit, ze (z + 1)/y a y/(1 — x) definuja tu ista
funkciu na X.)

DEFINicIA 3.34. Nech r je raciondlna funkcia na variete X a nech a € X. Funkcia
r sa nazyva reguldrnou v bode x, ak existuju také f,g € k[X], ze r = f/g a g(a) # 0.

TVRDENIE 3.35. Ak r je raciondlna funkcia na X, ktord je requldrna vo vsetkijch
bodoch variety X, potom r je requldrna funkcia, t.j. r € k[X].
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Dékaz. Z predpokladu tvrdenia pre kazdy bod a € X mame p,, q, € k[X] také, ze r =
Pa/qa, Pricom gq(a) # 0. Nech I je idedl generovany vsetkymi menovatelmi: I = (¢, | a €
X). Pretoze k[X] je noetherovsky, plati, ze I = (q1,...,qs) pre nejaké qi, ..., qs € k[X].
Dalej q1, . . ., gs nemajui spoloény koreti v X, pretoze potom by funkcia r nemala v tomto
bode regularnu reprezendciu. Ak X = V(Fy,..., F,) € A", potom v okruhu k[z1, ..., z,]
to podla Nullstellensatz znamena, ze 1 € (Q1,...,Qs, F1,..., F), kde Q; je polyném v
klx1,...,zy] reprezentujici ¢;. Mame tak

1=GiQ1+ - +GQs +HiF1 +---+ H, F,
pre nejaké G;, H; € k[z1,...,x,]. Po premietnuti do okruhu k[X] dostédvame

1=g1q1 + -+ 9s4s

a nasledne po vynéasobeni tejto rovnosti funkciou r» mame

r=gip1+ -+ grPr,
¢ize r € k[X]. O

3.2. Raciondlne zobrazenia variet.

DEFINiCIA 3.36. Nech X C A", Y C A™ st afinné algebraické variety. Raciondlne
zobrazenie f: X — Y je m-tica raciondlnych funkcii (f1,..., fin), pre ktora plati, ze
ak vSetky f; si reguldarne v a € X, tak f(a) € Y. Vtedy hovorime, Ze zobrazenie f je
reguldrne v bode a a bod f(a) = (fi(a),..., fm(a)) nazyvame obrazom bodu a.

Morfizmy variet X — Y st podla tejto definicie a podla Tvrdenia 3.35 zrejme raci-
ondalne zobrazenia, ktoré si regularne vo vSetkych bodoch variety X.

DEFINicIA 3.37. Raciondlne zobrazenie f : X — Y je dominantné, ak mnoZina
f(X) je husta v Y.

DEFINicIA 3.38. Raciondlne zobrazenie f : X — Y je biraciondlne alebo tiez bi-
raciondlna ekvivalencia, ak je dominantné a existuje dominantné racionalne zobrazenie
g: Y — X také, ze fog=idy a go f = idx vSade, kde st definované. Variety X a Y
sa vtedy nazyvaju biraciondlne ekvivalntné.

PRIKLAD 3.39. Videli sme uz, ze kubickd krivka s hrotom 3.11 sice nie je izomorfnd s
afinnou priamkou, no je s fiou biracionalna. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu f : Al —
X, (a) — (a?,a®) je raciondlne zobrazenie (z,y) — y/x.

PRIKLAD 3.40. Projekcia hyperboly V(zy — 1) C A? na afinnii priamku A! (vid
Priklad 3.17) je biracionalny morfizmus: inveznym zobrazenim je racionilne zobrazenie

(a) — (a,1/a).

VETA 3.41. Variety X a Y sd biraciondlne ekvivalentné prdave vtedy, ked ich polia
ractondlnych funkcii si navzdjom izomorfné.

Dékaz. Nech f : X — Y je biracionalna ekvivalencia, teda f(X) je hustd v Y. Pre
kazdu regularnu funkciu v € k[Y] potom mame, ze uo f € k(X) (ide o dosadzovanie
raciondlnych funkcii do f), toto zobrazenie budeme ako pri morfizmoch nazyvat pull-
backom f a oznacovat f*. Zrejme f* je homomorfizmom k[Y] — k(X). Overime, Ze ide
dokonca o vnorenie k[Y] do k(X).

Nech f*(u) = 0 pre nejaké u € k[Y], t.j. uo f(a) = 0 pre vietky a € X. Inymi
slovami to znamend, ze funkcia u je nulovd na f(X). Ak w nie je nulovd funkcia na Y,
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potom V'(u) je uzavretd vlastnd podmozina Y obsahujica f(X), ¢o je ale v rozpore s
predpokladom, ze f je dominantné zobrazenie.

Teda f* je vnorenie k[Y] — k(X), a toto sa jednoznane rozSiruje na vnorenie
E(Y) < k(X). Podobne ak g : Y — X je dominantné a fog, go f st identity na svojich
definiénych oboroch, mame tak, ze f*: k(Y) — k(X) je izomorfizmus poli.

Nech teraz naopak « : k(YY) — k(X) je izomorfizmom poli raciondlnych funkcii
variet X C A™ a Y C A™. Presne ako v pripade morfizmov pomocou « zostrojime
zobrazenie f: X — Y také, ze a = f*: zobrazenie f bude dané racionalnymi funkciami
fi = a(y:), kde y; € k[Y] je funkcia i-tej siradnice. Tak ako v pripade morfizmov, aj tu
Tahko overime, ze f* = « a tiez, ze f(X) C Y. Z vlastnosti, Ze « je injektivne zobrazenie,
usudime, Ze f je dominantné. Rovnakym spdsobom najdeme racionalne zobrazenie g :
Y — X a nésledne ukazeme, ze f je biracionalna ekvivalencia. U

PRIKLAD 3.42. Sturadnicové okruhy hyperboly (vid Priklad 3.10) a afinnej priamky
su rozne, teda tieto variety nie st izomorfné. No ich podielové polia izomorfné su, teda
variety st biraciondlne ekvivalentné, ako sme uz videli v Priklade 3.40.

DEFINICIA 3.43. Algebraicka varieta, ktora je biraciondlne ekvivalentnid A™ pre ne-
jaké n, sa nazyva raciondlna.

PRIKLAD 3.44. Kruznica X = V(22 +y? — 1) je racionélna krivka. Prislugné zobra-
zenia ziskame pomocou stereografickej projekcie: Nech (a,b) € X je pevne zvoleny bod
na krivke, napr. (a,b) = (0,1). Dalej si pevne zvolime v rovine priamku, napr. z-os.
Bodom (0, 1) budeme prekladat priamky. Kazda taka priamka pretina kruznicu v dvoch
bodoch: jednym z nich je bod (0, 1), druhym je bod, ktory biraciondlnou ekvivalenciou
previazeme s bodom na z-osi.

Priamka cez (0,1) a (¢,0) mé rovnicu z+t¢(y — 1) = 0. Jej prienik s kruznicou je bod

2t 21
2+1¢+1)°
¢fm méame dané zobrazenie A' — X. Inverzné zobrazenie X — A! nijdeme analogicky:

xr
r,Y)— ——.
@)=






KAPITOLA 4

Grobnerove bazy

1. Usporiadanie monémov

Pracujeme v okruhu polynémov k[zi,...,x,]. Pripomefime si oznacenie: ak a €
(No)™, ¢ize a = (a1, . .., ) kde a; € Ny, potom z® oznacuje moném
xa:xiél x%n

DEFINiCIA 4.1. Reldciu > budeme nazyvat usporiadanie monémov, ak
e > je linedrne usporiadanie monémov (je tranzitivne a md vlastnost trichoto-
mie),
e > je kompatibilné s ndsobenim (ak z® > 2P potom 2%z7 > 287 pre Iubovolné
a, 8,7 € (No)"),

e > je dobré usporiadanie (kazd4d mnozina monémov ma najmensi prvok).

Bude uzitocéné si uvedomit, ze podmienka, aby usporiadanie bolo dobré, je ekviva-
lentnd podmienke, ze kazda klesajica postupnost monémov

(4) > > >

je koneénd. Naozaj, majme klesajicu postupnost monémov (4). Ak této postupnost je
nekoneénd, potom mnozina {z®, B a7, } nemd najmensi prvok, ¢ize usporiadanie >
nie je dobré. Opacne, nech usporiadanie > nie je dobré, ¢ize existuje mnozina M =
{z%}aca, ktord nemd najmensi prvok, teda pre kazdy prvok z¢ € M (a € A) existuje
v M prvok z* (o/ € A), ktory je od neho mensi. Takto sme ale zostrojili nekoneénii
klesajicu postupnost.

Uvedieme si teraz najdolezitejsie priklady usporiadani monémov.

Lexikografické usporiadanie. Pre monémy 2%, 2% (o = (a1,...,a0), 8= (B1,...,Ba) €
(No)™) plati, ze £® >, 2°, ak pre prvy index i taky, ze o # f3;, plati oy > ;. TieZ inak
povedané, prvé nenulové ¢islo va — 8 = (a1 — f1,...,an — Bp) je kladné.

PRIKLAD 4.2. V lexikografickom usporiadani méme

T1 Zlex T2 Zlex L3 Zlex - - -
3 100
L1 >lex Ty Slex L2X3 >lex T3
TVRDENIE 4.3. Lexikografické usporiadanie je usporiadanie mondmov.

Dékaz. Kazdé dva rézne monémy vieme porovnat: ak z® # 2P, ¢ize a # (8, potom
existuje ¢ € {1,...,n} také, Zze a; # B;, a o poradi tychto dvoch monémov rozhodneme
podla prvého takého exponentu. Navyse z definicie usporiadania priamociaro vyplyva aj
tranzitivnost tejto relacie.

Nech teraz % >, 2°, teda existuje také i, ze a; > f3;, a pre vietky j < i plati
a; = ;. Potom plati aj o; +v; = B +vj pre j <4, a a; +7; > B; + i, €o je presne
podmienka pre x%x7 >, 2P,

37
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Pre vlastnost dobrého usporiadania, nech {z%},c4 je Iubovolnd mnozina monémov,
ukdzeme, ze ma najmensi prvok. Nech My = {2%},c4 je celd mnozina, a nech
M; = {z% € M;_1 | a; je minimalne vyskytujice sa v monémoch v M;_1}, j=1,...,n.

Pre kazdt mnozinu M; potom plati, Ze vSetky jej prvky st mensie ako fubovolny prvok
z Mj_1\Mj, a teda aj Iubovolny prvok z M\ M;. Navyse plati, ze M,, obsahuje jediny
monoém, ¢ize sme nasli najmensi prvok mnoziny M. O

Graduované lexikografické usporiadanie. Pre monémy =2, z? plati, ze 2 > glex 2P,
ak degz® > degzf, alebo ak degz® = dega? a z® >, 2°.

Graduované reverzné lexikografické usporiadanie. Pre monémy z®, z” plati, Ze
Z% > greviex P, ak degz® > deg 28, alebo ak degz® = deg 2P a x® <oy 2P.

PRIKLAD 4.4. V graduovanych usporiadaniach mame

2,2 7 2,2 7
12573 <glex ToT3 T125T3 <grevlex TaT3;
2,2 4 2,2 4
T1T3T3 >glex ToT3 T125T3 <grevlex ToT3;
DEFINicIA 4.5. Majme v k[z1,...,x,] zvolené usporiadanie monémov a uvazujme

polyném

f= anxo‘ € klz1,...,xn).

Vedici mondm polynému f (oznacovat ho budeme LM(f)) je najvacsi taky mondém
x®, pre ktory ¢, # 0. Clen c,z® sa potom nazyva veduci ¢len (oznacovany LT(f)) a
koeficient ¢, zas vedici koeficient polynému f (oznacovany LC(f)).

PRIKLAD 4.6. Majme polyném f = 5x129+725+19217 € k[z1, 72, 73]. Ak uvazujeme
lexikografické usporiadanie, tak vedicim ¢lenom je 5x1xo2. Ak by sme vsak uvazovali
niektoré z graduovanych usporiadani, tak vedicim ¢lenom je 19:L‘§7.

2. Algoritmus delenia

Uvedieme si teraz algoritmus delenia polynému kone¢nou mnozinou polynémov v
okruhu s viacerymi premennymi. Nasou motivaciou je pre dany polyném g a polynémy
fi1, ..., fs zistit, ¢i g patri idedlu, ktory je generovany polynémami fi, ..., fs. Budeme sa
snazit polyném ¢ zredukovat pomocou fi,..., fs na ¢o najjednoduchsi tvar a nasledne
rozhodntt tento problém. Algoritmus by mohol vyzerat takto:

VsTuP: polyném g a polynémy fi,...,fs z k[z1,...,2,] so zvolenym usporiadanim
mondomov.
VYSTUP: polyném r taky, ze g = >_ h;f; + r, kde r = 0 alebo LM(f;)  LM(r) Vf;.
ALGORIMUS:
e inicializacia: gg := g.
e iterdcia (cez i): Ak g; = 0, potom r := 0, a ukon¢i delenie.
Ak pre nejaké j plati, ze LM(f;) | LM(g;), tak

gi+1 = gi — (LT(g:) /LT (f)) [

Inak (vedici moném ziadneho polynému spomedzi fi, ..., fs nedeli vedici ko-
eficient g;) r := g¢;, ukonci delenie.
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PRIKLAD 4.7. Predvedme algoritmus delenia pre f; = zy+1, fo = y+1lag = zy’>+1.
Uvazujeme k[z,y| s lexikografickym usporiadanim.

® go—=9,

=g —-yh=-y+1,

® g2=g1+ fa =2
Nie je to ale jediny mozny postup: mohli by sme hned na zaciatku zacat redukovat
polyném g polynémom fy (vyskisajte si to!).

TVRDENIE 4.8. Vgpocet pomocou algoritmu delenia skonci po konecnom pocte krokowv.
Navyse, ak g; = 0 pre nejaké i, potom g € (f1,..., fs).

Dékaz. Skimajme vediice monémy polynémov g;. Pri konstrukeii polynému g; 41 sa ve-
dici ¢len g; vykrati s vedicim ¢lenom polynému (LT(g;)/LT(f;))f; a namiesto neho
pribudnt ostatné ¢leny tohoto polynému. Z kompatibility usporiadania monémov s né-
sobenim vsak vidime, Ze tieto nové monémy uz budi mensie (v nasom zvolenom uspo-
riadani), preto LM(g;+1) < LM(g;). Takze mdme klesajiicu postupnost monémov

LM(go) = LM(g) > LM(g1) > LM(gs) > ...

7 vlastnosti dobrého usporiadania vyplyva, ze tato postupnost je konecné, ¢ize sa pocas
vypoctu vykond len konec¢ne vela redukcii. Na konci ndm ostane bud g; = 0 alebo také
nenulové g;, ktorého veduci koeficient nie je delitelny vedicim koeficientom Zziadneho
fj- V prvom pripade spétnym dosadzovanim (ako v pripade rozsireného Euklidovho
algoritmu) dostdvame

g:h1f1+"'+hsf37

teda vidime, ze g € (f1,..., fs)- d

Bohuzial to, ze deliacim algoritmom sa nam podari g zredukovat na 0, je len po-
staCujlca, a nie aj nutnd podmienka pre g € (f1,..., fs), ako uvidime v nasledujticich
prikladoch.

PRIKLAD 4.9. Nech fi = zy + 1, fo = y> — 1 a g = xy? — x, uvazujme lexikografické
usporiadanie. Delme dvoma spdsobmi, pricom volime vzdy iné poradie polynémov, kto-
rymi redukujeme g. Jednym sposobom tak dostaneme vysledok —z — y, druhym sa ndm
podari zredukovat g na 0. Teda g € (f1, f2).

PRIKLAD 4.10. V Priklade 1.3(iv) sme uvazovali dvojbodovi mnozinu v rovine a
neskor sme videli, ze idedl, ktory ju definuje vieme generovat viacerymi spdsobmi, na-
priklad nasledovné dva idealy sa rovnaju:

(=1 =3),(z-1)y—4),(y—2)(x—-3),y-2)(y—4) = (¢ -D(z-3),z—y+1).
Nasim algoritmom delenia sa nam vsak podari ukazat iba o polynéme (z —1)(z — 3), ze
patri do oboch idealov.

3. Monomialne idealy

DEFINicIA 4.11. Idedl J C k[z1, ..., 2, sa nazyva monomidlny, ak je generovany
nejakou (nie nutne koneénou) mnozinou monémov.

TVRDENIE 4.12. Monomidlny idedl je generovany konecnou mmnoZinou monomov.

Dokaz. Nech
J = (xa)ocEA
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je monomidalny idedl. Uvazujme nasledovnii postupnost idedlov: zolme Iubovolné x“!
spomedzi generatorov idedlu J a oznacme

Jp = (z).
Ak J; # J, potom existuje medzi generdtormi idedlu J moném nepatriaci Jq, nech je to
x*2. Oznacme
JQ = (w‘a?‘).
Takto dostaneme postupnost idedlov
JI S CJ3C ...

Kedze okruh k[z1, ..., z,] je noetherovsky, tato retaz idedlov je konecnd, teda pre nejaké
N € N mame
Iy = (2, z%? .  xN) = .

O

Ukéazeme si teraz zakladné a velmi uzitocné vlastnosti prace s monomidlnymi poly-
némami.

TVRDENIE 4.13. Nech
J = (xai)ie{l,...,r} C k[xh e 73771]

je monomidlny idedl. Potom x® patri idedlu J prdve vtedy, ked je ndsobkom niektorého
z generdtorov idedlu J.

Dokaz. Jedna implikacia je trividlna. Dokaz druhej je viac uvedomovacie cvicenie nez
nejaké pocitanie. Kedze

o’ e J= (T%)ief1,r}s
existuju polynémy pq,...,p, také, ze

-
P’ = Zpixo"'.
=1

Kazdy z polynémov p; rozdelme na stcet jednotlivych ¢lenov, mame teda rovnost

T

=3 (Z cl.jx%j> 200

=1

Je zrejmé, ze moném z° z lavej strany rovnosti sa musi nachadzat spolu s nejakymi
nenulovymi koeficientami aj na pravej strane; nech z7“x® s vSetky tieto vyskyty, ¢ize

mame, ze
xﬁ — § Cux'Yuxav
u,v

a teda z | 28, O
TVRDENIE 4.14. Nech J je monomidlny idedl a f = ngxﬁ je polynom. Potom
f € J prave vtedy ked kazdy clen dgazﬁ patri idedlu J.

Doékaz. Dokazuje sa presne ako Tvrdenie 4.13: jedna implikicia je zjavna, pre dokaz
druhej nech f € J, a preto
T

Z dﬁxﬁ = Zr:pixa" = Z <Z cl-jx%j) e,
i=1

=1
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pre nejaké polynémy p;. Kazdy z monémov pri nenulovom koeficiente na lavej strane
rovnosti (t.j. kazdé z#, pre ktoré dg # 0) sa musi nachadzat spolu s nejakymi nenulovymi
koeficientami aj na pravej strane; nech x7*x® su vsetky tieto vyskyty, ¢ize mame, ze

dgxﬁ = Z Cu T

a teda dgz® € J. 0

7 uvedenych vlastnosti vyplyva, Ze monomidlne idealy st vypoctovo velmi jedno-
duché: vieme Tahko rozhodntt, ¢i nejaky polyném patri danému monomidlnemu ideélu,
lebo algoritmus delenia nam v tomto pripade d& vzdy spravnu odpoved, stac¢i redukovat
monoémami, ktoré generuju ideal: ak g € J, J monomidlny, potom podla Tvrdenia 4.14
kazdy ¢len polynému g parti do J, Specidlne, LT (g) € J. Z Tvrdenia 4.13 potom vidime,
ze LT(g) je delitelny niektorym generdtorom, a teda g mézme redukovat, az dostaneme
g; = 0 pre nejaké i.

Aj geometricky st monomidlne idedly velmi jednoduché, vid Priklady 1.12 a 1.13.

DErINicIA 4.15. V E[x1,...,x,] majme zvolené usporiadanie monémov. Nech I C
klx1,...,zy] je idedl. Idedl vedicich ¢lenov idedlu I je

LT(I) = (LT(f) [ f € D).

DEFINicIA 4.16. V k[xq,...,x,] majme zvolené usporiadanie monémov a nech I C
klx1,...,zy] je idedl. Grébnerova bdza idedlu I je mnozina polynémov
{fi..... fut CI

taka, ze LT(I) = (LT(f1), ..., LT(fx)).

Je zrejmé, ze ak {f1,..., fr} je Grobnerova baza idedlu I, potom (f1,..., fr) C I,
ale zatial nie je jasné, ¢i tieto dva idedly sa rovnaju, t.j. ¢i Grobnerova baza generuje
cely ideal I.

VETA 4.17. Vk[x1,...,zy] majme zvolené usporiadanie mondmov. Nech I C k[z1,. ..
je idedl a nech { f1,..., fr} je jeho Grébnerova baza. Potom algoritmus delenia redukova-
nim polynomamsi f1, ..., fr, vZdy sprdvne rozhodne, ¢i dany polyném patri I. Presnejsie,
ak g € I, tak delenim polynomami fi,..., fr zredukujeme g na 0.

DOSLEDOK. Grébnerova bdza idedlu je jeho mnoZinou generdtorov.

Dékaz. Vieme, ze ak {fi,..., fr} je Grobnerova baza idedlu I, potom (f1,..., fr) C I.
Nech teraz g € I. Podla Vety 4.17 algoritmus delenia tento polyném zredukuje do 0 a
preto podla Tvrdenia 4.8 g € (f1,..., fx)- O

Dokaz Vety 4.17. Nech g € I. Pri aplikovani deliaceho algoritmu vypocitame g; ako
g1 = go —mfj, kde m je podiel veducich ¢lenov gg a f;. KedZe gg = g € I, potom zrejme
aj g1 € I. Indukciou takto dostavame, ze g; € I pre vsetky g; v priebehu vypoctu.
Predpokladajme, ze v algoritme dospejeme k takému g;, ze g; # 0, ale g; sa uz neda
redukovat dalej. Ze sa nedd redukovat znamend, Ze vediici ¢len g; uz nie je delitelny
vedicim ¢lenom ziadneho z polynémov fi, ..., fr. Podla Tvrdenia 4.13 to znamen4, ze

Avsak toto je idedl vedicich ¢lenov idedlu I, a preto potom g; ¢ I, ¢o je spor. Polyném
g sa preto v kazdom kroku algoritmu dé redukovat, az kym nezostane 0. O

Zn)
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PRIKLAD 4.18. Nech f; = 22 —4x+3, fo = —y+1 € k[z,y], uvazujme lexikografické
usporiadanie. Zoberme idedl dvojbodovej algebraickej variety I = (f1, f2) C k[z,y]. Uz
v Priklade 4.10 sme sa presvedc¢ili, ze pomocou tychto dvoch generatorov nie je mozné
deliacim algoritmom zredukovat kazdy polyném idedlu I na nulu. Z Vety 4.17 potom uz
vyplyva, ze {f1, fo} nie je Grobnerova baza idedlu I. Bude ale pou¢né tento fakt overit
aj priamo pomocou definicie Grébnerovej bazy.

Ideal generovany vedicimi ¢lenmi nasich generatorov je

(LT(f1),LT(f2)) = (2%, 2) = (o).
Polyném g = (y—2)(y—4) = y?—6y+8 patri idealu I, lebo g = f1+(—x—y+5)f2. Jeho
vedici ¢len je LT(g) = y? a zrejme y? ¢ (x), teda mame, ze LT(I) # (LT(f1),LT(f2)),
a preto podla definicie {fi, fo} nie je Grébnerovou bazou.

PRIKLAD 4.19. Nech I C k[x1,...,x,] je hlavny idedl, teda I = (f), f € k[x1, ..., xy).
Kazdy polyném g € I je ndsobkom polynému f, t.j. ¢ = hf pre nejaké h € k[z1,...,x,).
Kedze akékolvek usporiadanie monémov je kompatibilné s nasobenim, plati LT(g) =
LT(h)LT(f),ateda LT(g) € (LT(f)). V tomto pripade teda mame, ze LT(I) = (LT(f)),
preto generator hlavného idedlu je aj jeho Grobnerovou bazou vzhladom na ktorékolvek
usporiadanie monémov.

PRIKLAD 4.20. Majme idedl I = (y— 22,z —23) C R[z, y, 2], uvazujme lexikografické
usporiadanie také, ze z > y > x. UkdZeme, ze {y — 22, 2 — 23} je Grobnerova baza idealu
I.

Plati, ze (LT(y — 22),LT(z — 23)) = (y, 2). Nech g je nenulovy polyném taky, ze
LT(g) ¢ (v, 2). Z lexikografického usporiadania dostavame, ze g neobsahuje premenni
y ani z, teda ¢ je polyném iba v premennej z: ¢ = 2" + an_12" ' + --- + ag. Ak by
platilo, ze g € I, znamenalo by to (g) C I, a teda V(I) C V(g). Mnozina V(I) je krivka
(t,t2,1%), mnozina V(g) je zas zjednotenim rovin (x — b;), kde b; st rieSenia polynému
g. Kedze vsak pole R je nekonecné, vidime, ze V(I) ¢ V(g): nech a € R je také, ze
g(a) # 0, potom (a,a?,a3) € V(I), ale (a,a?,a) ¢ V(g).

4. Vypocet Grobnerovej bazy

Videli sme, ze overovat z definicie, ¢i dand mnozina polynémov tvori Grébnerovu
bazu idedlu, ktory generuje, si v kazdom konkrétnom priklade vyzaduje dost invencie.
Uvedieme si teraz kritérium, pomocou ktorého budeme méct takyto test urobif pre
kazdd zadand mnozinu generatorov. Jeho zdkladna myslienka je ilustrovana nasledov-
nym prikladom.

PRIKLAD 4.21. Uvazujme f; = xy? + x + 1, fo = 2%y — 1 € k[z,y], usporiadanie
lexikografické. Ak chceme zistit, ¢i {f1, fa} je Grobnerova baza idedlu I = (f1, f2), sna-
7ime sa najprv nijst polyném g € I taky, aby LT(g) ¢ (LT(f1),LT(f2)) = (zy?, 2%y).
Skusme vytvorit takd kombindciu f1 a fo, aby sa vedice ¢leny oboch polynémov navza-
jom eliminovali:

gi=zfi—yfo=a(xy’ +z+1)—y@’y—1) =2 +z+y.
Plati, ze
LT(g) = 2* ¢ («%y, zy°),
a teda nejde o Grobnerovu bazu.

DErINiCcIA 4.22. Nech z,2% € k[z1,...,2,] st monémy. Najmensim spolocngm
ndsobkom monémov z®, 2° nazjvame moném z7 € k[x1, ..., x,], kde v; = max{ay, §;}.
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DEFINicIA 4.23. S-polyndmom polynémov f, g € k[x1, ..., x,] nazgyvame polyndém
S(f.9) = o f -
g - 9,
LT(f)"  LT(9)

kde z7 je najmensi spolo¢ny nasobok monémov LM(f), LM(g).

PRIKLAD 4.24. Nech f = 23y? — 22y + 2, ¢ = 3z*y + 3%. Najmensim spoloénym
nasobkom vedicich monémov je z%y?. Teda

2y 4,2 3
ry y .33 2 Y
S(f,g9) = 2f 3$4yg—xf—§g——wy +at -
VETA 4.25 (Buchbergerovo kritérium). V okruhu k[z1,. .., z,] so zvolengm uspo-
riadanim monémov majme polynomy fi, ..., fs. Tieto polynémy tvoria Grébnerovu bdzu

idedlu (f1,...,fs) prave vtedy, ked algoritmus delenia (polyndmami fi,..., fs) redukuje
kazdy S-polynom S(fi, f;) (i, =1,...,k) do nuly.

Dékaz. 7 Vety 4.17 vyplyva, ze ak { f1, ..., fs} je Grobnerova béza, tak kazdy S-polyném
je algoritmom delenia zredukovany do nuly, lebo S(f;, fj) € (fi,..., fs) pre vSetky 4, j.
Pre opa¢nii implikdciu nech sa vSetky S-polynémy algoritmom delenia zredukujt

do 0. Predpokladajme, ze {fi,..., fs} nie je Grobnerova baza, teda existuje polyném
g€ (fir-.., f,) taky, 7o

(5) LT(9) ¢ (LT(f1), ..., LT(fs)).

Nech

(6) g=gfi+ - +9gsfs

je reprezentacia polynému g pomocou generdtorov idealu, ktord spiiia nasledovné pod-
mienky:

(1) 2° = max{LM(g;f;) | i = 1,...,k} je miniméalny,

(2) pocet takych i, ze LM(g;f;) = x° je minimélny.
Po vhodnom preusporiadani fi, ..., fs mézme predpokladat, ze

2 =LM(g1f1) = LM(gafs) = --- = LM(g,f) a LM(gif;) < a® pre i > r.
Z (5) vyplyva, ze LM(g) # °, teda x° na pravej strane rovnosti (6) sa musi vykra-
tit, preto existuji aspon dva séitance, ktorych vedici moném je z°, teda LM(g1f1) =
LM(ggfg) = .%'6.
Zoberme si teraz S-polyném S(fi, f2):

™) S(frofo) = e fi o f

PETLT(R)T LT(f)
kde z7 je najmensim spoloénym nasobkom monémov LM(f1), LM(f2), a preto 27 | 29.
Kedze tento polyném sa deliacim algoritmom pomocou {fi,..., fs} zredukuje do 0,

spatnym dosadzovanim dostaneme vyjadrenie
(8)  S(fi, f2) Zh fi,  pricom  LM(hif;) < LM(S(f1, f2)), i =3,...,s.

(Rozpiste si to, aby ste si overili tvdenie o vedicich monémoch!) Z (7) a (8) dostavame
rovnost

x7 x7 -
LT(fl)fl - LT(f2)f2 - Zz; hifi =0
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Tito rovnost prendsobime monémom z? /z7, vhodnou konstantou a pripoé¢itame k (6),
aby sme dostali nové vyjadrenie

g:§1f1+"'+§sf57

kde LM(gafo) < 2°. Pri tejto akeii vediici moném v §1 fi nevzrastol a vedtice monémy
v ostatnych séitancoch ostali mengie ako 2, ¢o je spor s minimalitou vo vyjadren{ (6).
Preto {f1,..., fs} je Grobnerova baza. O

PRIKLAD 4.26. Vyriesme Priklad 4.20 pomocou Buchbergerovho kritéria. Idedl je
generovany dvoma polynémami, f; =y — 22, fo = z — &3, preto potrebujeme overit len
jeden S-polyném:

S(f1, fa) = 2f1 — yfa = —za® + ya®.
Aplikujme na tento polyném deliaci algoritmus:
e g0 =S(f1, f2) = —za® + ya?,
o g1 =go+a>fo = ya® - 2?,
[ 92:glf563f1 =0.
DOsSLEDOK (Buchbergerov algoritmus). V okruhu klzi,...,x,] so zvolengm

usporiadanim monomov majme polynomy f1,..., fs. Grobnerovu bdzu idedlu (fi,..., fs)
ziskame nasledovnym sposobom.:

VSTUP: polynémy fi,...,fs z k[x1,...,x,] so zvolengm usporiadanim monémov.
VYsTUP: Grébnerova biza G idedlu (f1,. .., fs).
ALGORIMUS:

e inicializacia: G :== {f1,..., fs}
e iterdcia:

— Prevsetkyi,j =1,...,|G|, i # j nech r;j je zvysok po aplikovani algorimu
delenia na polynom S(fi, f;) (t.j. LT (rij) nie je delitelny Ziadnym vedicim
clenom spomedzi polynémov f1,..., fs).

— Ak vsetky r;j = 0, potom G je Grobnerova bdza, koniec algoritmu.

— Inak G := GU{fig|+1,- - fig|+s) Je novd mnoZina generdtorov idedlu, kde
fiG1+15 -+ flg|+s SU nenulové rij.

— Opakuj iterdciu pre tito novd mnozinu generdtorov.

Dékaz. Z Buchbergerovho kritéria vyplyva, Ze ak sa algoritmus zastavi, na konci do-
staneme Grobnerovu bézu idedlu (f1,..., fs). Treba len ukédzat, ze algoritmus naozaj
zastane po konec¢nom pocte krokov.

Ozna¢me G1 = {fi,...,fs} (mnozina generatorov), J; = (LM(f1),...,LM(fs))
(idedl generovany vedicimi mondémami generatorov). Ak sa niektory z S-polynémov
nedd pomocou Gy zredukovat na 0, znamena to, LT(r;;) ¢ J; pre prislusny S-polyném.
V dalsom kroku algoritmu potom dostavame

G2 :{flv'"7fSafS+1a"'7fS+t}
aJo = (LM(fl)v cee vLM(fS)’LM(fSJrl))' . -aLM(fs+t))7

pricom plati J; C Jo. Ku kazdej iteracii algoritmu teda mozme skonstruovat monomialny
idedl (generovany veddcimi mondémami mnoziny generatorov), pri¢om plati

JCHCJC. ...
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Okruh k[z1,...,x,] je ale noetherovsky (désledok Hilbertovej vety o béze), a preto této
postupnost idedlov musi byt konec¢na. Posledny idedl Jy potom zodpovedd mnozine
generatorov G, ktord je uz Grobnerovou bazou idedlu (fi,..., fs). O

PRIKLAD 4.27. Najdime Grébnerovu bazu idedlu (22 — y, 23 — 2) v lexikografickom
usporiadani (z >y > z).

Ozna¢me f; = 2 3

- Y, f2 =T — =z

S(fi,fo)=xfi— fo=—ay+2.
Tento polyném sa nedd redukovat pomocou { f1, f2}. Preto ho priddme do mnozZiny gene-
ratorov: f3 = —xy+ z. Pre dalSiu iterdciu programu mame teraz generéatory { f1, fo, f3}.
S-polyném polynémov fi, fo uz nemusime uvazovat, lebo touto novou mnozinou ge-
neratorov sa urcite di redukovat do 0 (vyskusajte si to, ak Vam to nie je zrejmé!).
Potrebujeme teraz preskusat

S(fi f3) = yfr+afs =az—y°
S(far f3) = yfo+a°fz =12 —yz.
Polyném S(f1, f3) sa pomocou {f1, f2, f3} nedd redukovat, teda oznacime fy = zz — y.

Polyném S(fa, f3) deliacim algoritmom pomocou {f1, f2, f3} zredukujeme do 0. Nova

mnozina generatorov je {f1, fa, f3, fa}.

V dalsej iteracii zistime, ze okrem S(f2, f1) = y> — 2% sa nam vsetky S-polynémy
podari zredukovat, preto novd mnozina generatorov je {f1, f2, f3, f1, fs }» s f5 = y° — 2°.
V tejto sa uz vietky S-polynémy redukuji, takze Grobnerova béaza idedlu (22 —y, 23 — 2)

je {f17f27f3af47f5}'

PozNAMKA 4.28. Ak {fi,..., fr} je Grobnerova baza idedlu I = (fi,..., f;) a ak
f € I, potom zrejme aj {f1,..., fr, f} je Grobnerova baza I.

2

ZAVER. Vyriesili sme problém, ktory sme si v tejto kapitole sformulovali: pre dané
polynémy g a fi,..., fs z k[x1,...,z,] vieme rozhodnut, ¢i g € (fi1,..., fs):
e Zvolime si usporiadanie monémov (najvhodnejsie je spravidla graduované re-
verzné lexikografické, vtedy je vypocet Grobnerovej bazy najrychlejsi).
e Najdeme Grobnerovu bazu {hy,...,h,} idedlu (f1,..., fs).
e Aplikujeme deliaci algoritmus, kde g redukujeme polynémami hq, ..., h,.
e g€ (fi,...,fs) prave vtedy, ked sa ndm ho podari zredukovat do 0.

5. Systémy pocitacovej algebry (CAS, computer algebra systems)

Grébnerove bazy st velmi uzitoénym nastrojom pri manipulécii s polynémami, no
na druhej strane ich vypocdet je velmi pracny. Prirodzene preto si prislusné algoritmy
implementované v Specidlnych tzv. systémoch pocitacovej algebry a neustale optimali-
zované. Medzi tieto systémy patria:

o Komercné:
— Magma, Maple, Mathematica,...
e Volne dostupné:
— Macaulay2 (macaulay2.com, web.macaulay2.com), $pecidlne zamerany na
algebraickil geometriu,
— Singular (www.singular.uni-kl.de) - asi sa uz nevyvija (?),
— Sage (www.sagemath.org) - ambiciézny projekt, alternativa k Magme,
— Maxima,

— CoCoa,
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— ... a mnohé dalsie.
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KAPITOLA 5

Grobnerove bazy a eliminacia

1. Premietanie a eliminac¢ny ideal

Podstatou teorie eliminacie je snaha zredukovat ststavu rovnic s vela premennymi
na sustavu s menej premennymi. Existuje viacero pristupov k tomuto problému. V
tejto Casti si uvedieme pristup pomocou Grobnerovych baz, neskor sa zozndmime este s
postupom vyuzivajicim rezultanty.

PRIKLAD 5.1. Chceme ndjst vSetky rieSenia ststavy rovnic v Clx, y, 2]:

?hy+z = 1
4yt = 1
r+y+22 = 1,

Cize chceme vymenovat vsetky body algebraickej variety
X=V@*+y+tz-—lLz+ty’+z-lLzt+y+22-1).
Geometrisky moézme postup popisat nasledovne:

(1) Premietneme X na z-os a nijdeme body tohto priemetu. Algebraicky potre-
bujeme najst polyném f(z), ktorého korene budi presne body priemetu X do
2-0si.

(2) Néjdeme riesenia rovnice f(z) =0 (tzv. ciastocné riesenia).

(3) Budeme sa snazit rozsirovat Ciastoéné rieSenia na upiné riesenia, teda skisime
postupne dopocitat druhi a prva siradnicu.

S tazkostami sa stretavame hned pri prvom kroku, pretoze priemet algebraickej va-
riety nemusi byt algebraicka varieta:

PRIKLAD 5.2. Nech X = V(2y — 1) C A% Nech 7 je priemietanie na os y:
m: A2 5 AL (z,9) — .
Potom 7 (X)) pozostava zo vSetkych bodov na y-osi, okrem pociatku (0, 0), ¢o podla nasej
definicie nie je afinnd algebraicka varieta.
7Z tohto prikladu vidime, ze ¢o sa tyka popisu priemetu algebraickej variety, najlepsie,
v ¢o mozme dufat, je ndjst rovnice najmensej algebraickej variety, ktord tento priemet
obsahuje.

Ak S C A" je Iubovolnd mnozina, symbolom S budeme oznacovat uzdver mnoziny
S v Zariskiho topoldgii, teda je to najmensia algebraicka varieta obsahujica S.

LEMA 5.3. Nech S C A", potom V(I(S)) = S.

Doékaz. Plati, ze V(I(S)) D S, a odtial potom mame, ze V (I(S)) D S. Navyse plati, ze
V(I(S)) =V (I(9)), a jednu inkliziu sme ukéazali.

Pre opac¢nti inkltziu, zrejme S C S, a kedZe S je algebraicka varieta, tak S = V(J)
pre nejaky ideal J. Z S C V(J) potom mame V(I(S)) c VI(V(J))=V(J)=S. O

47
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TVRDENIE 5.4. Nech J C k[xy,...,xz,] je ideql, X = V(J) C A" a nech 7 je
premaietanie
m: A" = A" (21, ) = (Tpg, e, Tp).
Potom
m(X) CV(JINk[zri1,...,2n]).
Dokaz. Pullback premietania 7 je vnorenie
T k[Tyg1,y ] o k[T, T
Teda ak f € k[zy41,...,2y), tak 7" f je polyném f chipany ako polyném v okruhu
k[.%'l, ey xn].

Ukazeme inkliziu 7(X) C V(J N k[xyy1,...,25]), z nej uz potom vyplyva inkli-
zia m(X) C V(J N Ek[xyy1,...,2,]). Nech o' = (ap41,...,a,) € 7(X), CiZe existuju
ai,...,a, € k také, ze a = (aq,...,a,) € X. Dalej nech f € JNk[x,41,...,x,]. Potom

f@) = flarsr, -y an) = (7" f)(ay, ..., an) = (77 f)(a) = 0
lebo * f € J, pricom 7* f je ten isty polyném ako f. a
VETA 5.5. Nech X C A"(k) je varieta, nech J = I(X) a nech 7 je premietanie
m: A" = A" (21, xn) = (Tpg1, - D).

Potom

(X)) = V(J N klzrat,. ... 2n)).

Dokaz. Jedna inklizia vyplyva z Tvrdenia 5.4. Pre dokaz opacnej iklizie zoberme f €
I(m(X)), ukdzeme, ze f € JNEk[xri1,...,Tp).

Zjavne I(m(X)) C klxy41,..., 2y, preto f € k[zy41,...,2y,]. Potrebujeme este ove-
rit, ze f chdpany ako polyném okruhu k[zy,...,x,| patri idedlu J. Kedze f € I(7(X)),
méme f(a’) = 0 pre vSetky o’ € 7(X). Ak a je ITubovolny bod na variete X, potom
analogicky ako v predchadzajicom dokaze

(*f)(@) = f(a) =0 Vae X.
Preto n*f € I(X) = J. Ukazali sme, ze I(m(X)) C J Nk[zrt1,...,2,], a tak
V(JNEk[zrs1,...,z0]) CV{I(7(X))) = 7(X).

O

VETA 5.6. V predpokladoch Vety 5.4 nech je pole k algebraicky uzavreté (napr.
k= C). Potom
(X)) =V(JNklxri1,...,z)).

Dokaz. Najprv sa presvedéime, ze
VINE@e1, . zn) = T N E[E, ..., 2.

Skutoéne, ak f € v/ JN klxy41,...,zy], lahko overime, Ze toto je ekvivalentné s tvrdnim
f* e JNk[x,yq,...,2,] pre nejaké d € N (preverte si detailne obe implikacie!), ¢o je uz
zrejme ekvivalentné s tvrdenim, ze f € \/J N[y, ..., Tnl.
Takze mozme pisat
m(X) = VUI(X)Nklxrsi1,...,zn]) = VI(V() N Ek[xrs1, ... zp])

= VVINk[Zrsts .. zn]) = V(NI O k[Zrsts - 20])
= V(Jﬂk‘[$r+1,...,$n]),
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kde prva rovnost vyplyva z dokézanej Vety 5.5 o projekcii, Stvrtd rovnost z prave pre-
verenej rovnosti idedlov a tretia z Nullstellensatz, a na zaver piatu rovnost sme ukazali
s vlastnostami radikalu idealu. O

Ak X = V(J), kde J je lubovolny idedl, a pole, nad ktorym pracujeme, nie je
algebraicky uzavreté, rovnost skutoc¢ne dokazat nemozeme:

PRIKLAD 5.7. Majme ideal J = (y, 2% +1) C R[z,y] a oznac¢me X = V(J) C A%(R).
Plati, ze X = (), preto aj 7(X) = 0 a m(X) = 0 (7 je projekcia za druht suradicu:
(a,b) — (b)). Naproti tomu, mbzme sa presved¢it, ze JNR[y] = (y): ucite (y) C JNRJy],
kedze y € JNR[y], pricom (y) obsahuje vSetky polynémy v premennej y bez absolitneho
¢lena; ak by J NR[y] mal obsahovat viac polynémov, obsahoval by uz aj 1, ale 1 ¢ J,
spor. Preto V(J NR[y]) = {(0)} # 0.

Tvrdenie 5.5 ani Tvrdenie 5.6 sa neda v tomto pripade aplikovat, lebo jednak pole
R nie je algebraicky uzavreté, a tiez I(X) # J, lebo I(X) = (1) = Rz, y]. V tomto
priklade naozaj nastéava vlastnd inklizia 7(X) C V(J N k[y]).

DEFINICIA 5.8. Nech J € k[z1,...,z,] je idedl. Idedl
JNE[Zrg1, ..., Tp]

nazgyvame r-ty eliminacny idedl idedlu J.

VETA 5.9 (o elimindcii). V okruhu k[z1,...,x,] wvaZujme lexikografické usporia-
danie (ry > xg > -+ > x,). Nech J C k[x1,...,x,] je idedl a G jeho Grébnerova bdza.
Potom

JNE[zri1,. .., 20 = (GOE[Try1, ..., Tn)).

Dokaz. Zrejme plati, ze (G N k[xyy1,...,2n]) C J N k[Tr41,...,2,]. Potrebujeme teda
este dokazat, ze ak f € J N k[zy41,...,2y,], potom f je generovany polyndémami z
G N k[zy41,...,xy]. Toto ukdZeme pomocou algoritmu delenia. Kedze f € J a G je
Grobnerova baza idealu J, algoritmom sa ndm f podari zredukovat na 0, a f napiSeme
ako kombinéciu polynémov z G, ktoré sme pri redukcii pouzili. Uvazujeme lexikografické

usporiadanie, a preto G N k[z,41,...,x,] s presne tie polynémy z G, ktorych veduci
moném obsahuje len z,41,...,z,. Kedze aj f € k[z;41,...,2y], pri redukcii budeme
pouzivat len polynémy z G N k[x,41,...,Zy,], preto

F= hifi, kde fi € GOklry1,...,2n] & by € K[Tpy1,. .., 0]
O

PRIKLAD (dokoncenie prikladu 5.1). Néjdeme Grobnerovu béazu idedlu I = (22 +
y+z—1,x24+y>+2—1,2+y+ 2% —1) pri lexikografickom usporiadani (ide o redukovant
bazu, najdenti pomocou Sage):

g = v+y+2 -1,
o=y -y-2+z

1 1
a2 to4 12
92 = Yz~ + 2% T 3%
g3 = 25 —dzt 4423 — 22
7 predchédzajicej vety vyplyva, ze uzaver priemetu variety do z-osi je popisany idedlom

INkfz] = (2% — 42% 4+ 423 — 22).
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Riesenia rovnice g3 = 0 ndjdeme pomocou faktorizacie polynému g3 (tieZ pouzijeme
Sage):
g3 =22 (z = 1)?%(2* + 22 - 1),
teda mame z € {0,1, —1 £ v/2}. Stradnicu y dopoéitame k tymto ¢iastoénym rieseniam
pomocou g2 a g1, a napokon suradnicu x pomocou gg. Dostdvame spolu pat rieSeni
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),
(=1 +V2,-14+V2,-1+2),
(—1-v2,-1-v2,-1-V2).

PRrIKLAD 5.10. Hladajme pomocou elimindcie (nad algebraicky uzavretym polom)
rieSenia sustavy

zy =1
rz = 1.
Grobnerova baza prislusného idedlu pri lexikografickom usporiadani je
G={y—zuzz—1}
Druhy eliminac¢ny ideal je
J N k2] = (GNk[z]) = (0),
teda Tubovolnd hodnota z je ¢iastoénym rieSenim. Geometricky (Veta 5.6) to znamena,

7e uzaverom priemetu tejto algebraickej variety na os z je celd os. V druhom kroku
uvazujeme prvy eliminacny idedl

JNkly,z] = (GNEkly,z]) = (y —2).

Vidime, zZe kazdé Ciastocné riesenie vieme jednoznacne rozsirit na ,,dvojstradnicové”,
a sice rieSeniami su dvojice (y,z) = (a,a) pre Iubovolné a € k. Znova si vSimnime
geometricky vyznam tychto rieseni: uzaverom priemetu algebraickej variety do roviny
yz je priamka definovana rovnicou y = z. Nakoniec, pri hladan{ tplnych rieseni (teda s
troma stiradnicami) pouzijeme zostavajuci polyném xz — 1 z Grobnerovej bazy. Okrem
rieSenia (y, z) = (0,0) vieme vsetky rozsirit. Toto presne zodpovedd geometrickej situ-
acii: bod (0,0) € w(X), ale (0,0) ¢ w(X). Teda rieSenia pociatocnej ststavy st tvaru
(a=Y,a,a), a #0.

Videli sme, ze nie kazdé ciastoéné riesenie sa dé rozsirit na tplné. Nie je lahké
charakterizovat situdciu, kedy sa rieSenie rozsirovat d4 a kedy nie. Analyza podmienok
pre moznost rozsirenia je predmetom Studia tedrie eliminécie.

ZAVER. Grobnerove bazy st ndstrojom na rieSenie sistavy algebraickych rovnic.
Pomd&haji ndm zodpovedat o danej stustave otdzky, ¢i je tato sustava riesitelnd, ¢i ma
konecne vela rieSeni a v pripade, ze ano, vieme pomocou Grobnerovych baz najst vsetky
riesenia.

2. Radical membership

Ohladne prace s radikalovymi idedlmi existuji a v systémoch pocitacovej algebry
mozete najst implementované algoritmy pre riesenie tychto promlémov (s rasticou ob-
tiaznostou):

e zitit, ¢i dany polyném patri radikédlu danOho idealu,
e overif, ¢i je dany idedl radikalovy,
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e najst radikal daného idedlu.

Uvedieme si tu riesenie len pvého z tychto problémov.
Pole k nemusi byt algebraicky uzavreté.

TVRDENIE 5.11. Nech I = (fi,..., fr) C k[z1,...,x,] je idedl. Potom
fevI prive vtedy, ked (f1,...,fr 1 —yf) =klz1, ..., 20,y

Dékaz. Nech 1 € (f1,..., fr,1—yf). Potom tplne takym istym postupom ako v poslednej
Casti dékazu 1.74 (nahradenie premennej y vyrazom 1/f) zistime, ze f¢ € I pre nejaké
deN.

Nech teraz naopak f? € I pre nejaké d € N. TakZe mame polynémy p,...,p, €
klzy,...,zy), Ze

&= pifi Aok |y
iy = prfiyt+ -+ fry?
1= pfiy’+ 4oyt + (1= fhy%)
1= phy'+-+pfoy’ + (= fy) L+ fy+ Py + -+ [0,

¢izel € (f1,..., fr,1—yf), €o presne znamena, ze (fi,..., fr, 1 —yf) = k[z1,...,Zn,y].
Il

Pre vyuzitie tohto tvrdenia v algoritme potrebujeme urobit este jedno drobné pozo-
rovanie: ak 1 € I, tak 1 sa urcite nachadza v Grobnerovej béze idedlu I pri akomkolvek
usporiadani monémov. Naozaj, vediice ¢leny polynémov Grobnerovej bazy generuju ideal
vedtcich ¢lenov. Ak 1 € I, tak Grébnerova béza musi obsahovat polyném, ktorého ve-
dici ¢len je (az na nasobok nenulovou konstantou) rovny 1, ¢ize musi obsahovat priamo
polyném 1.

Vstup: idedl (f1,..., fx) C k[z1,...,2,) a poyném f € k[zy, ..., z,)].
VYsTUP: Rozhodnutie, ¢ f € \/(f1,-.., fk)-
ALGORIMUS:

e Najdi Grobnerovu bazu G idedlu (fi,..., frx,1 —yf) C klz1,...,2n,y] (pri
fubovolnom usporiadani).
o f€klxy,...,z,] prave vtedy, ked 1 € G.

Prave ukazany algoritmus mozme vyuzit aj pre porovnanie radikalov dvoch danych
idedlov I a J, presnejsie zistit, ¢ I = v/J. Za tymto cielom potrebujeme overif, &
I c VJaJ c VI Naozaj, ak I C +/J, potom plati VI C \/T = +/J a naopak,
inklazia J C v/I implikuje inklaziu vJ C V1.

Vstup: idedly I = (f1,..-, fx),J = (91,---,q1) C k[x1,...,xp].

VYsTup: Rozhodnutie, & I = +/J.

ALGORIMUS:
e Pre kazdy generator f; idedlu I zisti, ¢i f; € v/J (predchadzajici algoritmus).
e Pre kazdy generdtor g; idedlu J zisti, ¢i g; € V.
e /T =+/J prave vtedy, ked vSetky testy presli s pozitivnym vysledkom.
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PRIKLAD 5.12. Nech
I = (zy? + 2%, 21222 + 1) € k[z,y)].

Zistime, & f = y—a? + 1 parti V1.
V okruhu k[z,y, 2] s lexikografickym usporiadanim najdeme Grobnerovu bazu idealu

I = (zy®+ 2%, 22202 4+ 1,1—2(y—2? + 1)) C k[z,y, 2].
Vypoditans baza obsahuje polyném 1. To znamena, ze f = y—z2 +1 € /1.
3. Prienik idealov
TVRDENIE 5.13. Nech I,J C k[z1,...,xy,] si idedly. Potom
INJ=((1-=¢t)I+(t).J)NEk[x,..., 2]
Dokaz. *** doplnit *** a

Algoritmus:

Vstup: idedly I,J C k[xy,...,z,]
Vystup: Ideal 1N J.
ALGORIMUS:

e 7 generatorov idedlov I a J skonstruuj generdtory idedlu (1 —t).I + (t).J.

e V usporiadani monémov, kde ¢t > x; pre vSetky ¢ = 1,...,n ndjdi Grébnerovu
bézu G idedlu (1 —t).1 + (t).J

. IﬂJZGﬂk‘[ml,...,.%n].

4. Implicitizacia
4.1. Parametrizicia polynomickymi funkciami.

PRIKLAD 5.14 (varieta doty¢nic vinutej kubiky). Vieme uz, Ze body vinutej
kubiky V(y — 22,z — 2%) C A3(R) mézme parametrizovat (¢,t2,1%), t € R. Skisme teraz
popisat plochu, ktorta vytvoria dotycnice tejto krivky v kazdom jej bode.

Doty¢nica v pevne zvolenom bode (tp, t(%, t%) tejto krivky ma smer

(1, 2to, 3t3),
Cize jej parametrické vyjadrenie je
(to + u, 13 + 2tou, tg + 3tdu),
kde u je parameter priamky. Parametrizacia plochy dotycnic je tak zobrazenie
o: A2 — A3
(t,u) = (t +u, t? + 2tu, t3 + 3t%u).
Obrazom bodu (¢,u) € A? je bod (x,y,z) € A3, pre stradnice ktorého plati

r = t4u,
y = t>+2tu,
z = 3+ 3t

Presvedéime sa, ze obrazom zobrazenia ¢ je plocha X uréend rovnicou

4oz — 3x2y2 — b6zyz + 4y3 + 22 =0.
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Jedna inkluzia je priamociara: ak parametrické vyjadrenie dosadime do implicitnej rov-
nice, dostaneme konstantny nulovy polyném. T¥m sme overili, Ze pre vietky (t,u) € A2
plati, Ze p(t,u) € X, a teda ¢(A?) C X. Ostéva teda overit, Ze namiesto inklizie plati
rovnost. Hladanie rovnic obrazu takéhoto zobrazenia sa nazyva aj implicitizdcia.

Vo vseobecnosti obrazom algebraickej variety (v nasom priklade je to A2?) v poly-
nomiilnom zobrazeni nemusi byt algebraickd varieta — videli sme napriklad, ze priemet
hyperboly na niektord os je priamka bez jedného bodu. Algebraickou varietou nemusi
byt dokonca ani obraz afinného priestoru:

PRIKLAD 5.15. Parametrizdcia pokryvajiica jednodielny rota¢ny hyperboloid priam-
kami *** doplnit ***

Pri implicitizacii sa preto snazime najst rovnicu (rovnice) popisujicu uzaver obrazu
parametrizacie v Zariskiho topolégii. Majme teda zobrazenie ¢: A™ — A" (t1,...,tm) —
(z1,...,z,) dané predpisom
r, = Qpl(tla e ,tm)

(9) :
Tn = @n(ti, ... tm)
kde ; st polynémy, chceme najst algebraicku varietu ¢(A™).

Uvazujme idedl I C k[t1, ... ,tm, @1, ..., Ty,

I= (wl - (pl(tl,. . .,tm),...,iﬂn — @n(tl,...,tm)).
Body na variete V(I) C A™" st tvaru

(a1, yam,o1(ar,...;am), ... on(ar,...,am)),

pre nejaké (a1, ..., an), takze V(I) je graf zobrazenia ¢. (Ine o analégiu s funkciou jednej
premennej: vSetky body roviny, ktoré su tvaru (z, f(x)), tvoria graf funkcie f: x —
f(z).) Kazdy bod (t1,...,tm) € A™ zobrazime na bod grafu zobrazenia ¢:

G (t1y e oytm) = (et e1(ty ooy tm)s ooy oty - oy tm)),
zrejme obrazom tohto zobrazenia je presne V (I). Dalej majme projekciu 7: A™*" — A"
na poslednych n stradnic:
T (ty ey by @1y ooy Tn) = (21,0 ).
Zjavne
mTOo Y =.

Kedze ¢(A™) = V(I), rovnice pre varietu ¢(A™) budi presne rovnice pre 7(V(I)).

VETA 5.16. Nech k je nekonecné pole, A™ A" si afinné priestory nad k. Nech
w: A™ — A" je zobrazenie popisané polyndmami ako v (9). Nech dalej I je idedl

I=(z1—pi(ts, o ytm)ye ooy @y — @n(ti, .oy tm)) CEklt1, .oy tm, T1, .o, T

Potom

e(A™) =V (I NEklxy,....x4)).
Dokaz. V pripade, ze k je algebraicky uzavreté, tvrdenie vety vyplyva z predchidzajicej

diskusie a z Tvrdenia 5.6. Ak k nie je algebraicky uzavreté, mame podla Tvrdenia 5.4
zatial iba jednu inkluziu.

e(Am) C V(I NEklxy,....x4)),
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Potrebujeme preto este ukazat, ze V(INk[xy,....zy,]) je skutoéne najmensia algebraickd
varieta obsahujtca p(A™). To overime tak, Ze pre algebraickt varietu Y C A™ ukazeme,
ze ak Y D o(A™), potom Y D V(I Nklxy,...,xy)]).

Nech Y D ¢(A™) a nech gi,...,9s € k[x1,...,2y,] si polynémy definujtice varietu
Y, tj. Y =V(g1,...,9s). Potom kazdy bod z obrazu ¢ spliia rovnice pre Y:

(10) gi(p(ar,...,an)) =0 Y(ai,...,am) €A™
Zaroven g;o¢p je polyném v premennych ¢y, ..., ¢, — ziskali sme ho dosadenim ¢1,...,¢n
za premenné zi,...,T,. Kedze tento polyném ma nulovi hodnotu vo vsetkych bodoch

priestoru A™ nad nekoneénym polom, ide o nulovy polyném, preto

V(giop,...,gsop) =A™

Budeme teraz symbolom A" oznacovat mnozinu bodov afinného priestoru, ktorych
stradnice st z algebraického uzdveru k pola k, podobne Vj(J) bude mnozina bodov
z A7, ktoré vyhovuji polynémom idedlu J (t.j. berieme wsetky rieSenia polynémov,
nielen riesenia z pola k), a tiez Yz bude oznacovat vsetky body vyhovujice polynémom
g1,-.., s, Cize Yz je skratka pre Vi(gi1,...,0s)-

KedZze, ako sme ukézali, g; o ¢ je nulovy polyném, aj po rozsireni pola k£ na jeho
algebraicky uzéver k mame, V(g1 0p,...,gs0¢) = A7, a tak hodnota g; (i=1,...,s)
je nulové na celej mnozine ¢(A7"). Preto plati, ze Z D p(AT"). Inklizia sa zachovd, ked
prejdeme k uzdverom mnozin v Zariskiho topolégii, takze mame

Zy = 75 D (A7) = Vi (I N k[zy, ... wn]) = VEI N K[z, 24]).

Predposledna rovnost vyplyva z Tvrdenia 5.6 poslednd zas z faktu, ze ideal I je defino-
vany nad pévodnym polom k. Takze mame inkliziu

25 D V];(Iﬁ k[wl, .. ,xn])

Inkltzia pre mnozinu rieseni sa zachova, ked sa zaujimame iba o riesenia nad podpolom
k pola k, ¢ize sme ukézali, ze

Z 5 V(I Nklar,. .. x)).
0

Dokaz okrem iného ilustruje fakt, ze algebraicky uzavreté pole je ,pekné”: mnohé
tvdenia a postupy v algebraickej geometrii st jednoduché a priamociare, kjm pracujeme
nad algebraicky uzavretym polom. Akonahle ale pole nie je algebraicky uzavreté, situacia
sa moze znacne skomplikovat.

Teraz uz vieme nielen ukéazat, ze rovnica v Priklade 5.14 popisuje uzaver obrazu ¢,
vieme taku rovnicu aj ndjst: I nech je idedl v k[t, u, x,y, z]:

I=(z—(t+u),y— (£ +2tu), z — (£* + 3t°w)),

a podla predchadzajicej vety potom méame, ze

p(A?) = V(I NEk[z,y,2]).

Vypocitame Grobnerovu bazu vzhladom na lexikografické usporiadanie, kde t,u > x, v, z,
a tato bude obsahovat jediny polyném, v ktorom sa nevyskytuji premenné ¢, u, ¢o bude
presne polyném uvedeny v priklade.
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4.2. Parametrizacia racionalnymi funkciami. Len strucne si si vysvetlime, ako
mo6zme modifikovat predchadzajiaci postup, aby sme nasli obraz parametrizicie danej
racionalnymi funkciami.

PRIKLAD 5.17. Néjdime obraz zobrazenia ¢: A2 — A3 (t.j. najmensiu algebraicki
varietu obsahujiicu ¢(A?)), kde ¢: (u,v) — (z,y, ) je dané predpisom

u2
r = —,
v
112
y = —,
u
Z = U.

Inspirovani predchddzajicimi vypoc¢tami a Prikladom 1.5(iii) z casti o algebraickych
varietach by sme postupovali nasledovne:

(1) zoberieme idedl I = (va — u?, uy — v?, z —u) C klu,v,,y, 2|

(2) ndjdeme (pomocou Grébnerovej bézy) elimina¢ny ideal

INklz,y, 2] = (x2yz — 2.
Lahko sa presvedéime, Ze p(A2?) C V(z?yz — z%), ale bohuzial, V(22yz — 2*) nie je
najmensia algebraicka varieta, ktord obsahuje ¢(A?). Plati totiz
V(2?yz — 24 = V(z(a?y — 23) = V(2) UV (22y — 2%),
a overime, ze
©(A?) C V(z?y — 2%) ; V(z?yz — 2%).

Problém vznikol, lebo V' (I) nie je grafom zobrazenia : varieta V' (I) obsahuje body, pre
ktoré u = v = z = 0, x,y lubovolné, avsak zobrazenie ¢ nie je pre u = v = 0 definované.

Vseobecnejsie, majme zobrazenie ¢: A™ — A" (t1,...,tm) — (z1,...,2n)
_ Wl(tla---vtm)
r = wl(tl,...,tm)
_ W'n(tla---vtm)
In o = Ut tm)

kde @;,1; st polynémy. Checeme skonstruovat graf tohto zobrazenia, teda podobnu al-
gebraickt varietu ako v predchadzajicom priklade, ale potrebujeme z defini¢ného oboru
vylucit tie (t1,...,tn), pre ktoré je ¥;(t1,...,tm) = 0 pre nejaké i. Inymi slovami, ak
urobime priemet grafu naspaf na suradnice zodpovedajice ti,...,t,, chceme dostat
defini¢ny obor, ¢ize mnozinu

AT\ V(1 ... ).

Takyto defini¢ny obor uz nie je algebraickd varieta, je to vsak priemet algebraickej
variety, konkrétne nadplochy v A™*! ktora je definovand polynémom

1—y1Ya... Y, € k‘[y,tl,... ,tm].
Graf zobrazenia ¢ je tak varieta V(I) € A"+ kde

I= (1 - y¢1¢2 .. 'wnv ¢1$1 — Y1, -y Qpnxn - SOTL)
Body V(I) st tvaru

<1 by, ‘p">
R A
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Kazdému bodu (t1,...,ty,) € A™\ V(Y192...1,) tak zodpovedd préve jeden bod na
V(I), a kazdému bodu na V (I) zodpoveda prave jeden bod v definiénom obore ¢.
Obraz ¢ v nasom priklade teda najdeme nasledovne: ideal popisujuci graf zobrazenia
je
I =01 —wuv, v —u?, uy —v%, z—u) C klw,u,v,z,y, 2],

obraz ¢ je potom priemet grafu na posledné tri siradnice:
SO(AQ) = V(I N ]{I[I‘, Y, Z]) = V(‘T2y - Z3)‘



KAPITOLA 6

Rezultanty

1. Definicia a zdkladna vlastnost

TVRDENIE 6.1. Nech f,g € k[t] (k je pole). Potom f a g maji spolocny korer
nad nejakym rozsirenim pola k prdve vtedy, ked maji v k[x] nekonstantného spolocného
delitela.

Dékaz. Nech « je spoloény koreit polynémov f a g, a € k. Okruh k[a] tak obsahujuje
koren « a tiez obsahuje pole k. Definujme si zobrazenie

: klz] = ko], z— a,

¢ize @ je dosadzovanie o za x. Takto definované zobrazenie ¢ je homomorfizmus okruhov,
jeho jadrom je preto idedl okruhu k[z]. KedZe k[x] je okruh hlavnych idedlov, existuje
h € klz], ze ker ¢ = (h). Pre polynémy f, g mame

p(f) = fla) =0, atiez ¢(g)=g(a)=0,
takze f, g € ker ¢. Preto ker ¢ = (h) je nenulovy ideédl. Navyse, h je urcite nekonstantny
polyném: ak by h € k (h # 0, ako sme uz overili), potom mame, ze 1 = hh™! € (h) a
teda (h) = k[x], ¢o vSak nie je pravda, lebo napriklad ¢(1) =1 a teda 1 ¢ ker ¢. Mdme
tak, Ze h je nekonstantny spolo¢ny delitel polynémov f a g.

Nech teraz existuje spoloény delitel h € k[z] polynémov f,g, degh > 1. Mozme
predpokladat, ze h je ireducibilny. Potom k[z]|/(h) je pole: nech [a] oznacuje triedu ¢(a),
kde ¢ je projekcia k[x] — k[x]/(h). Pre Iubovolné nenulové [a] € k[z]/(h) potrebujeme
najst k nemu inverzny prvok. Ak a € (h), potom [a] = 0. V opacnom pripade si
polynémy a a h nesudelitelné, a teda existuju u,v € k[z] také, ze ua + vh = 1. Méme
tak

[u]la] = p(u)p(a) = p(ua) = o(1 —vh) = (1) — p(v)p(h) =1,
takze [u] je inverzny ku [a], ¢ize k[z]/(h) je pole. Jadrom zobrazenia ¢: k[z] — k[z]/(h)
je idedl (h). Kedze h je delitelom f aj g, tieto dva polynémy patria do jadra. Na druhej
strane mame, ze
e(f) = fmp(@)™ + -+ + frp(z) + fo,
takze p(z) € k[x]/(h) je korenom polynému f. Analogicky je zjavné, ze ¢(x) je koreniom
g. Nasli sme spolo¢ny koren polynémov f a g v rozsireni k[z]/(h). d

LEMA 6.2. Nech f,g € R[z], kde R je okruh s jednoznacnym rozkladom. Potom f a
g maji spolocného nekonstantného delitela prave vtedy, ked existuji nenulové p,q € R[x]
také, Ze pf + qg = 0 a pre stupne p, q plati degp < degg, degq < deg f.

Dokaz. Nech h je netrividlny spolo¢ny delitel polynémov f, g, teda f = h f , g = hg, kde
deg f < deg f a deg § < degg. Potom stadf zobrat p=ga g=—Ff.
Opacne, nech p, ¢ si polynémy s vlastnostami uvedenymi v tvrdeni lemy. Faktori-
zujme obe strany rovnosti
pf=—ayg.
57
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Kazdy ireducibilny faktor polynému g sa musi nachadzat aj na lavej strane, a tak je
delitelom polynému f alebo polynému p. Kedze degp < deggq, niektory z delitelov
polynému g musi byt delitelom polynému f. O

PRIKLAD 6.3. Smerujeme k tomu, najst kritérium, kedy maji dva polynémy v k[z]
(alebo vSeobecnejsie v R[x], kde R je okruh s jednoznaénym rozkladom) spolo¢ny koreri.
Najjednoduchsi priklad dostaneme, ked si zoberieme dva linedrne polynémy:

f=hae+fo, 9=agix+go, kde fi,g1#0.

Linedrny polyném m4 iba jeden koren, a polynémy f a g budi mat tento koren spolo¢ny
prave vtedy, ked f je konstantnym nasobkom polynému g, ¢ize vtedy, ked

det( hJo ) =0.
g1 9o

DEFINicIA 6.4. Nech f, g € R[z] st polynémy stuptiov m a n nad okruhom s jedno-
zna¢nym rozkladom:

f:fm$m++f1$+f0, fm#oa
g= g+ -+ g1+ g0, GgnF#O0.

Stvorcova matica

fm fmfl f() 0 0

0 fm o i fo ... O n — krét
_ 0 0 fin - f1i fo
Syl(f.9) = In Gn-1 --- go 0 ... 0
0 gn -+ g1 g0 --- O

- - m — krat
0 0 gn .. g1 9o

sa nazyva Sylvestrova matica polynémov f a g.
Rezultant polynémov f a g je determinant

Res(f, g) = det Syl(f, g).

PozNAMKA 6.5. Niekedy budeme oznacovat rezultant polynémov f a g aj Res;(f, g),
a to v pripade, ked budeme chciet zdoraznit, ze f, g st polynémy v premennej x.

VETA 6.6. Polynomy f,g € R[x] maji netrividlneho spolocného delitela prive vtedy,
ked Res(f,g) = 0.

POzZNAMKA 6.7. VSimnite si, Ze Priklad 6.3 je vlastne dokazom Vety 6.6 pre pripad
m=n=1.

Déokaz Vety 6.6. Podla Lemy 6.2 maju f, g netrivialneho spolo¢ného delitela prave vtedy,
ked existuji polynémy

P12 4+ prx + po,
¢ = Qmaz™ 4+ +qx+q



1. DEFINICIA A ZAKLADNA VLASTNOST 59

také, ze pf + q¢g = 0. Na lavej strane mame polyném, ktory ma podla rovnosti byt
nulovy. Dostavame tak, ze

fopo + 9040 0
fipo + fop1 + 9190 + 901 = O
fmpn—l 4+ gngm—-1 = 0.

Toto je ststava linedrnych rovnic pre nezndme p;, g;, ktord ma netrividlne rieSenie prave

vtedy, ked Res(f,g) = 0. O

PozZNAMKA 6.8. Sylvestrovu maticu polynémov f a ¢ mézeme chapat aj ako maticu
zobrazenia linedrnych priestorov (v pripade, ze R = k je pole) ¢i vSeobecnejsie tzv.
modulov (ak R je okruh). Ide o alternativnu formulaciu dokazu Vety 6.6, ktorda bude
uzito¢na pre neskorsie uvahy.

Pre prehladnost uvazujme situdciu, ked R = k je pole. Analogicky celd tivaha vyzerd
aj v pripade, ked ide o moduly nad okruhom R.

Oznaé¢me si ako Py mnozinu vSetkych polynémov v k[z], ktorych stuper nie je vac¢si
ako d, potom P; je (d + 1)-rozmernym vektorovym priestorom nad k. Uvazujme zobra-
zenie

6: (pq) = pf+q9 (p g€ kz]).

Ak budeme za p brat len polynémy stupna maximéalne n—1 a za ¢ zas polynémy stupna
maximalne m — 1, mame zobrazenie priestorov

6: Pho1®Pp1 — Ppyn—1,  (p,9) = pf +4qg.

Oba priestory, P,_1 @ Pp—1 aj Ppin—1 st vektorovymi priestormi dimenzie m + n a
zobrazenie ¢ je linedrnym zobrazenim. Preto po zvoleni baz v oboch priestoroch sa da
takéto zobrazenie popisat Stvorcovou maticou stupna m + n.

V priestore P, 1,1 si zvolme Standardnd monomialnu bazu

m+n—1 _ m+n—2
T , X Y, N I

v priestore P,,_1 ® P,,—1 zas kombinaciu standardnych biz podpriestorov, ¢ize
("1, 0), (2"72,0), ..., (2,0),(1,0), (0,2™1),...,(0,2), (0,1).

Matica zobrazenia § potom v i-riadku obsahuje siradnice obrazu i-teho bazového vek-
tora priestoru P,_1 @ P,,—1 vzhladom na zvolenti bézu priestoru P,,1,—1 (to plati pre
riadkovi konvenciu, ked vektory zapisujeme ako riadky stradnic, pri stipcovej konvencii
bude matica transponovana). Pre bazy priestorov, ktoré sme si zvolili, budi koeficienty
obrazov prvych n bazovych vektorov (z,0) tie isté ako koeficienty polynému f, len
»posunuté” dolava podla stupna ¢. Podobne pre zvysnych m béazovych vektorov dosta-
neme prislusné posunutie koeficientov polynému g. Vidime, Ze matica nasho zobrazenia
je presne Sylvestrova matica polynémov f a g.

Zobrazenie § mé nenulové jadro prave vtedy, ked existujui nenulové polynémy p €
P, 1aqé€ P, také, ze pf +qg = 0, ¢o je podla Lemy 6.2 ekvivalentné tvrdeniu, ze f
a ¢ su sudelitelné, a na druhej strane je to ekvivalentné faktu, ze matica zobrazenia ¢,
teda Sylvestrova matica, je singuldrna.
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2. Diskriminant polynému

TVRDENIE 6.9. Polynom f € k[xz] md v nejakom rozsireni pola k viacndsobny korer
prave vtedy, ked Res(f, f') = 0.

Dékaz. Nech o € k je aspon dvojnasobny koren, teda plati, ze
f=@—-a)?fi, kdefi€k[x].
Pre derivaciu f potom plati
f'=20@—a)fi+(@—a)’fi = (z—a)(2fi + (z - Q) f]),

¢ize « je koretiom polynému f’. B

Naopak teraz predpokladajme, ze o € k je spoloénym korenom polynému f aj jeho
derivicie f'. Z f = (z — a) fo dostdvame

ff=@—-a)fs+ fo, ¢&ize fo=f —(x—a)fs
KedZze sme predpokladali, ze (z — «) | [/, plati, Ze (x — «) | fo, a teda fo = (x — a)f3
pre nejaky polyném f3. Takze sme dostali
f=@—a)fa=(z—a)fs

a « je dvojnasobny koren polynému f. O

PRIKLAD 6.10. Nech f = az? + bx + ¢, a # 0. Zistime, kedy mé tento polyném

dvojnéasobny koren.
Derivacia f' = 2ax + b, takze rezultant Res(f, f') je

a b c
Res(f,f)=|2a b 0 |=a(4ac—b?).
0 2a b

Plati, Ze f m4 dvojnasobny korei prave vtedy, ked Res(f, f’) = a(4ac — b?) = 0.
Tento priklad nas motivuje k definicii

DEFINicIA 6.11. Nech f € k[z], f = fo2™ + -+ + fix + fo, fn # 0. Diskriminant
polynému f je
n(n—1)

Discr(f) = (_1)fn2Res(f, .

Nasledovné tvrdenie je len reformuldciou uz dokazaného.

TVRDENIE 6.12. Polynom f € k[x] md viacndsobny koreri nad nejakym rozsirenim
k prdve vtedy, ked Discr(f) = 0.

ano, to uz bolo ok, teraz prosim preloz toto:

3. Rezultant ako funkcia korenov polynémov

PRIKLAD 6.13. Nech f, g € k[z] si polynémy s faktorizdciou nad vhodnym rozsire-
nim pola k:

f = filx—a)= fir- fia,
g = g —Bi)(x— B2) = g21” + g2(—B1 — B2)x + 921 B,
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teda « je korenom polynému f a (51, B2 su korene polynému g. Ich rezultant potom je

fi —fia 0 1 —« 0
Res(f,g)=| 0 f —fie | = fig2| O 1 —a | = figa(a—p1)(a—
g2 92(=B1—P2) 925152 1 —B1—0B2 BiPe

Toto pozorovanie teraz zovseobecnime:
VETA 6.14. Nech f,g € k[z] si polynémy stupriov m a n. Nech

fro= fmlr—a1).. (2 —am),
9 = gnlz—=P1)...(x—PBn)

st uplné faktorizdcie nad rozsirenim k. Potom

Res(f,9) = flg H H

1=1j5=1

Dokaz. Oznac¢me si

O(f.9) = fman' H H
i=1j=1
chceme ukazat, ze Res(f,g) = O(f,g).

Ak f a g maju spolo¢ny koreri, potom je tvrdenie pravdivé, na zaklade Vety 6.6.
Predpokladajme teda, ze f a g nemaja spolo¢ny koren a tiez bez ujmy na vseobecnosti
predpokladajme, Ze deg f > degg. Vetu ukézeme indukciou vzhladom na dizku po-
stupnosti nenulovych zvyskov v euklidovom algoritme hladania najvécsieho spolo¢ného
delitela f, g

Nech zvysok po deleni polynému f polynémom g je 0. Z toho vyplyva, ze degg = 0,
kedze podla predpokladu si polynémy f a g nestudelitelné. Polyném ¢ pozostéava len z
absolutneho ¢lena g, matica Syl(f,g) = golm, a plati

Res(f,9) = 95" = g5'fm = O(f, 9)-
(Indukény krok.) Nech teraz
f=qg+r, kde r#0, degr=d<degg, r=rgal+- --+r.

Postupovat budeme tak, ze ndjdeme predpis pre vypocet Res(f,g) pomocou Res(g, ),
podobne predpis pre vypocet O(f, g) pomocou O(g,r), a uvidime, ze oba vyzeraji rov-
nako.

Zo vztahur = f —qg = f — (3%, ¢iz")g dostdvame, Ze Res(f, g) je determinant

fm fm—l fo 0 0 0 0 rd .. T0 0O ... 0
0 fm f1 fo 0 0 0 0 Tqa ... T0 0
0 0 fm f1 f() o 0 0 0 0 rda -.. T0
In 9Gn-1 --- g O ... O In  Gn—1 g 0 ... 0
0 gn o 91 9o 0 0 gn g1 90 0
0 0 g .. g1 9o 0o ... 0 gn g1 9o

Rovnost plati, lebo maticu sme modifikovali tak, ze k riadkom s koeficientami polynému
f sme pripoc¢itali nasobky riadkov s koeficientami g, ¢o je operacia nemeniaca hodnotu

B2).
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determinantu. Dalej v tejto matici poprehadzujeme riadky (operdcia meni znamienko
determinantu) a dostdvame, Ze predchadzajici determinant je rovny

gn  Gn-1 g 0 ... 0
O adn [ go O
_1\nm gn g1 9o | _ , q\nm_m—d
(-1) 0 ... 0 rg ...m O ... 0 = (=1)""gn" “Res(g, 1),
O ... 0 0 79 ... 10 0
0o ... 0O 0 ... 0 7m¢4 ... 7o

kde poslednt rovnost sme ziskali niekolkondsobnym rozvojom determinanu podla prvého
stlpca. Mame teda vztah

Res(f,g) = (—1)"" g "Res(g, 7).

Pre najdenie analogického predpisu pre O(f, g) si najprv vsimnine, ze z f = qg +r
vyplyva, ze f(B;) = r(B;) pre vsetky korene 3; polynému g. Pocitajme:

o(f.9) = frar [T - 8) = (1™ frgr H H
i=1 j—l i=1j=1
= (=D)™gy H m —a;)) = (=0)"™gr [ £B) = (=)™ g [13)
i:l j=1 j=1
d

= ()™ HrdH = (1) gpie(g, ).

Takze pre vypocet O(f, g) mame ten isty predpis ako pre vypocet Res(f,g), a z induke-
ného predpokladu tak dostdvame, ze Res(f,g) = O(f, g). O

4. Rezultanty a eliminacia

PRIKLAD 6.15. Pomocou rezultantov najdeme spolo¢né body dvoch rovinnych kri-
viek: hyperboly popisanej polynémom f = zy — 1 a kruZnice popisanej g = 22 + 3> — 4.
Hladame teda riesenia sustavy dvoch rovnic o dvoch nezndmych.

KTicovym je nasledovné preformulovanie problému: ak f a g chdpeme ako polynémy
jednej premennej x nad k[y], kedy maji tieto dva polynémy spoloény koren? Podla
Vety 6.6 je to prave vtedy, ked Res,(f,g9) = 0. Polyném f je linedrny v x, polyném g
zas kvadraticky. Mame

y —1 0
Res,(f,9) =10 vy -1 =yt — 4?4+ 1.
1 0 y>—4
Stistava mé Styri rieSenia: y-stradnica je rieSenim rovnice y* — 4y? + 1 = 0. Kazdému
z tychto rieseni zodpoveda jedna hodnota pre z-siradnicu, ¢ize dokopy tak dostaneme
presne Styri spoloéné korene dvoch polynémov z k[z].
PRIKLAD 6.16. N4jdime prienik kriviek V(f),V(g) C A%(C), kde

= ay—-1
g = x2y+y2—4.
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Rezultant polynémov f, g vzhladom na premennu x je

Res,(f,9) = y' —4y” +y = y(y’ — 4y + 1).
Pre y = 0 vsak neexistuje ziadna hodnota x taka, aby bod s tymito stiradnicami lezal
na oboch krivkéch.

Sktisme teda preskimaft blizsie, ¢o geometricky popisuje rezultant dvoch polynémov
v [z, y].

VETA 6.17. Nech f,g € k[z1,...,z,]. Potom
Res%l(fv.Q) € (fvg) N k[an v 7'%'7"]-

Dékaz. Z definicie rezultantu je zrejmé, ze Res,, (f, g) je polyném, presnejsie Res,, (f, g) €
k[za,...,z,]. Ze plati aj Resy, (f,9) € (f,g), ukdZeme Cramerovym pravidlom:
Nech A je Iubovolna Stvorcovd matica stupna n, a nech adA oznacuje adjungovant
maticu k matici A, diZe o
adA;; = (=1)"[4;,],
kde A;; je podmatica A, ktort ziskame vynechanim j-teho riadku a i-teho stipca).
Potom plati (Cramerovo pravidlo):

A-adA =adA- A= |Ally.
Aplikovanim tohto pravidla na Sylvestrovu maticu dostavame

adSyl(f, g) - Syl(f,g) = Resz, (f,9)In, kde N = deg f + degg.
Po vynasobeni zlava maticou (0 ... 0 1) dostdvame

(0 ... 01)-adSyl(f,g)-Syl(f,9) = Resz (f,¢9)(0 ... 01), Ccize

(v1 ... vn)-Syl(f,g9) = (0 ... 0Resy(f,9))-

V Poznamke 6.8 sme si vysvetlili, Zze Sylvestrova matica je maticou zobrazenia line-
arnych priestorov alebo vseobecnejsie modulov nad R, kde teraz R = k[za,...,x,]:
islo o zobrazenie, ktoré dvojici polynémov (p, q) priradi polyném pf + qg. Vidime, ze
toto zobrazenie vektor so stiradnicami v, ..., vy, ktory reprezentuje dvojicu polynémov
(vw?il +- v 171+ Up, 'Un+1l{n71 +---+ovn_121+vN), zobrazi na vektor so stradni-
cami0,...,0,Resy, (f, g), ktory zas reprezentuje polyném Oxivfl +---+0x1+Resy, (f, 9).
Teda nasli sme p,q € k[z1,...,x,| také, ze Resy, (f,9) = pf + qg, a preto Resy, (f,g) €
(f9)- O

DOSLEDOK. Nech f,g € k[x1,...,2,]. Potom

m(V(f,9)) € V(Resz, (f,9)),
kde m je premietanie (a1, asg,...,a,) — (az,...,a,).

Doékaz 1. 7 predchadzajicej vety mame

(11) V((f,9) Nklza,...,z]) € V(Resq, (f,9))-
Z Tvrdenia 5.4 v kapitole o Grébnerovych bazach mame, ze

m(V(f,9) SV((f,9) Nklz2,... z]),

Spolu tak dostavame dokazovani inklaziu. O
Dékaz 2. 7 predchadzajicej vety méme, ze existuji polynémy p,q € k[x1,...,z,] také,
ze

Resg, (f,9) = pf +q9.
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Preto ak (ai,as,...,a,) je spoloénym korenom f a g, potom jeho priemet

m(ai,az,...,a;) = (ag,...,ay)
je korenom Resg, (£, 9). O

Pouzivat rezultanty pri hladani spolo¢nych bodov dvoch kriviek je teda korektny po-
stup: v Priklade 6.15 polyném Res,(f, g) popisuje varietu, ktord urc¢ite obsahuje vsetky
body priemetu prieniku V(f) a V' (g) na y-os. Potom z-stradnicu mézeme dopocitat bud
dosadenim konkrétnej y-suradnice do f a g, alebo eSte ndjdeme rezultant

Resy(f,g9) = ot — 42 4 1.

Dostaneme tak styri moznosti pre hodnotu z-siradnice, tiez mame Styri moznosti pre
hodnotu y-sturadnice, dokopy tak otestujeme 16 bodov, spomedzi ktorych tak vyberieme
riesenia.

Priklad 6.16 zas ukazuje, ze V((f, g) Nk[z2, ..., z,]) naozaj moze byt vlastnou pod-
mnozinou V' (Resg, (f,g)), dokonca aj nad algebraicky uzavretym polom, t.j. inklazia
v (11) sa nedd nahradif rovnostou. Pre porovnanie mézme skisit najst Grobnerovu
bazu ideélu (f,g), a zistime, Ze obsahuje polyném 3> — 4y + 1.

PRrRIKLAD 6.18. N4jdime vSetky raciondlne body (t.j. body, ktorych stradnice st
raciondlne ¢isla) algebraickej variety V' (f, g), ak

f = z*y—3xy®+ 2% -3y
g = ady+a® -4y —3y+1.

Vypocitame rezultanty (aj vypocet rezultantu aj faktorizaciu urobime pomocou ne-
jakého systému pocitacovej algebry):

Res.(f,g) = —108y° —513y% — 92997 — 738y° — 1495 + 112y* + 37¢° — 149> — 3y + 1

1 41
= —108(y+1)°(y — D" — -y + 5-)

Priemet variety V' (f, g) na y-os teda obsahuje najviac 2 raciondlne body. Podobne néj-
deme mnozinu obsahujtcu priemet V(f,g) na z-os:

Resy(f,g9) = 0.

O tomto priemete tak nevieme povedat ni¢. Nemo6zme preto jednoducho zobrat vSetky
moznosti pre z- a y-stradnice a dosadzovanim spomedzi nich vybraf riesenia, ale budeme
rozsirovat ¢iastoc¢né riesenia ziskané z rovnice Res;(f, g) = 0.

Ak y = —1, potom f(x,—1) = 0 pre vSetky x, podobne g(z,—1) = 0 pre vsetky z.
Varieta V (f, g) teda obsahuje priamku V(y + 1).

Ak y = %, potom sustava f(z, %) = g(=x, i) = 0 m4 rieSenie x = 0, a tak poslednym
raciondlnym bodom V'(f, g) je bod (0, i)

Sice je rezultant definovany len pre dva polyndémy, mozno ho pouzit aj na hlada-
nie spolo¢nych korenov viacerych polynomickych rovnic. Napriklad, ak chceme najst
body variety V(f,g,h), kde f,g,h € k[z,y, z], m6Zme konstruovat priemety postupne:
V(Res.(f,g9)) C A? obsahuje body priemetu variety V(f,g) do xy-roviny, podobne
V(Res,(f,h)) C A? obsahuje body priemetu V(f,h), takze V(Res.(f,g), Res,(f,h))
obsahuje priemet V(f,g,h) do xy-roviny. Pomocou rezultantov ndjdeme varietu obsa-
hujtcu priemet na x-os, podobne priemet na y-os. Potom este analogickym postupom
najdeme varietu obsahujicu priemet na z-os. Ak dostaneme len konec¢ne vela moznosti
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pre hodnotu kazdej stiradnice, jednoducho dosadime vSetky moznosti do pévodnych rov-
nic f = g =h =0, a tak ndjdeme vsSetky body variety V(f, g, h).

5. Eliminacia pomocou rezultantov a Grébnerovych baz — zhrnutie

Na prvy pohlad sa medéda pouzivajica rezultanty moze javit ako menej atraktivna.
Teoria spojend s nimi vyzerd omnoho komplikovanejsie, a navyse so slabsimi tvrdeniami
— uzaver priemetu algebraickej variety je Grobnerovymi bazami popisany presne, no po-
mocou rezultantov najdeme len varietu obsahujicu uzaver priemetu. Tiez sa moze zdat,
ze pomocou rezultantov nevieme dobre uchopit algebraické variety, ktoré maji neko-
necne vela bodov: ze sa nam poradilo vyriesit Priklad 6.18, bolo tak trochu stastie: islo
o Specidlnu varietu so Specidlnou polohou. Napriek tomu sa pri mnohych prilezitostiach
velmi casto pouzivaja prave rezultanty. Dévodov je na to niekolko:

Postupy vyuzivajice rezultanty st podstatne jednoduchsie nez pouzivanie Grob-
nerovych baz. Pomocou Grébnerovych baz sice jednoducho ndjdeme priemet na jednu
suradnicovi os, vyriesime prislusnt rovnicu, ale rozsirovanie ¢iasto¢nych rieseni na aplné
si vyzaduje dost podrobni analyzu jednotlivych eliminaénych idedlov — ak by sme tito
metddu cheeli naprogramovat, program by bol pomerne komplikovany.

Dalej u rezultantov mame lepsiu kontrolu nad zloZitostou (¢asovou aj pamitovou)
vypocétu. Pre dané dva polynémy totiz vieme, ako sa konstruuje rezultant, a tak vieme
odhadnit, s akymi velkymi polynémami sa bude pocas vypoctu manipulovat. Naproti
tomu pri hladani Grobnerovej bazy je tazko povedat, ako velké S-polynémy sa budu
musiet vypocitat. Nie je zriedkavostou, ze priebezné S-polynémy st podstatne kompli-
kovanejsie nez vstupné polynémy (tie, ktorymi idedl definujeme) a vysledna Grobnerova
baza. Preto ak by sme sa chceli vyhnut rozsirovaniu ¢iastoénych rieseni (a teda kompli-
kovanej analyze elimina¢nych idedlov) tak, ze by sme hladali Grobnerovu bazu viackrét
(t.j. hladali by sme Grobnerovymi bdzami priemety na ostatné suradnicové osi), z hla-
diska vypoctovej zlozitosti to rozhodne nie je dobry napad.

Ak hladdme priblizné rieSenia ststavy, pri pouziti rezultantov méame lepsiu kontrolu
nad chybou: v kazdej siradnici ndjdeme dostatocne presnt aproximaéciu, a tak vieme
akd je maximéalna vysledna chyba. Ak by sme pouzili Grébnerove bazy a jednu sturad-
nicu vypocitame s chybou, tato chyba vo vSeobecnosti vyrazne narastd v kazdej dalsej
suradnici, ked riesenie rozsirujeme.

Teoria rezultantov je ommnoho rozvinutejsia nez sme si uviedli a tento nastroj je
omnoho mocnejsi nez sa méze zdat na zaklade tejto prednasky. Mnohé tvdrenia, ktoré
hovoria o rozsirovani ¢iastoénych rieseni najdenych cez Grobnerove bazy, si dokazované
prave pomocou rezultantov.

6. Slaba Bézoutova veta

V Priklade 6.15 sme videli, Ze kruznica a hyperbola (t.j. dve kvadratické krivky) sa
pretali v styroch bodoch. Podobna situicia nastane v nasledujucich prikladoch:

PRIKLAD 6.19. V reilnej rovine nech
C, = V(2 +42-1),
Cy = V({4z?+4y2-1),
teda C1,Cy st dve elipsy pretinajice sa v styroch bodoch.

PRIKLAD 6.20. V realnej rovine uvazujme kubicku eliptickt krivku
C1=V(y? -3+
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a parabolu
CQ = V(5y2 — T — 2).
Tieto krivky sa pretinaju v siestich bodoch, ¢o lahko overime vypoctom.

PRIKLAD 6.21. UvaZujme znovu redlnu rovinu a v nej kubickt parabolu a priamku:
Cl V(y - x3)7
Cy, = V(y—x).

Zrejme sa tieto krivky pretinaji v troch bodoch. Navyse v tomto $pecidlnom pripade
(prienik Tubovolnej rovinnej algebraickej krivky s priamkou) pozorovanie Tahko zovse-
obecnime: krivka méze mat s priamkou nanajvys d spolo¢nych bodov, kde d je stupen
danej krivky. (Porovnaj s Gaussovou fundamentélnou vetou algebry.)

Vsetky tieto pozorovania nds veda k nasledovnému tvrdeniu.

VETA 6.22 (Slaba Bézoutova veta). Nech f,g € k[x,y], teda V(f) a V(g) su
rovinné krivky. Ak f je stupria m a g je stupria n a polynémy f a g si nesudelitelné,
potom krivky V(f) a V(g) maji najviac mn spoloéngch bodov.

Dokaz. Kedze f a g st nestudelitelné, maji spolocnych len konecne vela koretiov (Tvrde-
nie 2.4 v Casti o Zariskiho topoldgii). Mézme preto predpokladat, ze po vhodnej volbe
suradnicovej ststavy ziadne dva spolo¢né body kriviek V(f) a V(g) nemaji rovnaki z-
suradnicu. Tiez m6zme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, Ze polyném f obsahuje
¢len cy™ (c € k), analogicky pre polyném g (dosiahneme to zase vhodnou generickou
linedrnou transforméciou x a y).

Uvazujme f a g ako polynémy v premennej y s koeficientami v k[z]:

f = ao@)y™ +ar(@)y™ 4+ -+ am(z),
g = bo(x)y" +bi(2)y" "+ + by(w),

kde a;, b; s polynémy stupna najviac i. Rezultant Resy(f, g) je zrejme polyném v kz].
Tento polyném je nenulovy, inak by polynémy f a g boli podla Vety 6.6 sidelitelné,
¢o by bolo v spore s predpokladom. Navyse vsetky z-siradnice spolo¢nych bodov st
korenimi polynému Res,(f, g), teda f a g maji najviac deg Resy(f, g) spoloénych bodov.

Ked druhy riadok Sylvestrovej matice Syl,(f,g) vyndsobime =, treti z2, ..., n-ty

n—1

"1 (n+2)-hy vynésobime z, ..., posledny vynasobime 2™ !, dostaneme rovnost, kde

na lavej strane mame 2 DD i)Resy( f,g) a na pravej determinant
ap(z) ay(x) am(0) 0 0
0  zagp(x) Tam—1(x)  xam(x) 0
0 . 0 " lag(x) . " lag,_1(z) 2" lag(x)
bo(z) bi(x) bn () 0 0
0  zbo(x) xbp—_1(x)  xby(x) 0
0 0 2™ thy(x) 2™ b, 1(z) 2™ b, ()

V flom st v prvom stlpci konstanty, v druhom stlpei s polynémy stupna najviac 1, v
trefom stlpci st polynémy stupna najviac 2, az v poslednom stlpci st polynémy stupna
najviac m + n — 1. Na Javej strane tak mame sucin

(n=1)n | (m—1)m
T2

T 2 Resy(f,9)
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-1 o

a na pravej strane mame polyném stupna najviac Em+” ! w Odtial uz
lTahko vypocitame, ze Res,(f,g) je stupia najviac mn. O

POzZNAMKA 6.23. Podla Bézoutovej vety plati, Ze dve rovinné krivky so stupnami
m a n, ktoré nemaja spoloé¢ni komponentu, sa pretinaji presne v mn bodoch za pred-
pokladov, ze

e pole, v ktotom pracujeme, je algebraicky uzavreté,

e uvazujeme nielen afinni ale celt projektivnu rovinu (teda aj tzv. ,body v ne-
konec¢ne”),

e priesecniky pocitame so spravnou nasobnostou.

7. Hladanie implicitnej rovnice pre parametrizovani krivku

Niekedy moze byt rovinna krivka zadané nie rovnicou, ale parametricky (analégia z
linedrnej geometrie: vSeobecnd rovnica priamky verzus jej parametrické vyjadrenie).

PRIKLAD 6.24. V afinnej rovine majme parametricky dané krivky:

(z,y) = (t,t?) je parabola V (y — z?),

(z,y) = (t2,13) je bikubicka parabola V (y? — z?),
(z,y) =

(z,y) =

(t,1/t) je hyberbola V (zy — 1),
3

(1—1-154’ 1—|—t4> je krivka V(zy + (22 + y%)?),

® (T,

Krivka zadana parametricky sa napriklad velmi lahko vykresluje. No pre skiimanie
niektorych jej vlastnosti (napr. hladanie tzv. singuldarnych bodov) je naopak vyhodné
maft krivku popisant implicitne, t.j. polynémom z k[z, y].

Néjst parametrizaciu krivky zadanej rovnicou pomocou polynémov ¢i racionalnych
funkcii je tazky problém, ktory vo vSeobecnosti ani nie je riesitelny. My sa ale v tejto
Casti budeme zaoberat opa¢nym postupom, a sice hladanim vseobecnej (implicitnej)
rovnice pre krivku dant jej parametrickym vyjadrenim.

Nech je krivka C' C A?(k) dand parametricky

N 1)
q(t)’

_ pa2(t)
Voo q(t)’

kde p1,q1,p2,q2 € k[t], kde p1 a ¢1 st navzajom nesidelitelné, to isté plati aj pre ps a
g2. Cheeme néjst polyném f € k[z,y] taky, ze C = V(f).
Parametrické vyjadrenie je ekvivalentné sistave
pi(t) —zqi(t) = 0,
p2(t) —yge(t) = 0.

Hladdme teda také x a y, ze tieto dve rovnice (chdpané ako polynomické rovnice v t)
maju spolo¢ny koren. Zrejme rezultant

Resi(p1(t) — xq1(t), p2(t) — zqa(t))

bude polyném z k[z,y] taky, Zze vSetky body parametricky zadanej krivky si jeho ko-
renmi.
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PRIKLAD 6.25. Nech je krivka C € A%(R) dand parametricky
T = t2,

= 2(t+1).

Jej implicitné vyjadrenie je

10 —x O 0
01 0 —=z O
f(z,y) = Resy(t?—z,t3+t—y)=| 0 0 1 0 -z |=—-2>49°2ay+a?®=—2>+(z—y)?
11 0 -y O
01 1 0 —y

t.j. ide o bikubickd parabolu.



KAPITOLA 7

Realne korene polynomickej rovnice

Pri mnohych tlohach nepotrebujeme néjst vSetky body nejakej algebraickej variety,
Specidlne komplexné korene nés ¢asto nezaujimaji. Vac¢sinou chceme néjst redlne korene,
¢asto sa dokonca uspokojime aj s ich dostato¢nou aproximéciou. Ukazali sme si, ze prob-
lém hladania rieseni sustavy polynomickych rovnic (v pripade, ze ich je konecne vela)
vieme zredukovat na hladanie korenov jednej polynomickej rovnice s jednou nezndmou.
Stacia nam teda metddy, ktoré ndm pomdzu najst korene takejto rovnice.

Numerickd matematika ponika niekolko postupov hladania koremov (presnejsie ich
aproximécii), kazda z nich ma nejaké obmedzenia. Vseobecnd Newtonova metdda néjde
jeden koren, i to v pripade, Zze médme dobry prvy odhad. Metéda Bezierovho orezavania
néajde vSetky korene na vopred zvolenom intervale, funguje ale len pre polynémy (na roz-
diel od Newtonovej metédy, ktora je pouzitelnd pri akejkolvek diferencovatelnej funkeii).
Takéto orezavanie je pomerne spolahlivé, problémy sa mézu vyskytnit pri nestabilnych
situdcidch (viacndsobny korer). V pripade, ze mame korene rovnice vopred separované,
¢ize mame zoznam intervalov taky, ze v kazdom intervale sa nachadza prave jeden korern,
pouzitelnd metdéda na najdenie korena je aj jednoduché bindrne delenie intervalu.

V tejto kapitole si uvedieme tvrdenia a postupy na predspracovanie polynomickej
rovnice, takze potom bude mozné korene dohladat numerickymi metodami.

1. Ohranicenie korenov

VETA 7.1. Nech f € Rlz|, f = fmz™ + -+ fiz+ fo, fm #0. Ak

(12) la| > 22 |fz

potom f(a) a fma™ maji rovnaké znamienko.

Dékaz. Najprv si vSimnime, ze z (12) vyplyva, Ze |a| > 2. Odtial ukdZzeme, ze podiel
f(a)/ fma™ je kladny.

f Efioim £l m
M S s (8 )

m

=0
" 1
> o4 )
(Z; ) \a| "
> 11— 1 1+ + + 1 > 1 1 1 >0
- 2 \a| la|m=1 ) — 2 1- L '
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DOSLEDOK. Vsetky redlne korene rovnice fpx™ + -+ fix + fo =0, (fm #0) sa

nachddzaji v intervale
— |fil — |fi]
-2 , 2 :
(s

Existuje viacej ohraniceni pre redlne korene, aj omnoho lepsie, pre nas vsak staci
takéto jednoduché. Podstatné je, zZe vieme explicitne napisat interval obsahujici vsetky
realne korene.

2. Sturmova veta

Vo zvysku kapitoly budeme pouzivat nasledovné oznacenie: ak f, g st polynémy z
k[x], tak rem(f, g) oznacuje zvySok po deleni polynému f polynémom g, t.j. jediny taky
polyném r € k[z], ze

f=qg+r, kde degr <degg.

DEFIN{CIA 7.2. Sturmova postupnost polynému p € R[z] je postupnost (po, p1, - - -, Pk)
polynémov, kde
Po = D
p =7,
pi = -—rem(pi-2,pi-1), Dprei>2,

kde py je posledny nenulovy ¢len tejto postupnosti zvyskov (t.j. px | pr—1)-
V Sturmovej postupnosti zrejme plati
(13) Pi—1 = Gi—1Di — Pi+1-

DEFINicIA 7.3. Nech a = (aq, .. ., ax) je postupnost nenulovych redlnych ¢isel. Pocet
znamienkovych zmien var(a) v postupnosti a je definovany

var(ag) = 0

var(ag,...,a;) = {

Ak a = (ag,...,ar) je postupnost redlnych ¢isel, potom var(a) definujeme ako pocet
znamienkovych zmien v postupnosti, ktora ziskame z a vynechanim vsetkych nul.

PRIKLAD 7.4. var(1,-2,2,0,0,3,4, —5,—2,0,3) = 4.

1+ var(ag,...,ai—1), aka;_1a; <0
var(ag, ..., a;—1), ak a;_1a; > 0.

DEFINicIA 7.5. Nech p = (po,p1,---,pr) je postupnost polynémov v R[z] a nech a
je redlne cislo. Potom oznacujeme

varp(a) = var(po(a), pi(a),...,pr(a)).

VETA 7.6 (Sturm). Nech p € R[z] a nech p = (p;)¥_, je jeho Sturmova postupnost.
Nech a,b € R si také, Ze a < b, p(a) # 0, p(b) # 0. Pocet redlnych koreriov polynému p
na intervale (a,b) je rovny cislu

varp(a) — varp(b).
Doékaz Sturmovej vety rozdelime na viacero tvrdeni.
DEFINiCIA 7.7. Nech p € R[z] a nech p = (p;)%_, je jeho Sturmova postupnost. Nech

a,b € R, a < b. Interval [a, b] sa nazyva fundamentdlny interval polynému p, ak existuje
také vy € (a,b), Ze pre vSetky v € [a, b], v # o plati p;(y) # O pre vSeky p;, i =0, ..., k.
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Neformaélne, [a, b] je fundamentalnym intervalom polynému p, ak kazdy z polynémov
Sturmovej postupnosti mé na (a, b) najviac jeden koren, a ten je rovnaky pre vsetky ¢leny
postupnosti. Navyse, ziaden polyném Sturmovej postupnosti polynému p nema koren v
a ani v b.

TVRDENIE 7.8. Nech [a,b] je fundamentdlny interval polyndmu p € Rlz]|. Ak p nemd
redlny koreni na [a,b], potom varp(a) = varp(b).

Dokaz. Predpokladajme najprv, ze ziaden z polynémov p; Sturmovej postupnosti nema
koren na [a,b]. Potom graf kazdého polynému je bud cely nad osou = alebo pod tiou,
takze sgn(p;(a)) = sgn(pi(b)), a preto varp(a) = varp(b).

Nech teraz existuje i také, ze p;(70) = 0 pre nejaké v € (a,b). Z (13) vyplyva, Ze po
sebe idtice polynémy v Sturmovej postupnosti nemaji koren v ~g, lebo inak by ~g bol ko-
renom vsetkych polynémov postupnosti, aj pg = p, ¢o by bol spor s predpokladom. Teda
pi-1(70) # 0 a tiez piy1(70) # 0, a navyse z (13) dostdvame aj p;i+1(70) = —pi-1(70)-
Kedze [a, b] je fundamentdlny interval, p;+1 a p;—; na nom ziaden koren nemaju, a tak

sgn(pit1(a)) = sgn(pi+1(b)) = —sgn(pi-1(a)) = —sgn(pi-1(b)).
V oboch podpostupnostiach

(pi-1(a), pi(a), piy1(a))
(Pi—1(b), pi(b), piy1(b))

tak dochddza presne k jednej znamienkovej zmene. Tym sme ukazali, Ze poCet znamien-
k

kovych zmien v oboch postupnostiach (p;(a))¥_, a (pi(b))E_, je rovnaky. O
TVRDENIE 7.9. Nech [a,b] je fundamentdlny interval polynému p € Rlx]. Ak p md
jeden redlny korent na [a,b], potom varp(a) = varp(b) + 1.

Dékaz. Nech g je jednoduchy koren polynému p, ¢ize p’'(7y9) # 0. Tak ako v dokaze pred-
chadzajiceho tvrdenia potom zistime, ze ziadne dva za sebou idice polynémy Sturmovej
postupnosti nemaja koren v g, a tiez odtial analogicky usidime, ze

var(pi(a),...,pr(a)) = var(pi(b),...,pr(D)).

Rozdiel medzi poc¢tom znamienkovych zmien tak méze nastat iba medzi prvymi dvoma
Clenmi postupnosti.

KedZze p'(v0) # 0, p' nemé koreti na [a,b] (ide o fundamentélny interval), je p’ na
celom intervale bud kladny (a p rastie na [a, b]), alebo zadporny (a p klesd). Moznosti pre
znamienka prvych dvoch ¢lenov postupnosti tak s

pla) p'(a) | p(b) p'(b)
-+ |+ 4+
+ — — —

a tak v tomto pripade dostavame varp(a) = varp + 1.

Nech p(v9) = p'(70) = 0, teda g je viacndsobny koreri polynému p. Ak jeho ndsob-
nost v p je r, potom jeho nasobnost v p’ je r — 1. NavySe p; je najvicsim spoloénym
delitelom p a p’ (Sturmova postupnost je az na znamienka postupnostou zvyskov v
euklidovom algoritme), takze v je (r — 1)-ndsobny koren aj v py.

Uvazujme postupnost polynémov

~ . B ~ Di
p:(p03p17~--,pk:]-), kdeplzp—;
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(Toto uz nie je Sturmova postupnost, lebo p; nie je deriviciou py). Pre pocty znamien-
kovych zmien plati
var(a) = varp(a), varp(b) = varp(b).
Taktiez ostava v platnosti vztah
Di—1 = ¢i—1Pi — Di+1-
V postupnosti p uz g je len jednoduchym korenom polynému pg, a nie je korenom pj.
Podobne ako v prvej casti dokazu tak dostdvame, ze
var(pi(a), ..., pr(a)) = var(p1(b),. .., p(b)),
rozdiel v pocte znamienkovych zmien tak znovu moéze nastat len medzi prvymi dvoma
¢lenmi postupnosti. KedZe p; nie je deriviaciou pg, mame tak viacej moznosti:

po(a) _pi(a) | po(b) p1(b)
+ + | - +

Potrebujeme ukazaf, Zze moznosti v prvom a stvrtom riadku nenastant. Pre tento icel
potrebujeme rozlisit, ¢i nasobnost r korena -y v p je parna alebo neparna.
Ak r je nepérne ¢islo, potom plati
sgn(p(a)) = —sgn(p(b))
sgn(p'(a)) = sgn(p'(b))
sgn(p(a)) = sgn(pk(b))-
Z tabulky pre znamienka p a p’

tak dostavame tabulku pre py a pi:

po(a) pi(a) | Po(b) p1(b)
- + [+ =

_|._
_|._
- + + +

V pripade, ked r je parne, sa postupuje analogicky. O

Dokaz Vety 7.6. Dve predchadzajice tvrdenia st vlasne dokazom Sturmovej vety v
pripade, Ze interval [a,b] je fundamentédlny. Ak [a,b] nie je fundamentalny, tak ho roz-
delime na fundamentalne intervaly: Nech v < y1 < --- < 7y st vSetky korene vSetkych
polynémov Sturmovej postupnosti na intervale (a, b). Zvolime oy, i = 1,..., k tak, ze

a<y<a<mn<a<--<ap <y <b.
Potom [a;_1,a;] st fundamentélne intervaly polynému p a pre poéty koreriov tak mame
#koreniov na (a,b) = #korenov na (a,a;) + #koretiov na (a1, ag) + - - - + #korenov na (ay, b)
—  (varp(a) — varp(a)) + (varp(ar) — varp(az)) + - - + (varp(ax) — vary(b))
= varp(a) — varp(b)).
O
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PRIKLAD 7.10. Separujeme realne korene polynému
f=a%—42® + 3z + 1.

Pomocou Vety 7.1 najprv najdeme interval obsahujici vSetky reilne korene polynému:

3
M=2)" il =2(1+4+3+1) =18,
VL

takze vSetky redlne korene sii v intervale (—18,18). Sturmova postupnost polynému f
je

po = f = 2% — 42+ 3z +1,
pr = f = 32 -8z +3,

14 7
p2 = —rem(f,f) = L
9
ps = —rem(pi,p2) = 7

Pomocou Sturmovej vety zistime pocet realnych korenov:

vary(—18) = var(po(—18), p1(—18),p2(—18),p3(—18)) = 3
vary(—18) = var(po(18), p1(18), p2(18),p3(18)) = 0

takze polyném f ma tri redlne korene. Z

79
31
vieme, Ze dva z korenov sa nachadzaji v intervale (0, 18) a jeden je v intervale (—18,0).
Nakoniec

varp(0) = var(1, 3, ) = 2

o
nam hovori, ze jeden z kladnych korenov je na intervale (0,2) a druhy na intervale
(2,18). Vsetky korene st jednoduchymi korenmi, takze ich lahko dohladdme Iubovolnou
numerickou metédou (napr. aj jednoduchou bisekciou intervalu).

varp(2) = var(—1, ) = 1,



