Vseobecné poznamky na tvod

Kazdy (aj kto sa chce uspokojit s hodnotenim E) by mal ovlddat definicie: rozumiet,
aky pojem definujete, a tiez vediet definiciu korektne matematicky zapisat. Rozunmiet
definicii znamen4, Ze viete rozliSit, ktory objekt, Gtvar, vztah, ... definicii vyhovuje a
ktory nie.

Jadrom predmetu je striktné matematické budovanie konkrétnej discipliny z axiém.
Preto nielen od adeptov na znamku A ¢i B budem ocakévat, Ze zvladnu predviest nejaké,
aspon jednoduché ddkazy!

Axi6émy incidencie

DEFINiCIA. Dve priamky v rovine sa nazyvaji rovnobeingmi (rovnobezkami), ak
nemaju spolo¢ény bod. (Formélne: p || ¢ < png=10.)

DEFINiCIA. Body Bi, By, Bs,... su kolinedrne, ak existuje priamka so vSetkymi
tymito bodmi incidentna. (Formalne: By, Ba, ... su kolinedrne, ak Ip : B; € p VB;.)

TVRDENIE. Ak p,q st dve rézne priamky, potom p a q maji najviac jeden spolocny
bod. (Formdlne: p#q = |pNg| <1.)

Mali by ste zvladnut zadefinovat:

e nekolinearne body,
e roznobezné priamky,
e priesec¢nik priamok.

Vyjasnite si (mali by ste vediet vysvetlit):

e Co je to model?

e Co je to ,,dokdzatelné tvrdenie“? Co je to ,pravdivé tvrdenie“? Aky je medzi
tymito dvoma pojmami rozdiel?

e Co znamen4, 7e ,,tvrdenie je nezavislé od axiém?“

Axi6émy usporiadania

DEFINICIA.

e Usecka AB = {A,B}U{X | Ax X  B}.
o Polpriamka AB = ABU{X | AxBx* X}
(tie AB={X |X=AV X=B V AxX*B V AxBxX})

Mali by ste tiez vediet zadefinovat:

e Co znamenad , lezat na tej istej strane“ od danej priamky;,
e Co znamena ,lezat na opac¢nych stranach“ od danej priamky.
(Napriklad: A, B ¢ p leZia na opacnijch strandch od priamky p, ak ABNp # ().)

VETA (separacnd vlastnost v rovine, U4S).
V usporiadanej rovine platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia (ide o rozne formuldcie
toho istého turdenia)

e KazZdd priamka deli rovinu na dve polroviny.

o Lubovolnd priamka p deli rovinu okrem bodov priamky p na dve triedy tak, Ze
body lezia v tej istej triede prdve vtedy, ked leZia na tej istej strane od priamky
p. (t. j. neexistuje bod X € p taky, Ze Ax X x B, kde A a B si dané body.)

e Pre priamku p a body A, B,C neleZiace na tejto priamke plati:
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(i) Ak A a B lezia na tej istej strane od priamky p a B a C leZia na tej istej
strane od priamky p, potom aj A a C' lezia na tej istej strane od priamky

P.

(i) Ak A a B lezia na opacnych strandch od priamky p a B a C leZia na
opacnyjch strandch od priamky p, potom A a C lezia na tej istej strane od
priamky p.

(iii) Ak A a B lezia na opacnych strandch od priamky p a B a C leZia na tej
istej strane od priamky p, potom aj A a C' lezia na opacnich strandch od
priamky p.

Teraz by ste mali vediet definovat

e polrovinu,
e vnutorné body polroviny, hranicu polroviny,
e opacnu polrovinu k danej polrovine.

VETA (o usporiadani Styroch bodov).
Nech Ax BxC a AxCxD. Potom BxCxD aj Ax BxD.

VETA (Paschova).
Nech AxBxC a BxCxD. PotomAxBxD a AxC xD.

TVRDENIE (separacnd vlastnost na priamke, U*).
V' usporiadanej rovine platia nasledovné ekvivalentné tvrdenia (ide o rozne formuldcie
toho istého tvrdenia)

o KazZdy bod B na priamke p rozdeluje ostatné body tejto priamky na dve triedy
tak, Ze dva body X a 'Y neleZia v tej istej triede prave vtedy, ked X « B xY .

e Nech Ax B x(C szﬂ;ody na priamke p. Potom pre kazdy bod X € p, X # B
plati, zZe bud X € BA alebo X € BC. N N

o Ak Ax B xC su body na priamke p, potom BAHB?:B a BAUB?:p.

DEFINICIA. Polpriamka /ﬁ je opacnou polpriamkou k polpriamke /ﬁ, ak C'x Ax B.

Dokladné zvladnutie tedérie o usporiadanej rovine demonstrujete, ak viete dokézat,

U4P a U4S st za predpokladu 11-13, U1-U3 ekvivalentné,

U* a veta o usporiadani Styroch bodov st za predpokladu I1-13, U1-U3 ekvi-
valentné,

U* vyplyva z U4,

U4 nevyplyva z U*, U4 je silnejsia ako U* (demonstrujete na modeloch).

Urdéite treba vediet definovat

e uhol,
e ramend uhla, vrchol uhla,
e vnutorné a vonkajsie body uhla.

VETA (crossbar theorem, veta o priecke uhla). Nech D je vnitorny bod uhla ZABC.
Potom polpriamka ﬁ pretina isecku AC.

Mali by ste zvladnut zadefinovat:

e trojuholnik, jeho vrcholy a strany,
e vnitorné a vonkajsie body trojuholnika (bez pouzitia Jordanovej vety).
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Axiémy zhodnosti

Vyhybajte sa pojmu ,,dl7ka tsecky“! Dizka tsecky ani velkost uhla sa zatial nedaji
zadefinovat. To ale vobec nevadi, bohate si vystacite s relaciou zhodnosti tiseciek / uhlov.

Geometria axiém zhodnosti pozostava z viacerych tém:

e aritmetika tseciek, artimetika uhlov,
e pravy uhol, kolmost priamok,

e vety o zhodnosti trojuholnikov,

e rdzne iné.

Tieto su ale svojimi dokazmi velmi previazané a nedaju sa preto rozvijat separatne.

O aritmetike tseciek: mali by ste vysvetlit, ako a preco vieme tsecky

e séitavat (vysvetlit, ze korektnost séitavania vychddza z axiémy Z3),

e odcitavat (vediet dokazat korektnost odé¢itania, t.j. preco ak od zhodnych tse-
¢iek odcitame zhodné, dostaneme vo vysledku zhodné tisecky - to je neforméalny
popis, mali by ste to vediet zapisat aj formalne),

e porovnavat (ukdzat, Ze porovnavanie useciek je reldcia linedrneho usporiada-
nia).

O zhodnosti trojuholnikov:

DEFINicIA.  Trojuholniky AABC a AA'B'C' st zhodné (zapisujeme AABC
AA'B'CY), ak AB = A'B', BC = B'C', AC = A'C', /ABC = /A'B'C’, /BCA
/B'C'A J/CAB= /C'A'B.
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Treba poznat a idedlne aj vediet dokédzat prvé vety o zhodnosti trojuholnikov:

® sus, usu,
e a ich désledky o rovnoramennom trojuholniku.

O geometrii uhlov: treba vediet zadefinovat:

e susedné uhly,

e vrcholové uhly,

e pravy uhol,

e kolmost priamok.

TVRDENIE.

e Susedné uhly zhodnijch uhlov su tiez zhodné.
o Vrcholové uhly su zhodné.

O aritmetike uhlov:

e zadefinovat, ¢o znamend, ze polpriamka Eﬁ lezi medzi polpriamkami B—}l a
BC
e vysvetlif ako a preco vieme uhly
— scitavaf,
— odcitavat,
— porovnéavat.

Rozne: dalsie vety o zhodnosti trojuholnikov:

e Sss,
e uus,
e Ssu.

Iné vety o geometrii trojuholnika:



e veta o vonkajSom uhle trojuholnika,
e trojuholnikovd nerovnost,
e oproti vicsej strane trojuholnika lezi va¢si uhol (a naopak).

Cosi viac o pravom uhle:

e vSetky pravé uhly si zhodé (Euklidov stvrty postulat, v Hilbertovom axioma-
tickom systéme je to dokédzatelné tvrdenie),

e konstrukeia kolmice na dant priamku prechddzajica danym bodom (existencia,
jednoznacnost).

Dalsie pojmy, na ktoré sa mézem vramci Hilbertovej roviny pytat, su:

stred usecky,

os uhla,

kruznica a s 1ou stvisiace pojmy (na predndske sme ju sice spominali az pri
axiémach spojitosti, ale vSimnite si, Ze sa d& zaviest uz v Hilbertovej rovine),
e a mozno aj iné, o ktorych si myslim, Ze by ste ich definiciu mali byt schopni
zapisat bez toho, aby ste sa ju vopred udili.

Axiéma rovnobeznosti

V tejto skupine je jedind axiéma, no extrémne doélezitd, preto jej treba dokladne
rozumiet. Mozno pomocka: majme dve priamky p.q pretaté spoloénou transverzalou (=
prieckou) a sledujme striedavé uhly pri tejto transverzéle. Uvazujme vyroky:

e A:  striedavé uhly pri priecke priamok p, ¢ st zhodné“,
e B:  priamky p,q st rovnobezné“.

Mali by ste rozumiet a vediet vysvetlit, Ze:

e implikicia A = B je tvrdenie, ktoré sa v Hilbertovej rovine dé dokazat,

e implikdcia B = A sa da dokézat, len ak plati aj axiéma rovnobeznosti; tato
implikacia je v Hilbertovej rovine s axiémou rovnobeznosti ekvivalentné,

e implikdciu A = —B by ste mali spoznat v Euklidovom piatom postulate
(obmena predchadzajicej, ekvivalentna axiéme rovnobeznosti).

V axiéme rovnobeznosti (Playfairova formuldcia) mat jasno, ze

e existencia rovnobezky sa da dokdazat: rovnobezku k danej priamke prechidza-
jucu danym bodom vieme skonstruovat uz v Hilbertovej rovine (ako?),
e postuluje sa len jednoznacnost rovnobezky.

Vediet (a idedlne vediet ukazat), ze Playfairova axiéma je v Hilbertovej rovine ekvi-
valentnd s tymito tvrdeniami:

e Euklidov piaty postulat,
e sucet vnutornych uhlov v trojuholniku je rovny dvom pravym uhlom®.

O Hilbertovej rovine (axiéma rovnobeznosti méze platit, no tiez nemusi) treba vediet,
idedlne aj dokazat, ze stcet uhlov v trojuholniku neprevysi dva pravé.

Axiomy spojitosti
Mali by ste vediet, ze existuju alternativne moznosti, ako vyslovit axiémy spojitosti.
My sme si spomenuli tri:

e principy spojitosti kruznice,
e Hilbertove axiémy (Archimedova axiéma a axiéma tplnosti),
e Dedekindova axiéma (treba vediet zadefinovat Dedekindov rez).

K Dedekindovym rezom: mali by ste
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e rozumiet, ze separa¢na vlastnost na priamke sa da sformulovat ako tvrdenie o
existencii Dedekindovho rezu,

e rozumiet rozdielu medzi separac¢nou vlastnostou na priamke a Dedekindovou
axiomou.

Mali by ste poznaf nejaké suvislosti medzi réznymi varidciami axiém spojitosti,
pripadne i s presahom do analyzy:

e Dedekindova axioma je ekvivalentna s Bolzanovym vyrokom o existencii sup-
réma,

e Hilbertove axiémy st ekvivalentné s Dedekindovou axiémou (dokazovali sme si
len, ze Archimedova axiéma je dosledkom Dedekindovej),

e principy spojitosti kruznice st dosledkom Dedekindovej axiéomy, avsak naopak
to neplati; principy spojitosti kruznice st slabsie.



