KAPITOLA 6

Kvadratické formy

1. Regularne kuzelosecky v euklidovskej rovine

1.1. Kruznica. Je dand stredom S € E? a polomerom r € R, r < 0 ako mnozina bodov,
ktorych vzdialenost od stredu S je r:

K={XcE*||XS|=r}.

Z tejto definicie potom uz lahko odvodime rovnicu kruznice. V $pecidlnom pripade, ak S = (0, 0),
tak bod X = (z,y) lez{ na kruznici préve vtedy, ked /22 + y? = r. Tito rovnost Standardne
upravujeme tak, aby sme sa vyhli odmocnine. Dostavame tak implicitnii rovnicu kruZnice,
t.j. Cosi ako vSeobecnii rovnicu:
2?42 =2,
Pri hladan{ rovnice pre kruznicu so stredom v Iubovolnom bode S = (m, n) mézme uvazovat
dvoma, spésobmi:

(a) Priamo z definicie kruznice musi pre bod kruZnice platit, zZe

|(z,y)(m,n)| = r
Ve mP P =
(x—m)?+(y—n)*> = r2

Ak to nie je pre nejaké nasledné vypocty potrebné, rovnicu pre prehladnost nechavame
v tomto tvare, neroznasobujeme.

(b) Kruznicu mézme vnimat aj ako kruznicu so stredom v zaciatku stradnic, pokial si
stradnice vhodne zvolime. Zvolme zaciatok siradnic v strede kruznice a jednotkové
vektory v smere stradnicovych osi ponechdme bezo zmeny. Pévodné suradnice (z,y)
si tak s nasimi pomocnymi stiradnicami (z’,y’) previazané posunutim:

= z-—m,
y = y-n
Ak m4& teda kruznica v pomocnych stradniciach rovnicu

12 12 2
r +y =17,

tak v pévodnych stiradniciach mé tato kruznica rovnicu
(x —m)*+ (y —n)* =r?.
PRIKLAD 6.1. Akud kruZnicu popisuje rovnica
322 + 3y* — 122 4+ 4y + 12 =07
1.2. Elipsa. Je dana dvoma ohniskami F}, F5 a kladnym redlnym ¢islom a, pre ktoré navyse

musi platit 2a > |Fy, F»|. Elipsa je definovand ako mnozina takych bodov roviny, ktorych sicet
vzdialenosti od ohnisk je konstantné. Presnejsie:

&= {X S E? | |XF1| + IXF2| = 2@}.
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52 6. KVADRATICKE FORMY

Pre odvodenie implicitnej rovnice elipsy (t.j. rovnice, ktord spliiajii presne body elipsy) vlozime
vhodnym spdsobom situdciu do stradnicovej sustavy. Popritom sa zozndmime s terminolégiou
zviazanou s elipsou:

o ¢ = 1/2|F, F| je excentricita elipsy,

e S =1/2(F + F3) je stred elipsy,

priamka F} F5 je hlavna os elipsy,

priamka cez stred S kolma na hlavnua os je vedlajsia os elipsy,

vrcholy elipsy su jej priesecniky s osami; prieseéniky s hlavnou osou sii hlavné vr-
choly, priesecniky s vedlajSou osou st vedlajsie vrcholy.

Lahko nahliadneme, ze vzdialenost hlavného vrchola od stredu elipsy je a, hovorime tiez o dizke
hlavnej poloosi. Podobne vzdialenost vedlajsieho vrchola od stredu elipsy nazyvame dlzka
vedlajsej poloosi a oznacujeme b. Medzi dlzkami poloosi a excentricitou je vztah

(10) a? =b* + e
Zvolime teraz suradnice tak, ze stred elipsy je v zaciatku stradnic a ohniska lezia na x-osi, teda
F1 :(—6,0), F2:(€70)

a kone¢ne mozme pristupit k odvodeniu rovnice elipsy. Bod X = (z,y) lezi na elipse prave vtedy,
ked

‘(x7y)(_€70)‘+|($7y)(670)| = 2a
Ve+e2+y2+(@—e?+y? = 2

Trpezlivymi a pozornymi tipravami (dvakrit treba rovnicu umocnit, vyuzit vztah (10)) sa nako-
niec dopracujeme ku kvadratickej rovnici

2 . y? .
a? b2 ’
nazyvame ju tiez kanonicka rovnica elipsy. Ak by sme chceli zapisat rovnicu elipsy so stredom
v bode S = (m,n), hlavnou osou rovnobeznou s z-osou, na zéklade tivah vykonanych pri kruznici
len urobime posunutie a dostaneme

(z —m)?

a? b2

1.3. Hyperbola. Definuje sa velmi podobne ako elipsa. Je tiez dand dvoma ohniskami
Fy, F a kladnym redlnym ¢islom a, no v pripade hyperboly sa vyzaduje, aby 2a < |FyFy|.
Zodpovedajica hyperbola je potom mnozina takych bodov roviny, ktorych rozdiel vzdialenosti
od ohnisk je konstantna:

H={XcE?|||XF| - |XF)|| =2da}.

Znovu vrcholy hyperboly si jej prieseéniky s priamkou [%1F2. Vzdialenost vrchola od stredu
hyperboly je a. Dlzku b € RT mdzme definovat vztahom

(11) e = a® + b2

Ohniskd vlozime do stradnicovej stistavy presne ako u elipsy: F; = (—e,0), F5» = (e,0) a pre
body hyperboly dostaneme kanonickil rovnicu

Hyperbola, ktorej stred bude posunuty do body (m,n) bude mat rovnicu

2 2

(x—m)® (y—n)

> 02 =1
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1.4. Parabola. Parabola je uréend ohniskom F € E? a riadiacou priamkou [ tak,
aby ohnisko nelezalo na riadiacej priamke. Parabola je mnozina takych bodov roviny, ktorych
vzdialenost od ohniska je rovnaké ako vzdialenost od riadiacej priamky:

(12) P={XcE?||XF|=|XI|}.

Pre parabolu v kanonickom tvare volime F' = (0, £) a riadiacu priamku [ tak, Ze jej vSeobecna
rovnica je y + & = 0, teda p je vzdialenost ohniska od riadiacej priamky. Z metrickej definicie
paraboly (12) potom dostaneme jej kanonickd rovnicu

(13) z? = 2py.
Ostatné tvary kanonickej rovnice st 2py = —22, 2pz = y?, 2px = —y2. Pre parabolu v tvare (13)
je

e bod (0,0) vrcholom paraboly,
e priamka oy (t.j. y-os) osou paraboly.

Tak ako v pripade elipsy a hyperboly, posunutim paraboly (13) tak, Ze jej vrchol sa posunie do
bodu (m,n) sa implicitnd rovnica paraboly zmeni na
(x —m)* =2p(y —n).
PRIKLAD 6.2. Zistite, akti parabolu popisuje rovnica
v 20 —2y—3
t.j. najdite jej vrchol, ohnisko, riadiacu priamku.
1.5. Kuzelosecky v rovine, vSeobecnejsie. Rovnice vsetkych doteraz skimanych ku-

zeloseciek boli kvadratickymi rovnicami, v ktorych sa okrem absolitneho a linedrnych ¢lenov
vyskytovali este éleny s monémami 22 a y2. Rovnica kuZelose¢ky mala teda tvar

az? +by? + cx +dy +e=0.

Typ kuzelosecky, teda ¢i ide o elipsu, hyperbolu alebo parabolu, zavisi od kvadratickych koefi-
cientov.

PRIKLAD 6.3. Uvazujme parabolu y = x2. Zmefime stradnicovii ststavu tak, Ze zacéiatok
sustavy ponechame v (0,0) a novymi siradnicovymi vektormi budd

ei =e; + e,
e, = —e; +eo.
Rovnica nasej paraboly v novej stradnicovej ststave potom bude
2 —2zy+1y? —x—y=0.

Vidime, ze kvadratickd rovnica uz obsahuje aj zmiesany kvadraticky ¢len.

VsSeobecne rovnica kuzelosecky mé tvar
(14) az® + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0.

Bude velmi uzitoéné zapisovat tiito rovnicu maticovo:

a b c x
(xyl) b c e y | =0.
d e f 1

Vidime, ze kuZelosecku popisant rovnicou (14) vieme reprezentovat symetrickou maticou stuptia 3.

Pre dand rovnicu (14) by sme cheeli zistit, ¢i ide o rovnicu kuzelosecky, a ak dno, aky typ
kuzelosecky rovnica reprezentuje. Vycitat to priamo z rovnice (14) uz nie je také priamociare ako
v pripade, ked jej rovnica neobsahuje zmiesany ¢len. ZmieSany ¢len sa v rovnici nachadza vtedy,
ked osi kuzelosecky nie st rovnobezné so suradnicovymi osami. Snazime sa preto aplikovat afinnti
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transforméciu (alebo ekvivalentne: zmenit stiradnicovi sistavu) tak, aby sme sa zmieSaného ¢lena
v rovnici zbavili.

2. Diagonalizacia kvadratickej formy

2.1. Kvadratické formy a symetrické matice.
DEFINICIA 6.4. Nech k je pole (char k # 2). Potom n-arna kvadraticka forma nad k& je
homogénny polyném stupna 2 o n premennych:
q(xl,...,a:n):Zcijxixj, Cij Ek/’/

i<j

Kvadraticka formu tiez chapeme ako zobrazenie k™ — k

PRIKLAD 6.5. e ¢(r) = ar? — undrna kvadratickéd forma,

e g(z,y) = ar® + bry + cy? — bindrna kvadratickéa forma,
o q(x,y,2) = ar?® + by? + c2® + dovy + exz + fyz — terndrna kvadraticka forma,

PRIKLAD 6.6. Kvadraticky polyném ax? 4 bx 4+ c nie je kvadraticks forma! Podobne polyném
v rovnici pre kuzelosecky,
az? + 2bzy + cy® + 2dx + 2ey + f,
nie je kvadraticka forma, ale da sa z neho homogeniziciou kvadratickd forma vyrobit:
(15) ax? + 2bzy + cy® + 2dxz + 2eyz + f2°2.
Naspat k rovnici kuzelosecky sa dostaneme dosadenim 1 za premenni z.

Kvadraticku formu (15) vieme zapisat aj v maticovom tvare:

a b c T

Q(xayvz):(x Y Z) b c e Yy

d e f z

TVRDENIE 6.7. Ku kazdej n-drnej kvadratickej forme ¢ = q(x1, ..., x,) existuje prdve jedna
symetrickd matica A stupnia n takd, Ze
T
q(z1,...,xy) = ( 1 ... Tn )A

Tn

a naopak, kazdd symetrickd matica zodpovedd kvadratickej forme.

Doékaz. Nech g = EKj ¢ijx;x. Polozme

( 1 ... Ip )A :Zcijxixj~

T, 1<j
Ide o rovnost kvadratickych formiem. Splnena bude prave vtedy, ked na pravej aj na lavej strane
st pri rovnakych monémoch rovnaké koeficienty.
Po roznasobeni na Tavej strane tejto rovnosti mame

Z1

(xl mn)A = Zaux + Z (aij + aji)xix;

T, 1<i<j<n

= Za”x +2 Z ;T T 5.

1<i<j<n
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Vidime, Ze koeficienty a;; si jednoznacne urcené koeficientami c;; a naopak. O

Kvadratickd formu ¢ sme nahradili symetrickou maticou A. Tato matica je podla prave
dokazanej vety jednoznacne urcena. Teraz chceme maticu A kvadratickej formy diagonalizovaf,
t.j. chceme volbou vhodnej bazy priestoru £" eliminovat a;; pre i < j.

2.2. Metéda 1: Lagrangeova. Pri diagonalizacii kvadratickej formy touto metédou pou-
zivame dva typy uUprav:

e Uprava na uplny Stvorec: substitiicia typu
2
ax; +br;x; = alr; + —
i ilj (zi %
e ak ¢len z;x; nie je mozné eliminovat predchadzajicou substiticiou (lebo forma neob-
sauje ¢len s monémom 7 ani 23), pouzijeme tpravu
1,2 1,9
2 2 / /
Ty = Z(a:Z +x;)" — Z(JUZ —x;) = 1% %
PRIKLAD 6.8. Diagonalizujme kvadratickd formu ¢ : R* — R:

q(x1, T2, 3, 24) = —2x§ + 2129 + 2wox3 — 31314,
t.j. jej matica je
0 1/2 0 0
12 2 0
A=10 1 0 -3

0 0 -3/2 0
Pouzivame Lagrangeovu metodu:

1
q(w1, 20, v3.04) = —2(x3— §x1x2 — Tox3) — 3x3x4
1 1 1 1
= 72((562 — 11‘1 — 51‘3)2 — (1131 —+ 5.%3)2) — 393314
1 1 1 . 1
= —2(zy— Fide §z3)2 + gsc% + 51’3 + 51T — 3x324
1 I 1
= fg(fxl + 4z = 223)° + §(x1 +4zix3) + 50183 — 32324
1 2 1 2
= —g(—xl + 4x9 = 223)% + g(xl +2w3)” — 32314

1 1 3 3
= —g(—xl +4£C2 = 2%3)2 + g(xl + 2%3)2 — Z(xd + 1’1) + 1(.T3 — £E1)2

Vidime, Ze po substitticii (t.j. v novej baze R*)

x’l = x1 —4x9 + 223
xh = x4+ 213
Ty = T3+ 14
Ty, = x3—14
je kvadraticka forma ¢ diagonélna:
= b
Cely proces mozme elegantne zapisat pomocou matic:
x) 1 -4 2 0 x1 Z1
xt 1 0 2 0 T x
(16) x{z “lo 0o 1 1 xi =P xi
xh 0 0 1 -1 T4 T4
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Maticové vyjadrenie formy ¢ v novej baze je tak

rREEATE
g= () oy af ) 0 8 BE xz =(a ay 2y z, )B sz
o 0o o 3 ), )
Spolu s (16) potom méme
I
q:(scl To X3 T4 )PTBP iz ,
Ty

Cize pre matice A a B plati
A= PTBP.
Pozorovanie z tohto prikladu mozno zjavne prirodzene zovseobecnit pre Iubovolni kvadra-
ticka formu ¢ : k™ — k:

Nech x = (z1,...,2,) a X' = (2,...,2]) si dve bdzy priestoru k" a nech x’ = Px. Nech
dalej A resp. B je matica kvadratickej formy ¢ vzhladom na bézu x resp. x’. Potom A = PTBP.

Naopak, nech A a B si symetrické matice stupna n. Nech existuje regularna stvorcova matica
stupiia n takd, ze A = PTBP. Potom A a B st matice tej istej kvadtratickej formy vzhladom
na dve rozne bazy, pricom P je maticou prechodu medzi tymito dvoma bazami.

DEFINiCIA 6.9. Stvorcové matice A a B stupiia n sa nazyvaji kongruentné (A = B), ak
existuje reguldrna stvorcovd matica P taka, ze A = PTBP.

Uvahami spred definicie sme dokazali tvrdenie:

TVRDENIE 6.10. Symetrické matice A a B stupria n si maticams tej istej kvadratickej formy
(vzhladom na mozno rézne bdzy) prdve vtedy ked si navzdjom kongruentné.

Jednoducho a priamociaro sa daju ukazat tieto vlastnosti reldcie kongruentnosti matic:

e Kongruentnost matic je relaciou ekvivalencie.
e Ak A je symetrickd matica a A = B, potom aj B je symetrickd matica.

PRIKLAD 6.11. ??? Diagondlna matica, s ktorou je dand symetrickd matica kongruentn4,
nie je jednoznac¢na: nech q(z,y) = 1022 + 5y — 2zy.

(a) q(z,y) = (922 +y* — 6ay) + (2° + 4y? + doy) = (v + 2y)> + 3z — y)*

(b) Lagrangeovou diagonaliza¢nou metédou dostaneme:

1
1022 + 5y — 2xy = 10(2* — —2y) + 52

5
1 1 1 49
=10(x — —y)?% — 24502 = 10(z — 2 2
(z 1Oy) oY Ty (z 10y) + 1Y

Mame tak pre t istd kvadratickd formu tri rézne symetrické matice, ktoré ju popisuju, vzdy

v inej baze:
10 1 10 10 0
=(Va) e (an) eV 3)

Tieto matice su vSetky navzajom kongruentné.
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2.3. Met6da 2: simultanne ekvivalentné tipravy matice. Skusime teraz diagonalizo-
vat kvadratickl inym postupom. Aby sme sa vyhli zdlhavému vypisovaniu premennych, formu
si hned reprezentujeme maticou. Maticu budeme modifikovat takymi tpravami, aby sme zotr-
vavali v triede kongruencie tejto matice, teda maticu modifikujeme tak, aby po kazdom kroku
bola vysledkom matica, ktora je kongruentnd s danou maticou. To znamend, ze ak na matici
vykondme nejaki ekvivalentni riadkovi tipravu, nésledne v nej vzdy vykondme t1 istt Stfpcovfl
upravu: Ak U je reguldrna Stvorcova matica, potom

e AU je matica, ktora vznikne z A aplikovanim ekvivalentnej stipcovej tpravy , zakédo-
vanej“ v matici U,
e UT A je matica, ktord vznikne z A aplikovanim tej istej istej ipravy.

Zjavne vieme kazdi maticu diagonalizovat:

e Uprava 1. typu: ak a;; # 0, tak znulujeme vSetky a;; a aj; (i # j) pripo¢itanim vhodného
nésobku i-teho stipca resp. riadku k j-temu,

e Uprava 2. typu: ak pre vSetky ¢ také, ze a;; # 0, plati a;; = aj; = 0 (inak: uz sme
upravou 1.typu znulovali vSetko, ¢o sa dalo), nech i je najmensie také, Zze a; = 0 a
a;; 7 0 pre nejaké j, potom j-ty riadok pripocitame k i-temu a to isté urobime so
stipcami.

Upravou 2. typu uréite ,, nerozhddzeme* Tavii hornt (i — 1) x (i — 1) podmaticu a v nasledujtcich
krokoch uz vieme vynulovat vsetky prvky v i-tom riadku a stlpci, okrem diagonalneho. Tymto
sme vlastne ukézali:

TVRDENIE 6.12. Kazdd symetrickd matica je kongruentnd s nejakou diagondlnou maticou.

PRIKLAD 6.13. Reprezentujme si maticu kvadratickej formy z Prikladu 6.8 maticou a snaZme
sa ju diagonalizovat prave popisanou metédou.

0 1/2 0 0 1/8 0 1/4 0 1/8 0 0 0
/2 -2 1 0 |l 0o -2 1 0 1 0o -2 1 0
0 1 0 -3/2 || 14 1 0 -3/2 |~ 0 1 -1/2 -3/2
0 0 -3/2 0 0 0 -3/2 0 0 0 -3/2 0
1/8 0 0 0 1/8 0 0 0 /8 0 0 0
0 -2 0 0 |l 0o -2 o0 0 | o -2 0 o
0 0 0 -3/2 |~ 0 0 -3 -=3/2 |~ 0 0 -3 0
0 0 -3/2 0 0 0 =-3/2 0 0 0 0 3/4

Vidime, Ze sme dostali ini diagonalnu kvadratickd formu ako pomocou Lagrangeovej diagona-
lizacnej metédy. Vyvstava tak prirodzend otazka: ¢o maju tieto diagondlne kvadratické formy
spolocné? Mézme si vS§imnut, Ze je to pocet kladnych a zapornych ¢isel na diagonale.

3. Sylvestrov zakon zotrvacnosti

Odteraz az do konca kapitoly budeme pracovat s kvadratickymi fomami nad readlnymi ¢islami.

DEFIN{CIA 6.14. Nech A je diagondlna matica nad redlnymi ¢islami. Signatiira matice A,
ozn. o(A) je trojica (s4,s_,80), kde

e s, je pocet kladnych prvkov na diagondle,
e s_ je pocet zapornych prvkov na diagonéle,
e 5o je pocet nulovych prvkov na diagonale.

Zrejme hodnost matice A, h(A) = s + s_ a stupell matice n = s + s_ + $p.

VETA 6.15 ((Sylvestrov zdkon zotrvac¢nosti)). Nech A, B si diagondlne matice nad R a nech
A = B. Potom o(A) = o(B).
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Dékaz. Nech A = B. Riadkové ani stipcové ekvivalentné ipravy nemenia hodnost matice, preto
h(A) = h(B) = h. Oznacme

o(A)=(k,h—k,n—h),
o(B)=(,h—1,n—h).

Potrebujeme ukazat, ze k = [.

Poradie prvkov na diagonale vieme tpravami zachovavajicimi kongruentnost zmenit, preto
bez ujmy na vSeobecnosti mézme predpokladat, ze

A = diag(as,...,ak, —Qkt1,---,—0p,0,...,0), a; >0,
B = diag(bl,...,bl,—le,...,—bh,O,...,O), b; > 0.

Ked7e matice A a B st kongruentné, plati B = PT AP pre nejaki reguldrnu maticu P. Stipce
matice P tvoria bazu vy, ..., v, vektorového priestoru R™.

Matica A je maticou kvadratickej formy v standardnej baze ey, ..., e, a matica B je maticou
tej istej kvadratickej formy vzhladom na bazu vq,...,v,. Nech S je podpriestor priestoru R™
generovany vektormi ey, ..., e, a nech T' je podpriestor generovany vektormi v;y1,...,v,. Potom
pre vietky nenulové vektory x € S plati x Ax > 0. Na druhej strane pre vsetky vektory y € T
plati yT By < 0. Priestory S a T majt preto spolo¢ny iba nulovy vektor. Odtial

dim(S+7T)=dimS+dimT =k+ (n—1) <mn,
preto k < [. Analogicky ukazeme, ze | < k. O

DEFINiCIA 6.16. Nech A je symetrickd matica nad R. Signatdra matice A, ozn. o(A4) je
signatura diagondlnej matice, s ktorou je A kongrunetn4.

DOSLEDOK. Nech A, B st symetrické matice rovnakého stupria nad R. Matice A a B si
kongruentné prdve vtedy, ked o(A) = o(B).

Doékaz. Kazda symetrickd maticu vieme vhodnou zmenou bazy upravit na takd diagonalnu ma-
ticu, v ktorej sa zhora nachadzaju na diagondle najprv kladné prvky, potom zdporné a na zaver
nulové. Nad redlnymi ¢islami mézme s tpravami pokracovat tak, ze kladné prvky nahradime
jednotkami a zaporné minus jednotkami. Zrejme kazdej symetrickej matici nad R zodpoveda
prave jedna takato diagonalna matica. O

(Ako by situdcia vyzerala, keby sme uvazovali formy nad komplexnymi ¢islami?)
DEFINiCIA 6.17. Kvadratickd forma ¢ : R™ — R sa nazjva

e kladne definitnd, ak ¢(x) > 0 Vx € R, x # 0,
kladne semidefinitnd, ak ¢(x) > 0 Vx € R,
zaporne definitna, ak ¢(x) < 0Vx € R", x # 0,
zaporne semidefinitnd, ak ¢(x) <0 Vx € R™,
indefinitnd, ak 3x,y € R": ¢(x) > 0,4(y) < 0.

Symetrickd matica sa tiez nazyva kladne definitnou, ak kvadratickd forma, ktort reprezen-
tuje, je kladne definitnd, analogicky pre ostatné pripady definitnosti.

Diagonédlna matica matica A je zjavne kladne definitd, ak o(A) = (n,0,0). Podobne vieme
charakterizovat aj ostatné pripady definitnosti.

Stojime teraz este pred vyzvou: ako zistit definitnost akejkolvek symetrickej matice bez toho,
aby sme ju upravovali na diagonalny tvar?
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PRIKLAD 6.18. Nech A je symetrickd matica
(17) A= ( air a2 )
a2 Q22

Hodnota kvadratickej formy ¢ urcenej touto maticou v jednotkovych vektoroch je

q(1,0) = a1

q(0,1) = as».
Aby bola tato kvadratickd forma kladne definitné, nutne musi platit, Ze a1 aj ags st kladné ¢isla.
Avsak vidime, Ze tieto podmienky nie si postacujuce: ak napriklad a1; = a2 = 2 a a12 = —2,

pre vektor (1,1) mame

o (1)

Skisme najst aj postacujicu podmienku kladnej definitnosti pre maticu stupna 2. Potrebujeme,
aby pre maticu (17) platilo

(z vy )( itz ) ( * ) = a112” + 2a122y + axy® > 0 Vz,y € R((z,y) # (0,0))
a2 Qg2 Yy

2
T T
t.j. an <> + 2a12— + ag2 > 0.
Y Y

Toto je zjavne ekvivalentné podmienke, ze diskriminant kvadratickej rovnice je zdporny a sticasne
a11 > 0 alebo inak:
a1 >0 a detA>0.

VETA 6.19 (Sylvestrovo kritérium kladnej definitnosti). Nech A je symtrickd matica stupna
n nad R. Matica A je kladne definitnd prdve vtedy, ked vsetky vedice hlavné minory matice A
st kladné.

Dokaz. Nech A je kladne definitnd. Indukciou ukazeme, Ze jej vedice hlavné minory sa kladné.

Pre n = 1 je tvrdenie zjavne pravdivé. (V predchddzajicom priklade sme si ho dokézali
dokonca pre n = 2.)

Nech je tvrdenie pravdivé pre n — 1. Ak e; je prvy bazovy vektor, z podmienky el Ae; > 0
méme, Ze ai; > 0. Pripo¢itanim vhodného ndsobku prvého riadku k ostatnym (t.j. nahradenim
matice A maticou PTA; P je vhodn8 reguldrna matica) vynulujeme v prvom stipci vietky
polozky pod a11. Potom prevedieme tie isté stipcové tpravy (t.j. maticu PT A nahadime maticou
PTaP). Namiesto povodnej matice A mame teraz s tiou kongruentni maticu

(18) B:(a(l)l g).

Matice A a B maju tie isté vedice hlavné minory, pretoze ziadna z prevedenych tprav nezmenila
determinant matice a dokonca ani determinant hlavnych podmatic. Kedze A = B, je aj matica
B kladne definitnd. Potom ale aj jej podmatica B’ je nutne kladne definitnd. Z indukéného
predpokladu st potom vsetky vedtce hlavné minory matice B’ kladné. KedZe vediice hlavné
minory matice B (a teda aj matice A) st aj;-ndsobkami vediice hlavnych minorov matice B,
st aj veduce hlavné minory matice A kladné.

Pre opa¢ni implikéaciu predpokladajme teraz, ze A mé vSetky vedice hlavné minory kladné.
Odtial potom a1; > 0, kedZe ide o prvy minor. Aj teraz maticu A nahladime kongruentnou
maticou B (18) s rovnakymi minormi. KedZe podla predpokladu druhy minor a;1(B’)1; je kladny,
plati, Ze (B’)11 > 0, a pomocou tohto prvku znulujeme vSetky prvky nachadzajiice sa v druhom
stipci pod diagonélou, podobne pre druhy riadok. Vidime, 7e ak pokrac¢ujeme v diagonalizacii
matice A, dopracujeme sa nakoniec k diagon8lnej matici, ktord bude mat na diagonale iba kladné
Cisla, a teda je kladne definitna. O
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Analogicky mo6zme charakterizovat zaporni definitnost: matica A je zaporne definitna, ak
pre jej vedice hlavné minory plati

A; <0, Ab >0,43<0,...

Semidefinitnost a indefinitnost uz takto jednoznacne testovat nevieme. Pre néjdenie signatiry
takej matice je naozaj vhodné siahnut po diagonalizacii.

4. Kvadratické formy pri skiimani priebehu funkcie dvoch premennych

Z analyzy uz viete, Ze pri skimani vlastnosti funkcie viacerych premennych si zaujimavymi
tzv. kritické body. V nich funkcia moéZe (ale nemusi) nadobudniit extrém. Pre rozhodovanie, ¢
ide o extrém a ak dno, o aky (maximum vs. minimum) st velmi uzitoéné nase prave nadobudnuté
vedomosti o kvadratickych formach. Postup, ktory poznéte z analyzy, si teraz osvetlime z hladiska
geometrie. Zaoberat sa budeme funkciou dvoch premennych.

Analyticka funkcia je vo zvolenom bode (xg, yo) aproximovand Taylorovym polynémom:

Ty(a.0) = Flan,t0) + G(z0,0) (@ = 20) + 5 (o, 0) = o)

2 2 2
19) 5 (b — a0+ 2 o)~ o)y = ) + 5L o)~ )?)

4+

Cim vyssi stupen polynému zvolime, tym lepsie bude polyném funkciu aproximovat. Polyném
stupna 0, t.j. konstanta, bude mat v skimanom bode s danou funkciu spolo¢nt funként hodnotu.
Ak aproximujeme linearnym polynémom, bude mat tento polyném s funkciou v skiimanom bode
spolo¢nt nielen funkéni hodnotu, ale ich grafy budd mat v tomto bode spoloénu aj dotykovi
rovinu. Este lepsiu aproximéaciu poskytuje Taylorov polyném druhého stuptia: tu uz z polynému
vycitame nielen, ¢i funkcia v tom-ktorom smere rastie ¢i klesa, ale aj ako sa jej rast ¢i klesanie
zrychluje alebo spomaluje, t.j. ako sa jej graf v okoli tohto bodu ohyba. Exaktnejsie povedané,
grafy funkcie a jej aproximécie Taylorovym rozvojom druhého stupna maji v danom bode spo-
lo¢nt nielen dotykovi rovinu ale aj krivosti v réznych smeroch. Toto je uz dostato¢nd informaécia
pre rozhodnutie, ¢i v tomto bode mé funkcia extrém.

Pri hladani extrémov funkcie f dvoch premennych postupujeme takto:

(1) Néjdeme kritické body funkcie f, t.j. také body (xq,yo), pre ktoré

%(x()»yo) = %(x07y0) =0.

St to body, v ktorych je dotykova rovina grafu funkcie vodorovna.
(2) V kazdom kritickom bode aproximujeme funkciu polynémom druhého stupina a na

zéklade tohto polynému rozhodneme, ¢i ide o extrém funkcie, a ak &dno, aky je to
extrém.

Rozoberieme este trochu druhy krok tohto postupu. Pre pohodlnejsiu manipuldciu trans-
formujme suradice tak, Ze zaciatok stradnicovej ststavy posunieme do bodu (zo, yo, f (0, %0))
a z-siradnicu naskalujeme, aby sme sa zbavili faktora 1/2 v rozvoji. Mame tak nové stradnice

(Z,9, 2):

Rozvoj (19) druhého stupnia v novych siradniciach bude potom vyzerat:

Z = doo@? + 2d11 27 + do2i)?,
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kde d;; st hodnoty parcidlnych derivécii, ako sme ich vypocitali v (19). Funkcia je po vhodnej
volbe stradnic teda aproximovand kvadratickou formou, a o tejto uz vieme lahko rozhodnit,
¢ nadobuda v (0,0) (ostré) maximum resp. minimum — bude to prave vtedy, ked je kvadra-
tickd forma negativne resp. pozitivne definitnd. Definitnost formy v tomto pripadne najlepsie
rozhodneme pomocou Sylvestrovho kritéria.

DEeFINicIA 6.20. Nech f: R? — R? je funkcia, ktorda mé vSetky druhé derivicie. Hessian
funkcie f je stvorcova matica
2% f % f
_ 922 dxd
Hy = ( a‘z‘cf o fy )

Oyoz dy?

Hessian je teda vo vhodnej siradnicovej ststave matica kvadratickej formy, ktord najlepsie
aproximuje funkciu v skiimanom kritickom bode.



