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Uvod

Tento ucebny text je suCastou rieSenia projektu KEGA - ,Ematik+, Kontinudlne
vzdelavanie ucitelov matematiky” (KEGA 094UK-4/3013). Bude publikovany formou CD ako
Studijny material k e-learningovému portalu.

Text vznikol doplnenim a rozSirenim kurzu Projektivnej geometrie pre ucitel'ské Studium
deskriptivnej geometrie a nasledne aj e-learningového kurzu pre ESF projekt Ematik o tie Casti ,
ktoré sa v ramci vyucby spomenu len okrajovo a su zaujimavé tak z hl'adiska ziskania vedomosti
Z projektivnej geometrie —tej oblasti geometrie, ktord je uzko prepojena s inymi odvetviami
geometrie — afinnou, euklidovskou ale aj Lobacevského geometriou, ale ktora je vo vyucbe
matematiky a geometrie dost’ opominana, ako aj z hl'adiska iného — axiomatického budovania
teorie, vtomto pripade geometrie projektivnej roviny. Pridané su aj partie o konecnych
projektivnych rovinach, ktoré maji suvis s inymi oblastami matematiky — tedria Cisel, elementarna
geometria, Statistika, kodovanie a redukované su tie Casti, ktoré su grafického charakteru a st
zamerané na aplikovanie v deskriptivnej geometrii. Myslim, Ze je tym text zrozumitel'nejsi aj pre
$irSiu komunitu matematikov a ucitel'ov matematiky.

Text je zéroven pripravou na projektivny pohl'ad na teériu kuzel'oseciek, bude obsahom
textov Projektivna geometria II. — Kuzelosecky v rozsirenej euklidovskej rovine.

Autor chce podakovat’ recenzentom — Prof. RNDr. Janovi Cizmarovi, CSc. a doc. RNDr.
Maridnovi Trenklerovi, CSc., mim.prof. KU za starostlivé precitanie textu a podnetné pripomienky,
ktoré pomohli zlepsit’ a skultivovat’ grafickd, pojmologickll a na niektorych miestach aj odborna
stranku textu.






1. Rozsirena euklidovska rovina a jej vlastnosti

1.1 Motivacia rozsirenia euklidovskej roviny

Praktické problémy Zivota ludi sa tykali aj merania dizok a ploch, viimali si aj tvary
roznych telies arovinnych utvarov. Zobrazovali ich z dovodov technickych — niektoré stcasti
stavieb sa ,,vyrabali“ inde, nez sa stavali, ale aj z ¢isto duchovnych a estetickych. Po istom case
zacali skiimat’ svoje obrazy a porovnavat’ ich vzory s tym, ako ich videli vlastnymi ocami. K prvym
a najznamej$im badatelom v tomto smere patrili renesan¢ni maliari, ako Leonardo da Vinci (1452 —
1519), Albrecht Diirer (1471 — 1528), architekti Filippo Brunelleschi (1377 — 1446) a Leon Battista
Alberti (1404 — 1472), ¢i neskor grafik Maurits Cornelis Escher (1898 — 1972).
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Obr. 1.1 Pohlad do knihy A. Diirera

Obr. 1.2 Dve medené rytiny holandského grafika M. C. Eschera


http://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher

Vsimli si napriklad, Ze pri malovani utvarov sa ich rovnobezné hrany — po predizeni — pretali.
Pravda len vtedy, ak sa snazili o verné napodobenie 'udského videnia. Ten “chybajuci” bod tam
potom teda “dodali”.

Co to prinieslo ?

1. Realistické zobrazovanie — v maliarstve obrazy, ktoré zodpovedali 'udskému videniu, dostali
hlbku a vyraz (pozri napr. skicu da Vinciho, alebo grafiky Diirera).

Obr. 1.4 Grafiky A. Diirera nakreslené s vyuzitim metody linearnej perspektivy



2. ZjednodusSenie vyjadrovania v neskor rozpracovane;j teorii tejto geometrie, napr. znama Veta,
ktort objavil Girard Desargues (1591 — 1661) po pridani tych “novych” bodov (taka rovinu
potom nazveme rozsirenou euklidovskou rovinou) znie:

Desargova veta

Ak spojnice zodpovedajucich si vrcholov dvoch trojuholnikov ABC a A'B'C’ prechddzaju
jednym bodom O, tak priesecniky odpovedajucich si stran tych trojuholnikov leZia na jednej
priamke.

Ina formuldcia tejto vety (v rozsirenej euklidovskej rovine):
Nech ABC a A'B’'C’su dva trojuholniky. Ak existuje bod O, ktorym prechadzaju (sucasne)

priamky AA’, BB’, CC’, tak body P =AB N A'B’, Q =AC N A'C, R=BC N B'C’ lezia na
Jjednej priamke (su kolinedrne).

To isté tvrdenie ma az pat’ verzii (pat formulacii) pre nerozSirent, teda ,,klasickt* euklidovska
rovinu. Su to napriklad nasledovné tvrdenia:

DVATf-1. Nech ABC a A'B’C’su dva trojuholniky. Ak priamky AA’, BB', CC’ su navzdjom
rovnobezné , tak body P = AB N A'B’, Q = ACN A'C’, R = BC N B'C’ su kolinearne (ak
vSetky tieto body existuju).

DVATf-2. Nech ABC a A'B'C’su dva trojuholniky. Ak existuje bod O, ktorym prechdadzaji
(sucasne) priamky AA’, BB, CC", a P=AB N A'B, Q = AC N A'C’, a priamka BC je
rovnobezna s priamkou PQ, tak je s priamkou PQ rovnobezna aj priamka B'C’.

DVATf-3. Nech ABC a A'B'C’ su dva trojuholniky. Ak existuje bod O, ktorym prechadzaju
(sucasne) priamky AA’, BB', CC’, a priamky AB a A'B’ su rovnobezné a taktiez priamky AC a
A’'C’ su rovnobezné, tak aj priamka BC je rovnobezna s priamkou B'C'.



Dal§im prikladom je veta (B. Pascal, 1623 — 1662), ktora hovori :

Pascalova veta. Protilahlé strany Sestuholnika vpisaného do kuzelosecky sa pretinaju
v bodoch jednej priamky.

Dany Sestuholnik nemusi byt konvexny, méze byt aj samopretinajuci sa — hviezdicovy.
Vrcholmi Sestuholnika ABCDEF na vyssie uvedenom obrazku su body A, B, C, D, E, F, ale
jeho stranami nie st Gsecky, ale priamky AB, BC, CD, DE, EF a FA . Pascalova veta hovori
0 tom, Ze body P, Q, R su kolinearne. Aj v tomto pripade sa vSak moze stat, ze dve protil'ahlé
strany, napr. AB a DE budi — v euklidovskej rovine — rovnobezné. Specialnym pripadom je aj
pravidelny Sestuholnik vpisany do kruznice. V euklidovskej rovine mé potom Pascalova veta
pre tieto $pecidlne polohy bodov vzdy int formuléciu.

. Dal§im prinosom je moZnost’ rozumného definovania niektorych zobrazeni, ktoré by inak
»fungovali® s problémami, napr. stredové premietanie bodov priamky na body inej priamky,
alebo bodov roviny do inej roviny.

(Pozri  napr. https://en.wikipedia.org/wiki/Perspective %28graphical%29 alebo gj
https://en.wikipedia.org/wiki/3D_projection#Perspective_projection )

Moznost’ ,,emancipacie“ bodov a priamok, ¢o neskdr vedie k mocnému nastroju vystavby
projektivnej geometrie — principu duality. (Pozri ¢ast’ 2.3 — Vlastnosti projektivnych rovin
a dualita). Z platnosti Desargovho vyroku mozno tak na zaklade principu duality odvodit
v roz§irenej euklidovskej rovine aj platnost’ tohto vyroku (dudlneho k Desargovmu vyroku):

Ak a, b, c resp. a’, b’, ¢’ su dve trojice priamok, pricom Ziadna z trojic neprechddza jednym
bodom. Ak sa dvojice priamok a,a’, b,b" a c,c” pretinaju v bodoch jednej priamky, tak priamky
spajajuce body aNb aa’Nb’, aNcaa’Nc’, b(\c a b'N ¢’ prechadzaju jednym bodom.

Jeho platnost’ s odvolanim sa na princip duality je mozna len v rozSirenej euklidovskej rovine
a nie v euklidovskej rovine. Tam ju treba presne sformulovat’ a dokazat’ bez pouzitia principu
duality.

Spomenme tiez tvrdenie zname ako Brianchonova veta: Spojnice protilahlych vrcholov

Sestuholnika opisaného (regularnej) kuzelosecke prechadzaju jednym bodom. V rozsirenej
euklidovskej rovine je vetou dualnou k Pascalovej vete.
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5. Po zovSeobecneni a naslednom $tadiu projektivnych rovin s kone¢nym poctom bodov sa ukézal
stvis s praktickymi problémami a inymi odvetviami matematiky (kombinatorika, Statistika,
algebra, teoria kddovania, ...).

Na ukazku jeden problém:

Vo firme treba zostrojit’ pocitacovl siet’, ktora by mala isté vlastnosti z hladiska optimalneho
fungovania i1 bezpecnosti. Jej pracovnici formulovali svoje poziadavky takto: kazdé dva pocitace by
mali byt prepojené v ramci lokdlnej podsiete, kazdé¢ dve takéto rozne podsiete by mali len jeden
pocitac spolo¢ne prepojeny a chceli mat’ aspon 4 pocitace tak, aby ziadne 3 z nich neboli zapojené v
jednej podsieti. Pre aky pocet pocitatov ma tato tloha rieSenie?

(pozri tiez — Albrecht Beutelspacher and Ute Rosenbaum : Projective Geometry: from foundations

to applications. Cambridge University Press 1998 , cast’ 2.8 Application: a communication problem.
Dostupné na http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/beutel.pdf )

1.2 KonStrukcia rozsirenej euklidovskej roviny

Tito konStrukciu urobime dohodou:

- ku kazdej priamke m euklidovskej roviny E, pridame prave jeden novy bod (ozn.U);

- dva“nové” body U?, U®, pridané priamkam a, b sa budi rovnat’ (bude to ten isty bod)

0

prave vtedy, ak povodné priamky a, b boli (v E,) rovnobeZné;

- dva “nové” body pridané priamkam ¢, d budd rézne prave vtedy, ak pévodné priamky c, d
boli (v E,) roznobeZné;

- mnozinu vSetkych novych bodov nazveme “nevlastnou” priamkou, t. j. budeme tuto
mnozinu chapat’ ako novl priamku (v oznaeni U_), ktord sme vlastne tiez pridali k
doteraj$im priamkam.

Tato dohoda nielen definuje nové objekty, ale opisuje, kedy body lezia na priamkach, teda opisuje
ako vyzera relacia incidencie bodov a priamok po procese rozsirenia.

Definicia 1.1 Rozsirenou euklidovskou rovinou (v oznafeni E,) budeme rozumiet systém
pozostavajuci

- zo vsetkych povodnych bodov z E, (nazveme ich vlastnymi bodmi) a vsetkych

novych — pridanych bodov (podla vysSie uvedenej dohody), ktoré nazveme
nevlastné;

- zo vSetkych priamok z E, doplnenych ich novym (nevlastnym) bodom (nazveme
ich vlastnymi priamkami) a

-z nevlastnej priamky, pozostavajucej zo vSetkych nevlastnych bodov a ziadnych
inych.

Relacia incidencie bodov a priamok rozsirenej euklidovskej roviny:
- ak je bod vlastny, je rozsirenim relacie na novi mnozinu bodov a priamok,

- ak je bod nevlastny, je tato relacia definovana v opise procesu rozsirenia.
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Niektoré vlastnosti rozSirenej priamky

Nech je dand v E, priamka m a kruznica K, ktora sa priamky m dotyka v bode T. Nech S je taky

bod kruznice k, v ktorom je doty¢nica kruZnice k rovnobezna s priamkou m. (Usetka ST je
priemerom kruznice K.)

Body priamky m (chapanej ako priamka euklidovskej roviny) vieme navzajom bijektivne (a spojite)
priradit’ bodom kruznice k (ale bez bodu S) pomocou tzv. stereografickej projekcie — bodu A’
priradime bod A =SA" N m.

Uvazujme teraz v pojmoch roz§irenej euklidovskej roviny E, :

Body kruznice k, aj s bodom S, vieme bijektivne (a spojite) priradit’ bodom priamky m (chapanej
ako priamka rozsirenej euklidovskej roviny) pomocou stereografickej projekcie. Ak toto
priradenie chapeme ako zobrazenie mnoziny bodov kruznice K, tak bodu A" priradime bod A = SA’
N m, bodu S priradime nevlastny bod U, priamky m.

iy L

¥
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Dosledky tychto tivah

— Rozsirena priamka, t. j. priamka rozSirenej euklidovskej roviny je uzavreta Ciara.

— Jeden bod (napr. T ) nerozdeli tuto (rozsirent) priamku na dve Casti (v euklidovskej rovine
bod T by rozdelil priamku na dve polpriamky), pojem polpriamka teda tu straca zmysel.

— Na euklidovskej priamke bod B lezi medzi bodmi T, A , na roz$irenej priamke sa z bodu T
mozeme dostat’ do bodu B dvoma spdsobmi — bud’ pritom “prejdeme” cez bod A, alebo
prejdeme cez nevlastny bod U, priamky m. Tieto dve casti priamky sa nazyvaju
(projektivnymi) useckami ur¢enymi bodmi A, T, ale su dve, na rozdiel od euklidovskej
roviny, kde dva rdézne body urcia prave jednu tsecku (a dve polpriamky).

— Podla predchadzajuceho bodu straca zmysel v rozsirenej euklidovskej rovine aj pojem
(relacia) ,,lezat’ medzi®, ktory je zékladnym pojmom usporiadania pre euklidovskl rovinu.
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1.3 Niektoré (d’alSie) vlastnosti rozSirenej euklidovskej roviny:
V rozsirenej euklidovskej rovine E_2 platia (aj) nasledovné dve tvrdenia.

Veta 1.2

a) Ku kazdym dvom roéznym bodom existuje prave jedna priamka tak, ze inciduje s oboma
danymi bodmi. (Dva rézne body urcia prave jednu priamku.)

b) Ku kazdym dvom roéznym priamkam existuje prave jeden bod tak, Ze inciduje s oboma
danymi priamkami. (Dve r6zne priamky urcia prave jeden bod, t. j. kazdé dve r6zne priamky

sa pretnul.)

Tvrdenie a) plati aj v euklidovskej rovine E,, vyrok b) v E, neplati.

Daliie vlastnosti rovin E, a E, na porovnanie ich rozdielnosti
1.V E_2 neexistuju rovnobezné priamky, kazdé dve rdzne priamky sa pretnu.

2. V E_2 priamka m nerozdeli rovinu na dve oblasti, pojem polrovina nema zmysel.

3. Dve rozne priamky a, b v E, rozdelia rovinu na $tyri (ak st @, b réznobezné) alebo tri
oblasti (ak st a, b rovnobezné).
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Dve rézne priamky v rozsirenej euklidovskej rovine E_2 rozdelia rovinu na dve oblasti.

(Z bodu A sa do bodu B m6zeme dostat’ — cez bod U,, — bez toho aby sme museli ,,prejst* cez body
M, N priamok m, n. Preto lezia body A, B Vv jednej atej istej oblasti, naopak body A aC lezia
Vv dvoch réznych oblastiach uréenych priamkami m, n.)

4. Tri priamky neprechadzajice jednym bodom rozdelia rozsirent euklidovsku rovinu E_2 na

Styri oblasti, na rozdiel od euklidovskej roviny, kde je oblasti sedem (pozri napr. priamky m,
n, AB z vyssie uvedeného obrazku).

5. V euklidovskej rovine sa trojuholnik ABC definuje ako mnozina troch nekolinearnych bodov
A, B, C spolu s useckami AB, BC a AC. Pretoze v rozsirenej euklidovskej rovine dva body
neurcia jednoznacne usecku, vyznamnu tlohu tu bude hrat trojica nekolinedrnych body A,
B, C spolu s priamkami AB, BC a AC, ktoré st nimi ur¢ené. Niekedy sa tento utvar nazyva
(projektivnym) trojuholnikom, v starSej literatira aj ,trojrohom®. Na niZ§ie uvedenom
obrazku su zndzornené trojuholniky ABC, ABU,, (jeden jeho vrchol je nevlastny bod) a
AU,V (jedna jeho strana je nevlastna priamka).

M
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1.4 Suradnice v rozSirenej euklidovskej rovine

V euklidovskej rovine sme mohli bodom jednoznacéne ,,pridelit* usporiadané dvojice ¢isel ako ich
suradnice (kartezianske suradnice). Po pridani novych, nevlastnych bodov je bodov v novej —
rozsirenej euklidovskej rovine viac neZ usporiadanych dvojic (realnych &isel). Co teda pridelit’
novym bodom ako ich suradnice? Z tychto uvah vyplyva, Zze dvojice to byt nemdzu, je ich
,»primalo®, trojic je zase ,,privel’a®.

Ak chceme aby bod leziaci na priamke ¢+ ax+by =0 tato vlastnost’ (incidencie) nestratil, skusime
namiesto dvojice [x,y] uvazovat’ o trojici (1, X,Y) a vztah incidencie s priamkou bude vyjadreny
rovnicou:

cl+ax+by=0
Pretoze tejto rovnici vyhovuje aj trojica (t,t.x,t.y) pre Cislo t rézne od nuly, budeme trojicu
(t,t.x,t.y) povazovat’ za nové — tzv. homogénne sturadnice bodu, ktorého kartezianske suradnice
v E, boli [x,y]. Tieto nové suradnice budeme oznacovat’ (X,, X, X,) , pricom fakt, Ze zac¢iname od

indexu 0, nam bude signalizovat’, Ze to uz nie su kartezidnske suradnice, ale nové, homogénne
suradnice. Vztah medzi ,,starymi* suradnicami [X, y] a “novymi” surad-nicami vlastnych bodov je
dany rovnicami

Teraz je uz zrejmy aj fakt, preCo sme uvadzali koeficient € na zaciatku rovnice.

Priamka ecuklidovskej roviny je urCena svojou rovnicou C+ax+by =0, budeme preto
koeficienty (c,a,b) ako trojicu povazovat' za suradnice danej priamky. Opét za jej stradnice
budeme povazovat’ aj trojicu (tc,ta,tb) pre kazdé realne ¢islo t rozne od nuly.

V euklidovskej rovine rovnica c+0.x+0.y =0pre ¢ # 0 neuréuje priamku (nespliaju ju

stradnice ziadneho bodu) a tak je to kandidat pre to, aby to boli suradnice nevlastnej priamky.
V novych stradniciach je to rovnica X, =0.

K takejto rovnici dospejeme aj rieSenim stistavy rovnic urcujicich dve rovnobezné (v E,) priamky.
c+ax+by=0
c'+ax+by=0
Ak prejdeme k novym suradniciam, a namiesto (c,a,b) budeme pisat’ (a,,a,,a,), sustava rovnic
X, X +a,x, =0
Ay Xy + X +a,Xx, =0
uz rieSenie bude mat’. Je fou napr. trojica (0,—a,,a,). Dve priamky, ktoré boli v euklidovskej
rovine rovnobezné, sa v novej rovine, kde uz body maji nové suradnice, pretnu v bode, ktory ma
stradnice (0,—a,,a,). Nemdze to byt ziadny z pévodnych bodov E,, pretoze tie maju na prvom
mieste Cislo rozne od nuly. St to suradnice nového, nevlastného bodu (uz) rozsirenej euklidovske;j

roviny. TakZe vlastné body mozno zistit’ podl'a toho, Zze ich homogénne suradnice sa daji vybrat
tak, ze maju tvar (1, X, Y), a nevlastné podl'a toho, ze ich homogénne stiradnice maju tvar (0,u,V).

Takto sme vyriesili koordinatizaciu bodov (a priamok) rozsirenej euklidovskej roviny. Nie je
to jedind moznost. V E, mdZeme zvolit’ inu suradnicovu sustavu, s inym zaciatkom a inymi osami
a z nich ziskame iné suradnice pre body rozsirenej euklidovskej roviny. Nas sposob prechodu
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k novym stradniciam je viazany na uritu pevne zvolent karteziansku suradnicovu sustavu. Tento
proces je mozné uskutoCnit’ aj nahradenim kartezianskych stradnic afinnymi (E, je aj afinna

rovina). Do rozsirenej euklidovskej (a vSeobecne projektivnej) roviny je mozné zaviest’ suradnice aj
bez toho, aby sme ju museli viazat’ prisne na ¢osi pevne zviazané s euklidovskou rovinou.

(Pozri ktomu napr. Blattner J.: Projective Plane Geometry, alebo Buseman H., Kelly P. J.:
Projective geometry and projective metrics, kap.l.)

1.5 PoznamKky Kk historii projektivnej geometrie

Aj ked kazdé ,Skatulkovanie* prindsa zjednodusenia, daji sa vo vyvoji projektivnej
geometrie vytypovat tri hlavné obdobia.

Prvé obdobie sa datuje od objavovania geometrickych zakonitosti okolitého sveta, ¢i uz
suviseli s rozmermi objektov (,,metrické zakonitosti) alebo so vzajomnou polohou telies a ich
prvkov (,,polohové“ zakonitosti). NeskorSie Stidium tychto zakonitosti viedlo k vytvoreniu
odvetvia geometrie, ktoré dostalo pomenovanie ,,geometria polohy* alebo ,projektivna
geometria“. V prvej etape sa skimali tieto Glohy v ramci elementarnej geometrie, bez toho, aby ich
nejak kategorizovala. A tak popri vysledkoch ako st Pytagorova veta (6. st. p. n. l.), tvrdenia o
Hippokratovych mesia¢ikoch (5. st. p. n. 1.), Euklidova axiéma (3. st. p. n. I), alebo Ptolemajova
veta (2. st. p. n. |.), sa objavili aj prace stvisiace so zobrazovanim trojrozmernych objektov do
roviny, napr. Euklidova praca Optika, rovnomenné dielo Optika od Heliodora (3.stor. p. n. I.)
a stereograficka projekcia, objavena Hipparchom, prace venované kuzeloseckam (Aristos, 4. st. p.
I., Euklides, 330 — 275 p. n. I, a Apollonios z Pergy, asi 262 — 190 p. n. l.) alebo tvrdenia
0 vzajomnej polohe bodov a priamok (Pappos) alebo kruznic (Appolonios). Dalsi velki geometri
tohto obdobia boli: Archimedes zo Syraktz (287 — 212 p. n. 1), Menelaos z Alexandrie (1. st. n. |.) a
Pappos, (okolo 320). Dielo Pappa pozostava z 6smich knih (kapitol). Zial’, zachovalo sa z nich len
poslednych Sest’ knih a nevelka Cast’ z druhej knihy. V tejto praci st prvé zacdiatky pojmu involucia,
$pecialne je tu spomenuty involutéorny vztah troch parov bodov, ktory potom omnoho neskor
objavil Desargues. Pappos tiez dokazal vetu (Pappova veta), ktora je jednym z prvych vysostne
projektivnych tvrdeni — jej formulécia i tvrdenie obsahuje len poziadavky o incidencii bodov a
priamok. Z dne$ného pohladu sa da chapat’ ako $pecialny pripad Pascalovej vety o Sestuholniku
vpisanom do kuzelosecky.

Geometria dosiahla v starom Grécku vysokej urovne tak zo ,strany” faktografického
materialu, ako aj vzmysle poloZenia urcitého teoretického zakladu. V tomto zmysle osobitne
vyznamna Uloha patri Zdkladom Euklida, v ktorych bol urobeny pokus systematizovat’ vsetok
nahromadeny geometricky materidl a postavit ho na zdklade na zaciatku vymedzenych axiom,
postulatov a definicii.

Druha etapa vyvoja projektivnej geometrie suvisela so Stadiom otdzok perspektivy
nevyhnutnych pre vytvarné umenie a nadviazala na vysledky antickej geometrie, ktoré mali
projektivny charakter. Viedla k rozSireniu euklidovskej roviny, a tym k novému typu geometrie.

O trovni poznatkov o perspektive pred obdobim renesancie mézeme usudzovat’ len podla
dvoch diel, ktoré sa zachovali do dne$nych ¢ias — uz spominana Euklidova praca Optika (3. st. p. n.
|.) @ Desat’ knih o architekture od Vitruvia (1. st. p. n. I.). V nich uvedené poznatky sl nedostato¢ne
systematizované a tvoria z velkej Casti subor pravidiel, najdenych ¢asto empirickym spdsobom.

V obdobi od 4. do 14. stor. bol pokrok v oblasti geometrie len nepatrny. V dobe renesancie
Vv 15.storo¢i sa pod rasticim vplyvom antickej kultiry zadina novy silny rozvoj umeni a vied.
Potreby maliarstva a architektry opét’ pritiahli pozornost K tedrii perspektivy.

Okrem astronomie (Ci astrologie) a optiky mali totiz na rozvoj geometrie a projektivnej geometrie
velky vplyv prave architektira a maliarstvo. Taliansky architekt z Florentiny Filippo Brunelleschi

16



(1377 — 1446) studoval teoriu perspektivy, neskor jeho ziak Leon Battista Alberti (1404 — 1472)
spisal jeho texty o perspektive v praci Della Pittura (O mal'be, 1435). V nej opisuje myslienku
,mizniaceho* alebo aj ,,nekone¢ne vzdialeného* bodu (angl.vanishing point, nem. uneigentlicher
Punkt) a,,miznicej — nekone¢ne vzdialenej* priamky. VSetky navzajom rovnobezné priamky sa
,»pretinaji‘ na horizonte, mnozinou rovnobeznych priamok sa mysli mnozina priamok kolmych na
nakresiu pretinajucich sa v ,,miznucom* bode.

Vsestranne nadany umelec a vedec, génius Leonardo da Vinci (1452 — 1519) sa prejavil aj
Vv oblasti perspektivy. Leonardo napisal systematicky, na svoju dobu vynikajuci vyklad zdkonov
perspektivy pod nazvom Trattato delle Pittura (Traktat o mal'be). V tejto praci podava okrem iného
empirické pravidla skratenia mierky.

Nemecky maliar Albrechs Diirer (1471 — 1528) napisal pracu venovanu vyskumu zakonov
perspektivy, ktora bola vydana v r.1525 v Norimberku. Diirer vyuzival tzv. diStanéné body
(Distanzpunkte), pomocou ktorych zostrojoval mierku , hibky*, a tym uréoval, akym sposobom sa
pri perspektivnom zobrazovani skracujt usecky tej istej dizky, ked’ ich nanagame na priamky kolmé
na nakresiu.

V pracach vynikajucich maliarov Leonarda da Vinci a Albrechta Diirera si tedria o
perspektive eSte v zaCiatkoch zachovdva empiricky charakter. V jej geometrickych zakladoch
uskutocnil znatelny pokrok G. Ubaldi v praci Perspectivae libri sex (Sest knih o perspektive,
1600). Ubaldi sa zaoberal aj urCenim rozmerov telies z ich obrazov a dal tym zaklady takej vetve
deskriptivnej geometrie, ktora — po vynaleze a rozsireni fotografie — dostala nazov fotogrametria.

K dalsiemu zdokonaleniu metdd zobrazenia telies do roviny prispeli svojimi pracami B.
Taylor (1685 — 1731), G. Desargues (1593 — 1662) aJ. H. Lambert (1728 — 1777). V knihe
Lamberta Die freye Perspektive (Vol'na perspektiva, 1759) nadobudla tedria perspektivy takmer
sucasnu podobu.

Na zaver tejto Casti treba eSte spomentt’ dve zname a slavne mena — Johannes Kepler (1571
— 1630) a Galileo Galilei (1564 — 1642), ktori prispeli k $tidiu geometrie, k tedrii kuzel'oseciek
Stadiom astronomie, Stidiom pohybu planét.

Tretia etapa vyvoja projektivnej geometrie sa da nazvat’ obdobim vytvorenia projektivne;j
geometrie ako vedného odvetvia. Mala svoj zdklad v priamej stvislosti medzi vytvorenim
zobrazovacich metod a $tadiom projektivnych vlastnosti Gtvarov.

V prvom rade tu treba menovat vyskum a vedeckt ¢innost Gérarda Desarga a jeho
nevel’ki pracu ,,VSeobecna metdda zobrazovania predmetov v perspektive® (Pariz, 1636).
Desargues bol inzinierom a architektom. Jeho prvé prace boli spojené s tedriou zobrazeni
a technikou opracovania stavebnych materiadlov. Desargove $tudie o perspektive mu posluzili ako
vychodiskovy bod pri vytvoreni pre projektivnu geometriu zakladného diela — Brouillon project
dune atteinte aux événemens des recontres d 'une cone avec un plane — Rough draft for the results
of taking plane sections of a cone (Stru¢ny nacértok o vysledkoch rezu kuZzela rovinou, 1639).
Zakladnou metddou v tomto diele je pouZitie perspektivneho zobrazenia rovin; vlastnosti kruznice
sa pomocou stredového premietania (centralnej projekcie) prendsaja na vSetky typy kuzeloseciek.
Toto je samozrejme mozné len pre projektivne vlastnosti kruZnice, ktoré boli takto implicitne
oddelené od vSetkych jej ostatnych vlastnosti. Pravom ho pokladaju za zakladatel'a projektivne;j
geometrie ako vedeckej discipliny. Tretia etapa sa prelinala s druhou abola ovplyvnena
priemyselnou revoluciou afou vyvolanou potrebou zdokonalit zobrazovacie metédy. Od
experimentalnych metod a neskor teoretického skimania linearnej perspektivy sa cez ,,spoluzitie®
S deskriptivnou geometriou (Mongeovo zobrazenie, axonometria, rovnobezné a stredové
premietania, neskor ifotogrametria) dostala projektivna geometria do Stadia formovania ako
samostatne] vedeckej discipliny. Suviselo to aj s vyvojom v ostatnych matematickych disciplinach
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(tedria mnozin, matematicka analyza, algebra), s objavom neeklidovskej (Lobacevského) geometrie
a axiomatizaciou matematickych teorii.

Okrem G. Désarga (Desargova veta, involucie, projektivne vlastnosti kuzel'oseciek) sem
treba zaradit’ a spomentt’ J. V. Ponceleta (pocas dvoch rokov v ruskom zajati ako vojak vytvoril
svoje teorie, 0. i. je spoluobjavitelom principu duality), K. G. Ch. von Staudta (vybudoval
axiomaticky rozsirenu euklidovsku rovinu, bez toho, aby z nej ,,Startoval® — vyuzil na to projektivne
,Skaly* apojem harmonickych Stvoric), J. Steinera (Steinerova ,projektivna“ definicia
kuzelosecky, ale aj zovSeobecnenie Apolloniovho problému najdenia kruznic dotykajtcich sa troch
danych kruznic — Vv projektivnej rovine sa hladaji kuzelosecky dotykajiice sa piatich danych
kuzel'oseciek), a treba spomenut’ aj mena ako B. Pascal, J. D. Gergonne, Ch. J. Brianchon, alebo
M. F. Chasles.

Dalsie mena sG spojené so Stadiom prepojenia viacerych geometrii a hladanim ich
spolo¢nych vlastnosti a ich odliSnosti a ich prepojenia na iné Casti matematiky, najmi na algebru,
tedriu kategoérii a iné. (V 19. storoci to boli D. Hilbert, A. Cayley, F. Klein, B. Riemann a jeho ucitel
C. F. Gauss alebo aj G. Kantor ¢i H. Poincaré.)

Axiomatickou vystavbou projektivnej geometrie sa zaoberali geometri aj neskor
a kone¢nym projektivnym geometriam, ¢i incidenénym Struktiram sa intenzivne venovali aj v 50.
a 60. rokoch 20. storocia.

K historii geometrie pozri aj Dirk J. Struik: A Concise History of Mathematics. G. Bell &
Sons Ltd. 1954, alebo napr. P. Dembowski, Finite Geometries, Springer-Verlag (1968) ISBN 3-
540-61786-8), ¢i Scriba, Christoph J., Schreiber, Peter: 5000 Jahre. Geschichte, Kulture, Menschen.
Springer 2005 (5000 Years of geometry. Mathematics in history and culture. Springer 2015), pozri
tiez encyklopedie a d’alsie odkazy na internete :

http://www.britannica.com/ - Encyklopedia Britannica

https://en.wikipedia.org/wiki/History of mathematics

https://en.wikipedia.org/wiki/History of geometry

https://www.goodreads.com/shelf/show/history-of-mathematics

https://archive.org/details/AConciseHistoryOfMathematics

https://ia801707.us.archive.org/34/items/AConciseHistoryOfMathematics/Struik-
AConciseHistoryOfMathematics.pdf

Poznamky.

1. Pojem nevlastny bod zaviedol a pouzival J. Kepler (1604) a trochu neskor Desargues (1639).
Poznamky k tejto idei najdeme vsak uz v Albertiho praci Della Pittura (1435) — ,,mizntice
body*, hoci tu uvazuje asi ,Jlen” o (navzijom rovnobeZznych) priamkach kolmych na
néakresiiu (tzv. hibkovych priamkach).

2. Suradnice do euklidovskej roviny a (3-rozmerného) priestoru zaviedol René Descartes
(1637).

3. (Homogénne) suradnice do rozsirenej euklidovskej roviny zaviedol (az) 1.1827 A. F. Mobius
a (trochu odlisné) J. Pliicker (1830). Tie, ktoré zaviedol Pliicker, pouzivame dodnes.
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2. Projektivna rovina

2.1 Axiomaticka metoda

V uvodnej Casti ste v poznamke ,,Z historie projektivnej geometrie (Cast’ 1) mohli Citat™:

Geometria dosiahla v starom Grécku vysoku uroven tak zo ,,strany “ faktografického materialu, ako
aj vV zmysle poloZenia urcitého teoretického zdkladu. V tomto zmysle osobitne vyznamnd uloha patri
Zakladom Euklida, v ktorych bol urobeny pokus systematizovat’ vsetok nahromadeny geometricky
material a postavit ho na zdklad na zaciatku vymedzenych axiom, postulatov a definicii.

b/49

Co to znamena — ,,postavit™, ¢ vybudovat’ geometriu na zaklade axiom? Pre tych, ktori uz vedia, ¢o
to je axiomatizovana teoria, axiomaticky systém, axioma, zakladné (primitivne, primarne) pojmy
a odvodené pojmy, si sta¢i spomenut’, ¢i pozriet nizSie uvedené odkazy na ucebnice alebo
webovské stranky. Pre tych, Co sa s tym stretli bud’ davno, alebo vébec nie, trochu vysvetlenia.

Ak mame urditu teoriu (geometriu, aritmetiku, tedriu mnozin,...) a chceme v nej dokazat
tvrdenie, v procese jeho dokazovania pouzivame dalSie tvrdenia, o ktoré sa pri zddvodinovani
opierame. Tieto tvrdenia by sme mali vediet’ tiez dokazat’ na zéklade este skor dokazanych tvrdeni.
Obdobne definujeme (zlozitejSie) pojmy pomocou jednoduchsich pojmov. Ak sa nechceme
zacyklit, musime dospiet’ k tvrdeniam, ktoré uz nedokazujeme a K pojmom, ktoré nemame
pomocou ¢oho definovat’ — Kk tzv. zakladnym tvrdeniam (axidémam) a zakladnym (primitivnym)
pojmom.

Zakladnymi pojmami v geometrii st
— zakladné objekty: bod, priamka (v priestore aj rovina),

— zékladné vztahy (relacie): relacie incidencie, usporiadania, v euklidovskej geometrii aj
relacia zhodnosti (Gseciek a uhlov).a relacia rovnobeznosti.

K zékladnym tvrdeniam, ktoré s splnené vo vicSine geometrickych teorii, patri nasledovné: Ku
kazdym dvom roznym bodom existuje prave jedna priamka, ktora inciduje s obidvomi
danymi bodmi.

Sthrn  zdkladnych pojmov a zakladnych tvrdeni (axiom) spolu s logickymi pravidlami
odvodzovania novych tvrdeni tvori axiomaticky systém.

Na axiomatické sustavy st kladené isté poziadavky, najdolezitejSou je bezospornost’
(neprotirecivost’) — znaci, Ze pri spravnom pouZziti logickych pravidiel nemoZno zo sustavy axiom
odvodit’ spor, t. j. platnost’ nejakého vyroku aj jeho negacie.

K d’al§im poZiadavkam patri nezavislost’ — jej splnenie znaci, ze Ziadnu z axidm nemoZzno odvodit’
zo zvySnych axiém. Jej ddlezitost’ spoCiva v tom, Ze umoznuje stanovit vzdjomnu hierarchiu
vyrokov danej teorie.

Casto sa uvadza ako d’al$ia poziadavka na axiomatické sustavy ich tiplnost’. Zvy&ajné vysvetlenie
je nasledovné: axiomaticka sustava je uplna, ak kazdy vyrok, ktory utvorime zo zakladnych pojmov
vyskytujucich sa v sustave, je bud’ dosledkom axioém, alebo je s nimi v spore.

M. Katétov v [Katé46] upozoriiuje na ,,dva vyznamy tohoto slova. Prvni vyznam je tento: systém
axiomii urcitého oboru nazyvame uplnym, kdyz se z neho da odvodit kazdy spravny (pravdivy) vyrok
tohoto oboru. O uplnosti v tomto smyslu lze tedy mluvit pii obsahovém pojeti axiomii, a to
predevsim tam, kde jde o axiomatické podlozZeni jiZ vybudovaného oboru.” Predchadzajuce
chapanie tplnosti je zrejme v tomto vyzname.

Katétov d’alej pokracuje: ,,Jiny vyznam ma uplnost pri formalnim pojeti axiomatiky. Systém axiomii
nazyvame v tomto smyslu uplnym, kdyz k nému nelze pridat Zadny novy axiom aniz by vznikl spor.”
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Tak napriklad ststava axiom absolttnej geometrie nie je Uplnd, nevznikne spor ani pridanim axiomy
o rovnobezkéch ani pridanim jej negacie (dostaneme bud’ euklidovsku alebo Lobacevského rovinna
geometriu). Dal§im prikladom je prave sustava axiom projektivnej roviny, z ktorej nie je mozné
odvodit platnost’ Desargovho vyroku. Zaujemcov o pozadie tohto faktu a jeho suvis s Godelovymi
vetami o netplnosti axiomatickych systémov odkazujeme napr. na monografiu [Zlat95], kap. 11.

K d’alsim poziadavkam, menej podstatnym, patria — minimalnost’ (najmensi pocet axiom),
nazornost’, prip.ing.

Nas§ vyklad projektivnej geometrie (podobne ako pocas Stidia matematiky vyklad
planimetrie — elementarnej geometrie euklidovskej roviny) budeme robit’ axiomatickou metédou.
Pomenujeme zékladné pojmy, uvedieme axidmy projektivnej roviny a budeme sa snazit’ ukédzat’, ¢o
z nich mozZno a taktiez ¢o nemozno odvodit. Naco je to dobré? Napr. na to, aby sme vedeli
posudit, ktoré vyroky su ,.silnejsie”, ktory je dosledkom iného, ale aj na to, aby sme vedeli
porovnavat’ rézne abstraktné systémy (modely), ktoré spiiiaju nase axiomy.

Niekol'ko zndmych ucebnic, kde sa d4 o axiomatickom pristupe ku geometrii docitat’
[Hej89] Hejny, M. a kol.: Tedria vyu¢ovania matematiky I, II. SPN Bratislava, 1989
[Hla49] Hlavaty, V.: Uvod do neeuklidovské geometrie. JCMF, Praha 1949.

[Pij85] Pijak, V. akol. : Konstrukéna geometria. SPN, Bratislava 1985

[SC02] Sklenarikova, Z., Cizmar J.: Elementarna geometria Euklidovskej roviny. Vydavatel'stvo UK
Bratislava 2002.

[Sal78] Salat, T. a kol.: Mal4 encyklopédia matematiky. Obzor, Bratislava, 1978, str.34-35, 67.
[Vys59] Vysin, J:. Axiomaticka vystavba eukleidovské geometrie.
Niekol’ko uzito¢nych odkazov na internet:

1. http://ii.fmph.uniba.sk/~filit/fil/fil.html a v ramci neho
http://ii.fmph.uniba.sk/~filit/fva/axioma_- odkazy.html alebo
http://ii.fmph.uniba.sk/~filit/fva/axioma-ei.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Axiom
http://mathworld.wolfram.com/Axiom.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Aristotle
http://sk.wikipedia.org/wiki/Aristoteles
http://www.britannica.com/eb/article-9011480/axiom

S

2.2 Definicia a priklady (modely) projektivnych rovin

Definicia 2.1 Projektivna rovina je systém pozostavajuci z mnozin B (mnozina ,,bodov*), P
(mnozina ,,priamok*) a symetrickej relacie | ¢ B x P (relacia incidencie), ktory spiiia nasledovné
axiomy existencie a incidencie:

P1. Ku kazdym dvom r6znym bodom existuje prave jedna priamka, ktora inciduje s oboma
bodmi.

P2. Ku kazdym dvom réznym priamkam existuje prave jeden bod, ktory inciduje s oboma
priamkami.

P3. Existujt také Styri body, z ktorych ziadne tri neinciduju s jednou priamkou.

21


http://ii.fmph.uniba.sk/~filit/fil/fil.html
http://ii.fmph.uniba.sk/~filit/fva/axioma_-_odkazy.html
http://ii.fmph.uniba.sk/~filit/fva/axioma-ei.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Axiom
http://mathworld.wolfram.com/Axiom.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Aristotle
http://sk.wikipedia.org/wiki/Aristoteles
http://www.britannica.com/eb/article-9011480/axiom

Priklady (modely) projektivnych rovin

Modelom urcitej axiomatizovanej tedrie rozumieme mnozinu, ktorej prvky spliaju axiémy dane;j
sustavy.

Priklad 2.2.1 RozSirena euklidovska rovina E_2 Jej konstrukcia bola vysvetlena v Casti 1.

Bodmi tohto modelu st tak vlastné (povodné), ako aj nevlastné body roviny (po rozsireni)
a priamkami vlastné priamky (pévodné priamky euklidovskej roviny doplnené — rozsirené o novy —
tzv. nevlastny bod) a jedina nevlastna priamka, pozostavajuca prave zo vsetkych nevlastnych bodov
roviny. K zakladnym vlastnostiam tejto novej, rozsirenej roviny, patri platnost’ tychto vyrokov:

¢) Ku kazdym dvom réznym bodom existuje prave jedna priamka tak, ze inciduje s oboma
danymi bodmi. (Dva r6zne body uréia prave jednu priamku.)

d) Ku kazdym dvom réznym priamkam existuje prave jeden bod tak, ze inciduje s oboma
danymi priamkami. (Dve rézne priamky uréia prave jeden bod, t. j. kazdé dve rozne priamky
sa pretnu.)

Dokaz platnosti tychto vyrokov v E_2 je podstatnou &astou dokazu, Ze tento model spiia

axiomy projektivnej roviny (ze st splnené axiomy P1 a P2).

Priklad 2.2.2 ,,Trsovy*“ model. Mnozinu B tvoria vSetky priamky m euklidovského priestoru E,,
ktoré prechadzaju danym bodom M (trs priamok T,(M) so stredom M), mnozinu P tvoria vSetky
roviny priestoru E,, ktoré prechadzaju danym bodom M (trs rovin T;(M) so stredom M). Incidencia
je dand mnozinovou inkluziou.

Priklad 2.2.3 ,,Vektorovy“ model:
B = {Vi}, P = {V,}, Vi st i-rozmerné podpriestory 3-rozmerného vektorového priestoru V3(R)
(nad pol'om realnych ¢isel R). Incidencia je zrejma.

Priklad 2.2.4 ,,Gulovy*“ model. mnozinu bodov tvoria dvojice bodov, v ktorych dant gulova
plochu G Euklidovho priestoru E, pretinaji priamky prechadzajiice stredom gulovej plochy,

mnozinu ,,priamok* kruZznice gul'ovej plochy leziace v rovinach prechadzajticich stredom gul'ovej
plochy (hlavné kruZnice gul'ovej plochy). Incidencia je zrejma.

Priklad 2.2.5 ,,Kotlikovy“ model: Nech G’ je prienik gul'ovej plochy G Euklidovho priestoru E,

S (uzavretym) polpriestorom, ktorého hrani¢nd rovina p prechadza stredom gul'ovej plochy G. Body
v tomto modeli st dvojakého druhu: st to dvojice bodov (ako v modeli 4), ak lezia v rovine p alebo
body prieniku gul'ovej plochy s priamkami trsu so stredom v strede gulovej plochy).

Priklad 2.2.6 P(R) - projektivna rovina nad pol'om realnych ¢isel. Body su triedy ekvivalencie
[(X,, X, X,) ] rozkladu mnoziny usporiadanych trojic (X,, X;, X,) redlnych ¢isel, roznych od (0, 0, 0)
ur¢eného relaciou ekvivalencie, v ktorej dve trojice st ekvivalentné, ak jedna je (nenulovym)
nasobkom druhej. Priamky su definované rovnako ako body, ozna¢me tieto triedy [ (a,,a,,a,)].
Incidencia bodov a priamok je dana nasledovne: bod [ (X,, X, X,) ] inciduje s priamkou [ (a,,8,,a,)]
prave vtedy, ked’ Zzlaixi =0.

i=0
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Definicia 2.2 Nech P, P’ st projektivne roviny. Bodové zobrazenie ¥ zP na P° nazyvame
izomorfizmom P na P’, ak & je bijekcia a kazdu trojicu po dvojiciach réznych kolinearnych bodov
A, B, C zobrazi na trojicu ¥ (A), F (B), ¥ (C) po dvojiciach roznych a kolinearnych bodov. Dané
roviny P, P " nazveme izomorfnymi.

V casti 1.4 ,Suradnice v rozSirenej euklidovskej rovine” sme chépali usporiadané trojice
(X, X;, X,) ako stiradnice bodov. V ¢asti 2.2 ,,Priklady projektivnych rovin” sme zistili, Ze trojice

(XosX;, X,), resp. triedu ich vSetkych nenulovych nasobkov, mdézeme chéapat’ priamo ako bod

projektivnej roviny. Takto ur¢eny model sa vola redlna projektivna rovina alebo projektivna rovina
nad polom redlnych Ccisel. Priradenie bodov rozSirenej euklidovskej roviny aich stradnic
(chapanych ako bodov iného modelu rozsirenej euklidovskej roviny) mézeme chapat’ ako
»Zlepenie® dvoch modelov tej istej projektivnej roviny, ich izomorfizmus. Koordinatizacia je teda
Vtomto pripade izomorfizmus rozSirenej euklidovskej roviny asfou izomorfného tzv.
aritmetického modelu tejto roviny (daného n-ticami cisel).

Veta 2.3. Projektivne roviny z prikladov 1 az 6 st navzéjom izomorfné.

Priklad 2.2.7 Sedembodova projektivna rovina pozostavajuca zo siedmich bodov a siedmich
priamok (niekedy oznacovand symbolom 73). Ziskame ju napr. postupnym pouzitim axiom P3
(existuji 4 body A, B, C, D), P1 (existuje 6 priamok AB, AC, AD, BC, BD, CD) a P2 (priamky AB
a CD sa pretnu v bode E, priamky AC a BD sa pretnu v bode F, priamky AD a BC sa pretnti v bode
G) a prijatim d’al$ieho tvrdenia za axidému: body E, F, G su kolinearne. Incidencia je zrejma — bod
Ainciduje s priamkou AB, AC, AD, ..., bod G inciduje s priamkami AD, BC a EF. Iné sposoby
urcenia tejto roviny uvedieme v Casti 4.2.

1 Q

3 0 6
a) b)
Obr. 2.1 Grafické znazornenie roviny 73
Obrazok a) schematicky znazoriuje incidenciu v rovine 73 : body A, B, C, D mézu byt napr.: 1, 5,
6, 3 z obrazku, ... ale mozno ich zvolit' aj inak. Body 0,2,4 v tomto modeli su kolinearne a je to

Vv obrazku nutné zakreslit' ,krivou® ¢iarou, pretoZze tento model sa nedd vnorit do rozsirenej
euklidovskej roviny, do ktorej kreslime. Iny sp6sob zobrazenia vidime na obr. b).

Projektivna rovina z prikladu 2.2.7 zrejme nie je izomorfna so Ziadnou z predchadzajicich rovin.
Neskor ukazeme aj priklady rovin s nekone¢nym poc¢tom bodov, ktoré nebudi navzajom izomorfné
a budu mat’ zna¢ne odli$né vlastnosti.
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Vel'mi doélezity je model 2.2.2 — ,trsovy model®, pretoZze v rdmci neho je zrejma rovnocennost’
vSetkych bodov (a priamok). Aj ked’ je izomorfny s rozsirenou euklidovskou rovinou, v trsovom
modeli neexistuje a priori nieco také ako nevlastny bod a nevlastné priamka.

Priklad 2.2.8 Projektivna rovina P,(F) nad telesom F — je zovSeobecnenim prikladu 2.2.6.
Namiesto pol'a redlnych ¢isel budeme uvazovat o telese F a trojiciach (X,, X;, X,), resp. (a,,a,,a,)
prvkov telesa F.

Body: Mnozina vsetkych bodov B = {[(X,,X;,X,)]e FXFXxF }\{(0,0, 0)} / ~ , kde relacia ~ je
dand nasledovne:

(xg,x,,%,)~ (¥y,¥,,V,) prave vtedy, ked’ existuje nenulovy prvok A € F tak, ze X = yi.A (prvkom
A nasobime sprava), t. j. bodom je trieda nenulovych usporiadanych trojic nenulovych nasobkov

sprava nenulovej trojice prvkov telesa F . Dve trojice urcia ten isty bod, t. j. patria tej istej triede, ak
jedna trojica je nasobkom druhe;.

Priamky : Mnozina vSetkych priamok P = {[(a,,a,,a,)]e F X F X F }\ {(0, 0, 0) / ~ , kde relacia
ekvivalencie ~ je dand nasledovne: (a,,a,,a,)~ (b,,b,,b,)prave vtedy, ked existuje nenulovy

prvok A € F tak, ze aj = A.b; (prvkom A nasobime zl'ava).
Incidencia je dana takto: Priamka (a) = (a,,a,,a,) abod (X) = (x,,x,,x,) inciduji prave vtedy, ak

2
Zaixi =0.
i=0

Poznamka. Teleso F moze byt komutativne, t. j. byt pol'om, potom sa v§ak mdézu zmenit’ niektoré
vlastnosti projektivnej roviny.

2.3 Vlastnosti projektivnych rovin a dualita
Uved’'me niekol’ko vlastnosti spolocnych vSetkym projektivnym rovinam:
Veta 2.4. V projektivnej rovine plati:

a) Ku kazdej priamke existuje bod tak, ze priamka a bod spolu neinciduj.
b) Ku kazdému bodu existuje priamka tak, Ze bod a priamka spolu neincidujt.

c) Ku kazdym dvom réznym priamkam existuje bod tak, Ze neinciduje so ziadnou z danych
priamok.

d) Ku kazdym dvom réznym bodom existuje priamka tak, Ze neinciduje so ziadnym z danych
bodov.

e) Ku kazdej priamke existuju aspon tri po dvojiciach rdzne body tak, Ze inciduji s danou
priamkou.
f) Ku kazdému bodu existujii aspon tri po dvojiciach rozne priamky tak, Ze inciduji s danym
bodom.
Veta 2.5 (Tvrdenie P.3*). V projektivnej rovine existuju $tyri priamky tak, ze ziadne tri z nich
neinciduji s jednym bodom.
Dokaz — ze tvrdenie P.3* je dosledkom axiom P1, P2, P3 projektivnej roviny — urobte v cviceni.

Veta 2.6. Nech p, q st dve priamky projektivnej roviny P; ozna¢me R(p), R(q) mnoziny vsetkych
ich bodov. Existuje bijektivne zobrazenie f mnoziny R(p) na R(q).

Poznamka. Symbolom R(p) oznacujeme mnozinu vsetkych bodov incidujucich s priamkou p

(niekedy vV literatare aj termin rad bodov priamky p ). Symbolom Z(P ) oznacujeme mnozinu
vsetkych priamok incidujtcich s bodom P.
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V projektivnej geometrii hrd vyznamnu ulohu tzv. princip duality. Ak sa obmedzime na pripad
roviny (rozmer 2), mozeme jednoduchou zamenou pojmov bod a priamka, pri¢om ich incidenciu
zachovame, z platnej vety (pravdivého vyroku) ziskat' opit’ platni vetu (pravdivy vyrok). Tuto
zdmenu mozno aplikovat’ aj na definicie a konstrukcie a k danej definicii (konStrukcii) ziskame
definiciu (konstrukciu) dualnu k pévodnej. Presnejsia formulacia:

Nech V je vyrok tykajiici sa bodov a priamok projektivnej roviny (napr. aj rozsirenej euklidovskej
roviny) a ich incidencie. Ak vo vyroku V zamenime pojmy bod a priamka, pricom ich incidenciu
zachovame, dostaneme novy vyrok V* | ktory nazyvame vyrokom dudlnym K vyroku V. Obdobne
dostaneme k definicii D definiciu D* dualnu k D.

Princip duality: Ak vyrok V je pravdivy, je pravdivy aj vyrok V* dudalny k vyroku V.

Doésledok. Vyroky a), b) z vety 2.4 st navzajom dudlne. Obdobne st navzajom dudlne aj vyroky c)
ad), alebo e) af). Ak sa vratime k axidmam projektivnej roviny a posledni z nich porovname
S tvrdenim vety 2.5, zistime, ze dané vyroky st opét’ navzajom dudlne.

Poznamka. Ak priddme tvrdenie vety 2.5 (vyrok P.3*) k axidmam projektivnej roviny ako d’aliu
axiomu, budu urcovat’ tie isté objekty — projektivne roviny — a z nich ako dosledky dostaneme
teoriu projektivnych rovin. Systém axiom projektivnej roviny doplneny o vyrok P.3* nie je sice uz
minimalny, ale je opét neprotireCivy. NavySe je ,,samodudlny®, t. j. ku kazdej axiome existuje
axioma k nej dudlna. Ak budeme teda odvodzovat nejaké tvrdenie ako ddsledok tychto axiom
a tvrdenie aj kazdy krok dokazu zdualizujeme, dostaneme vyroky tej istej pravdivostnej hodnoty.
Ak je teda vyrok z axiom dokdzatel'ny, t. j. je ich dosledkom, je dosledkom axidém aj vyrok k nemu
dudlny.

Tvrdenie. V projektivnej rovine plati princip duality.
Priklad dualizicie vyroku. (Oznacme symbolom AB n CD taky bod, ktory inciduje stcasne s
priamkami AB a CD a symbolom K U L, alebo aj KL priamku uréent bodmi K, L.)

Znenie vyroku: Nech E = AB N CD, F = AC n BD, G = AD n BC. Potom body E, F, G st
kolinearne.

Nech |E=ABNCD F=ACnBD G=AD N BC potom EF = FG
Bod E je uréeny Bod F je uréeny Bod G je urceny Body E, F, G st
priamkami AB priamkami AC priamkami AD, BC | kolinearne (leZia na
aCD aBD jednej priamke)

Duélne
e =(anb) U (cnd) | f=(anc) U (bnd) | g=(and) U (bnc) | Potomenf=fng

Alebo
e je urCend bodmi | f je ur€end bodmi | g je uréena bodmi Priamky e, f, g
(amb) a (cnd) (anc) a (bd) (and) a (bnc) prechadzaju jednym

bodom

Iné znenie prvej Casti vyroku:
Nech E, F, G st body, v ktorych sa pretinaji dvojice priamok AB a CD, AC a BD, AD a BC

Nech st body v ktorych sa priamok | ABaCD |ACa AD aBC
E,F,G pretinaju dvojice BD

Nech st ktoré st bodov (anb)a |(anc)a |(and)a
e f g priamky | ,,spojnicami“dvojic (cnd) (bNad) (bMc)
Nech st Ktoré st uréené bodov (anb)a | (anc)a | (and)a
e f,g priamky | dvojicami (cnd) (bnd) (bc)
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Poznamka. PretoZe obdobné pravidlo plati aj v projektivnych priestoroch vy$sich rozmerov nez 2
(rozmer projektivnej roviny), hovorime niekedy o principe duality v rovine, alebo o tzv. malom
principe duality.

V projektivnych priestoroch rozmerov 3, 4, ..., n. zamiename pri dualite navzajom objekty —
linearne podpriestory, ktorych sucet rozmerov je n - 1. Bod ma rozmer nula, priamka jeden a
nadrovina rozmer n - 1. Napriklad v 3-rozmernom projektivnom priestore sa ziska dudlny vyrok
zdmenou pojmov bod a rovina, pojmy priamka aj incidencia zostdvaji nezmeneng.

2.4 Afinné roviny. Vztah afinnych a projektivnych Struktur.

Teoéria afinnych rovin je v univerzitnom S$tudiu najcastejSie budovana ako Struktira spita
s istym vektorovym priestorom (definovanym nad pol'om F ). Podobne ako v pripade projektivnych
rovin axiomaticky pristup umoznuje Studovat aj roviny odvodené od vSeobecnejSich (napr.
nekomutativnych) Struktar; pozri priklad 8 Casti 2.2 Priklady projektivnych rovin. ([Kar76].)
Definicia 2.7. Afinna rovina je systém pozostavajuci z mnozin B (mnozina ,,bodov*),
P (mnozina ,,priamok*) a symetrickej relacie I = B x P (relacia incidencie), ktory spiiia nasledovné
axidomy existencie a incidencie:

Al. Ku kazdym dvom r6znym bodom existuje prave jedna priamka, ktora inciduje s oboma bodmi.
A2. Ku kazdej priamke m a bodu P, ktoré neinciduju, existuje prave jedna priamka m” tak, Ze m’
inciduje s bodom P a priamky m, m” neinciduja sti¢asne s tym istym bodom.

A3. Existujt také tri body A, B, C, Ze neincidujt s jednou priamkou.

Definicia 2.8. Priamky m, m’ z axiomy A2 nazyvame rovnobeZnymi priamkami. Body A, B, C
z axiomy A3 nazyvame nekolinearnymi bodmi. Mnozinu bodov, ktoré inciduji s nejakou
priamkou, nazyvame kolinearnymi bodmi.

Poznamka. K relacii incidencie bodov a priamok tu pribudla aj relacia rovnobeZznosti na mnoZzine
priamok. D4 sa ukazat, Ze (po rozSireni tejto relacie na dve rovnajlice sa priamky) tato relacia je
relaciou ekvivalencie.

Priklady afinnych rovin.
Priklad 2.4.1. | Klasicka* euklidovska rovina.

Priklad 2.4.2. Afinna rovina nad pol'om realnych ¢isel A = Ay (R) = (B, P, I) , kde
B={[x,y] e RxR} P={[(a,b,c)] e RxR xR }{(@O, 0, 0)} ~}, kde ~ je relacia
definovana v priklade projektivnej roviny nad telesom F. Incidencia je dana nasledovne: bod
[x, y] inciduje s priamkou [ (a,b,c) ] prave vtedy, ked’ ax+by+c=0.

Priklad 2.4.3. Mnozina bodov gul'ovej plochy v E; bez jedného bodu N; priamkami st kruZnice
tejto gul'ovej plochy prechadzajice bodom N, ale bez tohto bodu. Incidencia je zrejma.

Priklad 2.4.4. Stvorbodova (minimalna) afinna rovina pozostavajiica zo §tyroch bodov A, B, C, D
a zo Siestich priamok AB, AC, AD, BC, BD, CD, pricom dvojice priamok (AB, CD), (BC, AD),
a (AC, BD) st rovnobezné.

Priklad 2.4.5. Devitbodova afinné rovina, ktord vznikne ,,doplnenim* §tvorbodovej afinnej roviny
0 dalsie body E, F, G, H, J. Priamky a incidenciu pozri na obr. 2.3.

26



Priklad 2.4.6. Moultonova afinna rovina. Pozri ¢ast’ 4 — Desargov a Pappov vyrok.

Afinné a projektivne roviny st uzko zviazané; ku kazdej afinnej rovine existuje projektivna rovina,
ktort ziskame jej rozsirenim a obratene ku kazdej projektivnej rovine existuje afinna rovina, ktorej
rozSirenim by ta projektivna rovina mohla vzniknut’.

Veta 2.9.

a) Ak z projektivnej roviny ,,odoberieme priamku U aj S bodmi, s ktorymi inciduje, dostaneme
afinna rovinu.

b) Ak k bodom a priamkam afinnej roviny pridame nové (idealne, nevlastné) body a jednu novua
(idealnu, nevlastnu) priamku incidujicu préve s pridanymi ideadlnymi bodmi, dostaneme projektivnu
rovinu. Incidencia je definovana analogicky ako v pripade rozSirenia euklidovskej roviny (t. j.
kazdym dvom rovnobeznym priamkam pridame ten isty novy bod ...).

Dokaz tohto tvrdenia vyplyva z porovnania definicii projektivnej a afinnej roviny.

A s,

Obr. 2.2 Stvorbodova afinna rovina a sedembodové projektivna rovina, ziskana rozsirenim
Stvorbodovej afinnej roviny

Poznamka. Na obr. 2.2 vlavo si bodmi $tvorbodovej afinnej roviny body A, B, C, D, ajej
priamkami su (ako dvojice bodov) AB, AC, AD, BC, BD, CD.

(AB, CD), (AC, BD), (AD, BC) — tri dvojice nepretinajucich sa priamok (rovnobeziek).

Na obr. 2.2 vpravo su tri ,,nové™ body, ziskané ich pridanim ku dvojiciam priamok, ktoré v afinnej
rovine nemali spolo¢ny bod — boli rovnobezné.

Na nasledujucich obr. 2.3 a obr. 2.4 su schémy znazoriujuce devitbodovu afinni rovinu a trinast’
bodovu projektivnu rovinu, ktortt dostaneme rozsirenim devitbodovej afinnej roviny.
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Obr 2.3 Devitbodova afinna rovina

Priamky, ktoré st na obr. 2.3 navzdjom rovnobezné, su vyfarbené tou istou farbou. Tak napr. modra
lomena ¢iara obsahujtica body B, F, H je v danom modeli priamka, ktora je rovnobezna s priamkou
obsahujucou body A, J, D a taktieZ rovnobezna s priamkou obsahujucou body E, G, C.

Teraz urobime proces rozSirenia — ku kaZzdej priamke priddme jeden novy bod tak, aby dve
rovnobezné priamky mali ten isty novy bod, bude to ich ,,nevlastny* bod.

i
U F 3
5 i V
£ o 1 ¥
A E B
W
F
> ¥
W
o H D
7 » ¥

Obr. 2.4 Schéma trinastbodovej projektivnej roviny
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Ak to trochu graficky upravime, moze to byt takto:
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Obr. 2.4a (body V, U, Y, W su “nevlastné” body 9-bodovej afinnej roviny z obr. 2.3)

Uloha 2

a) Pokuste sa zdovodnit,, pre¢o plati v projektivnej rovine (t. j. v systéme spiiajicom axiomy
P1, P2 a P3) vyrok P.3*, t. j. naznacte dokaz vety 2.5. Uvedomte si, zZe pri dokaze mdzete
pouzit’ len axidmy projektivnej roviny a ich pripadné dosledky.

b) Skuste najst’ priklad zobrazenia spominaného vo vete 2.6.
c) Preco princip duality neplati v euklidovskej rovine?

d) Stvroroh je geometricky utvar v projektivnej rovine, ktory pozostava zo Styroch bodov,
zZ ktorych Ziadne tri nie si kolinedrne a zo Siestich priamok,, ktoré su tymito bodmi urcené.
Geometricky utvar dudlny k Stvorrohu je Stvorstran; sformulujte jeho definiciu.
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3. Konecné projektivne roviny (a s nimi suvisiace Struktiry)

3.1 Konecné polia (a konecné projektivne roviny)

Tak ako sme skonstruovali projektivne roviny v priklade 2.2.8 (projektivne roviny nad telesom),
mozno vytvorit aj niektoré konecné projektivne roviny. Pripomefime si niektoré poznatky
z algebry (pozri napr. [Kat85]).

Veta 3.1

a) Kazdé konecné teleso je komutativne, t. j. je pol'om.

b) Kazdé kone¢né pole je kone¢nym rozsirenim pola Z,, kde p je prvocislo.

c) Kazdé koneéné pole ma q = p* prvkov, kde p je prvocislo.

d) Ak kone¢né pole ma n prvkov, tak existuje prvocislo p a prirodzené &islo m tak, ze n = p™.
Tu si budeme v§imat’ objekty spinajice definiciu projektivnej roviny, ktorych priamky inciduja
,len s koneénym poctom bodov. Takd projektivna rovina bola uvedend v priklade 2.2.7.

V doésledku vety 2.6 inciduja s kazdou priamkou projektivnej roviny z prikladu 2.2.7 prave tri body
(a s kazdym jej bodom inciduju prave tri priamky).

Definicia 3.2. Kone¢nou projektivnou rovinou radu g nazveme projektivnu rovinu, ktora spina
nasledovnu axiomu:
P4. Existuje priamka, s ktorou inciduje prave g + 1 bodov, kde g > 2 je prirodzené &islo.

Lema 3.3. Ak v projektivnej rovine existuje priamka, s ktorou inciduje (prave) q-+1 bodov, tak

kazda priamka tejto roviny ma tato vlastnost.
Tvrdenie lemy 3.3 vyplyva z existencie bodu mimo dvoch l'ubovolnych priamok (Veta 2.4 c),
Z ktorého ,,premietneme* body jednej priamky na druht. Toto zobrazenie je bijektivne.

Poznamka. Dovod, pre¢o ma rovina rad g, ked’ jej priamky inciduju s prave gq+1 bodmi, sa
dozvieme neskor (pri Casti o afinnych rovinach).

Veta 3.4 V konecnej projektivnej rovine radu ( plati:

a) S kazdou priamkou inciduje prave q+1 bodov.
b) S kazdym bodom inciduje prave q+1 priamok.
¢) Rovina ma prave q° +q+1 bodov.

d) Rovina ma prave q° + ¢ +1 priamok.

Dékaz tvrdenia a) vyplyva z definicie 3.2 a lemy 3.3. Tvrdenia b) a d) vyplyvaji z tvrdeni a)
a c) na zaklade principu duality (daju sa vSak dokéazat' aj priamo). Ostava zistit’ po¢et bodov
koneénej projektivnej roviny radu g, t. j. dokazat’ tvrdenie c¢). Nech m je priamka s prave q+1
bodmi. Opéat’ vyuzijeme tvrdenie lemy 2.4; podl'a nej existuje bod P neincidujaci s m . Bod P
a body priamky m uréia prave q+1 priamok, na kazdej z nich je q+1 bodov. Spolu je to
q° +2g+1 bodov, ale jeden z nich bol ,,zapoéitany* viackrat. Po ,,0d¢itani* tejto ,,ndsobnosti*
dostaneme uvedenych q° +q +1 bodov.
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Definicia 3.5 Galoisovskou (projektivnou) rovinou sa nazyva projektivna rovina P,(F) nad
kone¢nym polom F .

Poznamka. Z existencie projektivnej roviny nad polom F s q = p" prvkami vyplyva aj existencia
projektivnej roviny rddu q = p". Pren =2, 3,4, 5, 7, 8, 9 existuji teda projektivne roviny radu n.
Pocet bodov tychto rovin uré¢ime podla vety 3.4.

Pretoze vsetky ,,sedembodové™ projektivne roviny st vzajomne izomorfné, plati pre F = Z;, tento
izomorfizmus: Py(F) =73,

Poznamka. Urcenie sedembodovej konecnej projektivnej roviny
(Ako mozno Studovat konecné projektivne roviny, napr. sedembodovil konecnu projektivnu
rovinu)

a) Graficky.
1
c\.
2 4
5 0 6
3.1.a) 3.1.b)

Obrazok 3.1 a) schematicky znazorfiuje incidenciu v rovine 73;. body A, B, C, D z axiomy P3 z
definicie sedembodovej roviny (po troch nekolinedrne body) moézu byt napr. 1, 5, 6, 3 z obrazku, ...
ale mozno ich zvolit’ aj inak. Body 0, 2, 4 v tomto modeli st kolinearne a je to v obrazku nutné
zakreslit’ ,,krivou* ¢iarou, pretoze tento model sa nedad vnorit’ do rozsirenej euklidovskej roviny, do
ktorej kreslime.

Iny spdsob znazornenia tej istej roviny vidime na obr. 3.1 b).

b) Iny sposob opisu relacie incidencie bodov a priamok v kone¢nej projektivnej rovine je mozny
pomocou tzv. incidenénej tabuPky. V prvom riadku si oznaenia priamok a Vv prvom stipci
oznadenia bodov. Ak je v prislusnom stipci a riadku prazdny $tvoréek, bod a priamka neinciduju, ak
je tam symbol @, tak incidujt (dany bod ,,lezi* na danej priamke).

Ukézme si to na sedembodovej rovine.

Oznacme priamky sedembodovej roviny mp, My, ..., Mg, body nech maji oznacenie Py, ..., Ps. Pre
moznost' kontroly s vysSie uvedenym obrazkom — schémou a) — budeme stotoznovat' bod 0
Z obrazku s bodom Py atd’. Incidenciu sedembodovej roviny potom opisuje nasledovna inciden¢na
tabul’ka.
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Mo msq my ms My Mg Mg
Po o () ()
Py e o o
P> o () o
P3 e () o
Py (] (] (]
Ps o () (]
Pe ® ) )

Vlastnost’ projektivnej roviny, ze s kazdou priamkou inciduji prave tri body (a s kazdym bodom
prave tri priamky), je tu transformovana do faktu, Ze v kazdom riadku (a v kazdom stipci) st prave
tri znaky @ znaciace incidenciu. Nemdze nastat’ situacia, ked’ by tento symbol bol v i-tom a j-tom
riadku zéroveti v stipci r a s. Znagilo by to, ze dva body uréuju dve rozne priamky. Graficky by to
vyzeralo nasledovne :

r S
i ® (]
J ® ®

Je zrejmé, Ze vymena dvoch stipcov alebo dvoch riadkov nenarusi incidenciu bodov a priamok,
preto moZze incidencnd tabulka vyzerat’ inak ako sme uviedli vySsie. Niekedy je t'azké povedat’ na
prvy pohl'ad, ¢i dve takéto tabulky su incidenénymi tabul’kami tej istej projektivnej roviny, aj ked’
Vv pripade sedembodovej roviny to az tak t'azké preverit nie je. Sta¢i vhodne pouzit metodu vymeny
riadkov a stipcov.

b") Iny tvar inciden¢nej tabulky moze byt nasledovny: V prvom riadku tabulky st oznacenia
priamok a pod ne zapiSeme oznacenia tych bodov, s ktorymi prislusna priamka inciduje.

Mo ms my ms my Ms Mg
Po P1 Po Py Ps Po P2
P, P, Ps Ps P4 P, Ps
P3 Ps Ps Ps Ps Py Ps

¢) Dalsi sposob, ako ,,pracovat™ s touto rovinou, je vyuzitie faktu, Ze je izomorfna s rovinou Py(F),
P2(F) = 73. Body roviny P,(F) st tieto: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1).
Dalej pracujeme ako v projektivnej rovine nad polom realnych &isel, ale namiesto realnych ¢&isel
S prvkami pola Z;.

Uloha. Pokuste sa doplnit’ tato tabulku tak, aby bola incidenénou tabulkou 7-bodovej projektivnej
roviny. Skuste tiez ¢i by sa to nedalo tak, aby tabulka bola simernd podl'a hlavnej diagonaly (ked’
pouzijeme slovnik z tedrie matic).

mq mo ms my Ms Mg

Pg (] ®

Py

® e o3

P2

P3

Pa

Ps

Pe
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3.2 Projektivne roviny a uplné rozdielové mnoziny

V predchadzajicom odseku sme si ukazali dva druhy inciden¢nych tabuliek — prva :

Mo mp m, ms my Ms Me
Po (] (] (]
P1 (] (] ]
P2 (] ] ]
Ps ] o ]
Py o o (]
Ps ® ® ®
Pe ® ® ®
A druha:
Mo my m; ms my ms Me
Po P1 Po P1 Ps Po P2
P1 P> Ps Py Py P2 Ps
Ps Ps Ps Ps Ps P4 Ps

Tuto druhtt mozno este trochu zjednodusit’ — namiesto mp m; ... budeme pisat’ len indexy 0,1,...,6,

obdobne v stipcoch pod nimi. Tabul’ka bude potom vyzerat’ takto:

0
0
1
3

(G2 RN NS T B o

2
0
5
6

3
1
4
6

4
3
4
5

5
0
2
4

DWW IDNO

Cisla v riadkoch sl umiestnené akosi ,,nerovnomerne; pri koneénych rovinach s va¢§im podtom
bodov, ktoré je aj tazSie ,zakreslit*, t. j. graficky znazornit, bude taZSie aj zostavenie jej
incidencnej tabul'ky. Po istom ¢ase hrania sa s touto tabul’kou mozno dospiet’ k nasledovnému jej
tvaru:

0
0
1
3

3 4 5
3 4 5
4 5 6
6 0 1

2 6
2 6
3 0
5 2

1
1
2
4

Tato tabulka sa da l'ahko zapamitat, ak si zapamitame napr. ¢isla v druhom stipci — 1, 2, 4.
Mnozina {1,2,4} je tzv. iplnou rozdielovou mnoZinou (perfect difference set) modulo 7.
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Definicia 3.6 Uplna rozdielova mnoZina D modulo g +q+1 je taka mnoZina prirodzenych &isel
D ={ny,...,ngs1}, kde nj e {1,2,..., q° +q}, Zze kazdé ¢islo n e D sa da ziskat' (vyjadrit)) jedinym
sposobom ako rozdiel n; —n; modulo (g® +q+1).

Priklady.

a) D={1,2,4}preM ={1,2,3,4,5,6} (pre q = 2),

b) D={1,2,4,10},aleboD"={1,2,5 7}preM ={1,2,3,...,12} aq=3,

c) D={1,2,7,9, 19}, alebo D" ={1,2,5,15, 17} preM ={1, 2,3, ... ,20}, g =4,

d D={1,2,4,9,13,19}preM ={1, 2,3, ..., 30}. (pre g = 5),

e) D={1,2,4,14,33,37,44,53}preM ={1,2,3, ... ,56}aq=7,

f) D={1,2 4,8,16,32, 37,55 64}preM ={1,2,3, ...,72}, preq=2%=8,

g) D={1,2 4,10, 28,50,57, 62,78 82} preM = {1,2,3,... .90} preq=3*=09.

Poznamky.

1. Ak je iplnou rozdielovou mnozinou {n,,...,n, , }, tak je tplnou rozdielovou mnozinou aj
{n, +a,..., n,,; +a}, ak prislusny sucet uvazujeme modulo q° +q+1.

Tak napr. pre q =2 je fiou aj {2, 3, 5} atd’.

2. Dalej plati: Ak existuje iiplna rozdielovd mnoZina D modulo (g% + g + 1), tak existuje
kone¢na projektivna rovina radu (. (Skiisme preverit platnost napr. axiémy P2
projektivnych rovin. Nech body tohto modelu projektivnej roviny su ¢isla od 0 po g* +q
a priamky st také (q+1) -tice, ktoré tvoria uplna rozdielovi mnozinu modulo q° +q+1.
Nech priamka a inciduje s bodmi {n, +a,...,n,; +a} a priamka b s bodmi {n, +b,...,
n,, +b}. UvaZujme o moznosti, Zze dané mnoZiny maji spolo¢ny prvok, t. j. ze
n,+a = n;+b. Tato rovnost' je ekvivalentna skongruenciou n;—n; = b-—a mod
g° +q+1. Z vlastnosti iplnej rozdielovej mnoziny vyplyva existencia takych n., n ; » ktoré
to spiiiaju a teda aj existencia spolo¢ného “bodu” danych “priamok” a, b.)

3. Zvyssie uvedeného vyplyva, ze ak neexistuje projektivna rovina radu ¢, neexistuje ani
uplna rozdielovd mnozina radu (. Pozri aj Cast’ 4.3 o neexistencii niektorych kone¢nych
projektivnych rovin.

4. Zaujimavé je aj prepojenie uplnych rozdielovych mnozin na iné tedrie a aplikicie, napr. na

Uz sme spoznali tieto sposoby, ako “vyrobit

a)
b)
c)
d)

uplné rozdielové siete (perfect different networks), pozri ¢lanok z roku 2005 [PRO5].
*“ kone¢né projektivne roviny
Grafickym znazornenim bodov, priamok a incidencie.

Pomocou incidenénej tabul’ky.

Inciden¢nou tabulkou s vyuzitim tzv. aplnych rozdielovych mnoZin.

Opisom modelu roviny, izomorfnej s danou (napr. tzv. aritmetického modelu — modelu
projektivnej roviny nad telesom alebo pol'om).
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Ukézeme teraz jeden model projektivnej roviny, t. j. systém (B, P, I), ktory spiiia axiomy
projektivnej roviny a ktory vychadza z geometrie euklidovskej roviny E, .

Priklad. Nech k je kruznica v euklidovskej rovine. Nech n = g + q+1, kde q je prirodzené &islo.
Nech Py,...,Pn st vrcholy pravidelného (konvexného) n-uholnika vpisaného do kruznice k. Hladame
taky (g+1)-uholnik, ktory bude vpisany do k a ktory bude mat’ tito vlastnost’: vzdialenosti kaZdych
dvoch jeho vrcholovsii po dvojiciach rézne. Cislo n je neparne a preto bude toto &islo mensie neZ
q°+q

n e v , T . v A .y
rE presnejsie - pocet takychto useciek PP, Je , rovnako ako pocet réznych dvojic

zostrojenych z  (q+1) bodov. Nie pre kazdé q existuje (q+1)- uholnik, ktory toto spiia.
Ukazeme, Ze pre q = 4 existuje. Pre malé ¢isla q to nie je tazké preverit’, napr. pre q = 2, 3, 4, 5. Pre
g = 6 taky n-uholnik neexistuje.

Kam smerujeme? Ku koneénej projektivnej rovine, ktorej bodmi buda vrcholy vpisaného n-uhol-
nika a ktorého priamkami buda také (q+1)-uholniky vpisané do kruznice, ktorych strany aj

uhloprie¢ky maju réznu dizku. Incidencia bude zrejma — bod bude incidovat’ s priamkou prave
vtedy, ak bude vrcholom prislusného (g +1)-uholnika.

Priamky v tomto modeli musime definovat’ trochu presnej$ie — vezmime jeden taky (q+1)-uholnik,
ktory spliia naSe poziadavky a ozna¢me ho Lj. Zvolme jednu z moznych orientdcii a otdCajme

postupne (q+1)-uholnik okolo stredu kruznice o uhol velkostig = tak , aby prvy

q°+q+1
z vrcholov postupne presiel vSetky vrcholy vpisaného n-uholnika. Prave tieto (¢ +1)-uholniky,
oznaéme ich L4, Lo, ..., Ly, n = q2 + g +1, ziskané oto¢enim z jedného zvoleného (¢ +1)-uholnika

a teda s nim suhlasne zhodné, budu priamkami ndsho modelu. Pripomenime, Ze ich je prave tol’ko
ako bodov nasho modelu.

Obr. 3.2
Pre g =3 je n=13 a,,priamkami* st §tvoruholniky, napr. P;P,PsP; alebo P1,P13P3Ps
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Plati:

1. Pre l'ubovolné j # Kk existuje prave jeden (q+1)-uholnik L, , pre ktory si body P;j a Py jeho
vrcholmi.

2. Pre 'ubovolné j # K existuje prave jeden bod Ps , ktory je vrcholom L; a Ly stiCasne.

3. Existuje taky $tvoruholnik L = PiP;PPm (q* +q+1)-uholnika, Ze kazdy z (q+1)-uholnikov

Ly, ..., Ly,Nn= q2 +q+1, mé s nim spolo¢né najviac dva vrcholy.

Dosledok. Systém ( B = {Pi}, P = {Lj}, I ) je projektivna rovina. Spomenuté tvrdenia st len

X199

prepisom axiom projektivnej roviny do “reci” tohto modelu.

Doékaz platnosti axiom, zalozeny na geometrickych vzt'ahoch danych utvarov je detailne opisany v
[Kar76].

Poznamka. Pre sedembodovi, ale aj pre trinastbodova (projektivnu) rovinu sa toto kresli a
dokazuje relativne I'ahko — staci aj tzv.metdédou pokusov a omylov. Je zaujimavé sledovat’ indexy
prvého (g+1)-uholnika (tu troj- resp. Stvor-uholnika) — P;P,P4, resp. P1P,PsP7, a porovnat’ ich
s tabul’kami Gplnych rozdielovych mnozin (Pozri priklady za definiciou 3.6.)

Pre g =4 je n=21. Na obr.3.3 je vyznaceny 5-uholnik P1P,PsP15P17 . Pri 10 ,.tetivach® roznej
dizky je vyznaéena ich dizka pomocou prisluiného stredového uhla .
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3.3 Latinské Stvorce (pozri aj poznamku o sudoku na konci tohto dokumentu)

Nasledujtice riadky je vhodné zacat’ historickym poohliadnutim; jednu z hlavnych tloh v
tom hra $vaj¢iarsky matematik Leonard Euler (1707 — 1783). Zo 76 rokov svojho zivota prezil
Euler 25 rokov v Berline a 41 v Sankt Peterburgu, kde prijal ruské obcianstvo. V roku 1782 v
petrohradskej akadémii spomenul nasledovny problém (problém 36 oficierov) :

Na vojenskej prehliadke bolo treba zoradit’ 36 vojenskych oficierov (zo 6 druhov vojska a 6
roznych hodnosti) do tvaru tvaru Stvorca po 6 radoch a 6 zéastupoch tak, aby v kazdom rade (a v
kazdom zastupe) bol prave jeden vojak z kazdého druhu vojska a prave jeden vojak prislusnej
hodnosti.

Euler vyslovil predpoklad, ze uloha nema rieSenie. DOkaz o nerieSitel'nosti tejto tllohy podal
az v 1.1901 G. Tarry. Uvedeny problém suvisi s pojmom latinskych Stvorcov. Zaroven uvedieme,
ako tieto objekty stvisia s projektivnymi rovinami.

Definicia 3.7. Latinskym S§tvorcom radu n (z prvkov mnoziny M = {a,, ...,a,}) sa nazyva

schéma s n riadkami a n stipcami, pre ktora plati: v kazdom riadku a kazdom stipci sa kazdy prvok
a, objavi prave raz. Mnozina M byva ¢asto nahradena mnozinou {1,..., n}.

1 2 2 1
Priklad. Latinské Stvorce rddu 2 su dva : (2 1) a [l ZJ , latinskych §tvorcov rddu 3 jeuz 12 a
1 2 3
jedenjetu: | 2 3 1|, alatinskych §tvorcov radu 4 je az 576; viac o tom sa mozno docitat’ napr.
31 2

na stranke http://mathworld.wolfram.com/LatinSquare.html.

V Eulerovej tlohe sa v§ak spominajii dve mnoZiny — hodnosti a vojenské utvary. Kazdy oficier ma
dve “nalepky”; mozno to chapat’ ako (neusporiadant) dvojicu. Nech mnozina hodnosti je mnozina
{A, B, C, D, E, F} a mnozina utvarov {P, Q, R, S, T, U}. Kazdy oficier mdze byt identifikovany
ako prvok kartezidnskeho suinu tychto mnozin, napr. (A, R), ... ¢ (D, U). Takyto “zdvojeny”
latinsky Stvorec sa niekedy nazyva Eulerov Stvorec.

Mnoziny, z ktorych sa dané prvky vyberaji, mozu byt’ napr. {J, Q, K, A} resp. {#%,¢,v a}a
uloha dostane nadych logickej hadanky, ktort moZno dat’ priatefom pri hre v karty. Proces
“zdvojenia” sa zvykne definovat’ a Studovat’ samostatne.

Definicia 3.8. Dva latinské Stvorce sa nazyvaju (navzdjom) ortogonalne, ak po ich “prekryti” sa

kazda dvojica (a;,a;) objavi v “spojenom” Stvorci prave raz.

Poznamka. Nie ku kazdému latinskému Stvorcu existuje latinsky Stvorec s nim ortogonalny;

01 2 3
1 2 30 , o , .

napr. k Stvorcu 5 3 0 1 taky Stvorec neexistuje. Obratene, k $tvorcu obsahujucemu vsetky
3 01 2

mozné dvojice nemusia existovat’ dva také latinské Stvorce, aby ich prekrytim dany Stvorec vznikol,
napr.
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) @2) @3

(2) (22) (23|

B B2 (3
Latinské $tvorce radu 6 existujt, ziadne dva vSak nie st vzajomne ortogonalne (Eulerova-Tarryho
veta).

Veta 3.9. Kazda mnozina (po dvojiciach) navzajom ortogonalnych latinskych Stvorcov radu n ma
najviac n -1 prvkov. (Existuje najviac n -1 latinskych Stvorcov radu n tak, ze kazdé dva z nich su
navzajom ortogonalne). K dokazu pozri napr. [Kar76].

Takato mnozinu nazveme uplnym ortogonalnym systémom latinskych $tvorcov (radu n).

Nasledujiice vety davaju do suvisu existenciu kone¢nych projektivnych rovin a ortogonalnych
systémov latinskych Stvorcov .

Veta 3.10. Ak q = p¥, kde p je prvocislo a k kladné celé &islo, tak existuje uplny ortogondlny systém
latinskych S$tvorcov radu q .
Doékaz. Jeden z moznych je napr. v knizke [Kar76], str. 81.

Veta 3.11. Ak existuje Gplny ortogonalny systém latinskych Stvorcov radu g (t. j. ked’ existuje
g-1 po dvojiciach ortogonalnych latinskych §tvorcov radu q), tak existuje (da sa skonstruovat’)
aj projektivna rovina radu q .

Idea ddokazu :

Nech Ly,...,Lg1 je uplny ortogonalny systém latinskych Stvorcov radu g s prvkami z mnoziny Q =
{0,1,..., g-1}. Priklad takejto mnoziny pre q =5 je tu:

(1) () 3) (4)

J|7(2|3(4|0|2(4|713|0]3|7|4|2|0|4(3 (2|7
712|13\141017|3]0(24|7|4|12\0|3|7|0(4|3|2
21314017214 |7|5|0|2|7|3|7|4|2|7|0,4]3
34|07 (2|310|2(4173]|7|4|2|0]|3|2|72|%4
410 \7|12|3|4|7|3|¢|2)|4|2|0\3|7|4(32!7|¢

Namiesto v tvare matic tu znazorflujeme latinské Stvorce v tvare tabuliek, kazdd z nich je
ohranicena hrubSou ciarou a vSetky st tu spojené do jednej tabulky. Jednotlivé tabulky systému
{L1,...,Lg1} oznac¢ime symbolom (k) , kde K je prvok mnoziny Q* = {1,...., g-1}.

Body budu dvojakého typu :
— tzv. oby€ajné - usporiadané dvojice (X,y) prvkov mnoziny Q,
— tzv. ideélne — prvky mnoziny Q oznacené (K), doplnené o (o), kde
o je novy symbol.
Spolu jetedaq.q+q+1=qg*+q+1 bodov.

Priamky budt dané ako mnoziny urcitych bodov, ich opisom teda bude opisana aj relacia
incidencie:

— tzv. idedlna priamka = mnozina vSetkych idealnych bodov,
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— priamky 1. typu = mnoziny bodov typu (x,b), kde x prebieha mnozinu Q a b je pevny prvok

mnoziny Q (mnozina bodov (X, Y), pre ktoré je y = b),

— priamky 2. typu = mnoziny bodov typu (a, y), kde y prebieha mnozinu Q a a je pevny
prvok mnoziny Q (mnozina bodov (X, Y), pre ktoré je X = a),

— tzv. diagonalne priamky [j, K] = mnoziny bodov definované nasledovne : priamka [j, k]
inciduje s idedlnym bodom (K) a s takymi oby¢ajnymi bodmi (X, y), Ze na mieste (X, y) V
latinskom S§tvorci Ly je prvok j (j je z mnoziny Q a kK z mnoziny Q).

Spolujetedal +q+q+qg.(q—1) =g®+q+ 1 priamok.

Dokaz vety spoc¢iva v overeni platnosti axiom (konecnej) projektivnej roviny a vyuziva vzajomnu

ortogonalnost’ latinskych Stvorcov daného systému; detaily pozri napr. [Kar76].

Pre q = 5 diagonalna priamka [2,3] teda inciduje s idedlnym bodom (3) a ,,oby¢ajnymi® bodmi
(X, y) ziskanymi z tabul'ky L3 ur¢enymi “polohou® ¢isla 2 v tejto tabulke: (0,4), (1,2), (2,0), (3,3),

(4,1) — pozri tabul’ku aj schému na obr.3.4 za touto tabulkou.

(1) (2) (3) (4)
x=010 |1 ]2 (3 (4102 |4 |1 (310 |3 |1 (4 210 |4 (3 |2 |1
x=1111]2 (3 |4 |0]1 |3 (0|2 4111|4203 1|0 |4 3 |2
x=212 |3 |4 |0 (1212 (4 1|3 (0}|21]0 |3 |1 |4)2|1]0 14 |3
x=313 |4 |0 |1 |23 |02 |4 |12]13 |1 (4|2 |03 |2 |1 |0 |4
x=4 {4 |0 |12 3|4 |1 (3|0 |24 (2|03 |14 |3 |2 ]|1]0

L Lo Ls Ly
y 0O/11(2 |3 (41011 |2 |3 (410122 |3 (|40 |1 2 |3 |4
(00) ) (2)

-0-030101.0.00000.. ooooooooooo o0 Jesasocones

Obr. 3.4
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Ako suvisi populirna hra SUDOKU s projektivnymi rovinami?

V lete r. 2005 nastal (na Slovensku) boom SUDOKU. Slovenské denniky, aj d’alSie casopisy zacali
uverejiiovat’ sudoku, dostat’ knizky so ,,zadaniami” sudoku, internetisti si ho radSej stiahnu zo
znamej stranky . Co je SUDOKU ? Hra s nasledovnymi pravidlami:

Pravidla SUDOKU: Vypliite prazdne policka Stvorca 9 x 9 ¢islami od 1 do 9. Kazdy riadok, kazdy
stipec ako aj kazdy z deviatich &iastkovych $tvoréekov o rozmeroch 3 x 3 politka moze kazdé z
Cisel 1 az 9 obsahovat’ iba raz. (pozri http://www.sudoku.unidata.sk/ )

Na stranke http://en.wikipedia.org/wiki/Sudoku mozno ¢itat’ nasledovnti charakteristiku: sudoku st
latinskymi Stvorcami s dodatocnymi poziadavkami ... (pozaduje sa, aby aj ,, kazdy z deviatich
malych Stvorcekov o rozmeroch 3 x 3 policka kazdé z c¢isel 1 az 9 obsahoval iba raz*).

Na internete sa daju stiahnut’ programy na rieSenie sudoku, Sikovny programator si taky program
urobi sdm a uz ho viac sudoku nezaujima, uz ho ,,vyriesil“, raz a navzdy ... Pre mnozstvo l'udi je to
isty druh ,krizovky* bez slov, druh logickej zabavy, prinasajici satisfakciu po zvladnuti Coraz
vyssej (= tazSej) urovne tejto hry. Niekto hrd Sach, niekto GO, niekto 1asti krizovky a niekto sa
venuje SUDOKU ...

3.4 Niektoré existencné vety o kone¢nych projektivnych rovinach

Znama hypotéza (hypotéza mocniny prvocisla, angl. The prime power conjecture) hovori, Ze
uplné rozdielové mnoziny existuju len pre ¢isla , kde g je mocnina prvocdisla. Tato hypotéza
bola dokéazana pre viacero Specialnych pripadov (pozri napr. Johan Andersson: On the solutions to
the power sum problem. arXiv:math.NT/0609621 v1 21 Sep. 2006) :

a) Ak g =1, 2 (mod 4) a neda sa napisat’ ako sucet dvoch Stvorcov, tak neexistuje uplna
rozdielova mnozina radu g. ( R. H. Bruck and H. J. Ryser: The nonexistence of certain finite
projective planes. Canadian J. Math., 1:88-93, 1949.)

b) Obdobny vysledok plati pre g > 6 and q = 3, 6 (mod 9), pozri: H. A. Wilbrink. A note on
planar difference sets. J. Combin. Theory Ser.A, 38(1):94-95, 1985.

) Hypotéza bola dokazana aj pre q < 2-10° (Leonard D. Baumert and Daniel M. Gordon. On
the existence of cyclic difference sets with small parameters. In: High primes and
misdemeanours. Lectures in honour of the 60th birthday of Hugh Cowie Williams, volume
41 of Fields Inst. Commun., pages 61-68. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2004).

d) Z malych ¢isel je znama neexistencia projektivnej roviny radu 6, nedavno bola dokazana za
masivneho nasadenia pocitacov aj pre projektivne roviny radu 10. PresnejSie: Neexistuju
(ani dva) ortogonalne latinské Stvorce radu 6 (Euler — Tarry) a neexistuje Uplny ortogonalny
system latinskych Stvorcov radu 10; maximalny pocet vzdjomne ortogonalnych latinskych
Stvorcov radu 10 sa rovna 2.

(pozri http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lam/index.html alebo
http://www.faqgs.org/fags/sci-math-fag/proyectiveplane/ ).

Otazka (ne)existencie projektivnej roviny radu 12 (a niektorych d’al$ich) ostava otvorena.

Problém, ¢i vSeobecna (konecnd) projektivna rovina méze mat’ za rad len mocninu prvocisla, je
Sir§i — a tazsi. K projektivnej rovine radu g sa napr. nemusi dat’ zostrojit’ Uplna rozdielova mnozina
radu q. Také roviny je pripadne mozné zostrojit’ inymi metddami. Poznamenajme, Ze existuju Styri
projektivne roviny radu 9, ktoré st nie izomorfné (tri z nich su nedesargovské). Vsetky roviny
nizsich rddov (3, 4, 5, 7, 8) su az na izomorfizmus jediné, t. j. kazdé dve roviny spomenutych radov
st navzajom izomorfné. Pre pripad sedembodovej, prip. aj trinastbodovej roviny sa to da preverit’ aj
,ruénym* spésobom. (Pozri k tomu napr. [Kar76].)

40


http://www.sudoku.unidata.sk/
http://en.wikipedia.org/wiki/Sudoku
http://www.cecm.sfu.ca/organics/papers/lam/index.html
http://www.faqs.org/faqs/sci-math-faq/proyectiveplane/

K pojmu izomorfizmus projektivnych rovin pozri ¢ast’ 3.2 Definicia projektivnej roviny a priklady
(modely) projektivnych rovin.

Pretoze existuju projektivne roviny radu 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, existuju roviny so 7, 13, 21, 31, ... bodmi.
(Tu je skryta odpoved’ na ,,prakticka tlohu® ¢i problém zo zaveru Casti 1.1.)

Uloha 3

a) Zostrojte inciden¢né tabul'ky pre trinast- a dvadsatbodové projektivne roviny (roviny
radu 3 a 4). Pouzite k tomu prislusné uplné rozdielové mnoziny.

b) Dokazte bez pouzitia principu duality tvrdenie vety 3.4 d), t. j. Ze kone¢na projektivna
rovina radu g ma prave q° +q+1 priamok.

C) Vypiste vSetkych 13 trojic — bodov — projektivnej roviny Py(F), kde F je pole Zs.
d) Zostrojte aspon dva latinské Stvorce radu 5. Viete zostrojit’ latinsky Stvorec radu 6?

e) Zostrojte dva ortogonalne latinské Stvorce radu 4. Skuste zostrojit' dva ortogonalne
latinské Stvorce radu 6.

f) Pozrite dokaz vety 3.10 a pre q = 5 vypiste body diagonalnej priamky [4, 2].

Literatura k ¢asti 3:
[Dem68] Dembowski, P.: Finite Geometries. Springer-Verlag, Berlin 1968

[Kar76] Karteszi, F.: Introduction to Finite Geometries. Akadémiai Kiad6, Budapest 1976
[Kat85] Katrinak, T. a kol.: Algebra a reoretickad aritmetika 1. ALFA, Bratislava 1985
[PRO5] Parhami, B., Rakov, M.: Perfect Difference Networks and Related Interconnection

Structures for Parallel and Distributed Systems. Journal IEEE Transaction and Parallel and
Distributed Systems, Vol.16, Issue 8, August 2005

41



4, Desargov a Pappov vyrok

4.1 Desargov vyrok, vyrok k nemu obrateny a vyrok k nemu dualny

Girard Desargues (1591 — 1661) bol ucastnikom matematického krazku, ktory viedol Marin
Mersenne (1588 — 1648) a do ktorého patrili aj René Descartes (1597 — 1650), Etienne Pascal
(1588 — 1651) a jeho syn Blaise Pascal (1623 — 1662). Desargove prace boli o praktickych veciach
ako bola perspektiva, kamenorez — nduka o spracovani kameiov v stavitel'stve a navrhovanie
stavebnych objektov z tesaného kamena alebo slnecné hodiny (1640). Jeho najvyznamnejSia praca
bola o kuzeloseckach, ale znama je aj Desargova veta o dvoch perspektivnych trojuholnikoch.
Pretoze v tejto Casti sa budeme venovat’ diskusii, ¢i je toto tvrdenie vzdy pravdivé, t. j. ¢i je vetou, a
ak ano, tak za akych predpokladov, budeme hovorit’ o Desargovom vyroku.

Pozri napr. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Desargues.html

Desargov vyrok. Nech ABC a A'B'C’su dva trojuholniky. Ak existuje bod O, ktory inciduje
(sucasne) s priamkami AA’, BB, CC’" , tak body P=ABNA'B’,Q=ACNA'C,R=BCNB’C’st
kolinearne.

Obr. 4.1

Poznamka. Ak si takyto obrazok chceme nakreslit’ sami (a tak, aby vSetky zvolené a ziskané body
boli zobrazené v nakresni), je vhodné zacat’ vyberom bodu O, potom zvolit tri priamky, na ktorych
budu lezat’ vrcholy trojuholnikov a zvolit’ si priamku na ktori umiestnime body P, Q, R. Potom
,2umiestnime* body A, B, C tak, aby bola splnena poziadavka incidencie bodov P, Q, R a priamok
AB, BC a CA, zvolime bod A" na priamke OA a ostatné uz I'ahko dokreslime. Budeme vidiet, Ze
posledna dokreslend priamka naozaj obsahuje body, povedzme B’, C* a R. Je to preto, lebo
Desargov vyrok v rozsirenej euklidovskej rovine, do ktorej kreslime (resp. do istej podmnoZiny
spomenutej roviny), je pravdivy. Plati teda veta:

Veta 4.1. V rozsirenej euklidovskej rovine Desargov vyrok je pravdivy, t. j. je vetou.

Dokaz vety 4.1 pozri niZsie. Plati aj trochu vSeobecnejSie tvrdenie:

Veta 4.1a. Desargov vyrok plati v kazdej projektivnej rovine, ktort mozno vnorit’ do
trojrozmerného projektivneho priestoru.
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Tu treba vysvetlit', Co ten projektivny priestor je.

Definicia. Projektivny (trojrozmerny) priestor P3 = (B, P, R, ) je systém pozostavajici z mnozin
B (mnozina ,,bodov*), P (mnozina ,,priamok*), R (mnozina ,,rovin“) a symetrickej relacie I (relacia
incidencie), I (B x P) U (B x R) U (P x R), ktory spiiia nasledovné axiémy existencie

a incidencie:

P1. Ku kazdym dvom r6znym bodom existuje prave jedna priamka, ktora inciduje s oboma bodmi.

P2. Ku kazdym dvom ré6znym rovinam existuje prave jedna priamka, ktora inciduje s oboma
rovinami.

P3. Ku kazdej priamke m a bodu A, Agm, existuje prave jedna rovina, ktora inciduje s bodom
A a priamkou m.

P4. Ku kazdej priamke m a rovine « existuje aspon jeden bod R, ktory inciduje s priamkou m
a rovinou a.

P5. Existuju také Styri body, ktoré neincidujt s jednou rovinou.

Priklady projektivnych priestorov
Niektoré priestory sa daju ziskat” formdlnym zovSeobecnenim — rozsirenim rozmeru o €islo 1 -
z prikladov projektivnych rovin. Uved’'me aspon dva priklady.

1. Rozsireny euklidovsky priestor E_3 Euklidovsky priestor E, rozsirime analogicky ako sme to
urobili s rovinou:

- Ku kazdej priamke pridame prave jeden novy bod (neviastny bod danej priamky).

- K dvom rovnobeznym priamkam pridame ten isty bod, k dvom ré6znobeznym alebo mimobeznym

priamkam pridame rozne ,,nové* body.

- Mnozinu vSetkych nevlastnych bodov priamok roviny & nazveme nevlastnou priamkou roviny « .

- MnoZinu pozostavajucu zo vSetkych nevlastnych bodov az nevlastnych priamok vsetkych
roz$irenych rovin nazveme nevlastnou rovinou novovytvaraného — rozsireného priestoru.

Mnozina vSetkych pdvodnych (vlastnych) bodov, nevlastnych bodov, vsetkych rozsirenych
(vlastnych) priamok, vSetkych nevlastnych priamok rovin, vSetkych rozsirenych (vlastnych) rovin
a jednej nevlastnej roviny spolu s vyssie opisanou incidenciou sa nazyva rozSireny euklidovsky
priestor.

Niektoré vlastnosti rozSireného euklidovského priestoru:

- Kazdé priamka, ktord nelezi v rovine, pretina tuto rovinu prave v jednom bode, bud’ vo vlastnom
(ak bola v Ej pred rozsirenim s fiou r6znobezna) alebo v nevlastnom (ak bola s fiou v E3
rovnobezna).

- Kazdé dve roviny sa pretna v priamke — bud’ vo vlastnej, alebo v nevlastnej (ak boli pred
roz8irenim v E3 rovnobezné)

2. Realny projektivny priestor P3(R) (projektivny priestor nad pol'om realnych cisel).

Body su triedy ekvivalencie [ (X,, X, X,, X;) ] rozkladu mnoziny usporiadanych §tvoric

(Xos X, X,, X3) redlnych ¢isel, roznych od (0,0,0,0), uréeného relaciou ekvivalencie, v ktorej dve
Stvorice st ekvivalentné, ak jedna je (nenulovym) nasobkom druhe;.
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Roviny st aritmeticky definované rovnako ako body, ozna¢me tieto triedy [ (a,,8,,8,,8;) ].

Incidencia bodov a rovin je dana nasledovne: bod [ (X,, X, X,, X;) ] inciduje s rovinou

3
[(a,,8,,8,,85)], ak Zai X; = 0. Skuste navrhnut, ako definovat’ priamky .
i=0

Poznamka. Vnorenie realnej projektivnej roviny do realneho projektivneho priestoru si mozno
predstavit’ ako pripisanie nuly ako Stvrtej ,,siradnice k danym trojiciam. D4 sa to chapat’ jako
injektivne zobrazenie z dvojrozmerného do trojrozmerného priestoru, ktoré zachovava kolinearnost’
bodov.

Doékaz vety 4.1 (Platnost’ Desargovho vyroku v E, ).

Nech a je rovina ur¢ena bodmi A, B, C a @ rovina ur¢ena bodmi A’, B’, C’. Dokaz urobime v
dvoch krokoch.

a) Nech su najskor roviny o, o rozne. Pretoze priamky AA” a BB’ sa pretinaju, musia sa pretat’ aj
priamky AB a A'B" — lezia v tej istej rovine a ich spoloény bod P zaroven musi lezat’ na priamke r,
r=a n a’. Obdobne ukazeme, ze aj body Q a R lezia na priamke r. Pretoze si dané dve roviny
rozne a su Vv projektivnom priestore, priamka r existuje.

b) Nech teraz trojuholniky ABC a A'B'C’ lezia v jednej rovine a. Mimo tejto roviny existuje bod X.
Na priamke XB si zvolime bod D a na priamke XB" najdeme bod D" = XB" m OD.

Obr. 4.2

Trojuholniky ADC a A’'D’C’ lezia v rdznych rovinach a je na ne mozné pouzit’ uz dokazané tvrdenie
Z Casti a) tohto dokazu. Existuje teda priamka, na ktorej sa pretnu odpovedajuce si strany AD
aA’'D’, ACaA’C’, DCaD'C" —sutobody P, Q" =Q aR’. D4 sa ukazat, Ze body X, P'a P st
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kolinearne, rovnako body X, R" aR. Rovina urend priamkou P'R” = R’'Q pretne rovinu «
v priamke m. Z predchadzajucich avah vyplyva, Ze na nej lezia aj body P, Q a R.
Poznamka. Desargov vyrok v konkrétnom modeli — rozsirenej euklidovskej rovine — je pravdivy

aje tam teda vetou (Desargova veta), ktoru treba dokazovat. O jeho platnosti vo vSeobecnej
projektivnej rovine si povieme o trochu neskor. Uz teraz mozeme prezradit, Zze nemusi platit’.

Roviny, v ktorych Desargov vyrok plati, sa nazyvaju desargovské, tie, v ktorych Desargov vyrok
neplati, sa volaji nedesargovské. Rozsirend euklidovska rovina je teda desargovskou rovinou.

Ako vyrok je Desargov vyrok implikaciou aje zaujimavé, ze ak plati, tak plati aj implikacia
obratena.

Veta 4.2. Ak v projektivnej rovine plati Desargov vyrok, tak plati v nej aj vyrok obrateny (obrateny
k Desargovmu vyroku):

Ak bodyP=ABNA'B’,Q=ACNA'C’,R=BC N B’'C’ su kolinearne, tak priamky AA’, BB’, CC’
inciduju s jednym bodom O.

Dokaz. Oznaéme a=BC,b=AC,c=AB,a"=B'C’,b"=A’C’, ¢’ =A’B’. Znenie vyroku
obrateného k Desargovmu vyroku teraz mézme napisat’ takto:

Dané su dva trojuholniky abc, a’b’c’. Ak body P=cNc’,Q=bNb’,R=an a’siakolinearne, tak
priamkyp=(anb)u@ Nb)=CC,qg=(@Nc)u@ Nc)=BB,r=(bnNcyu(b Nc)=AA’
inciduju s jednym bodom.

Je to zaroven vyrok dualny k Desargovmu vyroku, dokazeme ho vSak (musime ho takto dokazovat’
— pozri poznamku za nasledujicim désledkom) ako doésledok

- axiom P1, P2, P3 projektivnej roviny (a v projektivnej rovine platného vyroku P3*) a

- Desargovho vyroku, ktorého platnost’ je predpokladom tvrdenia.

OznatmeS=aNnNa ,K=bNb',K'=cNc,L=aNb,L"=anc,M=a" Nb’, M =a"Nc'.
(Pozri obr. 4.3.) Teraz aplikujeme tvrdenie Desargovho vyroku na trojuholniky KLM a K'L'M".
Vyplyva z neho, Ze priamky p, g, I prechddzaji jednym bodom.

m K pie S
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Désledok. V rozsirenej euklidovskej rovine plati tzv. obratena Desargova veta.

Poznamka. Obratena Desargova veta je vetou dudlnou k Desargovej vete (pozri ¢ast’ 2.3 — dualita).
Pretoze sa tato obratend veta (= dudlna veta k vete Desargovej) da dokdzat’ z axiom projektivnej
roviny za predpokladu, Ze plati aj Desargov vyrok, mézeme urobit’ nasledovné:

K axiomam projektivnej roviny P1, P2, P3 a aj P3* pridame Desargov vyrok DV. Pretoze vieme
Z danych axiom dokdzat’ aj vyrok DV* dualny k Desargovmu, mézme systém axiém znova doplnit’
do systému, ktory bude neprotire¢ivy a samodudlny. Ak z neho nejaky vyrok o priamkach a bodoch
a ich incidencii vieme dokazat’, vieme dokazat’ aj vyrok k nemu dualny.

Z tychto dévodov plati princip duality aj v desargovskych rovinach. Nie je to teda automaticke,
musime sa o tom presvedcCit’ prave dokazom vety dudlnej k DV len ako dosledok axidom projektivnej
roviny a Desargovho vyroku DV.

4.2 Desargovské a nedesargovské roviny

Teraz upresnime, ako to je s Desargovou vetou (vyrokom) — raz plati a inokedy neplati.
PresnejSie povedané — plati nasledovné tvrdenie.

Veta 4.3. Existuju projektivne roviny, v ktorych Desargov vyrok je pravdivy (je tam vetou)
a existuju projektivne roviny, v ktorych Desargov vyrok nie je pravdivy.

Doékaz. V rozsirenej euklidovskej rovine Desargov vyrok plati (pozri vetu 4.1), tym je dokazana
prva Cast’ vety. Aj druhu Cast’ vety dokazeme tak, ze uvedieme priklad projektivnej roviny, v ktorej
Desargov vyrok neplati. Je na to vhodné pribrat’ pojem (zndmy zo Stidia matematiky na FMFI UK)
afinnej roviny (tu definovany synteticky axidmami) a takisto jej suvis s projektivnymi rovinami.

Priklad 2.4.6 Moultonova afinna rovina E," .

¥

Obr. 4.4
Bodmi tejto roviny budil body euklidovskej roviny E, .

Priamkami tejto roviny bodu tzv. L-krivky, ktoré s (v pevne zvolenej kartezidnskej stiradnicovej
ststave roviny E, ) definované nasledovne:
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y=mf(y,m).(x-a),

kde m, a st realne ¢isla a funkcia f( y,m) je definovana nasledovne
flyym)= 1 akm<o0
flyym) = 1 akm>0 a stfasne y<0

f(y,m) = % akm>0 a sacasne y>0.

Aj ked’ to vyzera ,,divoko®, treba si v§imnut,, ze funkcia f je ,,po Castiach® konStantna , t. j. jej graf
je bud’ priamkou (pripad m < 0) alebo zlozenim dvoch polpriamok (pripad m > 0). Celé to bude este
jasnejsie, ak si uvedomime, ze ¢islo m.f('y, m) v rovnici L-krivky je smernicou priamky y = k.(x — a)
, kde k =m.f(y,m) je jej smernica.

L-krivkami st teda aj euklidovské priamky rovnobezné s 0sami X a y a priamky, ktorych smernica
je zaporna. Priamky s kladnou smernicou (na obrazku oznacené ako p) sa ,,zalomia““( L-krivky st na
obrazku vyzna¢ené modrou farbou.).

Na dokaz toho, Ze vyssie definovana Moultonova rovina E)" je afinnou rovinou, treba preverit, Ze
spiitia axiomy afinnej roviny (kazdé dva body uréia prave jednu ,.priamku* = prave jednu L-krivku,
ku kazdej L-krivke existuje cez bod mimo nej prave jedna ,,rovnobezka®, t.j. L-krivka, ktord s danou
L-krivkou nema spolo¢ny bod, existuju 3 nekolinearne body).

Dosledok. Rozsirenim afinnej Moultonovej roviny E," dostaneme projektivnu rovinu, ktord sa
C . . . =M
vola Moultonova (projektivna) rovina; oznaéme ju Ez .

Cela tato konStrukcia je kvoli odpovedi na otdzku, ¢i musi Desargov vyrok v projektivnej rovine
platit’ vzdy, teda akosi ,,automaticky*. Odpoved’ je, Ze nie. Plati nasledovna veta.

Veta 4.4. 'V Moultonovej (projektivnej) rovine Desargov vyrok nie je pravdivy.
Dokaz. Pozri obr. 4.5:

y
Sm Sm Su
/
/
/
//
' B
/
/
/
/
/
/A C
/ . o
0 / B v o
\ X

Obr. 4.5
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Sta¢i zostrojit' dva také trojuholniky v tejto rovine, ktoré spifaju predpoklady Desargovej vety
a nesplfiaju jej tvrdenie. Priklad dvoch takych trojuholnikov moZno néjst’ napr. v [Sol95, str. 177],
pozri obr. 4.5. Bod O z Desargovej vety je na obrazku nevlastny (nevlastny bod S, 0si y), dva z
bodov P, Q, R st nevlastné a jeden evidentne vlastny, teda body P, Q, R nie su kolinearne.

Poznamka. Na stranke http://en.wikipedia.org/wiki/Moulton_plane je uvedeny priklad amerického
astronoma menom Forest Ray Moulton , kde tu uvedent tillohu osi X hra os y.

4.3 Pappov vyrok a jeho platnost’ v projektivnej rovine

Pappos (nem. a angl. Pappus), je autorom nasledovného krasneho tvrdenia, ktoré si v§ima len
vzajomnu incidenciu (kone¢ného poc¢tu) bodov a priamok:

Pappov vyrok. Nech p, p” st dve rozne priamky v projektivnej rovine, nech A, B, C su tri po
dvojiciach rozne body priamky p, A", B", C’ tri po dvojiciach rézne body priamky p’, vSetky rozne
od bodu p N p’. Potom body P =AB" N A'B, Q =AC" N A’C, R=BC" N B’C su kolinearne.

Obr. 4.6

Veta 4.6. Existuju projektivne roviny, v ktorych Pappov vyrok je pravdivy (je tam vetou) a existuji
projektivne roviny, v ktorych Pappov vyrok nie je pravdivy.

Dékaz. Pozri nasledujuce tri tvrdenia.
Lema 4.6a. V rozsirenej euklidovskej rovine Pappov vyrok je pravdivy.
Doékaz (platnosti Pappovho vyroku v rozsirenej euklidovskej rovine). Detaily pozri: [Har67].

Zvolime priamku A’'B’= B’C’ za nevlastnu priamku. VSetky ostatné body st potom uz vlastné
a mozeme pouzit’ tvrdenia euklidovskej roviny — napr. vety o podobnosti trojuholnikov.
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& B C
Obr. 4.7

Z podobnosti trojuholnikov BCR a ACT, ako aj z podobnosti trojuholnikov PAB a SAC dostaneme
umery, ktoré spolu s faktom podobnosti trojuholnikov TQC a AQS implikuju, Ze aj trojuholniky
TQR a AQP st podobné. Preto plati, ze uhol AQP je zhodny s uhlom TQR a priamky PQ a QR st
rovnobezné. Pretoze maju spolocny bod, musia sa rovnat’, teda body P, Q, R st kolineérne.

Aby bol dokaz uplny, treba ukazat, ze ak Pappov vyrok plati pre Specidlnu dvojicu priamok, plati
pre l'ubovolné dve priamky. V rozsirenej euklidovskej (a kazdej desargovskej) rovine toto plati ako
dosledok existencie istych transformécii roviny (projektivnych kolineacii) a ich vlastnosti.

Poznamka. Iny dokaz Pappovej vety v rovine, kde vyrok plati, je tu :
http://www.mathpages.com/home/kmath542/kmath542.htm .

Veta 4.7. (Hessenberg). Ak v projektivnej rovine plati Pappov vyrok, tak plati aj Desargov vyrok.
(Kazda pappovska projektivna rovina je aj desargovska.)

0

Obr. 4.8

Cervena farba je farba stran trojuholnika ABC, modra trojuholnika A'B'C” a zelenou st oznaené
spojnice odpovedajucich si vrcholov danych trojuholnikov.
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Doékaz Hessenbergovej vety (Ekvivalentna formulacia: Pappov vyrok v projektivnej rovine
implikuje Desargov vyrok.) urobime v troch krokoch.

Nech trojuholniky ABC a A’‘B'C” spinaju predpoklady Desargovej vety v projektivnej rovine,
Vv ktorej plati Pappov vyrok. Nech S=ACNB'C', T=AB'NCC",U=ABNOS,V=A'B'N OS (na
obr. 4.8 nie st vsetky body vyznacené).

1. Pappov vyrok aplikovany na (kolinearne) trojice B, B, O a S, C, A implikuje kolinearnost’
bodov R, T, U.

2. Obdobne z trojic A", O, A a S, B',C" a platnosti Pappovho vyroku vyplyva kolinedrnost’
bodov Q, T, V.

3. Nakoniec aplikéacia Pappovho vyroku na trojice B’, A, T a U, V, S ma za nésledok, Ze body
P, Q, R st kolinearne, ¢o bolo treba dokazat’.

Désledok. Ak v projektivnej rovine Desargov vyrok neplati, neplati ani Pappov vyrok.
V Moultonovej (projektivnej) rovine teda okrem Desargovho vyroku neplati ani Pappov vyrok.

Poznamka. D4 sa teda povedat’, ze Pappov vyrok je ,,silnejsi“ nez Desargov. O ,,kol’ko” ? To sa
bude dat’ porovnat’, ked’ si uvedieme vyroky (tykajlice sa vlastnosti istych projektivnych zobrazeni),
ktoré s ekvivalentné Pappovmu, resp. Desargovmu vyroku.

A teraz trochu ivah o tom, ¢i a preco princip duality plati aj v pappovskych rovinach.

Veta 4.8. V projektivnej rovine, v ktorej plati Pappov vyrok, plati aj vyrok k nemu dualny.

Doékaz. Uvedeny je aj v [Sol95], str. 52, kde je dokazany pre rozsirent euklidovskd rovinu, ale
dokaz je platny pre 'ubovol'nu projektivnu rovinu. Pozri aj tento obr. 4.9:

H=

Obr. 4.9

Idea dokazu: Ak oznaCime A=S,B=b"Na,C=c’'Na,A’=S",B=a’'Nc,C" =a’N b, tvrdenie
vety dostaneme pouzitim Pappovej vety na trojice bodov A, B,C a A", B", C".

Defnicia 4.9. Projektivne roviny, v ktorych je Pappov vyrok pravdivy, nazyvame pappovskymi,
roviny, v ktorych Pappov vyrok neplati, nepappovskymi.
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Rozsirena euklidovska rovina je teda pappovskou rovinou.

Poznamka. Princip duality plati aj v projektivnych rovindch, v ktorych je k axiomam P1 — P3
pridany aj Pappov vyrok ako d’alSia axidoma (pappovské roviny). Je to preto, lebo z axiom P1 — P3
a Pappovho vyroku ako d’al$ej axidomy je mozné dokazat’ vyrok dudlny k Pappovmu vyroku (pozri
aj poznamku o platnosti principu duality v desargovskych rovinach).

Uloha 4

a)

b)

V rozsirenej euklidovskej rovine su dané Styri body A, B, P, Q, z ktorych ziadne tri nie su
kolinearne. Nech C =4AB N PQ, R=AQ N PB,S=AP N BQ, D =RSNAB, T=RS N PQ,
U = AT N PD. Dokéazte, ze body R, U, C su kolinearne. (Pri dokaze vyuzite Desargovu
vetu.)

Nech A, B, C su tri rozne kolinearne body rozsirenej euklidovskej roviny a P, Q, P a Q" su
také body, ze priamky AB, PQ a P'Q" su rozne a pretinaja sa v bode C. Nech R = A0 N PB,
S=APNBO,D=RSNAB,R"=AQ "N P'B,S"=AP'NBQ"aD’=R’'S" N AB. Dokazte,
ze D = D’. (Pri dokaze vyuZzite Desargovu vetu.)

Sformulujte vyrok dudlny k Pappovmu vyroku.

V dokaze lemy 4.6a zdovodnite z predpokladov tvrdenia podobnost’ trojuholnikov TQR
a AQP (v pojmoch euklidovskej roviny).

Na nasledujicom obrazku je 9 bodov a 9 priamok; kazdym bodom prechadzajt tri priamky
(tejto mnoziny) a kazda priamka inciduje s tromi bodmi (tejto mnoziny). Tato mnoZzina sa
nazyva Pappovou konfigurdciou (porovnajte s mnozinou bodov a priamok — Desargovou
konfiguraciou, ktora sa spomina v Desargovom vyroku — je tam 10 bodov a 10 priamok).
Ak pouzijeme Pappov vyrok na body A, B, C aR, Q, P (v tomto poradi), dostaneme vyrok
0 kolinearnosti troch bodov. (Ktoré su to body?) N4ajdite d’alSie moznosti na uplatnenie
Pappovho vyroku. (Namiesto bodov A, B, C vezmite napr. A, P, B" aeSte jednu trojicu
kolinearnych bodov spiiiajiicich predpoklady Pappovho vyroku a sformulujte znenie
Pappovho vyroku pre dané trojice bodov).

51



Literatura k Casti 4

[Berg87] Berger M.: Géomeétrie 1, 11. Editions Nathan, Paris 1977, angl. preklad Springer-Verlag
Berlin Heidelberg 1987
[Cox89] Coxeter, H. S. M.: Introduction to Geometry. J. Wiley, 2nd edition, London 1989

[Har67] Hartshorne, R.: Foundations of projective geometry. Lecture notes Harvard University.
W. A. Benjamin Inc., New York 1967 (rusky preklad: Izdatel'stvo Mir, Moskva 1970)

[Kar76] Karteszi, F.: Introduction to Finite Geometries. Akadémiai Kiadd, Budapest 1976
[Sol95] Soléan, S.: Projektivna geometria. 2. vyd. Vydavatel'stvo UK, Bratislava 1995
[Sollla] Soléan, S. : O kolinedrnosti bodov a zbiehavosti (konkurentnosti) priamok. Acta
Mathematica 14, Nitra : Univerzita KonStantina Filozofa, 2011. S. 3-18

[Sol11b] Soléan, S. : O Pappovom dékaze Pappovej vety. Proceedings of Symposium on Computer
Geometry SCG' 2011, Vol. 20, Bratislava : Slovenska technicka univerzita, 2011. S. 111-117

Odkazy na webovské stranky:

1. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Desargues.html )

2. http://mathworld.wolfram.com/DesarguesTheorem.html

3. http://www.oxfordreference.com/

4. http://www.mathpages.com/home/kmath542/kmath542.htm

5. http://mathworld.wolfram.com/PappussHexagonTheorem.html

6. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Desargues.html

7. http://en.wikipedia.org/wiki/Moulton plane

52


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Desargues.html
http://mathworld.wolfram.com/DesarguesTheorem.html
http://www.oxfordreference.com/
http://www.mathpages.com/home/kmath542/kmath542.htm
http://mathworld.wolfram.com/PappussHexagonTheorem.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Desargues.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Moulton_plane

5. Kolineacie projektivnej roviny a projektivne zobrazenia

5.1 Kolineacie projektivnej roviny

V Casti 2.2. Definicia a priklady projektivnych rovin sme mali nasledovni definiciu (na ,,porov-
nanie* projektivnych rovin).

Definicia 2.2. Nech P, P’ st projektivne roviny. Bodové zobrazenie § zP do P° nazyvame
izomorfizmom P na P’, ak & je bijekcia a kazda trojicu réznych kolinearnych bodov A, B, C
zobrazi na trojicu ¥ (A), ¥ (B), F (C) roznych a kolinearnych bodov. Dané roviny P, P’ nazveme
izomorfnymi.

Poznamka. Ak P = P’, dané zobrazenie ¥ sa zvykne nazyvat'" automorfizmom, alebo CastejSie
kolinedciou tejto roviny, pojem kolinedcia budeme pouzivat’ aj my.

Definicia 5.1. Nech P je projektivna rovina, K bijektivne zobrazenie P — P. Zobrazenie &
nazyvame kolineaciou roviny P, ak kazdu trojicu A, B, C, po dvojiciach roznych a kolinear-nych
bodov zobrazi do trojice A", B, C’, po dvojiciach réznych a kolinedrnych bodov.

Poznamka. Z predchadzajtcej definicie vyplyva, ze K zobrazuje body roviny P opit’ na body tejto
roviny a priamky roviny P na priamky roviny P , zachovava pritom incidenciu bodov a priamok.

Definicia 5.2. Bod M sa nazyva samodruZznym (invariantnym) bodom kolineacie K, ak K (M)
=M, priamka m sa nazyva samodruzZnou priamkou kolineacie K, ak K (m) =m.

Bod Ssa nazyva stredom (silne samodruznym bodom, priamkovo samodruznym bodom)
kolineacie K, ak K (S) = S a navyse K (m) = m pre kazdu priamku zvazku Z(S).

Priamka o0sa nazyva 0sou (silne samodruznou priamkou, bodovo samodruznou priamkou)
kolineacie K, ak K (0) = 0 a K (X) = X pre kazdy bod X priamKky o.

Kolineacia, pre ktort existuje stred, sa nazyva stredovou kolineaciou, kolineacia, pre ktort existuje
0s, sa nazyva osovou kolineaciou.

Priklady.
1. Nech E, je euklidovska rovina, R(M, @) je otocenie okolo bodu M o uhol velkosti a. Rozsirme
zobrazenie R roviny E, do zobrazenia R roviny E_2 nasledovne: na mnozine vlastnych bodov

nech R =R, na mnoZine nevlastnych bodov roviny E_2 definujme R tak, aby nevlastny bod U
priamky m sa zobrazil do nevlastného bodu U” priamky R (m) . Nie je tazké preverit’, Ze zobrazenie
R je kolineaciou roviny E_2 Ak je a # krx, kcelé ¢islo, jedinym samodruznym bodom tejto
kolineécie je bod M. Ak a =kz, pre k parne je R identitou na E_2 a pre k neparne je bod M silne

samodruznym bodom kolineécie R , teda R je stredovou kolineaciou.

2. Obdobne ako v priklade 1 rozsirme rovnolahlost R so stredom S do kolineacie R rozsirenej
euklidovskej roviny. Cahko sa overi, Ze S je silne samodruznym bodom kolineacie R.

3. Obdobne ako v priklade 1 rozsirme aj osova simernost’ S euklidovskej roviny do kolineacie S
rozsirenej euklidovskej roviny. Zistite, ¢i ma S silne samodruzné body a (alebo) priamky.

Poznamka. Identické zobrazenie projektivnej roviny na seba je zrejme kolinedciou; nazyvame ju
identickou kolineaciou. Kolineéciu, ktora nie je identitou, volame neidentickou kolineaciou.
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Lema 5.3.
a) Ak ma kolineacia & dva rozne stredy, tak je identitou.
b) Ak ma kolineacia K dve rdzne osi, tak je identitou.
Dosledok. Neidentické kolineacia moze mat’ najviac jeden stred (jednu os). Ako je to so vztahom
stredu a osi, hovori nasledujica veta.
Veta 5.4. Ak kolinedcia mé stred, ma aj os a obratene.
Dékaz. Pozri [Sol95] alebo [Bla74].

Staci dokazat’ tvrdenie: Ak ma kolineécia stred, ma aj os. Obratené tvrdenie (4k ma kolinedcia os,
ma aj stred) je tvrdenie dudlne k povodnému a Vv 'ubovolnej projektivnej rovine plati, ak plati
tvrdenie prvé.

Ak ma kolinedcia stred S, vSetky priamky s nim incidujice st samodruzné. Potom mézu nastat’ dve
navzajom sa vylucujuce moznosti

a) existuje eSte aspon jedna priamka m, ktora je samodruzna a neinciduje s bodom S,
b) vsetky samodruzné priamky inciduji s bodom S.

V pripade a) je tato priamka horucim kandidatom na os. Treba dokazat, ze kazdy jej bod X je
samodruznym bodom (danej kolinedcie K). Pretoze je vSak prieseCnikom dvoch samodruznych
priamok — priamky m a priamky SX, je bod X samodruznym bodom tejto kolineacie. (Obr. 5.1a.)

V pripade b) sa kandidat na os hl'ada trochu t'azsie. AK a je priamka neincidujica s bodom S, nie je
samodruzna podl'a predpokladu a jej obraz a” = K (a) je od nej rozny, existuje preto jediny bod
X =aNna'. Sporom sa da dokézat’, Ze vSetky takéto body m N m” leZia uz na priamke SX a kazdy
z nich je samodruzny. Tato priamka je hl'adanou osou. (Pozri obr. 5.1b.)

Ry
X=X L
/
Obr. 5.1a Obr. 5.1b
Poznamky.

1. V predchadzajticej vete sa potichu predpokladalo, Ze ide o neidentickt kolineaciu. V pripade
identickej kolineacie mozeme kazdy bod roviny povazovat za jej stred a kazdu priamku za
jej os.

2. Pretoze kazda stredova kolineacia je aj osovou a obratene, sta¢i pouzivat' jeden z tychto
nazvov. (Castejsi je ndzov stredova kolineacia.)
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Definicia 5.5. Stredova kolineécia, ktorej stred neinciduje s osou, sa nazyva homolégia, stredova
kolinedcia, ktorej stred s osou inciduje, sa nazyva elacia.

V rozsirenej euklidovskej rovine sa pre homologie pouziva aj nazov perspektivna kolineacia
(presnejsie pre homologie s vlastnym stredom a vlastnou osou).

Priklady kolineacii Vv rozsirenej euklidovskej rovine dostaneme (vhodnym) rozsirenim niektorych
(afinnych) zobrazeni euklidovskej roviny. (Pozri predchadzajuce priklady.) Obratene, zizenim
kolineacii K, ktoré zachovavaju nevlastni priamku (je samodruznou priamkou kolineacie K ) ,
dostaneme afinné transformacie euklidovskej roviny, napr. ziZenim homolégie s nevlastnym
stredom a vlastnou osou je afinné zobrazenie, tzv. zakladna afinita. (Iny nazov: perspektivna
afinita alebo osova afinita.)

Nasledujuci obrazok znazoriiuje homologiu F rozsirenej euklidovskej roviny s vlastnym stredom
S, vlastnou osou 0, ktora zobrazi bod A do A’, bod B do B’, priamku m do priamky =, a nevlastny
bod U, priamky m do bodu U’, ktory je vlastny. Pri konStrukcii (tu v rozsirenej euklidovskej
rovine) sa vyuzije fakt, ze priamky prechadzajice stredom st samodruzné, a teda body S, A, A’,
d’alej body S, B, B” a takisto body S, U, , U’ st kolinearne.

Obr. 5.2

Uvedieme tvrdenie, ktoré ukdze, ze ak mdézeme vyuzit' Desargovu vetu, homologie (aj elacie) sa
daju jednoznacne urc¢it’ malou mnoZinou prvkov. Je to teda tvrdenie platné pre desargovské roviny.

Veta 5.6. (Ur¢enost’ homologii v desargovskej rovine P)

Nech P je projektivna rovina, v ktorej plati Desargov vyrok. Nech st S, A, A" su tri rozne
kolinearne body , nech 0 je priamka neprechadzajica ziadnym z danych bodov. Potom existuje
jedina homologia J€ tak, ze S je jej stred, o jej 0s a A'= F€ (A).

Doékaz vety 5.6 pre rozsSirent euklidovsku rovinu je napr. v [Sol95], ale tam uvedeny postup je
platny pre 'ubovol'ni desargovsku rovinu. Dokaz je dost’ dlhy a nebudeme ho tu uvadzat. Jeho
hlavna myslienka spoc¢iva v definicii zobrazenia h — kandidata na hl'adané zobrazenie najskor na
mnozine bodov desargovskej roviny, ktoré nelezia na priamke SA a potom jeho rozsireni J€ aj na
body tejto priamky.

55



Obraz bodu X v zobrazeni h: h(X) = X'= RA"nSX, kdeR=XAno.

Treba tu potom dokdzat, Ze dané zobrazenie je kolineaciou a ze je jediné (v oboch tychto ¢astiach
dokazu pomocou Desargovej vety).

Poznamka. V desargovskej rovine plati obdobna veta aj pre elacie. Stredové kolineacie v desar-

govskej rovine, teda aj v E) st teda urcené svojim stredom S, 0osou a dvojicou bodov A, A’(vzor-
obraz). Body S, A, A" vSak musia byt’ kolinearne.

Priklad. Stredové kolinedcie sedembodovej roviny (roviny 73)

a) Homologie F€: Pretoze kazda priamka tejto roviny a teda aj kazda priamka prechadzajica
stredom homologie ma len tri body a z nich dva si samodruzné — bod Sabod na osi
homologie — musi sa aj treti bod zobrazit' do seba. Toto zobrazenie je teda identitou,
neidenticka homologia v rovine 73 neexistuje.

b) Elacie & Pretoze stred leZi na osi aokrem samodruzného bodu — priese¢nika R 0si
S l'ubovol'nou priamkou m réznou od osi — existuju na tejto osi eSte dva dalSie body,
povedzme P, Q, su tu dve moznosti: bud’ sa P zobrazi do seba a mame tu opéit’ identitu,
alebo P sa zobrazi do Q a nutne Q do P. Pretoze to plati na kazdej priamke réznej od osi, je
zlozenim zobrazenia € so sebou identita, £ - €& = id. (Hovorime, ze &€ je involutdrne
zobrazenie.) Konkrétnu elaciu si modzete preskimat’ na modeli roviny 73 danom bud
tabul'kou alebo graficky.

Veta 5.6 (o uré¢enosti homologii v desargovskej rovine P ) sa da obratit’.

Veta 5.7. Nech P je projektivna rovina. Nech pre kazdu trojicu S, A, A" troch roznych kolinearnych
bodov a priamku 0 neprechadzajucu ziadnym z danych bodov existuje jedina homologia F tak, ze
S je jej stred, o jej os a A’= F€ (A). Potom v P plati Desargov vyrok.

Doékaz je pomerne jednoduchy, prenechame ho ¢itatel'ovi.

Plati teda nasledujuci zaujimavy dosledok.

Veta 5.8. V projektivnej rovine su nasledujice dva vyroky ekvivalentné:
a) Desargov vyrok.
b) Pre kazdu trojicu S, A, A" troch r6znych kolinearnych bodov a priamku o neprechadzajiucu
ziadnym z danych bodov existuje (aspon jedna) homologia F€ tak, ze S je jej stred, 0 jej 0s a
A'=F (A).
Poznamky.
1. Vimplikacii bod a) implikuje bod b) plati silnejSie tvrdenie ...prave jedna homologia,

v obratenej implikacii staci existencia takej homolégie...

2. Veta 5.8 je ukazkou, ako vlastnosti uréitej mnoziny bodov a priamok ovplyviiuji existenciu
zobrazeni tej roviny s danymi vlastnostami.

3. Pretoze v ,,peknych® projektivnych rovinach (napr. rozsirena euklidovska rovina) Desargov
vyrok plati, existuji v nich rozumne definované stredové kolineacie (homologie a nasledne
aj elacie).
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5.2 Projektivne zobrazenia

Nasledovné uvahy sa budu tykat' kazdej projektivnej roviny. Ak budeme pozadovat aj platnost’
d’alSich axiom (Desargova, resp. Pappova axidma), vyslovne to uvedieme.

Definicia 5.9. Geometrickym utvarom budeme nazyvat I'ubovolnii mnozinu bodov a priamok.
(V dalsich tivahach bude tato mnozina vzdy neprazdna.)

Tu st dva utvary doélezité pre nasledujucu cast’ nasho vykladu:

R(p) — mnozina vsetkych bodov priamky p (incidujtcich s priamkou p) — nazyvame ju rad bodov
priamky p,

Z(A) — mnozina vSetkych priamok prechadzajicich bodom A (incidujtcich s bodom A) — nazyvame
ju zvézok priamok; bod A sa nazyva stred zvazku.

To, ¢o budeme teraz definovat’ a skumat, sa d4 nazvat' aj izomorfizmami ,,jednorozmernych*
projektivnych priestorov , aj ked’ sme pojem priestor a ani rozmer nedefinovali. Pojem kolineacia
pouzivame pre zobrazenie, ktoré je definované na (celej) projektivnej rovine, tu uvedené pojmy
budi definované na urcitych podmnozinach (mnozine vsetkych bodov priamky, alebo mnozine
vSetkych priamok zvizku) projektivnej roviny.

Definicia 5.10. Nech p, g st dve r6zne priamky, S bod neincidujtci s priamkami p, g. Zobrazenie f:
R(p) — R(Q) , ktoré bodu X € p priradi bod X" = XS N @, sa nazyva perspektivnostou
(perspektivnym zobrazenim) mnoziny bodov R(p) priamKy p na mnozinu bodov R(q) priamky g.
Bod S sa nazyva stredom perspektivnosti f.

V podstate ide len 0 nové pomenovanie tzv. stredového premietania bodov jednej priamky na body
priamky druhej; pozri napr. nasledujtci obr. 5.3.

Bk - B A

Obr. 5.3

Definicia 5.10a (dualna k 5.10). Nech P, Q st dva r6zne body, 0 priamka neincidujica s bodmi P,
Q. Zobrazenie f ": Z(P) — Z(Q), ktoré priamke m priradi priamku m” = (m N 0) U Q sa nazyva
perspektivnost'ou zviazku priamok Z(P) na zvdzok priamok Z(Q) . Priamka 0 sa nazyva 0sou
perspektivnosti f ".

Definicia 5.11. Projektivnost'ou (projektivnym zobrazenim) sa nazyva zloZenie kone¢ného poctu
perspektivnosti.

Tato definicia je dost’ konStruktivna, da sa predstavit, ako asi také zobrazenie funguje, ale je
,hepraktické®, lebo nevieme aky velky pocet je ten ,.konecny* pocet ... V kazdej tedrii sa potom
patra po praktickejSom uréeni takychto dolezitych zobrazeni. V rozSirenej euklidovskej rovine
plati takéto tvrdenie:
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Veta 5.12. (Zékladna veta projektivnej geometrie v E_2 — 0 urcenosti projektivnosti)

Nech p, g st dve priamky V rozsirenej euklidovskej rovine E_z, A, B, C tri r6zne body priamky p,
A’,B’,C’ tri rozne body priamky q. EXistuje jedina projektivnost’ 7: R(p) — R(Qq) tak, ze 7 (A) = A’,
7(B)=B", z(C)=C".

Dokaz vyuziva fakt, ze v E_2 plati Pappov vyrok; dokaz obsahuje postupne niekol’ko pomocnych
tvrdeni, ktoré mézeme chapat’ ako Casti (kroky) dokazu. Ich postupnost’ je nasledovna:
Krok 1. Ukéze sa, Ze staci uvazovat’ p # q

Krok 2. Dokéze sa, ze zlozenie n perspektivnosti sa da nahradit’ zlozenim n — 1 perspektivnosti, pre
n > 3. Ako doésledok sa ziska tvrdenie, Ze projektivnost’ sa da zlozit z dvoch perspektivnosti.
(Pripominame, Ze sa predpoklada p # q.)

Krok 3. Dokaze sa, ze stred S prvej perspektivnosti mozno umiestnit’ na priamku g a stred S” druhe;j
perspektivnosti na priamku p.

Krok 4. Ukaze sa, ze pri vhodnom premenovani bodov A, B, C abodov A", B", C" sa da umiestnit’
bod S do bodu A" abod S” do bodu A, a Ze vsetky ostatné projektivnosti zobrazujuce body A, B, C
do bodov A’, B’, C’ (v tomto poradi) sa rovnaju (ako zobrazenia) takto skonstruovanej projektiv-
nosti.

Detaily pozri v [Sol95].
V projektivnych rovinach plati nasledovny vyrok.

Veta 5.13. (Zakladna veta projektivnej geometrie — 0 urCenosti projektivnosti)

Nech p, g su dve priamky v pappovskej rovine P (t. j. v projektivnej rovine, v ktorej plati Pappov
vyrok), A, B, C tri r6zne body priamky p, A", B’, C’ tri rzne body priamky q. Potom existuje jedina
projektivnost’ z: R(p) — R(Q) tak, ze #(A) =A’, z(B) =B’, z(C) =C".

Této veta sa da formulovat’ nasledovne:

Veta 5.14. Nech P je projektivna rovina. Ak v P plati Pappov vyrok, tak v nej plati zdkladna veta.
(Pappov vyrok implikuje zakladnu vetu.)

Dokaz uvedeny pre rozsirent euklidovsku rovinu je v tomto pripade platny aj pre vSetky papovské
roviny.

Pod pojmom zdkladna veta sa niekedy uvadzaju aj iné tvrdenia, najcastejSie tvrdenia uvedené
V nasledujucej vete, ktoré su s naSou formulaciou ekvivalentné.

Veta 5.15. V projektivnej rovine st nasledujuce vyroky ekvivalentné:

a) Ak z:R(p) — R(p) je projektivnost, ktora ma tri rézne samodruzné body, tak = je identitou
naR(p),t). 7=1id.

b) Nech p, q st dve priamky, A, B, C tri r6zne body priamky p, A", B", C’ tri r6zne body
priamky g. Existuje jedina projektivnost’ 7z R(p) — R(Q) tak, ze 7 (A) = A’, 7(B) =B’, n(C)
=C’.

c) AK p # ¢, a 7 je projektivnost’ zR(p) na R(q), pricom 7z (pNq) = pNg, tak = je
perspektivnost’.

Plati aj tvrdenie obratené k tvrdeniu vety 5.14:
Veta 5.16. Nech P je projektivna rovina. Ak v P plati zdkladna veta, tak v nej plati Pappov vyrok .

Dékaz. Nech v P plati zakladna veta, resp. vyrok c¢) predchadzajicej vety s ou ekvivalentny.
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Obr. 5.4

Nech A, B, C e p, A", B, C" € q, kde p, g st rozne priamky, P = AB" N A'B, Q = AC" N A'C,
R=BC'NB'C,U=BCNAC’, T=BC" N AB". Nech f je perspektivnost’ z AB'na priamku q SO
stredom B, g perspektivnost z priamky g na priamku AC’ so stredom C. Nech 7 = g°f je
projektivnost’, ktora je zloZzenim f a g (v tomto poradi).

Pretoze bod A= AB” N AC’ sa zobrazi sdm do seba, je zobrazenie © podla vyroku c) perspektiv-
nost'ou, jej stred je bod B'lU N TC"=B'C N BC" = R. Pretoze bod P sa v perspektivnosti 7 zobrazi
do bodu Q, st body P, Q, R kolinearne, teda plati Pappov vyrok.

Plati teda nasledovna ekvivalencia.
Veta 5.17. Nech P je projektivna rovina. Potom st nasledovné vyroky ekvivalentné:
a) Pappov vyrok.

b) Ak z:R(p) — R(p) je projektivnost, ktora ma tri rozne samodruzné body, tak 7 je identitou
naR(p),t. j. 7=1id.

c) Nech A, B, C su tri r6zne body priamky p, A’, B’, C’ tri r6zne body priamky q. EXistuje
jedina projektivnost’ 7: R(p) — R(Q) tak, ze #(A) =A", z(B)=B", #(C)=C".

d) AK p # q a x je projektivnost’ zR(p) na R(Q), pricom z (pNg) = pNq , tak = je
perspektivnost’.

Plati aj veta dudlna k zékladnej vete; jej znenie si Citatel’ sformuluje ako vyrok dualny k vyroku
predchadzajticej vety.

Veta 5.18 (o direkénej osi projektivnosti).

Nech p, g st dve rozne priamky v pappovskej rovine P. Nech A, B, C,..., X, Y,... st body priamky p,
A’'B’,C’...., X", Y’, ... ich obrazy v projektivnosti 7. R(p) — R(Q).

Potom body AB" N A'B, AC'N A'C,BC'NB'C, ..., XY'N XY, ... st kolinearne, lezia na jednej
priamke d.

(Priamku d nazyvame direk¢énou osou projektivnosti 7z.)

Poznamka. Predchadzajlica veta ma prakticky konstrukény vyznam pri rieSeni loh v rozsirenej
euklidovskej rovine. Jej dokaz sa urobi s vyuzitim vyroku dualneho k vyroku c) vyssie uvedenej
vety. (Pozri skripta [So0l95].)
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Veta dudlna k predchadzajlicej vete potvrdzuje existenciu Specidlneho bodu, tzv. direkéného stredu
projektivnosti zvizku priamok Z(P) na zviazok Z(Q), P # Q.

5.3 Kolineacie a projektivnosti

Definicia 5.19. Kolineacia projektivnej roviny, ktorej ziZenie na 'ubovolnu priamku tejto roviny
(ekvivalentne, ak zazenie na 'ubovolny zvézok priamok) je projektivnost’, sa nazyva projektivna
kolineacia.

Priklad. Kazdé4 stredova kolinedcia (homoldgia, ¢i eldcia) desargovskej roviny je projektivnou
kolineaciou, navySe v rozSirenej euklidovskej rovine je kazda kolineacia uz projektivnou
kolineéciou.

Stvorrohom nazyvame $tyri body A, B, C, D (vrcholy $tvorrohu), z ktorych Ziadne tri nie st
kolinearne, spolu so 6 priamkami (AB, AC, AD, BC, BD, CD - strany Stvorrohu), ktoré tieto body
uréuji. Oznacujeme ho pomocou jeho vrcholov — Stvorroh ABCD.

Veta 5.20 (o urcenosti projektivnych kolineécit).
Nech ABCD a A'B’C’D’ st dva $tvorrohy v projektivnej rovine P.

a) Nech P je desargovska rovina. Potom existuje taka projektivna kolineacia K, ze K (A) =A’,
HB)=B,K((C)=C',HK((D)=D".

b) Ak P je pappovska rovina, projektivna kolineacia z bodu a) je jedina.

Dokaz. a) PretoZe zloZenie stredovych kolinedcii je projektivnou koline4ciou, budeme konstruovat’
stredové kolineacie (ich existencia v desargovskej rovine je zarucena, pozri Cast’ 5.1 Kolinedcie),
ktorych zlozenim bude hladand projektivna kolineacia.

1.krok: Zostrojime stredovu kolineaciu K, ktorej stred bude na priamke AA’, os nebude prechadzat’
ziadnym z bodov A, A" a ktora zobrazi bod A do bodu A’". Ak st na priamke len tri body, musi to
byt elacia, pre ostatné roviny to moze byt’ aj homologia. Nech obraz bodu B je B; = K 1(B).

2. krok: Zostrojime druht stredovt kolineaciu K », ktorej stred bude na priamke B;B’. Pretoze bod
A1 = A’ je uz ,,na mieste”, os K, pojde bodom A" a bod B; nechame zobrazit’ do B” (uz dva body
,,SU na mieste*, skisime nimi uz nehybat)).

3. krok: Os tretej stredovej kolineacia K 3 bude uréend bodmi A’, B’, ostanu teda samodruzné
v tomto kroku; stred dame tak, aby bolo mozné bod C, = K »(K 1 (C)) zobrazit’ do bodu C".

4. a 5. krok slizZia na to, aby sa aj bod D dostal po tychto krokoch do bodu D’. Stredové kolineécie
K 4, K 5 zvolime tak, aby jeden z bodov A’, B’, C" bol stredom a d’alSie dva urcovali os prislusnej
stredovej kolinedcie, tu uzZ nutne homologie.

Zlozenim tychto zobrazeni dostaneme, ¢o sme chceeli, projektivnu kolinedciu, zobrazujiicu body A,
B, C, D do bodov A’,B’, C’, D" (v tomto poradi).

b) Ak existuju takéto zobrazenia dve ¢ a H, tak skimame zobrazenie ¥ = Lo G, ktoré je opit’
projektivnou kolineaciou. Pretoze zlzenie projektivnej kolineacie & Vv pappovskej rovine na
priamku AB ma tri samodruzné body: A, B a bod AB N CD , obdobne je to so zuzenim na priamku
CD, je toto zuzenie na priamku AB (analogicky na priamku CD) identitou podla vyroku
ekvivalentného s Pappovou vetou (a so zakladnou vetou).

Projektivna kolineacia & ma priamku AB za os, priamku CD tiez, a pretoze ma dve rdzne osi, je
identitou. Z toho uz vyplyva, ze G = J¢€.
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Priklady a ulohy 5.20a Pretoze rozsirena euklidovska rovina E, je pappovska, projektivne

kolineacie roviny E, st urcené vrcholmi Stvorrohu a jeho obrazmi. Pozri k tomu aj obr. 5.7.

a) Nech A, B, C, D st vrcholy $tvorca v euklidovskej rovine, nech A”=B, B " =C,C'=D a
D" = A. Vrozsirenej euklidovskej rovine je podla predchadzajucej vety tymito bodmi
definovana jedina projektivna kolineacia K, ktora zobrazi body A, B, C, D po poriadku na
body A", B", C’, D’ . Je % stredovou kolineaciou? Co je jej zizenim na euklidovska rovinu?

b) Nech A, B, C, D su opét’ vrcholy stvorca v euklidovskej rovine, nech A"=C,B" =D, C" = A,
D’ = B. Nech & je projektivna kolineacia v rozsirenej euklidovskej rovine, ktora zobrazi
body A, B, C, D po rade na body A", B’, C’, D". Je %, stredovou kolineaciou? Co je jej
zuzenim na euklidovsku rovinu?

5.4 Kolineacie; Pappov a Desargov vyrok

Teraz uvedieme dve zaujimavé navzajom obratené vety, pre lepSie porovnanie ich znenia ich
uvedieme ako dve formulacie jednej vety.

Veta 5.21. Nech P je desargovska rovina.

a) Nech S je bod, o priamka neincidujtiica s bodom S. Nech v P plati Pappov vyrok. Potom
grupa homologii s 0sou 0 a stredom S je komutativna.

b) Nech pre kazda vol'bu bodu S, priamky o, S ¢ 0, je grupa homolégii so stredom S a osou
0 komutativna. Potom v rovine P plati Pappov vyrok.

Dosledok. V desargovskej (projektivnej) rovine st nasledujiice vyroky ekvivalentné:
a) Pappov vyrok

b) Pre kazda volbu bodu S a priamky o, S ¢ 0, je grupa homolégii so stredom S a osou
0 komutativna.

Doékaz vety 5.21. (Obr. 5.5)

a) Nech S je bod, o priamka neincidujiaca s bodom S. Nech v desargovskej rovine P plati Pappov
vyrok. Podl'a vety 5.6 (o uréenosti homologii v desargovskej rovine P) existuje pre kazda
dvojicu bodov A, A’ kolinearnu s bodom S jedina homolodgia, zobrazujica A na A’. Je jasné, ze
tieto homologie tvoria grupu. Treba dokazat’, ze ak vezmeme dve takéto homologie ¢, J€, plati

CoH=9tC.

Nech @ je homologia zobrazujuca Ana A" a B na B’, % homologia zobrazujica A" na A" a B’
na B”’. Potom priamky AB, A'B” a A”'B"’" sa pretinaju na osi 0 v bode P.

Nech € zobrazuje bod A na bod 4 , potom priamky AB” a AB’" sa pretinaju na osi 0 homologie
v bode Q. Nech homoldgia @ zobrazi bod 4 na 4”. Potom AB sa pretina s A'B” v bode R osi 0.

Teraz pouzijeme Pappovu vetu na trojice kolinearnych bodov B, B’,B"" a Q, P, R. Potom body
BPNB'Q=A,BRNB'Q=4,BRnB"P=W st kolinearne.

Pretoze AB M A’'B" =R, stibody B", RaW kolinearne.
Z toho vyplyva,2e W=B'RNAANB A" =4"ad =A"".

Plati teda @ °# = J€ - @¢; dané homologie komutuju.
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Obr. 5.5

b) Nech su splnené predpoklady vety 5.21, Cast’ b). (Pozri obr. 5.6.)

Nech K, L, M st po dvojiciach rézne body priamky p aK’, L', M" po dvojiciach rézne body
priamky g, vSetky rézne od spolo¢ného bodu priamok p, g. Chceme dokazat, ze body KL" N K'L,
KM"NK'M, a M'L N ML’ st kolinearne.

NechA=KL ' NK'L,A=KM NK'M,S=A4A4 N p . To znadi, Ze trojice bodov A, K, L’, ako aj A, K,
L su kolinearne, obdobne trojica 4, K, M atrojica 4, K', M, ale aj trojica bodov S, A, 4.

Nech %, , %, si homologie so stredom S = A4 N p, 0soU 0 = q, pricom homoldgia F 1 zobrazuje
bod K do bodu L, # 1(K) = L, a €, bod L do bodu M, J€ (L) = M. Tym su tieto zobrazenia
jednoznacne (v danej desargovskej rovine) urcené.

Sktimajme, kam sa zobrazi bod A v zobrazeniach J€, o F€1 resp. # 1 o F , , t. j. hladajme body
FE(F€1(A)), resp. FE1(FE2(A)).

Oznacme (F1(A) =A"=[(AKNq)UL]NSA=LLNSA a
(FE(AHY=A"=[A'LNguUM]NSA=L"MN SA.

Dalej plati F2(A) = 4 =[(AL N g) U M] N SA, lebo ALN gq=K" aK'M N SA = 4. Ozname
F(A)=A" . Potom A =LM NSA leboKANg=M".
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Obr. 5.6

Podrla predpokladov vety (grupa je komutativna) je F€, © F€1 = F€1 ° F€> , Z Coho mame

A" = F€,(F€1(A)) = F1(FEL(A)) = A", teda ML N SA=LM’ N SA.

Pretoze priamky LM a ML’ sa pretinaju na priamke SA = A4, body A= KL N K'L,A=KM' N K'M,
A" =M’'L N ML’ st kolinearne, ¢o bolo treba dokazat’.

Poznamka (¢i skor pomodcka). To ako sa zobrazuju body, sa da dobre sledovat’ pomocou nasledov-
nej tabulky.

F€q

N

x
!

B~

ML’
SA

<
U A U A U RS
<

%
TTTpTEe
=

Al | 4

Désledok. Ak teda Pappov vyrok v desargovskej rovine neplati, vyssie uvedena grupa homologii
nie je komutativna.
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Zaverom si pripomeiime nasledovné tvrdenie:

Veta 5.9. V projektivnej rovine st nasledujtiice dva vyroky ekvivalentné:
c) Desargov vyrok.

d) Pre kazdu trojicu S, A, A" troch réznych kolinearnych bodov a priamku o0 neprechadzajucu
ziadnym z danych bodov existuje (asponi jedna) homoldgia F tak, Ze bod S je jej stred,
priamka o jejosa A" = € (A).

Poznamka. V casti 4 sme uviedli Hessenbergovu vetu (veta 4.7) : V projektivnej rovine Pappov
vyrok implikuje Desargov vyrok. Pappov vyrok je teda ,silnejSi“ nez Desargov vyrok. Na

zéklade vysSie uvedenych tvrdeni prave vlastnostou, ze spominand grupa homologii je
komutativna, ¢o platnost’ Desargovho vyroku nezarucuje.

5.4a Poznamka — dvojpomer jako projektivny invariant

Javi sa ndm dolezité aspon stru¢ne spomenut’ jeden dolezity pojem — dvojpomer. Nasledovné avahy
budi vychadzat’ z pojmov euklidovskej roviny, neskor sa budi nase uvahy tykat bodov a priamok
roz§irenej euklidovskej roviny.

Rovrobezné premietanie sice nezobrazi isecku do usecky zhodnej s pévodnou tseckou, ale zachova
pomer velkosti dvoch useciek. Pretoze vnutorné body usecky zobrazi do vnutornych bodov obrazu
usecky, rovnobezné premietanie zachovava deliaci pomer troch rdéznych kolinearnych bodov A, B,
C euklidovskej roviny (za predpokladu, Ze smer premietania nie je rovnobezny s priamkou uréenou
bodmi AB).

Pripomenime, Ze Cislo A(ABC) nazyvame deliacim pomerom bodov A, B, C (v tomto poradi) alebo

- -
deliacim pomerom bodu C vzhl'adom na zakladné body A, B, ak pre vektory ACa BC plati:

- -
AC = A(ABC). BC (Niekedy deliaci pomer A(ABC) oznacujeme aj symbolom (ABC).)

Désledok (Zavislost’ deliaceho pomeru od poradia bodov).

Nech (ABC) = A . Potom (BAC) = 4!, (ACB) = 1-4, (BCA) = (1-1).4 !, (CAB) = (1-4),
(CBA) = A4.(4-1) 1.

Stredové premietanie bodov priamky m do bodov priamky m” vo vSeobecnosti nezachovava deliaci
pomer (ked’ priamky m, m” nie si — v E, — rovnobezné), napriklad stred usecky sa nezobrazi do
stredu obrazu tejto useCky. UkaZzeme, Ze aj ked’ sa pri stredovom premietani nezachovava pomer
vel'kosti useciek, zachovava sa pomer istych deliacich pomerov.

Definicia 5.10. Nech A, B, C, D su S$tyri rozne vlastné body rozsirenej euklidovskej roviny.
A(ABC)

Dvojpomerom Stvorice bodov A, B, C, D (v tomto poradi) nazyvame ¢islo 0 = .
A(ABD)

V d’alsom texte budeme pouzivat’ oznacenie 6 = (ABCD). Ako vidiet z nasledovného tvrdenia,
dvojpomer Stvorice bodov zavisi od poradia bodov v danej Stvorici.

Veta 5.11. Nech ¢ = (ABCD) je dvojpomerom Stvorice bodov A, B, C, D. Potom plati:

(ABCD) = (CDAB)= (BADC)= ¢ , (BACD)= %, (ACBD)=1- 3,

1
5

0-1 1
= —, (ACDB)=——, (ADCB)= ——.
=, (ACDB)=_~, (ADCB)

(ADBC)=1 - 0
5-1
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Veta 5.12. Nech A, B, C su tri rozne kolinearne body a o je realne ¢islo rozne od 0 aA(ABC).
Potom existuje jediny bod D;, pre ktory (ABCD;)= 6.

Désledok 5.13. Ak (ABCD,)=(ABCD,), tak D, = D,.

Dvojpomer (ABCD) stvorice bodov A, B, C, D je kladny, ak sa dvojice bodov A, B a C, D
neoddel’'uja; dvojpomer (ABCD) je zaporné Cislo, ak sa dvojice bodov A, B a C, D oddel'ujt.

Veta 5.14. Nech A, B, C, D st Styri rozne vlastné kolinearne body rozsirenej euklidovskej roviny,
S vlastny bod neleziaci na priamke AB. Potom

sin Z(a,c).sin Z(b,d)

sin Z(a,d).sin Z(b,c)

kde a = SA, b =SB, ¢ = SC, d = SD su priamky uréené bodom S a bodmi A, B, C, D.

Dasledok 5.15. Nech A, B, C, D su §tyri rézne vlastné body priamky p, A", B’, C’, D’ su $tyri r6zne
vlastné body priamky p’, S je vlastny bod, ktorym prechadzaji priamky AA’, BB’, CC" a DD".
Potom plati [(ABCD)|=|(AB'C'D’)

(ABCD)| = *)

Poznamka. Predchadzajuci dosledok plati, aj ked” je bod S nevlastnym bodom roviny, aj ked’ nie
ako dosledok predchédzajicej vety. Rozsirime nase ivahy aj na Stvorice bodov, z ktorych jeden je
nevlastny. Pretoze limita deliaceho pomeru bodov A, B, D pre bod D limitne sa ,bliziaci“
k nevlastnému bodu U., priamky AB sa rovna 1, mézme rozsirit’ definiciu deliaceho pomeru aj pre
takuto trojicu bodov: (ABU,, ) = 1. Dostaneme tak vyjadrenie dvojpomeru (ABCU,, ) = (ABC). Ak je
C = S stredom usecky AB, tak (ABSU.,,, ) = —1.

Pretoze body A", B, C’, D" st obrazmi bodov A, B, C, D v perspektivnosti so stredom S |,
perspektivnosti zachovavajii oddelovanie sa dvojic bodov a zloZenim perspektivnosti dostaneme
projektivnost’, plati nasledovné tvrdenie.

Veta 5.16. Kazda projektivnost’ zachovava dvojpomer Stvoric bodov.

Dé sa dokézat’, Ze dvojpomer je vlastnost’ charakterizujica projektivne zobrazenia:

Veta 5.17. Nech z je (bijektivne) zobrazenie z mnoziny bodov priamky p do mnoziny bodov
priamky p’, ktoré zachovava dvojpomer $tvoric bodov. Potom 7 je projektivnost’.

Zobrazenie z je teda projektivnost’ prave vtedy, ked’ zachovava dvojpomer. Hovorime, zZe
dvojpomer je projektivnym invariantom.

Definicia. Stvoricu A, B, C, D roznych
kolinearnych bodov nazveme harmonickou
Stvoricou, ak existuju také body P, Q, ktoré o

nelezia na priamke AB, pricom priamka PQ

prechadza bodom C a bod D je priesecnikom

priamok AB aRS, kde R = AP nBQ a A D B o

S =AQ n BP. (pozri obr. 5.7) Obr. 5.7 Harmonicka $tvorica bodov

Veta. Stvorica A, B, C, D roznych kolinearnych bodov je harmonickou §tvoricou bodov prave
vtedy, ked’ jej dvojpomer sa rovna ¢islu -1, (ABCD) = 1.
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Z predchadzajtcich uvah vyplyva, Ze projektivne zobrazenia zachovévaju (aj) harmonické Stvorice
(bodov a priamok).

Vyssie spomenuté pojmy a tvrdenia o bodoch sa lahko preformuluju do tvrdeni o priamkach
patriacich jednému zvazku. K dualizacii vysSie uvedenych pojmov a tvrdeni ako aj k ich dokazom
pozri napr. [Hav56], [Sol95] alebo [Sed87].

5.5 Rovnice kolineacie v rozSirenej euklidovskej rovine

V rozsirenej euklidovskej rovine E_2 nech je dana suradnicova sustava viazana na pevne zvolenu
sturadnicova sustavu pdvodnej Euklidovej roviny. Pévodné nehomogénne suradnice [X, y] a
homogénne stradnice (x,,x,,x,) vlastnych bodov st viazané vztahom x = x,x;', y = x,x; . (Pozri
k tomu cast’ 1.4.) Rovnica nevlastnej priamky u_ je x, =0, rovnica priamky urcenej dvoma bodmi

P=(p,,p>D>), 9=(4,.9,-9,) J&

b P
9, 49

Py D>
90 4>

Py P
90

0 X, + x,=0. 1)

Suradnice nevlastného bodu priamky m: mx, +m,x, + m,x, =0 st (0,—m,,m,).

Body P =(p,,p-1,), O=(4,-49,-9,), R=(ry,n,1,) s kolinearne prave vtedy, ked’ determinant
matice utvorenej z ich saradnic sa rovna nule :

Py P P
9% ¢ 9,|=0. )
nh o h
Poznamka. K rovnici (1) ako aj k podmienke (2) sa mozno dopracovat’ nasledovnymi tivahami: Ak
maju body P, Q lezat' na priamke danej rovnicou myx, +mx, +m,x, =0, musia ich suradnice
vyhovovat' rovnici priamky, ktorej homogénne suradnice su(m,,m;,m,). RieSime teda sustavu
rovnic
My Pe + My P, +m, p, =0 3
MyQo +Myq, +my0, =0

pre nezname My, m;, m,. Tato sustava ma nenulové rieSenie prave vtedy, ak matica

M(P.Q) = (Z . Z]

utvorend zo suradnic bodov P, Q ma hodnost’ 2, t. j. ked” asponi jeden z determinantov 2.stupiia
matice M(P,Q) je rdzny od nuly. Ur¢itou tpravou Cramerovej vety pre rieSenie stustavy linearnych
rovnic dostaneme rieSenie

Pp P2
4 0

Aby body P, Q, R lezali na jednej priamke, t. j. aby takd priamka existovala, musi existovat’
nenulovy koren ststavy rovnic

P, Po
4, Qo

Po Py
d Q,

(Mg, m;,m,) = (

).
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My Py +Myp; + M, p, =0

My + M0, +Mm,q, =0 4)

my,r, +mr, +m,r, =0
Ak by determinant tejto sustavy linedrnych rovnic bol rozny od nuly, existovalo by jediné rieSenie,
ato je pri homogénnom systéme rovnic rieSenie (0,0,0). Tato trojica vSak neurcuje priamku.
(Vyhovoval by jej kazdy bod roviny.) Ststava musi byt’ teda linedrne zavisla, jej determinant sa
musi rovnat’ nule.
Nech C = (c;) je reguldrna matica stupiia 3. Pre body roviny E, definujeme zobrazenie T, ktoré

bude ,,pracovat™ nie priamo na bodoch , ale na ich suradniciach: T, (P) = Q, ak

Coo  Co1 Coz2 | Po 9

— *
Co Cuu C | P |7 Y| *)
Cro Coui Cp A\ P> q,

kde matica (c;) je regularna matica.

Budeme teda skiimat’ zobrazenie, ktoré bude zobrazovat trojice redlnych Cisel na trojice redlnych
Cisel, teda zobrazenie T.: RXRX R — R x R x R, definované rovnostou (*) .

Zobrazenie T, ma nasledovné vlastnosti

a) Ak (po, p;, P,) #(0,0,0), tak T.(py, P;» P,) =(dy,G,d,) = (0,0,0)

b) T.(Apy, APy, AP,) = (A0, A0, A0,) = A0, G, 4,) , L J. aK P=(py, P> P2) s O=(49,91595)
tak trojici homogénnych stradnic bodu P priradi trojicu homogénnych sturadnic bodu istého

bodu Q,

€) Linearnu kombinaciu usporiadanych trojic zobrazi opét’ na ich linedrnu kombinaciu, t. j.
trojicu (m,,m;,m,) homogénnych suradnic bodu M priamky AB (pricom A=(a,,a,,a,),

B = (b,,b,,b,)) zobrazi na trojicu (m,,m,,m,) reprezentujiicu homogénne stiradnice bodu
M' priamky urCenej bodmi shomogénnymi stradnicamiT,(a,,a,,a,)= (a;, , ai, a’z) ,
T, (b,,0,,0,) = (b,,b;,b,), t.j. ak plati (my,,m,;,m,) = A,(a,,3,,a,)+4,(b,,b,,b,), tak
p(my,m;,m,)=1,(a,,a,,a,)+ 4 (b,,b,,b,) pre nenulové &islo p.

Hovorime, Ze zobrazenie T je analytickym vyjadrenim Kkolineacie a dana kolineacia je urcena

maticou (c; ).

Poznamky. 1. Linearna transformacia (kolineacia) & roviny E_2 je teda urcena regularnou maticou
(c;)=1 (K) (maticou zobrazenia J), maticova rovnica zobrazenia je

Xo Coo Co1 Coz | %o
ro| 4 nNT — T

X |=| ¢y ¢y ¢, | x |, alebo skratene (x') = (c;) (x)", kde
!

X, Cro Co1 Cypp )\ X

(x)", (x")" st matice transponované k maticiam (x) = (x,,x,,x,), (x)=(x},x/,x}).

2. Dve matice (b;), (c;) uruju ta ista kolineaciu prave vtedy, ak (b,)=4(c;), 4 #0.
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3. Matica kolinedcie K ™ je (d,)=(c,)".

4. Matica identickej kolineacie je Al , kde I je jednotkova matica typu 3 x 3.

Priklady a dlohy
Priklady a llohy budeme riesit’ v rozsirenej euklidovskej rovine.

Napriklad, ak st dané body A, B, C, D, z ktorych ziadne tri nie su kolinedrne a ich kartezidnske
(nehomogénne) suradnice su A[0, —1], B [1, 0], C [0, 1], D [-1, 0], ich homogénne stradnice su
A(1, 0, -1), B(1, 1, 0), C(1, 0, 1), D(1, -1, 0). Nevlastny bod U 0si X mad homogénne stradnice
(0, 1, 0) a nevlastny bod U osiy stradnice (0, 0, 1).

Tieto (a d’alSie) body mdzme pouzit' na uréenie projektivnej kolineacie podla vety 5.20 (veta o
ur¢enosti projektivnych kolineacii), pozri aj priklady a ulohy 5.20a v zavere Casti 5.3.

Priklad 5.1. Ngjdite maticu (X) kolineacie K, ktora body s homogénnymi stradnicami (1, 0, 0),
0,1,0),(0,0,1)a(1, 1, 1) zobrazi po rade na body (2, 1, 1), (1,2, 1), (1,2,2) a (4, 5, 4).

Riesenie. Rovnice (ateda aj maticu) kolineacie K budeme poznat’, ak vypocitame koeficienty Cj

matice C = (K) zobrazenia K. Zo zadania vyplyva, Ze existuji nenulové realne Cisla A1, A Az A4
tak, Ze

2 Coo Cor Cor |1 1 Coo Cor Cor [0
All]=]cy Cy Cp |0, Al2]=Co Cy Cp |1l
1 Crp Cp Cp)J\0 1 Crp Cp Cp)\0
1 Coo Cor Cor |(0 4 Coo Cor  Co2
Al 2|=[C, €, C, |{O], A S|=|Ccy, C; Cp, {1
2 Cro Cp Cp)\d 4 Cio Co1 Cyp

Z tychto Styroch maticovych rovnic dostaneme 12 homogénnych linedrnych rovnic s 13 neznamymi
Cija As. Nenulové rieSenie za danych predpokladov existuje a kazdé iné je jeho nasobkom.

Po kratkom vypocte sa da ukazat’, ze A3 = A2 = A3 = A4 a matica kolinedcie m4 tvar

2 11
=11 2 2|
112

Uloha 5.2. Dané st (po troch nekolinearne) body A, B, C, D, ktorych homogénne stradnice su
A=(1,0,-1),B=(110),C=(1,0,1),D=(1,-1,0).
N4jdite rovnice kolineacie, ktora zobrazi bod A na bod B, Bna C, Cna D a D naA.

(Po vypocitani porovnajte s obr.5.7 a zistite, o zuzenim tejto kolineacie na E, .)
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SO
e c i
D | B
l : x
______________________ ey
Obr. 5.7
1 0 O
Priklad 5.3. Dana je kolineacia J svojou maticou (K), (X) = |0 0 —1|. Ngjdite samodruzné
01 0

body zobrazenia K.

Riesenie. AK X = (X4, %, X,) je samodruzny bod, jeho stiradnice spitiaji maticovti rovnicu

Xo 1 0 0)(x,
A X =10 0 =1]|x
X, 01 0){x,

alebo stistavu linearnych rovnic AX, = X, AX; = =X, , AX, = X;.

A-1 0 O
Matica tejto sustavy rovnicje | O A4 1| asustava ma nenulovy koren, ak jej determinant
0 -1 2

D = 0. Z toho dostaneme D = (4*+ 1)(1 — 4) = 0.

Po dosadeni jediného (redlneho) rieSenia A =1 do vysSie uvedenej stistavy rovnic dostaneme
Xo = Xg, X; =—X,, X, = X,. Ztoho vyplyva X, =X, =0 a X, je 'ubovolné. RieSenim je trojica
(1, 0, 0) a vsetky jej nenulové nasobky, teda bod s homogénnymi stradnicami (1, 0, 0).

Uloha 5.4. Nech A, B, C, D st body z llohy 5.2. N&jdite rovnice kolineacie, ktora zobrazi bod A na
bod C,BnaD,CnaAaDnaB.

(Po vypocitani porovnajte s obr.5.7 a zistite, o je ziZzenim tejto kolineacie na E, .)

Uloha 5.5. Nech A, B, C, D st body z tllohy 5.2. N&jdite rovnice kolineacie, ktora zobrazi bod A na
bod C, C na A abody B a D st samodruznymi bodmi tejto kolineacie.
(Po vypocitani porovnajte s obr.5.7 a zistite, ¢o je zazenim tejto kolineacie na E, )

69



Uloha 5.6. Nech A, B st body z ulohy 5.2. Najdite rovnice kolineacie, ktora zobrazi bod A na bod
A"=(1,0,-2),BnaB"=(1,1,-1), a pre ktort nevlastné body U a U} osi x ay st samodruznymi
bodmi.

Zistite tiez, ¢o je zGzenim tejto kolinedcie na E, .

Uloha 5.7. Nech A, B sti body z tlohy 5.2, UX a U nevlastné body osi x ay.

a) Najdite rovnice kolineacie, ktora zobrazi bod A na bod B, Bna A, bod U2 naU’ abod U?
nau;.

b) Najdite samodruzné body tejto kolineacie.
C) Zistite, ¢o je zuzenim tejto kolineacie na E, .
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