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Uvod

Rozmiestriovanie geometrickych Gtvarov v rovinnej shlana siroké uplatnenie v mno-
hych odvetviach spracovasého priemyslu (v textilnom, kozZiarskom, obuvnickampod.).
Konkrétnym prikladom méze byt napriklad vyuZitieamiestriovania Gtvarov v textilnom prie-
mysle, kde je potrebné vystrihnutjednotlivé dielceusk latky tak, aby sa minimalizoval odpad.
Geometrickymi Gtvarmi st v tomto pripade dielce a roniu oblastou je kus latky pripadne iného
materialu. Ciébm je vytvorit schému rozmiestnenia dielcov, tzv. marksvdla ktorého mézu
postupovat automatické strihacie alebo rezacie zaniaddNa rozmiestnenie zvyCajne byvajl
kladené urcité poZiadavky. Prirodzenou poZiadavkiadenou na strihaci plan je, aby sa dielce
navzajom neprekryvali, ani nepresahovali cez hranicten@u. Snahou je rozmiestnit tieto
dielce tak, aby po ich vystrihnuti bol odpad materialunégmensi. Pre dand mnoZinu Gtvarov je
najdenie optimalneho (z atliska vyuZitia materialu) strihacieho plaprakticky nerieSitalym
problémom(vid [26], [29]).

V principe prevladaju dva pristupy rieSenia tohtogdému:interaktivnyaautomatizovanyPri
interaktivnom pristupe sa priddiani rieSenia vyuZzivaju skisenosti a intuicavéka. PouZitim
CAD systému mo6zu trénovani operatori tvorit skopimalne markre manualne, ale je to zlozita
a Casovo narocna uloha.

Podstatou automatizovaného pristupu je, Ze podie&culohu na zaklade vstupnych udajov
sam, bez pomoci operatora. V nasom pripade jéomehajst rozmiestnenie navzajom nepre-
kryvajlicich sa Gtvarov v rovine, pri¢om toto rozmiestiie musi navyse st urcité kritéria.
Jednym z kritérii m6ze bytpoziadavka na maximalfek#ivnostvyuZzitia oblasti geometrickymi
atvarmi, o ma v praxi za nasledok minimalny odpad mate. Pod efektivnostou vyuZitia ob-
lasti geometrickymi Gtvarmi budeme v tejto praci rozetiiomer stctu obsahov rozmiestnenych
(tvarov ku obsahu ich obitikovej obalky.

Najstrozmiestnenie s maximalnou efektivnostou Wiazblasti pre zadani mnoZinu Gtvarov
je velmi tazké a ¢asovo narocné. VSeobecny problénmiestnenia (sU povolené aj rotacie
atvarov) je NP-taZzky, teda, za predpokladu, Ze£RP, prakticky nerieSitgly. O translacnom
probléme je dokazané, Ze je NP-Upiny (V&9]).

Pri automatizovanom pristupe je snahou vyvinuttalgoaitmus, ktory by bol schopny najst
rieSenie v kratSom Case, ale s porovriabel alebo pripadne vaésou efektivitou ako ¢lovekom
vytvorené rozmiestnenie. Je niekol moZnosti ako pristupovat k rieSeniu daného prohié
M&zeme ich rozdelit na tri hlavné pristupgahodny(alebo tiez stochastickysystematickya
pripadnekombinovany

Najjednouchsim rieSenim vyuZivajucim ndhodmisfup je nasledujuce. Pocita¢ nahodne
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rozmiestni geometrické Gtvary v oblasti a porovna efeékt rozmiestnenia s doteraz najlepsSou
najdenou. Ak je efektivita mensia, algoritmus opéatepgruje ndhodné rozmiestnenie a porovna
ho. Tento proces opakuje vopred neurCeny pocet krazrdgné, Ze ani vykonanie vatho
mnoZstva pokusov nemusi viest k najdeniu optimalnebéenia. Pravdepodobnost najdenia
noveého, efektivnejSieho rozmiestnenia klesa s miwvohs vykonanych pokusov.

Pri systematickom pristupe uz nejde o ndhodné pokusyakedchadzajucom pripade, ale
postupne sa generujl rozmiestnenia pomocou nejakékensysalebo stratégie. Avsak vykona-
vanie takéhoto algoritmu je priestorovo, ale najma gase@Imi narocné. Od vhodnosti zvolenej
stratégie v podstatnej miere zavisi vysledné rieSetoberme si priklad vyuZitia rozmiestriovania
Gtvarov v textilnom priemysle. Empiricky sa zistilo, Zajwicsie kusy, teda Utvary s najvacsim
obsahom, by sa mali zaradit do rozmiestnenia ako prvé [28]). AZ potom, kedn4jdeme
efektivne rozmiestnenie tychto Gtvarov, v naSom g Casti nohavic, mézeme pristupitk roz-
miestriovaniu mensich Casti ako vreciek, opaskov a pmidi moZnostou je rozdelit oblast na
podmnoZiny a riesit tlohu zvlast pre kazdu z ni¢touZita stratégia ale nemusi byt vyhovujica
pre iné aplikacie. Preto najdenie vSeobecnej stratgguZitehej pre ubovolna Glohu je dodnes
velkym problémom.

V oboch uvedenych pristupoch sa aplikuju, v zavislostikonkrétnej aplikacie, rozne do-
datocné podmienky dané vlastnostami materialov abéacich strojov. V pripade spracovania
textilii st napriklad pripustné nanajvys rotoinasobok 90alebo do 2, pripadne su Uplne za-
kazané. Geometrické Utvary sa vo vacsine pripadpvezentuja ako mnohouholniky a rovinna
oblastje nahradena ofitikom s pohyblivou hranicou.

Doteraz publikované rieSenia automatického rozmuesinia Gtvarov pracovali zvycCajne
s mnohouholnikovymi aproximaciami dielcov latky, kkosa snaZzili rozmiestnit do oblasti,
vaésinou obdinikového tvaru, v euklidovskej rovine. V tejto pracirdhame s inym typom
aproximacie dielcov, a to s Gtvarmi definovanymi pomobiaavych mép, ktoré rozmiestiiujeme
v diskrétnej rovine, ktor si mozZzno predstavit ako nekdnd mrieZku bodov, kde kazdy bod méa
Styroch, 6smych, pripadne Siestich susedov. Nespomieodou diskrétnej roviny je najméato, Zze
v nej mozno efektivne implementovatviaceré algoritktprych obdoby pre euklidovskua rovinu
je budmozné veémi tazko si predstavit alebo nie st implementovatek prakticky pouZzitglou
casovou zloZzitostou.

Ciel prace

Cielom tejto prace je vytvoritpevnl pddu pre budlce praoblasti rozmiestriovania geome-
trickych atvarov v diskrétnej rovine. Budu uvedenékibreé algoritmy, ktoré mézu viestnajma ku
zrychleniu automatizovaného rozmiestiovania geapigtch Gtvarov, ktoré su reprezentované
maticami pozostavajicimi z ndl a jednotiek.

Pri automatizovanom rozmiestriovani sa ¢asto vyskypopdlém stanovenia, ¢i dané dva
geometrické Gtvary maju pre konkrétne vzajomné paosie prienik alebo nie. Tento problém je
mozZne transformovatpomocou Minkowského suctov lsdu zistit, ¢i dany bod patri nejakému
atvaru. Vypocet Minkowského suctu dvoch mnohoulikidw v euklidovskej rovine nema prilis
velkl €asovl zloZitost, ale v diskrétnej rovine, kde geairické Gtvary mézu byt skutocne
l'ubovoiného tvaru, je tento problém narocnejsi. Ak by smetwiali dva Gtvary veékosti radovo
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n x n bodov, vypocet Minkowského suctu klasickym algoram by trval agd(n?), o je pre
vacsie hodnotyn prakticky neriesitaly problém (v ramci niekédych hodin aj na rychlejSom
pocitaci), najma vtedy, kedhceme spocitat Minkowského sucet pre kazdl dwoj nejakej
mnoZiny Utvarov. V predkladanej praci bude prezentgvagoritmus pocitajuci Minkowského
sucet dvoch maticovo reprezentovanych Gtvarov v asgtigky lepSom ¢as@(n?lgn).

Dalej bude uvedeny algoritmus zaloZeny na efektivnayoritme pre vypocet dvojrozmerne;
diskrétnej cyklickej konvolucie, ktory pre dané dvaogeetrické Gtvary zostavi tatku obsahu-
jucu pre kazdé mozné posunutie, pri ktorom sa predgebalky Gtvarov, obsahy prienikov tychto
(tvarov pri tomto posunuti.&ova zloZitosttohto algoritmu je rovnakéa ako u prestttajiceho,
t.j. O(n’lgn). Tento algoritmus ma praktické vyuzitie najma pri opglizacnych problémoch
rozmiestriovania Utvarov, kde sa snazime minimali¢plachu prekryvu rozmiestfiovanych at-
varov, nehovoriac uz o tom, Ze je na nom postaveny ajrafgas na vypocet Minkowského
suctov.

Tato praca rozoberie viacero moznosti efektivnetmo@u dvojrozmernej diskrétnej cyklic-
kej konvolucie — klasicky algoritmus pouZivajlciciylu Fourierovu transformaciu, novy algo-
ritmus zaloZeny na diskrétnej cas-cas transformétora ma viacero vyhod oproti Fourierovej
transformacii, a napokon bude spomenuta moznost vgtvia algoritmu vyuZivajaceho Fourie-
rove transformacie v konec¢nych poliach, ktory by mattwénit niektoré nedostatky predchadza-
jucich algoritmov.

Cielom tejto prace nie je vytvorit kompletné rieSenie autdimkého rozmiestriovania ge-
ometrickych Utvarov, ale nacrtnit novy smer a vybudbaparat pre rozmiestiiovanie Utvarov
v diskrétnej rovine. Vzfddom na véka zloZitost problému automatického rozmiestrionzage-
ometrickych Gtvarov nie je prakticky mozné systemiatitestovat vsetky konfiguracie Utvarov,
preto sa ako alternativne riesenie pouZivaju rozidipné a stochastické algoritmy. Niektoré
z tychto metdd bliZSie popiSeme v kapitole 4. Ak poimwaich chceme rieSitproblém automatic-
kého rozmiestriovania geometrickych Gtvarov, muspogisat postup, ktorym moZno navzajom
porovnavatkonfiguracie geometrickych Utvarov. Brea najprv zameriame na jednu z moznych
definicii ohodnotenia translacnych konfiguracigrej maximum budeme za pomaoci tychto algo-
ritmov hladat. Prezentovana metoda prindSa nikkalyhod, napriklad mé také vlastnosti, ktoré
umoZnuja rychlejsiu konvergenciu optimalizachyadgoritmov.



Kapitola 1

Diskrétne ortogonalne transformacie

V tejto kapitole uvedieme definicie niektorych diskngth transformacii, ich niektorych
vlastnosti a budeme sa zaoberat niektorymi metodaekteneho vypoctu tychto transforma-
cii. Cielom tejto kapitoly je najma uviest Citaleldo problematiky diskrétnych transformaécii a
definovat notaciu, ktord budeme neskér pouzivatdAzajzaujimavejSou ¢astou tejto kapitoly
mdZe byt odvodenie rychleho algoritmu na vypocekdinej Hartleyho transformacie.

1.1. Diskrétna Fourierova transformacia

V literatGre sa nachadzaju r6zne verzie definickditnej Fourierovej transformacie (skratene
DFT), ktoré sa liSia zvy€ajne iba o konstantny faktod napr. [7] vs. [33]). My budeme pouZivat
trochu inu definiciu, ktora je vyhodna najma pri do&aani roznych vlastnosti DFT.

Definicia 1.1 (Diskrétna Fourierova transformacia).
Nechx je vektor (postupnost) komplexnych Cisezkly N. Jednorozmerna diskrétna Fourierova
transforméaciavektorax je vektor®(x) dlzky N, ktorého zloZky su definované vztahom:

—i2rkn

1 N-1
CD(X)k:W %Xne N ) kG{O,,N—l}
n=

®(X)k su zvy€ajne nazyvané ako ,Fourierove koeficienty".
Vektor x mozZno vypocitat zb(x) pouZitiminverznejdiskrétnej Fourierovej transformacie:
1 N-1 i2rkn
Xn= 0 HPX)h=—" S O(x)ke N , nec{0,...,.N—1}.
VN (&

Lema 1.2 (O komplexneg zdruzenosti DFT).
Inverzna diskrétna Fourierova transforméacia kompésmvektorac je v nasledujucom vztahu
s diskrétnou Fourierovou transforméactou

(%) = (P(x))".

lvyraz x* oznacuje vektor (maticu), ktorého zloZkami st komplezdruZené zloZky vektora (matioe)
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D6kaz. Je relativne jednoduchy a mozno ho najst (v pozmenetvane, vzhhdom na rozdielnu
definiciu DFT) napr. v [7, s. 124]. [ |

Definicia 1.3 (Dvojrozmerna diskrétna Fourierova transfor macia).
Nech x je matica komplexnych cisel rozmer® x N,. Dvojrozmerna diskrétna Fourierova
transformaciamaticex je maticad®,p(x) rozmerovN; x Ny, ktorej prvky su definované:

1 Nlil N271 —iZlelﬂl —iZlelﬂz

Dop(X = X e i e N
2D( )kl7k2 \/Wnlzo nzzo ng,N2

kdek; € {0,...,N;—1} aky € {0,...,No—1}. Podobne ako v jednorozmernom pripade, inverzna
dvojrozmerna diskrétna Fourierova transformacia jgndeana:

1 1 Nl*l N271 i2nklnl i2le2I’12
Xng,n, = Pop (P20 (X))ny,n, = NG > P (XK b € T,
Ki=0 ky=0

kden; € {0,...,N;—1} any € {0,...,Ny —1}.

Lema 1.4 (O komplexng zdruZzenosti dvojrozmerneg DFT).
Inverzna dvojrozmernd diskrétna Fourierova transtmia maticex je v nasledujucom vztahu
s dvojrozmernou DFT:

5 (X) = (P2p(X*))”

Dékaz. Podobne ako d6kaz lemy 1.2, aj tento je jednoduchy, a m&toim bliZSie nebudeme
zaoberat. u

1.2. Diskrétna Hartleyho transformacia

Diskrétna Hartleyho transformaciaglgj DHYT) sa vyuZiva predovSetkym pri spracovani
zvukovych dat. Jej nespornou vyhodou oproti diskrgEairierovej transformacii je, Ze pocas
vypoctu DHYT postupnosti realnych ¢isel narabanmaestrealnymi gislami

Definicia 1.5 (Diskrétna Hartleyho transformacia).
Nechx je vektor realnych Cisel dky N. Diskrétna Hartleyho transformacieektorax je vektor
h(x) dlZky N, ktorého zloZky st definované vztahém

1 N—1
ﬁ(x)k:W Z)xncas(%‘) , ke{0,...,N-1},
Nn=

2Dalo by sa oponovat, Ze aj diskrétnu Fourierovu transi@ciu moZno vypogitatpouZitim iba reélnej aritikg,
ak kaZzdé komplexné cislo reprezentujeme ako dvoje&iinych Cisel, avSak pri DHYT musime pracovat iba
s poloviénym mnozstvom realnych premennych.

3Podobna definiciu (lisiacu sa o konstantny faktorymmnajstv [33, s. 24], [34, s. 18].
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kde caga) = coqa) +sin(a). Inverzna diskrétna Hartleyho transformadm dana rovnakym
vztahont:

ktory moZno dokazat na zaklade rovnosti

N-1 N, akm=n
2y g 2kny _ ) N )
kZocas( 5™ cas(<{") {O, nak.

za predpokladu, Zeman su celé Cisla z intervalu O & — 1.

Lema 1.6.
DHYT sa da’hhko ziskatz DFT a naopak nasledujicim spésobom [335]s.

h(x)k = Re{P(X)k} — IM{P(X)k} ,
1

Re{®(x)k} = 5 (AX)N—k+h(X)x)

IM{®()k} = 5 (X1~ X))

Poznamka.

Dvojrozmerna DHYT nema separovéaiél jadrd, a preto sa fiou nebudeme zaoberat. Trans-
forméacia so separovatelm Hartleyho transformac¢nym jadrom sa nazyiskrétna cas-cas
transformécia

1.2.1. Rychly algoritmus vypocCtu DHYT

V tomto odseku ukdZzeme, Ze existuje algoritmus p@@tgednorozmerna diskrétnu Har-
tleyho transform&ciiN-prvkovej postupnosti v ¢ase(NIgN).

Ak by sme vyc¢isbvali hodnoty vyslednej postupnosti navzajom oddelepgodla definicie,
pocet nasobeni a s¢itani potrebnych na vypodekjezmernej DHYT by bol radovd? (pretoZe
treba vyhodnotifN bodov, z ktorych kazdy vyZzaduje pouzitie raddNaritmetickych operacii).
Teda €as vypoctu takéhoto algoritmu by zrejme ®AN?). Preto musime zvolitiny pristup. Ak
by sa DHYT nedala pocitat rychlejSie, jej pouZitekt by bola prakticky zanedbalte.

Jednym zo spésobov, ako mozZno vypo&itat DHY T refostupnostk dizky N, je vypoéitat
najprv DFT tejto postupnosti a nasledne vyuZit lemu I&to celkom rozumny spdsob, kel
existuje véké mnoZstvo roznych algoritmov pocitajucich DFT'melefektivne pre prakticky
l'ubovoiné dEky vstupnej postupnosti. Napriklad populafRadix 2algoritmy moZno pouZit
ak N je celocCiselnd mocnina 2. Tieto algoritmy maju Casalazitost ibaO(NIgN), nakoko

4Tato vlastnost je vyhodna z 'htliska jednoduchosti implementécie algoritmov vyajiteich dopredni aj
inverzni DHYT.
5T.j., Ze neexistuju také dve funkcfea g, pre ktoré by platila rovnostcés+y) = f(x)g(x).
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vyuZivaju rekurzivnu dekompozicNrbodovej transformacie na di/ 2-bodové transformacie.
Tento postup m6Ze bytv principe aplikovany na ak&etlzloZené Cislt\, jedinou nevyhodou je
vsak vacCsia narocnostjeho implementéacie. Radix 4algoritmy pracuji na podobnom principe
ako Radix 2 algoritmy a zvy€ajne su o nieco rychlej$ektieZ existuje efektivny algoritmus pre
vyhodnocovanie DFT postupnosti prvogiselngil zaloZeny na poznatkoch z teérie &isel (vid
napr. [13]).

Dalsim moZnym spésobom vypoétu DHYT je odvodit hg Radix 2(FHYT) algoritmus
pre tuto transformaciu. Postup je podobny ako pri odweedni algoritmu FFT, avSak je mierne
komplikovanejsi. Algoritmy FHYT sU v literatire zn&@nale ich blizsi popis je Vel taZzko
dostupny. Preto ukdZzeme jeden zo spbsobov ako padighrétnu Hartleyho transformaciu
efektivnejsie, bez pouzitia dedikovaného algoritnid F

OznaCme teraz FHY(N,x) funkciu, ktord vezme ako argumenty prirodzené Cislca
N-prvkov( postupnost redlnych Gisela vrati postupnost/N h(x), ktord ma taktie2N prv-
kov, t.j.:

N—-1

FHYT(N,X)x = VNR(X)x = Z)xncas(%‘) :

n=

Zavedne doCasné oznaceniéxj pre vyraz Réx} +Im{x}. Takto prejde FHYTN, x)y do tvaru:

N-1 . i21kn . N-1 i21kn
FHYT(N,X)kx = Z)xnrl (eT) =i Z)xne A
n= Nn=

Ak je N parne, tito sumu moZno rozdelit na ,parnui-£ 2n’) a ,neparnu” = 2n' + 1) cast,
kden' € {0,...,N/2—1}. Ak naviac poloZime/y = Xoy azy = Xoy41, méZeme pisat:

FHYT N, (N/z 1 i2rk(2n’) N/2-1 i2Trk(2n’+1)>
X k=TI Xowy€ N + Xon41€ N =
2 &

_ (N/Zl im(m,)> _ (N/Z o '2@5{>
=1 Ynw€ N + i ZyenN e =
nZO z

N/Z 1 ok i2mkrf
= FHYT(N/Z y)kmosz + Z Zy ri (e N e N/2 ) .

Zostava uz len vyjadrit poslednd sumu pomocou FHYT. Z2§@me pritom rovnost

2% = (1+i)casu+ (1—i)cas—a.
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TakzZe dostavame:

N/Z_l . i2mk i2rkn!
Z ZyrijeNeN2 | =

n'=0

1 N/2-1

=5 ZO Zy i [(cos%'kﬂsin%‘k) ((l+i)ca32—,\ﬂ“/‘g +(1—i)cas%7§“>] _

n=

N/2-1

= Y z [cos%‘ cas%jLsin%kcas—ﬁ%d] _
n'=0

=2cCos?K +-7_ysin2K

kdeZ = FHYT(N/2,2)kmodn/2- Teda prek € {0,...,N/2}:
FHYT(N,X)k = Vi +Zk coSZ +2_y sin2k |
21K 21K

FHYT(N,x)k+N/2 = Yk — ZkCOST[ —Z_kSiNSE
kde

Yk =FHYT(N/2,Y)kmodn/2 »

Z¢=FHYT(N/2,2)kmodn;2 -
Ak N je celoCiselnd mocnina Cisla 2, m6Zzeme tuto metaplikovat rekurzivne, az pokym sa
nedostaneme ku triviadlnej jednobodovej transformacii:

0
FHYT(1,X)x = Z)xn cas(ZK) = xo.

n=

1.2.2. Rekurzivna verzia algoritmu FHYT a jeho Casova zlozitost’

Na zaklade tychto vysledkov mézeme teraz implemeataigoritmus FHYT (v hypotetic-
kom programovacom jazyku podobnom Pascalu, ktory umj@ZpouZitie poli ako argumentov
a vysledkov funkcii).

Casov zloZitost algoritmu FHYT vyjadrime v celkovom die vykonanych operécii
(napr. aritmetickych). Nech toto Cislo jB(p) pre transforméciu postupnosti pozostavajucej
z 2°~1 bodov. Ak sa bliZzSie pozrieme na procediru FHYT (obr),lm6Zeme’ahko vidiet, Ze
T(p) musi sphat nasledujdci rekurentny vztah:

T(0)=c,
T(p+1)=2T(p)+d2P,
kdec ad s nejaké konstantyRiesenim tohto vztahu je
T(p) = 2"} (2c+ pd)

6Ak by sme napriklad pod operaciami chapali iba nasabeedlnych ¢isel, konstantaby bola rovna 1 a
konstantal by mala hodnotu 2.
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RADIX2-FHYT (N: integer, X: array of real)

1 variables

2 y,z,X,Y,Z: array of real

3 k,n,N’,t: integer

4 if N=1

5 then return X > trivialny pripad, kedN = 1
6 else begin > vykonanie dvoch mensich FHYT
7 N+ N/2 > ich velkost

8 for "+ 0 to N'—1 do begin > rozdelenie na dve Casti
9 y[n'] + x[2- 1]

10 Z[n'] +x[2-n' +1]

11 end

12 Y < RADIX2-FHYT(N',y) > parna Cast

13 Z + RADIX2-FHYT(N', 2) > neparna cast

14 for k<~ 0 to N'—1 do begin

15 t + Z[K]-coq2rk/N) + Z[—k mod N'] - sin(2rk/N)

16 X[K] < Y[K] +t

17 X[k+NT+ Y[k -t

18 end

19 return X

20 end

Obr. 1.1: Rychly algoritmus vypoctu diskrétnej Hartleyho tréorsnéacie. HodnotaN vyjadruje pocet
prvkov postupnostx.

alebo, vyjadrené pomocouikly N(= 2P~1) vstupnej postupnosti:
T'(N) = 2N(2c+d(1+IgN)) = ©(NIgN) .

Teda Casova zloZitost algoritmu FHYT je asymptotickyma ¢asovej zloZitosti algoritmu FFT.

1.3. Diskrétna cas-cas transformacia

Diskrétna cas-cas transformécia je dvojrozmernou’ @alodiskrétnej Hartleyho transfor-
macie. Je to transforméacia so separovatel jadrom, a teda je moZné ju vypocitat pouZitim
diskrétnej Hartleyho transforméacie. Podobne ako jednmerna Hartleyho transformécia je
sama k sebe inverzn4, aj cas-cas transformacia malagmest.

Definicia 1.7 (Diskrétna cas-castransfor macia).
Nechx je matica rozmeroW; x N». Diskrétna cas-cas transformadiRCCT) maticex je matica
hop(X) rozmerovN; x Np, ktorej prvky su definované:

1 N—IN-1

Pop (X)ky Ky = NG > Y xkl,kzcas<%inl) cas(%i’@) .
k

1=0 k=0
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Inverzna diskrétna cas-cas transformamalana tym istym vztahom:

1 N1 —1Np—

ﬁ cas( 2"“1”1) cas( 2""2”2> .
VNN klzo k; 200Xk ks "o

Xny,np = ﬁgé(HZD(X))nl,nz

1.3.1. Vypocet diskrétnej cas-cas transformacie

Malo by bytna prvy pohad zrejmé, Ze dvojrozmernu diskrétnu cas-cas tramsioiu mozno
vypo itatpouzitim nezavislych diskrétnych Hastho transforméacfina riadky matice a nasledne
na sipce novovzniknutej matice, resp. v opacnom poradi,ajpmv na shbce a potom na riadky.

Aby sme sa o tom presvedcili, uvaZzujme takéto preusgarige definicie DCCT:

N;—1 N
h; 1 571 L 2nk2n2 2rtkg g
ZD(X) k17k2 Xkl,kz \/_ Z \/_ Z an7n2 Cas 2 Cas Nl ?

alebo prethdnejSie:

1 Nl 1 Nzl

2rk
Xky ko = N Z Xn, . I(zcas< 1”1> , kde xp ., = N Z Xny,n

cas( 2”"2”2) .

Oba tieto vyrazy su diskrétne Hartleyho transformaS@mozrejme, nezalezi na tom, ¢i vyhod-
notime DHYT najskor pre riadky a potom pregsté alebo naopak. Tento postup je zrejme mozné
zovSeobecnit prédbovoini diskrétnu transformaciu so separovageh jadrom akejkolek di-
menzie.

Casova zlozitost’

Ak by sme predpokladali, 28; aN, su celoCiselné mocniny 2, mohli by sme pouzit Radix 2
FHYT algoritmus pre vypocet jednorozmernych DHYT. Bo€'(N) aritmetickych operacii,
ktoré vykona algoritmus na vypocstbodovej DHYT, bol odvodeny vyssie:

T'(N) =©(NIgN),,

takZe pocet tychto operacii, ktoré vykona algotitwpre vypocet DCCT pouZivajuci DHYT na
riadky a stpce je dany:

T”(Nl, Np) = NlT/(Nz) + NzT/(Nl) = N1O(N2lgN2) + N2o©O(N1IgN;) =
= @(N1N2|g(N1N2)) .

Teda takyto algoritmus pre maticu keistiN; x N, vykona asymptoticky rovnaky pocet aritme-
tickych operacii ako FHYT algoritmus pre vektozky NiNo.

V pripade dvojrozmernej DFT to zrejme bud( DFT.



Kapitola 2

Diskrétna konvollcia

Cielom tejto kapitoly je ukazat existenciu rychleho algonit pre vypocet diskrétnej konvo-
licie dvojrozmernych postupnosti. Najprv odvodingoaitmus vyuZivajici vliastnosti diskrétnej
Fourierovej transformacie, neskér ukdZzeme moZjedst calSej optimalizacie pouzitim diskrét-
nej cas-cas transformacie, ktora narozdiel od Fourgrtnansformacie mdéZe pracovat Cisto
s realnymi cislami.

V nasledujucom sa budeme zaoberatvypoctom konvelielnych postupnosti, ktoré su ne-
nulové na ohrani¢enom intervale. UkaZzeméwiedfektivny spésob vypoctu konvollcie takychto
postupnosti pouzitim rychlej Fourierovej transfonmea rychlej Hartleyho transformacie.

2.1. Jednorozmerna diskrétna konvoldcia

Definicia 2.1 (KonvolUcia postupnosti).
Nechx ay su dve komplexné postupnosti (funkcieZalo C). Konvollciatychto postupnosti je
postupnosk xy, ktorej Cleny st definované nasledujicim vztahom:

(X*Y)n= Z XkYn—k -

keZ

Poznamka.
Nie je taZké ukazat, Ze konvollcia komutuje, tgZ*xy =y x X.
Lema 2.2 (O invariantnosti diskrétnej konvollcie voci posunutiu).
Nechx ay s dve postupnosti. Necly ays st prirodzené ¢isla. Necti ay’ s také postupnosti,
pre KLoréx, = Xnixs @Yn = Yniye: POOM(X 5 Y)n = (X' * Y )n_ (xye)-
Dokaz. Priamociaro vyjadrenin®’ «y')n_ x 1ye):

/ /
(X" %Y )n—(xstys) = z XiYn_ (Xs+ys)—k — Z Xict-xsYn—(xs+ys) —k+ys =

= Z XkxsYn—(k+xs) = Z XkYn-k =
KeZ

= (X*Y)n .
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Definicia 2.3 (Cyklicka konvollcia vektorov).
Pre dvojicu vektorov rovnakej dky (N) definujeme operaciayklickej konvolicieko vektor
x®Yy dlzky N, ktorého ¢leny nadobidaju nasledujice hodnoty:

N—1
(X®Y)n= Z) XkY (n—k) modN -
k=
Nasledujuca lema a veta hovoria 0 moZnosti vypocturdisiej konvolUcie dvoch kone¢nych

postupnosti pomocou cyklickej konvoldcie.

Lema 2.4.

Nechx ay su postupnosti, ktoré si nulové mimo intervalf®; ..., x.}, kde xe > 0, resp.
{0,...,Ye}, kdeye > 0. NechN = xe+Yye + 1 a nech<’ ay’ st vektory dfky N, definované, =
=Xpay,=Yynprene {0,...,N—1}. Potom, za predpokladu, Ze cyklick( konvolGciu chapem
ako operaciu na vektorochiky N, plati

(XY)n = (X'®@Y)n, akne{0,...,Xe+Ve},
" 0, inak.

Dbkaz. Rozoberieme postupne vSetky tri pripady, ktoré médstat:n < 0,n € {0,...,Xe+ Ye}
an> Xe+Ye.

1. Nechn< 0. Zrejme pre kazdk € Z platixkyn_k = 0. Ak totizZk < 0, jexx = 0. Ak naopak
k>0, platin— k < 0, z ¢oho zasg, x =0. Teda

(X#Y)n= 3 X¥nk=y 0=0.
keZ KeZ

2. Nechne {0,...,Xe+ Ye}. PoCitajme, Comu sa rovna vyr&Z @ y')n:

N—-1
(XI ®yl)n = kzo X{(yl(n—k) modN -

KedZexj = 0 prek > xe, zredukujeme oblast sumécie:

Xe
X' ®Y)n= kzoxlkyl(n—k) modN -

Teraz mGZu nastat dva pripady:

e Nechk <n.Potorm—ke {0,...,X+VYe}, €CiZe(n—k) modN = n—k, €o vkonecnom
dbsledku znamena

yl(nfk) modN = Yn—k -
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e Nech terazk > n. Zrejme—xe < n—k < 0, z ¢oho vyplyva(n— k) modN € {ye.+
+1,..., X+ Ye}. Nakolko prem > ye je y;, rovné 0, dostévamy’(n_k) modn = 0-
Z predpokladov vety vyplyva, 2@, = 0 pren—k < 0. Vysledna rovnost'teda je

y(nfk) modN = 0= Yn—k -

3. Nechn > Xe+ Ye. Aby Y, k bolo nenulové, musi byt —k € {0,...,Ye}, tedak musi byt
vacsSie akoc. Pre takétk je alexx = 0. Zrejme pre kazdk € Z platixkyn k = 0. Teda

(X*xY)n= ZXkYn kK= ZO 0.
KeZ keZ

[
Veta 2.5 (Vypocet diskrétng konvollcie pomocou cyklickeg) konvolUcie).
Nechx ay sO postupnosti, ktoré st nulové mimo intervalp, ..., Xe}, kde xe > Xs, resp.
{Vs:---,Ye}, kdeye > ys. NechN = Xe +Ye — (Xs+Vs) + 1 @ nechx’ ay’ st vektory dkky N,
definované, = Xpix, ayp = yn+ys prene {0,...,N—1}. Potom, za predpokladu, Ze cyklickd
konvolUciu chapeme ako operaciu na vektorodkle plati

(X*xY)n= (X' @Y )n-(xstys) » AKNE {Xs+Vs,..., Xe+Ye} ,
" 07 inak.

Doékaz. Wplyva priamo z liem 2.2 a 2.4. [ |

Uvedena veta vyjadruje hodnoty diskrétnej konvolUcieah v podstate nulovych (nulo-
vych s vynimkou kone¢ného poctu bodov) postupnoatzéiklade hodndt cyklickej konvollcie
podpostupnosti tychto postupnosti.

Nasledujuca veta hovori o moznosti vypoctu cyklickepvollicie pomocou diskrétnej Fou-
rierovej transformécie. Jej priamym doésledkom je exisia algoritmu na vypocet cyklickej
konvolucie, ktorého Casova zloZitost je asymptkyicovna Casovej zloZitosti algoritmu FFT.

Veta 2.6 (Vypocet cyklickel konvollcie pomocou DFT).
Nechx ay su komplexné vektory dky N > 1. Potom plati

x@y =VNO H®(x)- oY),
kde d(x) - P(y) je sGc€in po zlozkach.

Dbkaz. Vezmemed(x®Y), rozvinieme podh definicie diskrétnej Fourierovej transformécie a
nasledne €2™MVN roz|loZime na sgin @2™Mk/Ng-i2m(n—k)/N.

Nil(x®y)n - 5|5 XKY (n—k) modN e =
2, PAPRL

1 N1 [Nl _igrmk  —i2m(n—k)

= XV e N e N
\/Nn;) kZ) kY (n—k) modN

|nmn

PXRY)m=

3=
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Posledny vyraz mierne preusporiadame zamenou poradiadse:

\/_k

Dalsi ,trik" spociva vo vyuZiti faktu, Ze vnutorreumacia je nezavisla ravdaka skutocnosti,
Ze Y(n-kmoan @ € 2™MN-K/N sii periodické funkcie parametras periodou praveN. Teraz
mdZeme uskutoCnit nahradu vyraau- k zan a vnatornt sumu vyriat mimo vonkajsej.

P(XRY) _ 1 1x e R ef'zn’lm —
1 N l I2Tlmn]

-WN [f 2,1 m] [f PRy

Po aplikovani operatora inverznej DFT (s vyuZitim jelireearnosti) na obe strany rovnosti
dostavame

N-1 ok | NZ1 —i2rmm(n—k)
P(XRY)m= Xke N Z)y(nfk) modN€ N :
n—

x@y =VNOH0(x)- 0(y)),

¢o je prave dokazované tvrdenie. [ |

2.1.1. Casova zloZitost vypoé&tu jednorozmernej diskrétnej
konvollcie

Nechx ay st redlne postupnosti, ktoré si nulové mimo intervggs, . .., xe}, kde xe >
> Xs, resp.{Ys,...,Ye}, kdeye > ys. NechN = Xe + Ve — (Xs+¥s) + 1. Na zaklade vety 2.5
mo6Zeme v Cas©(N) tento problém transformovat na problém vypoctu cgkéj konvolucie
postupnosti diky N. Z vety 2.6 a lemy 1.2 vyplyva, Ze cyklickii konvolGciugtapnosti diky N
moZno vypocitat pomocou diskrétnej Fourierovej smmmacie, pre ktorl st zname algoritmy
(vid napr. [7], [13], [16]) s Casovou zloZitosto@(NIgN). Druhou moZnostou je namiesto
DFT pouZit diskrétnu Hartleyho transformaciu (treb&ak vyuZit lemu 1.6), ktorA ma rovnaku
asymptoticku zloZitost, avSak pracuje iba s realnydislami, ¢im je mozné zredukovat pocet
potrebnych operacii priblizne na polovicu. Teda dé&iku konvollUciu postupnostiay mozno
vypocitatv asé(NIgN).

2.2. Dvojrozmerna diskrétna konvollcia
Definicia 2.7 (Dvojrozmer na konvoldcia).

Nechx ay s dvojrozmerné komplexné postupnosti (funkcieZzodo C). KonvolGciatychto
postupnosti je postupnost y, ktorej ¢leny su definované nasledujacim vztahom:

(X*Y)nan = ZZ szklykanlfklynZ*kZ .
ki€Z ko
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Definicia 2.8 (Dvojrozmerna cyklicka konvoltcia).
Nechx ay sU dve matice rozmeroM; x Np. Ich cyklick( konvoliciu definujeme ako maticu
X®Yy rozmerovN; x Np, ktorej prvky su dané:

Ny —1Np—1
(X®y)n1,n2: Z Z Xk, kz2Y (ng—ky) modNy, (np—kp) modN, -
k1=0 ko=0

Veta 2.9 (Vypocet 2D diskrétng konvollcie pomocou 2D cyklickeg konvolucie).

Nechx ay st dvojrozmerné postupnosti, ktoré st nulové mimolbhittov {xgl),...,xél)} X
X {xéz),...,xéz)}, kdex,(el) > xél) axéz) > ng)’ resp.{yél),...,y(el)} X {yéz),...,y.(sz)}, kdey(el) >

> yél) ayéz) > y&z). NechN; = xél) +yél) — (xél) +y§1)) +1aN; = Xéz) +yé2) — (ng) +yé2)) +1

anechx’ ay’ st matice vétosti N1 x Np, definované

/

—_— / f—
Xnwne = X @ g 2 Ynune =Yg 0 )

prens € {0,...,N; — 1} any € {0,...,N2 — 1}. Potom, za predpokladu, Ze cyklickd konvoluciu
chapeme ako operaciu na maticiachkeetti Ny x No, plati

(XI®yl)m—(x(sl)+y(sl)),nz—(x(sz)+y(sz)) - aknie {4y

0, inak,

(i)
+ ,
(X* Yoy = { ¥e')

kdei € {1,2}.

D6kaz. D6kaz tejto vety mbze byt vedeny rovnakym spésobdm & pripade jednorozmernej
konvolucie (vidd6kaz vety 2.5), a preto nema hlbsi zmysel sa ninTieliZzaoberat. [ |

Veta 2.10 (Vypocet dvojrozmerngj cyklicke konvollcie pomocou 2D-DFT).
Nechx ay su komplexné matice rozmeN x N, pricomN; > 1,N, > 1. Potom plati

X®Y = VNiNz ®55(P2p(X) - P2p(Y)) ,
kde @,p(X) - Pop(y) je sucin po zlozkach.

Dbkaz. Aby sme zjednodusili zapisy zavedieme oznacefag pre e2™ 3 pri indexacii
prvkov matice budeme uvaZovat jej nekoneCné periagic&zSirenie, t.j. napriklad vyraz
Y (m—k1) modNy, (np—k») modN, DUdeme skratene zapisovat akQ -k, n,—k,-

Prvym krokom je rozvinutie vyrazy/NiN; ®2p(x®@Y) podla definicie dvojrozmernej dis-
krétnej Fourierovej transformaciealj dosadime definiciu dvojrozmernej cyklickej konvaéu
a vyraz{m,\"l—:”} rozloZime na sUéir{ m,\"l'j‘i } {m"(?\};k") } Podobne ako v jednorozmernom pri-
pade, aj teraz uskuto¢nime zadmenu poradia sumacisladme vyuZijeme periodicitu funkcii
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K K
Y (ng—kq) modNy, (no—ks) modN, & { ml(?\}l 1 } {mz(?jz 2)} vzhladom na oba argumenty, ny.

VNIN2 ®op(X®Y)mymp =

N;—1Np—1

=5y (x®y)n1,nz{mwfl}{mzN—22}:

n1=0n=0
N1—1Np—1 [N;—1Np—1

=3 D> 1> D XakYu—knk {,{,—Tl}{m?N—ZZ}:

n;=0np=0 kl 0 ko=0
N;—1Np—1 [N;—1Np—1

= Z Z Z Z Xk, ko Yy —kq,no—ko {ml\llll(l} {ml(r;\};kl) } {mﬁlz(z} { mZ(T\T;kZ)} -

n1=0n,=0 k]_ 0 ko=0

S (5 o (250 (252 -
[ e 32)] 5 Eoen 5} 501

Poslednym krokom dbékazu je upravenie oboch sim poSteximgrazu na tvar z definicie dvoj-
rozmernej DFT a nasledna aplikacia inverznej dvojroaregDFT na obe strany rovnosti. Teda
dostavame

X®Yy = vNINz ©,5(P2p(X) - P2p(y))
Co je presne rovnost'z tvrdenia vety. [ |

Poznamka.
Priklad rychleho algoritmu pocitajuceho dvojrozmécyklicki konvollGciu mati, y velkosti
N1 x N2 je uvedeny na obrazku 2.1.

Veta 2.11 (O rychlom spdsobe vypoctu dvojrozmerngj diskrétnegl konvolUcie).
Nechx ay su dvojrozmerné postupnosti nulové mimo intervalov \&9. Potom ich diskrétnu
konvoluciu mozno vypocitatv case(N;N2IgN1Np), kdeN; aNp st konstanty z vety 2.9.

D6kaz (neformalny)Vysledkom operacie konvollcie dvojrozmernych posingtix ay je podia
vety 2.9 dvojrozmerna postupnost nulova mimo dimika vekosti Ny x No, pri¢om hodnoty
v tomto obdEniku moZno vypoéitatpriamo z postupnastly pomocou dvojrozmernej cyklicke;
konvollcie, ktorl na zaklade vety 2.10 a lemy 1.4 moZgpogitat trojnasobnym pouZitim
algoritmu dvojrozmernej diskrétnej Fourierovej transfdcie matic védosti Ny x Np. Existuju
algoritmy, pomocou ktorych je mozné vypocitat dwagmernd DFT matic tejto Vkbsti v Case
O(N1N2lgN1N2) (vid napr. [21], [33], [34]). Pocet vSetkych zvysnych ofei, ktoré musi
algoritmus na vypocet dvojrozmernej diskrétnej korinid, je rovny®(NiNp), €o je zrejme
zanedbaté&lé (z asymptotickéhohtliska) v porovnani ®(N;N2IgN;Ny). Z uvedeného priamo
vyplyva, Ze dvojrozmernt diskrétnu konvollUciu moArypocitatv Cas@©O(Ni N2 IgNiNz). B
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FAST-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION (N1,N2: integer, X,y: matrix of complex)

1 variables

2 ki,ko: integer

3 X,Y,Z,z: matrix of complex
4 X<+ FFTQD(N]_, N2,X)

5 Y« FFTop(N1,No,y)

6 for k<0 to N;—1 do

7 for k<0 to No—1 do

8 Z[ky, ko] < X[kq, ko] - Y [kq, ko]
9  z+ FFTJ (N, N2, 2)

10 return z-/NiN

Obr. 2.1: Rychly algoritmus vypoctu dvojrozmernej diskrétngklickej konvollcie. HodnotyN;, respN
vyjadruju pocet riadkov, resp. pttov maticx ay. Na zaklade lemy 1.4 mozZno na riadku ¢. 9 nahradit
s patri€nymi Upravami volanie Flgﬁ volanim FFBp.

FAST-2D-CONVOLUTION (X,y: complex 2D sequence)

1 variables

2 mX,my,mz: matrix of complex

3 Z: complex 2D sequence

4 width, height integer

5 Z postupnostk,y vyber najmensie matiamx, my obsahujlce vSetky nenulové prvky
6  width<+ mx.width4+ my.width— 1

7  height+ mx.height+ my.height— 1

8 Wtvor maticumz velkosti asporheightx width.

9 Maticemx, my rozsir (doplnenim nulami smerom doprava nadol) n&estimaticemz.
10 mz «+ FAST-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION(mz.height mz.width, mx, my)

11 Z hodnét maticanz vytvor 2D postupnost (vid vetu 2.9)

12 return z

Obr. 2.2: Rychly algoritmus vypoctu dvojrozmernej diskrétnejiollcie. Tento algoritmus je vhodny iba
na vypocet konvollcie dvojrozmernych postupnodtird si v postate nulové (t.j. s vynimkou kone¢ného
poctu bodov su nulové). Jednoduchym spésobom je enbamozSirit'aj na postupnosti, ktoré sa v podstate
konstantné. Na riadku 5 m6Ze vzniknat mensi prablé&onkrétne kéde aspori jedna z postupnogtly
konstantne nulova. Vtedy staci vziat z danej postigpiniobovolny ,vyrez".

Dosledok 2.12.
Nechx ay su dvojrozmerné postupnosti nulové mimo intervalovkesti O(n) x O(n). Potom
ich diskrétnu konvolGciu mozno vypocitatv cad¢n?lgn).

Poznamka.

Cyklickd konvollciu dvoch matic rozmemd x N mozZno vypocitat pomocou diskrétnej Fou-
rierovej transforméacie pouZiti®(MNIgMN) komplexnych operacii. Kedu vsak obe matice
realne, vysledna konvoldcia je tieZ reélna, takéexistuje Ziadny racionalny dévod pouzivat
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v priebehu vypoctu imaginarne Cisla. Namiesto DFT j@zmé pouZitdvojrozmernu diskrétnu
cas-cas transformacijypri ktorej sa trochu zmeni nasobenie vo frekvenénegsisl

2.2.1. Vypocet dvojrozmernej cyklickej konvolucie pouzitim cas-cas
transformécie

Pri vypocte cyklickej konvoluci& ® y pomocou dvojrozmernej DFT sa predpoklada pouZitie
dyadického nasobenia matic (po jednotlivych prvkostypocet konvolucie pomocou DCCT je
trochu komplikovanejsi, ale da sa vyjadrit na zakladéahu medzi DCCT a 2D-DFT.

Predpokladajme, Ze existuje bijektivhe zobrazénipre ktoré plati:

®op(x) = F(hap(X)) a hyp(x) = F’l(szD(X)) , (2.1)

pre kazdu reédlnu maticx Existenciu takéhoto zobrazenia ukaZzeme v dodatku A.

Zo vztahu 2.1 vyplyva, Ze dvojrozmernu cyklickd kortioiu mozno pocitat nasledujacim
spésobom, ktory je trochu komplikovanejsi ako pri pitildvojrozmernej DFT, ale ako uZ bolo
povedané, na vypocet diskrétnej cyklickej konvoeipbuzitim diskrétnej cas-cas transformacie
potrebujeme vykonat priblizne o polovicu menej aritnekgich operacii (s realnymi Cislami):

x®y = vVNiNz A5 (F ~*(F (Rap(x)) - F (Ren(¥)))) -

Hoci by mal bytpostup zrejmy, pokisme sa este o optirdaiiu algoritmu, mimochodomi preto,
aby sme sa vyhli pouZitiu komplexnej aritmetiky. Pre $&rde zapisu zavéade eSte tzvoperator
zrkadlenia

Definicia 2.13 (Oper ator zrkadlenia).
Ak x je matica rozmeriN; x N> aa, b € {0,1}, potom nech vyrap, n(x) oznacuje maticy, pre
ktora plati:

Yke,ke = X((=1)2ky) modNy, ((—1)Pko) modN, -

Pocitajme teraz, ¢omu sa roviia 1(F(x) - F(y)). Po trochu zdiavejsich algebraickych
Upravach dostavame bilinearnu formu

T

. Ex; 1 1 1 1 m,ogy;
_ X 1 -1 1 -1
FRAFX)-Fiy)=4 “1°(X) 111 1] e | =
Il11(X) 1 -1 -1 1] [Ha(y),
Hoo(X) +H1 ()] L 0 0 0] [Hooly)+rea(y)
_ 1 Illo(X)—IJo,l(X) 0 1 0 OffHoaly)—rwoly)
4 | Hoo(X) — Hy,1(X) 0 0 1 Of|po(y)+Hoaly) |’
ulo(X)+uo,1(X) 0 0 0 1] [Hoo(y)—raaly)

IFrekvenénou oblastou sa nazyva mnozina vietkychimpoz vysledkov DFT, pripadnae-rozmernej DFT.
U diskrétnej cas-cas transformacie toto oznacenieendejkom prirodzené, ale aj napriek tomu ho pouZijeme.



2.2 Dvojrozmerna diskrétna konvolUcia 21

FAST-REAL-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION (N1, N2: integer, X,y: matrix of real)

1 wvariables

2 ki,ko: integer

3 X1,X2,X3,X4,Y1,Y2,Y3,Y4: real
4 Z,Z: matrix of real

5 X< FCCT(Ng,N2,Xx)

6 Y <+ FCCT(Ng,Np,y)

-

8

9

for k<0 to Np—1 do > vypocetF ~1(F(X)-F(Y))
for ko< 0 to No—1 do begin
X1 < X[k]_,kz]
10 X — X[( k]_) mod Ng, kz]
11 X3 X[k]_, (—kz) mod N]_]
12 X4 < X[(—k1) mod Ny, (—kz) mod Ny]
13 y1 < Y[k, ko]
14 Y2 < Y[( k]_) mod Ng, kz]
15 Y3 < Y[k]_, (—kz) mod Nl]
16 Vg < Y[( k]_) mod Ng, (—kz) mod N]_]
17 Z[ky, ko] <= 0,25 (X1 +Xq) - (Y1 +Ya) + (X2 —X3) - (Y3 —Y2)+
18 +(X1—X4) - (Y2 +Y3) + (X2 +X3) - (Y1~ Ya))
19 end

20 z+ FCCT 1(Ny,Np,2)
21 return zZ-+/NiN>

Obr. 2.3: Rychly algoritmus vypoctu dvojrozmernej diskrétngklickej konvollcie pouZitim cas-cas
transformacie. Hodnotiy, N> vyjadrujd rozmery matig, y.

ktord mozno prepisat do jednoduchého tvaru

F Y (F(x)-F(y)) = 2[(x+p.2(X)) (Y + H,1(Y)) + (Hz,0(X) — Ho,1(X)) (Ho.1(y) — Ha0(Y))
+(X = H1,1(X)) (H,0(Y) + Ho,(Y)) + (H,0(X) + Ho,1 (X)) (Y — Ha,1(¥))] -

KedZe diskrétna cas-cas transformacia je k sebe invejeme, riadku ¢. 20 tohto algoritmu
mozné nahradit volanie FCCT volanim doprednej cas-cas transforméacie, FCCT.

Porovnajme teraz Casovul zloZitost algoritmu na vigiatvojrozmernej diskrétnej cyklickej
konvolUcie pouZivajuceho rychlu dvojrozmernit Heuwvu transformaciu (obr. 2.1) so zloZitos-
tou algoritmu pouZivajuceho rychlu cas-cas transfaciu (obr. 2.3). Oznaéme Casovu zloZitost
algoritmu zaloZeného na Fourierovej transforméacii &8{m) a asovu zloZitostalgoritmu zaloZe-
ného na cas-cas transformacii agon). Je zrejmé, Ze obe zloZitosti moZno vyjadrit nasleaev

Ti(n) = aynlgn+byn? 4+ o(n?) ,
T2(n) = an?Ign+ bpn? +o(n?)
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kde Clena; zavisi iba od efektivnosti implementéacie algoritmumaocet diskrétnej Fourierove;j
transformacie ap zavisi od implementacie algoritmu na vypocet diskepcas-cas transformacie.
Clenyb; ab, zrejme zavisia navyse aj od kédu na riadkoch 6 aZ 8 aigorfasT-CIRCULAR-2D-
-CONVOLUTION na obr. 2.1, resp. 7 az 19 algoritma$F-REAL-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION
na obr. 2.3. Kede algoritmus FCCT implementovany pre realne 2D postaprvykonava
polovicny pocet aritmetickych operéacii v porovharalgoritmom 2D FFT, je koeficiemt VACSi
ako koeficientap, a teda konvolucny algoritmus zaloZeny na FCCT je adptigky rychlejsi
ako algoritmus zaloZeny na FFT. Otazkou vSak zostaneaaké veké 2D postupnosti za€ina byt
rychlejsi v skutocnosti. Odpovedie je jednoznacna, zavisi totiz od konkrétnej inmpéatacie
tychto algoritmov.



Kapitola 3

Tedria rozmiestnovania geometrickych
utvarov v diskrétnej rovine

V tejto kapitole uvedieme definiciu diskrétnej rovinypgeetrickych Gtvarov, ich vzajomnych
pol6h a definiciu rozmiestnenia geometrickych Gtvarov

3.1. Minkowského sucet

Minkowského sucet je vo Vkej miere pouzivany napr. pri planovani pohybu rolkcacpri
analyze obrazu [25]. PouZitim Minkowského suctufamdincie mozno pretransformovatproblém
zistenia prieniku, resp. inkltzie geometrickych Utwana jednoduchsi test, i dany bod lezi vnutri
alebo mimo geometrického utvaru.

Definicia 3.1 (Minkowského sicet, doplnok, posunutie, symetricky obraz).
Nech(G,+) je abelovské grupalsl, N s podmnoZinys. Minkowského si¢ehnozinM, N je
definovany (vitinapr. [9], [10], [19], [25]):

Me&N={a+blacM,beN}.
Dalej definujemeloplnokmnoZiny,posunutiennoZiny (pret € G) asymetricky obramnozZiny:

M={aeG|agM}=G\M,
M+t={a+t|laecM}=Ma{t},
—-M={-ajaeM}.
Budeme hovorit, Ze mnoZinkl je symetrickaakM = —M.

Lema 3.2 (Niektoré vlastnosti Minkowského sictu).
Minkowského sucet je komutativny a asociativny:

MaN=N®&M,
(MeN)®0O=M® (N O),
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invariantny voci posunutiu a preklopeniu:

(M+9)® (N+1t) = (M@N) + (s+1),
—(M@®N) = (-M)® (-N),

a je ho mozné vyjadritako zjednotenie posunutych nminoz

M&N=[J(M+t).
teN

Doékaz. Uvedené vlastnosti mozno dokazat priamo z definicialdiwského suctu. [ |

Lema 3.3.
Nech(G,+) je abelovskéa grupavl, N st podmnozZinys at € G. Potom(M +t) NN # 0 vtedy
alen vtedy, kéd e N (—M).

Dékaz.

,="Nechne (M+t)NN. Tedan € (M+t) an € N. T.. existujem € M také, Zen =m+
+1, resp.t = n+ (—m). Ak si vS§imneme, Z& + (—m) je bod zN & (—M), dostavame priamo
te N® (—M).

,<=""Ak t e N® (—M), potom mame = n-+ (—m), pre nejakédn € M an € N. Ak prepiSeme
t=n+(—m) nan=m+t, méZeme si vSimnut, Za € N an € (M +t), z ¢oho vyplyva
(M+1t)NN # 0. |

Dosledok 3.4.

Nech(G, +) je abelovska grupa, N si podmnoZinys as,t € G. Potom(M +s)N(N+t) #0
prave vtedy, kéds—t) e N@ (—M).

Dosledok 3.5.

MnoZinyM aN maja neprazdny prienik prave vtedy, kethoZinaN @ (—M) obsahuje neutralny
prvok grupyG.

3.2. Geometrické utvary v diskrétnej rovine

Definicia 3.6 (Diskrétna rovina, susednost’ bodov).
Diskrétna rovinge mnozinaZ? s binarnou operacioy a relacioun, pricom(Z?2, +) je abelovska
grupa, kde binarna operaciaje definovana nasledovne:

[al, az] + [bl, bz] = [8.1 +bi, a0+ bz] ,
CiZze dvojici bodov (prvkov mnoZinyZ?, dalej tieZ vektoroy priradi bod, ktory vznikne ich
s¢itanim po zloZkach, & (susednostbodye binarna relacia na mnoZir#?, ktoré je

1. antireflexivna (Ziadny bod nesusedi sam so sebou),
2. symetricka (ak bod susedi s bodorh, tak aj bodb susedi s bodora) a
3. invariantna voci posunutiu (susednost dvoch bod@énesi od ich absolUtnej pozicie).
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Hovorime, Ze dva bodg, b sGsusedngakaA(b, inak hovorime, Ze nie s susedné. Susednost
AN nazvemekonecnoyak bod0 = [0, 0] susedi s konecnym poctom bodov.

Poznamka.
DéleZité je si uvedomit, Ze uvedena definicia umg&modelovat aj diskrétnu rovinu s hexago-
nalnou topoldgiolt

Definicia 3.7 (Geometricky Utvar v diskrétng rovine).
Geometricky Gtvar v diskrétnej rovin@&?,+,A') (dalej geometricky Gtvar) je kazda mnoZina
M C 72

Obr. 3.1: Priklady geometrickych Gtvarov. Body diskrétnej moyiprislichajice objektom s oznacené
Ciernymi stvorCekmi. Pociatok sUradnicovej sugt@yvyznaceny krizikom.

Definicia 3.8 (Char akteristicka funkcia geometrického Gtvaru).
NechM je geometricky Gtvar v diskrétnej rovir#&?. Charakteristicka funkcaM : Z2 — {0,1}
geometrického GtvarM je definovana:

M(x) = 1, akxeM,
0, akx¢ M.

Lema 3.9.
NechM aN st geometrické Utvary. Potom pre vSeiky Z2 plati:

(MAN)(X) = M(x) - N(x)
(MUN)(X) = M(x) +N(x) — (MAN)(X) .

Definicia 3.10 (Obsah geometrického Gtvaru, ohraniceny geom. Utvar).

Obsah geometrického GtvaruM budeme definovat ako mohutnost tejto mnoZiny, CiZze
IM| € NoU{Uop}.

Ak M| < Oy, t.j. ak mnoZzinaM je konecnd, geometricky Utvé nazvemeohraniCenyinak ho
nazvemeneohraniceny

Poznamka.
Ak M je ohrani¢eny geometricky Gtvar, jeho obsah je rovogliiote sumyy, .2 M(X).

1KaZdy bod mé préave Siestich susedov.
2Charakteristicka funkcia sa zvy€ajne oznacuje symimgipmy vsak taky zapis nebudeme pouZivat, z dévodu
maximalnej jednoduchosti a préunosti.
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Definicia 3.11 (Obdiznik). )
Geometricky UtvaM sa nazyvabdiZnik ak pren existuju celé Cisha < x2 ay; < y» takeé, ze
pre vietky[x,y] € Z2 platf:

1, akxg <x<x Ay1<y<y»,
Mixy] = { 0. inak

Definicia 3.12 (Obalka geometrického Gtvaru).
NechM je geometricky utvar. PotowbalkoudtvaruM, ak existuje, nazveme najmensi (atliska
inklGzie) obdEnik En M), pre ktory platiM C Env(M).

Definicia 3.13 (Struktra susednosti).
L ubovoind symetrickil mnoZing C Z? neobsahujicu neutralny prvélgrupy (Z2, +) nazveme
Struktdra susednosti

Definicia 3.14 (S-susednost’ bodov).
NechSje nejaka struktira susednosti. Dva bady su S-susedndrave vtedy, kéda—b) € S
(popripadeb —a) € S, kedze Sje podla predpokladu symetrickd).

Veta 3.15 (O existencii ajednoznacnosti Struktlry susednosti).
Nech (Z2, +, ) je diskrétna rovina. Potom existuje prave jedna Stmeksusednost,, taka,
Ze dva bodya, b su susedne prave vtedy, kedS, -susedne.

Dékaz. PolozmeS,, = { x € Z2 | 0A(x }. Najprv musime ukézat, 78, je Struktira susednosti,
t.Jj. Ze S, je symetricka a neobsahuje bod

o SymetrickostS,  sa da ukazat na zaklade symetrickosti a invariantriesdicie A\’ voCi
posunutiu. Nech teda € S,.. UkaZzeme, Ze aj-a € S. KedZe a € S, mameON\ a.
Z invariantnostiAl voc¢i posunutiu vyplyvg0—a) A (a—a), t.j. (—a) AL 0. Zo symetrie
N zasa dostavan®@/\_ (—a), Co v konecnom ddsledku znamena,Z&¢ S,

o KedZze A\ je antireflexivna relacia, plati(0A0), Co znamena, Z8 ¢ S,

Teraz dokazeme ekvivalenciu susednoﬁj\@susednosti bodoa ab:

(a—b)eSy & (a—b) e {xeZ?|0Ax} & ae {X € Z?| 0N (X' —b) } &
s ac{XeZ?| bAX} e bANae anb.

Tymto sme dokoncili prvi Cast dékazu, a to existenstruktary susednosti. Zostava uz len
dokéazat, Ze je jedina. Nech by teda existovali dve npumar6zne Struktlry susedno$i a S
také, ZeaA\'b < (a,b siS;-susednga zarovera A'b < (a,b siS-susedng Z tohto zrejme
vyplyva, Zea, b sl S;-susedné prave vtedy, Kedl S;-susedné. Tedga—b) € S; prave vtedy,
ked(a—b) € S, €o je zrejme spor s predpokladom existencie dvoch nawzépznych Struktur
susednosti s uvedenou vlastnostou. [ |

3NamiestoM([x,y]) piseme pre jednoduchdetx,y].
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Definicia 3.16.
Nech(Z2,+, () je diskrétna rovina. O $truktire susedn@fi= { x € Z? | 0A(x } z predcha-
dzajucej vety budeme hovorit, Zislichadiskrétnej rovingZ2, +, A\().

Poznamka.

V diskrétnej rovine sa zvyknu pouZivatdva druhy susesti: S;-susednost &-susednost (nie-
kedy nazyvané ako 4-susednost, resp. 8-susednostydtt Struktlry susednosti st definované
nasledovne:

S = {[170]’ [07 l]’ [_1’0]7 [O’_l]} )
& = {[17 O]’ [17 l]’ [07 l]’ [_1’ 1]’ [_17 O]’ [_17 _1]7 [07 _l]’ [1’ _1]} :

Grafické znazornenie tychto Struktur je na Obr. 3.2.

Obr. 3.2: Struktary susednosty a S

3.2.1. Vzajomné polohy geometrickych Gtvarov

Definicia 3.17 (Prekryv a styk geometrickych Utvarov).
NechM, N s geometrické Utvary v diskrétnej rovifg:
Budeme hovorit, Ze:

e M aN saprekryvajg akM NN #£ 0,
e M aN sastykaju(tiez sthusto rozmiestnengak sa neprekryvaju a existuju dva také body
ac M ab € N také, Zeaab su susedné.

Lema 3.18.
Nech M a N si geometrické Gtvary v diskrétnej roviq&?,+, () s prislusnou Struktarou
susednosts, . PotomM aN sa stykaju prave vtedy, Kdd "N =0a (M@ S, /) "N # 0.

Definicia 3.19 (Rozmiestnenie geometrickych Utvarov v oblasti).

Nech M1, Ms,...,M, si geometrické Utvary &g je oblast (tieZ geometricky Gtvar) Z2.
Hovorime, Ze GtvarMy, M, . .., M, st rozmiestnené oblastiMg ak spRaji dve nasledujlce
podmienky:

e Vie{1,....,n} : M; C My,
e AKi# j, potomM; aM; sa neprekryvaja.

Definicia 3.20 (Husté rozmiestnenie geometrickych Gtvarov).
Geometrické atvary1, Mo, ..., M, st husto rozmiestnen@k sa daju tak usporiadat, Ze kazdy
z nich je husto rozmiestneny so zjednotenim predchadicd.
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Definicia 3.21 (Konfiguracny priestor).

Pre vSetky geometrické utvaM, N oznac¢me:
O(M,N) = {t € Z?| M +t aN sa prekryvajd ,
D(M,N) = {t € Z?| M+t aN sa stykajd .

Doplnok mnoZiny @OM,N) sa nazyvakonfiguracny priestor pre umiestnenigzometrického
GtvaruM vzfadom na GtvaN.

Veta 3.22.
Pre akékdrek dva geometrické Utvamy, N plati:

OM,N)=N&-M,
D(M,N) = ((Ne-M)& -S )\ (N& -M),
kde S, je Struktura susednosti diskrétnej roviny.

Dokaz. Prva rovnostje priamym dosledkom lemy 3.3. Druha rosthgplyva z definicie 3.17,
zlemy 3.2, z lemy 3.18 a z prvej rovnosti.
D(M,N) = {t € Z*| M+t aN sa stykaj} =
={teZ?| (M+t) @S, aN sa prekryvajd, alé +t aN sa neprekryvajl =
=0O(MaSy,N)\ O(M,N)=(N&—-(MDSy))\(N®-M) =
=((No-M)®-Sy)\(N®©-M).
[ |

Definicia 3.23 (Translactna konfigur acia, ohodnotenie konfigur acie).

NechMg,...,M, st geometrické Gtvary v diskrétnej rovi#. Usporiadanin-ticu (X1, -4y Xn)
vektorov zaZ? nazvemdtranslaénou) konfiguracioatvarovMy, . .., M, v rovineZ?2. Lubovoi(
funkciu Valy, . m, zobrazujdcun-ticu Xy, ..., Xn] na realne Cislo (pripadne na prvok nejakej inej
linearne usporiadanej mnoziny), ktorapinasledujicu podmienku: existuje taka konstanta
Ze pre vSetky konfiguraciey, . .., xn] plati

Valy,. M[X1, -, %n] > €, aKMg +Xg,...,Mp+Xn SU rozmiestnené %2,
VaIMlan-,Mn [Xl7 seey Xn] < C, |nak,

nazvemehodnotenim konfiguradgpricom hovorime, Ze konfigurachaje lepsiaako konfigu-
raciaB, ak

Valy,,...m, (A) > Valw,,...m,(B) .

Konfiguracie, ktorych ohodnotenie je vacsie alebonkonstante nazyvameplatnymi konfi-
guraciami® ostatné nazyvameeplatnymi konfiguraciami

4V pripade potreby je moZné zamenitsymboly,za ,>“a , <" za ,<" a nasledne pozmenitdefiniciu platnych
konfiguracii.
SRozmiestnenia Gtvarov st formované prave platnymifiquraciami.
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Poznamka.
Je lahké si predstavitviacero prikladov ohodnoteni komfégii:

e Trividlne ohodnotenie, ktoré priradije hodnotu 1 platnym konfiguraciam a hodnotu O
neplatnym konfiguraciam. Jeho vyuZitie je pravdepodofiato teoretické, pretoze zrejme
nie je vhodné pre Ziaden prakticky pouZitgloptimaliza¢ny model.

e Ohodnotenie zalozené na efektivnosti vyuzitia plochy. Jednym z takychto ohodno-
teni m6Ze byt napriklad také, ktoré priaie platnym konfiguracianxs, ... x| Gtvarov
My,...,Mp hodnotu

n

> M/

k=1

Y

n
Env ( U M+ xk>
k=1

t.J. mieru vyuZitia plochy obalky zjednotenia GtvardNeplatnym konfiguraciam by takéto
ohodnotenie malo priravathodnotu 0, pripadne nejakym sposobom penalizpwagie”
konfiguracie (s vacsim prekryvom Gtvarov).

Existujd aj iné typy ohodnoteni, napriklad ohodnoterohlbdriujice sposob ,uloZenia“ Gtvarov.
Blizsie sa konkrétnymi prikladmi budeme zaoberatdgs

Lema 3.24. )

Nech My, ..., My si geometrické Gtvary Mg je oblast v Z2. Utvary M1+ X1, ...,Mn + Xn
st rozmiestnené v oblashily prave vtedy, kédO,xi,...,Xn] je platnd konfiguracia Gtvarov
M_O,Ml,---,Mn-

Definicia 3.25 (Translatny kontajnment, optimalizacny problém).

Problém translacného kontajnmentu v diskrétnej revimoZno Specifikovat nasledujucim sp6-
sobom (vidproblémkNN pre euklidovskl rovinu v [10]):

Nech M, ...,Mn s geometrické Gtvary Mg je oblast v Z2. Ulohou je najst (ak existuje)
takd translacna konfiguraciuy, . . ., Xp| tychto Gtvarov, aby GtvaryMi +X1),. .., (Mn+Xn) boli
rozmiestnené v obladitily, teda aby

Vie{l,...,n} : (Mj+X{) € Mo,
Vi,je{l,...,n} i # | = xi—Xxj € O(M;,Mj).

Optimalizacny problém translacného kontajnmegettozSireny navyse o podmienku, aby ohod-
notenie najdenej konfiguracie bolo maximalne, t.j. abjgdana konfiguracia bola v istom zmysle
najlepsia. @sto sa ako obladtly pouZiva jednym smerom nekoneény pas tvaru bhiéh.
Ohodnotenie v takomto pripade Zahbhuje vékost obalky Gtvarowy + X1, ..., Mp + Xn.

Poznamka.
Ak oblast, v ktorej rozmiestfiujeme Utvary, je konveXnpotom optiméalna konfiguracia tychto
Gtvarov formuje husté rozmiestnenie.

5Pojem konvexnosti Gtvarov v diskrétnej rovine zati@definujeme. V pripade 4-susednosti by sme mohli
povedat, Ze Utvar je konvexny, ak je obidikového tvaru, v pripade 8-susednosti, ak je osermikoVého tvaru.
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3.3. Zrychleny algoritmus vypoctu obsahov prienikov
utvarov v diskrétnej rovine

UkaZzeme, Ze existuje efektivny algoritmus, ktorygaeé dva geometrické Utvary v diskrétnej
rovine zostavi tabliu, v ktorej sa pre kazdé vzajomné posunutie tychtoctivatvarov, ked
sa pretinaja ich obalky, bude nachadzatkeedt (obsah, mohutnost) ich prieniku. Vyhodou
vytvorenia takejto tabiidy je, Ze na vypocCet obsahu prieniku dvoch posunutystanaov, pre
ktoré bola skonstruovana takéato takaul je potrebny iba konstantny ¢as. V takeilstaci mat
uloZené hodnoty len pre posunutia tychto Gtvarov, porkch sa pretinaju ich obalky. Je totiz
zrejmé, Ze ak sa obalky Utvarov nepretinaju, news® pretinat ani samotné utvary.

VSimnime si teraz obsah prieniku geometrického GtwWirposunutého o vektdrs Gtvarom
N (pouzijeme lemu 3.9):

(M+DAN[= T (M+)NN)@) = § (M+1)(@)-N(@) =

acz? ac72
= Y M@a-t)-N@= S N@ (-M)(t-a). (3.1)
acz? acz?

Posledna suma napadne pripomina definiciu (dvojrozepediskrétnej konvolucie. Konkrétne,
ak poloZime (vitdefiniciu 3.8)

a=[ky, ko], t=[ny, Ny,
Xky ke = N(a) ) Y —kg,mp—kp = (_M)(t - a) )

potom tato suma prejde do tvaru

z N(a) ' (_M)(t - a) = z Z Xkl,k2Yn1—k1,n2—k2 ) (32)
acz? ki EZKyEZ

¢o je zrejme suma z definicie 2.7 dvojrozmernej diskijétonavolicie. Ak predpokladame, Ze
geometrické Gtvaryl a N st ohrani¢ené, potom postupnosta y budl zrejme nulové mimo
nejakych obdinikov, vekostiM; x Ms, resp.N; x Ns. Na zaklade vety 2.9 je vysledkom operacie
konvolucie 3.2 dvojrozmerna postupnost nulova mimalighika vekostimx n, kdem= M; +
+N—1an=Ms+Ns—1 ajej hodnoty je mozné priamo vypocitat pomocou demjnernej
cyklickej konvollcie matic pozostavajicich z hodpdistupnostk ay doplnenych nulami na
velkostmx n. Cas potrebny na vypocet dvojrozmernej cyklickej korfwddumatic tejto vétosti

je O(mnlgmn). Ak naviac oba geometrické Gtvary maja’kest radovon x n, tedam = O(n),
potom tento ¢as j©(n?lgn). V pripade, Ze by sme poslednii sumu zo vztahu 3.1 abgite
kazdy vektoit osamote, takto vzniknuty algoritmus by mal zrejme GasduiitostO(n*), ktora

sa pohybuje uZ na hranici praktickej pouzitesti. Porovnanie ¢asovych zlozitosti zrychleného
algoritmu a algoritmu vychadzajuceho z definicii sah@atza na obr. 3.4.
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COMPUTEAREAS(M,N: 2D shape)

1 variables

2 M,N,A: integer 2D sequence

3 M+~-—-M

4  Zakoduj geometrické utvanyl aN ako celocCiselné 2D postupnobti, N.
5 A < FAST-2D-CONVOLUTION(N, M)

6 return A

Obr. 3.3: Rychly algoritmus vypoctu obsahov prienikov Gtvarowigkrétnej rovine. Pri pouZiti tohto
algoritmu predpokladame, Ze aspon jeden zo vstupnfedrav je ohraniCeny (resp. oba, ak pouzijeme
proceduru na vypocet konvollcie, ktora vyZaduje dstate nulové 2D postupnosti). Ak je tato podmienka
splnend, potom bude vratena postupnasttora pre kazdé mozné posunutibude obsahovat obsah
prieniku GtvaruM +t s GtvaromN. PostupnosA méZe byt (v pripade, Ze je v podstate nulova) kdddvan
ako matica spolu s vektorom jej umiestnenia v diskrétnejm

100s :
e 7rychleny algoritmus

80s |- Klasicky algoritmus

60s -

40s -

20s -

OS 1 1 1 1 1 1 J
0 100 200 300 400 500 600

Obr. 3.4: OrientaCné porovnanie rychlosti behu zrychlenélgmadmu a klasického algoritmu na vypocet
matice obsahov prienikov Gtvarov vychadzajliceho z tfirCisla na vodorovnej osi vyjadruji Jedst
Gtvarov, t.j. napriklad ¢islo 400 znamena, Ze prdcadola vykonana pre dva Gtvary kebti 400x 400.
Horizontalna os vyjadruje Cas behu algoritmov. MeranidohuskutoCnené na pocitaCi s procesorom
Intel® Pentium I 266MHz. Zrychleny algoritmus vyuZival algoritmus FED (pre realne matice)
implementovany v kniZnici FFTW (vifi14]).

3.4. Zrychleny algoritmus vypoctu Minkowského suctov
v diskrétnej rovine
V [25] moZno ndjst zlozitosti niektorych algoritmowarvypocCet Minkowského suctov mno-

houholnikov v euklidovskej rovine. My pracujeme v diskr& rovine, preto zvolime iny pristup,
a to vyuZzitim rychleho algoritmu vypoctu cyklickej kaollcie, ktory bol odvodeny vysSie.
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Priamym désledkom vety 3.22 a komutativnosti Minkowské&uctu je skutocnost, Ze pre
l'ubovoliné dva geometrické Gtvai aN plati rovnostM & N = O(—M, N).

O(-M,N) = {t € Z*| —M +t aN sa prekryvaj} =
={teZ?||(-M+t)NN| =0},

zrejme tedgM @ N)(t) = ¥ |(—M +t) NN|, kde ¥ (x) je jednotkova Heavisidova funkciaNa
zaklade vysledkov predchadzajuceho odseku sme stchwypocitat charakteristick( funkciu
Minkowského suctu dvoch geometrickych Gtvarov (\kdétnej rovine) podobnym spésobom:

(M@N)(t):Y< s N(a)M(t—a)) .

acz?

COMPUTE-MINKOWSKI-SUM (M,N: 2D shape)

1 variables

2 A: integer 2D sequence

3 A: 2D shape

4 A+ COMPUTEAREAS(—M,N)

5 Na zaklade hodnét postupnoétivytvor geometricky GtvaA (bod bude patrit

6 UtvaruA prave vtedy, kedodnota postupnosti v tomto bode bude r6zna od 0).
7 return A

Obr. 3.5 Rychly algoritmus vypocCtu Minkowského suctov gedrigkych Utvarov v diskrétnej rovine.
Pre jednoduchost sme vyuZili algoritmusD@PUTEAREAS, takZe utvaMM sa teraz zbytoCne dvakrat po
sebe preklapa pddlboduO.

Casova zloZitost tohto algoritmu je asymptoticky rovelpZitosti algoritmu ©MPUTE
-AREAS, tedaO(n?Ign), ak oba geometrické Gtvary maja ket radovon x n.

3.5. Dal$ie optimalizacie

3.5.1. Optimalizacia pamatovych pristupov

Ak na vypocet Minkowského suctov, resp. tabuliek dtsaprienikov dvoch Utvarov chceme
aplikovatuvedeny zrychleny algoritmus vyuZivaj@D-DFT alebo DCCT, narazime na problém
optimalizacie paméatovych pristupov. O algoritmodkTHaj pre vektorove a paralelné pocitace)

/Jednotkovéa Heavisidova funkcia (jednotkova skokovikdia) je definovana predpisom:

1, akx>0,
Y(x) =

0, inak.
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je totiz zname, Ze st nevhodné pre spracovanikéral objemu dat uloZenych ¢i uZ v externej
alebo v hierarchickej pamati (Vi2]).

Jednym z rieseni je napriklad problém modifikovat y@sej Grovni, t.j. namiesto jedného
vypoctu konvoldcie rozsiahlych matic, tieto maticedelit na niekoko mensich a vyslednu
konvolUciu zloZitz €iastkovych konvolucii (,ka&ho s kazdym®, bipartitne) tychto matic men-
Sich rozmerov. Tymto sa vSak badakelzvysi Casova zloZitost, i keiha o konstantny faktor.
Ak totiZz oba Utvary rozdelime na 4 rovnako kélCasti (z Hadiska rozmerov obalok), asova
zloZitost narastie priblizne Stvornasobne. Biggformacie tykajlce sa vypoctu konvoldcie (iba
jednorozmernej) mozZno najst'v [35].

Druhym rieSenim je vyuZit napriklad tzv. algoritm&&=T v Styroch krokoch (Four Step
Algorithm) alebo iné techniky uvedené v [1] a [2].

3.5.2. Presnost’ zrychleného algoritmu

Jednou z negativnych vlastnosti tohto algoritmu je,raeme s realnymi ¢islami, ktoré sa na
Ziadnom pocitaci nedaju reprezentovat s maximalpeesnostou. Kazdé realne cislo je nahra-
dzané nejakou aproximaciou z konec¢nej mnoziny ¢iSeh pri vypoctoch vznikéa kvantizacny
sum. Priamym désledkom tohto Sumu je v lepSom pripamldes presnosti vysledkov. Teda
uvedeny algoritmus, v pripade, Ze konvollUcia budeizeahnd pomocou DFT alebo DHYT, nie
je celkom presny a méZe poskytovat chybné vyslédky

Tento nedostatok je mozné odstranittak, Ze algorgiavojrozmernej celociselnej konvolicie
bude vyuZivat iny typ transformacie (vild], [17], [27]), konkrétne Fourierovu transformaciu
na konec¢nom poli (napr. v modularnej aritmetike na celgtslach). V tejto oblasti vSak zatial
zostava viacero nevyriesenych otazok.

8vzniknuté chyby véak moZno eliminovat zaokriganim.



Kapitola 4

Stochastické metddy rozmiestnovania

Vzhladom na véitl zlozZitost problému automatického rozmiestrioageometrickych Gt-
varov nie je prakticky mozné systematicky testovattiigekonfiguracie Gtvarov, aby sme mohli
vybrat tu najlepsSiu, preto sa ako alternativne rie8grouZzivaju rézne priblizné a stochastické
algoritmy (vid napr. [5], [10], [11], [30]). Ak chceme pomocou tychto metadesit problém
optimalneho rozmiestnenia Gtvarov, musime najprv gafpostup, ktorym mozZno porovnatdve
konfiguracie geometrickych Gtvarov. Preto sa najprv eaame na jednu z moznych definicii
ohodnotenia translacnych konfiguréacii, ktorej maximbudeme za pomoci tychto algoritmov
hladat. Doteraz publikované metédy porovnavania komfigii vychadzali zvyCajne z efekti-
vity vyuZitia plochy oblasti, do ktorej boli Gtvary rozestriované. Prezentovana metoda prinasa
niekolko vyhod, napriklad ma také vlastnosti, ktoré umgarrychlejSiu konvergenciu optima-
lizaénych algoritmov. RISou vyhodou je napriklad moZnost efektivneho el ohodnotenia
konfiguracie (ak konfiguracia pozostava atvarov, v pripade, Ze vébec neZatthime topolo-
gické vlastnosti konfiguracii, na vypocet ohodnotebiudeme potrebovat ¢as il@(n?)). Este
poznamenajme, Ze budeme definovatiba ohodnotenie vhealht&adanie rozmiestneni Gtvarov
v oblastiZ2. Relativne jednoduchym spésobom ho bude moZnéribpse rozmiestiiovanie
Utvarov v inych oblastiach aks?.

4.1. Ohodnotenie translacnych konfiguracii

Majme n geometrickych GtvaroMy,...,M, v diskrétnej rovineZ2. Chceme néajst také
ohodnotenie konfiguraciks, . .., xy] tychto Gtvarov, ktorého graf by obsahoval minimum oS
(savislych oblasti s konstantnou hodnotou) a ktorébdnoty by boli tym vacsie, ¢im je mensSia
plocha obalky atvaroM; +x; azMp + Xn. Dévodom je to, Ze vacsina optimalizacnych algooyv
(simulované Zihanie, genetické algoritmy,) pracuje lepSie, ak optimalizované funkcie obsahuju
menej konstantnych oblasti.

Zrejme ohodnotenie konfiguracig;,...,x,] Utvarov My,...,Mp, ktoré nadoblda vacsie
hodnoty pre konfiguracie s mensou plochou obalky Utv8o+ x1 aZMp+ X, je mozZné definovat
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nasledujucim spésobom (p&@dpoznamky na strane 29):

, ak[Xq,...,Xp] je platna,

n n

My ‘ Env( U |\/|k+Xk>
U Mg [X2se oo Xn] = k§1| |/ k=1
0, inak.

Nevyhodou tohto ohodnotenia je skuto¢nost, Ze jehd gibaahuje mnoZstvo oblasti s konstant-
nou hodnotou, o ma za nasledok, Ze optimalizacnériilgy (najma tie, ¢o sU zaloZené na
gradientovych metédach) priddlani (sub-)optimalneho riesSenia zlyhavaju. Na pkuad.1 si
znazornené dve rozne konfiguracie troch Gtvarov,éinaji rovnaka hodnotf™. Konfiguracia

a) sa nam zda byt spornejSia v porovnani s konfigotéb) lebo v obalke vytvara vacsi suvisly
priestor, ktory je mozné vyuZzit pri vkladan®&dBich ttvarov.

a) b)

Obr. 4.1: Obe znazornené konfiguracie (tych istych troch wvaryplnenych Sedou farbou) maju rovnaké
ohodnotenig™, hoci konfiguracia a) sa aj laikovi zda byt lepsia ako figaracia b). Obalky maju totiz
rovnakl vekost a Utvary sa neprekryvaju. Mozno si vSimn(g @ghodnotenie je rovnaké pre vSetky platné
konfiguracie, ktoré maju rovnaku \kelst obalky. Tento fakt predstavuje vyznamni pre&apri hladani
(sub-)optimalnej konfiguracie (zZ&tliska ohodnotenia) pomocou klasickych optimalizatngigoritmov.

Teraz budeme definovat ohodnotenie konfiguréacii, ktouéle nadobidat vacsie hodnoty
pre konfiguracie, v ktorych s Gtvary na seba viacejtipnuté”, t.j. napriklad konfiguracia a)
z obr. 4.1 bude lepSia (pri tomto ohodnoteni) ako konfigiarl) z toho istého obrazku.

Najprv si vSimneme, akym spésobom moZno ohodnotitfiganmacie dvoch geometrickych
Utvarov tak, aby graf ohodnotenia (funkcie Z6 do R) obsahoval minimum plosin. Nasledne
uvedieme sp6sob, ako mozno tato definiciu rozSmetghodnotenie konfiguracredatvarov.

Jednou z moZnych definicii ohodnotenia konfigur@ciexy| utvarovM; aMy je

tight.1 B [((M14+x1)®E)N((M2+x2) DE)|, ak[x1,X2]je platnd,
bty M (X1, X2] = { .
—|(M1+x1)N(M2+Xx2)|, inak,

kde E je nejakd neprazdna konecna symetrickd mnoZindep&g budstruktira susednosti
roviny alebo nejaky obahik so stredom v bod8. Vyraz |(M1+x1) N (M2 + x2)| vyjadruje,
nakoko ,zla" je dana konfiguracia, ak sa Gtvary prekryvayevyhodou ohodnotenia definova-
ného tymto spésobom je, Ze hodnoty prioaené jednotlivym konfiguraciam prilis zavisia od
obsahov utvaroW; aMa,. Treba poznamenat, Ze tato funkcia iba hodnoti ako elslirdané dva
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objekty k sebe priloZed¢intuitivne by sa dalo povedat, Ze meria nie¢o akikdl spoloéného
obvodu (prieniku obvodov rozSirenych mnozire) a teda vébec nezdddiniuje vekost obalky
zjednotenia tychto Gtvarov.

DalSou moZnostou je Ciastocne normalizovatalebadsghranicithodnoty, ktoré méZe hod-
notiaca funkcia nadobudat. Vezmime funkciu definovaagladovneNl;, M, aE sl neprazdne
mnoziny):

i h . H H z
g o [ R bl /min{[My@ EL M2 @ El} - ak[x3, ¢ e platnd
LMz Myt wia X1, X2]/ min{ My, [M2]} | inak.

O tejto funkcii vieme, Ze nadobuda hodnoty z intervghd, 1). NavySe vieme, Ze ak sa objekty
M1 + X1 a M2+ X2 prekryvaju, nadobuda zaporné hodnoty, a ak sa neprakr nadobuda
nezaporné hodnoty. To isté plati samozrejme aj o fun&et1.

Teraz pristupime k rozsireniu poslednej definicieridvarov. Od hodnotiacej funkcie poza-
dujeme, aby funkéné hodnoty boli zaporné pre nepl&ordiguracie a pre platné konfiguracie
boli kladné, pripadne nulové. Ohodnotenie moZno tdefinovat nasledujicim spésobom:

tight tight.2
u'\/?b...,Mn[Xl?"'?Xn] = Z uMi,Mj[Xivxj]+VM1,...,Mn[Xl7---7xn] ,
1<i<j<n
y X o] 0 ak[xi,...,Xn| je platna konfiguracia,
My,....;Mn [ X1s+ -+ s Xn] = _ .
Lol —0D inak.

Ulohou korek&ného Cleng, .. m,[X1,.-.,Xn] je zabezpecit, aby funkci@m, .. m,[X1,--.,Xn]

bola ohodnotenim. Jeho definicia vyuZiva fakt, Ze hmﬁpmh,f;ljz[xi,xj] st mensie alebo rovné 1.

Hoci graf posledného skonstruovaného ohodnotgi#d obsahuje v porovnani s ohodnote-
nim p" menej konstantnych oblasti, ma jednu zavazn( megatvlastnost. Toto ohodnotenie
nie je totiz skoro vobec vhodné na minimalizaciu'kasdti zvySnej plochy z obalky Gtvarov.
Povedzme, Ze by mnoZirtabola obdEnikom so stredom v bod& Ak by E = S aleboE = &,
ohodnotenie by bolo aspori Ciastocne poupiéeha minimalizaciu obsahu zvysnej plochy, ale
graf ohodnotenia by sa vyznacoval vacsim mnoZstv@gip (hoci by to stale bolo lepsie ako
v pripade ). Ak by E bol va&si obdinik, graf by mal lepsi tvar, ale toto ohodnotenie by skor
vbébec nebolo pouZitek na optimalizaciu vyuZitia plochy obélky (bliZSiel priklad na obr. 4.2).

Teraz pristupime ku definicii ohodnotenia, ktoré sgiaitivne vlastnosti oboch ohodnoteni
e a uight v/ podstate je ho moZné skonstruovat nasledujlcifisepom:

IJML---,Mn[Xl’ coesXn] = [U'I%/Ih;,...,Mn X1, Xnl, u:\lltiglr,].t..7Mn[X17 cosXn]]
Rozdielom oproti predchadzajiucim definiciam ohodnbjerto, Zep je funkcia zobrazujuca
konfiguracie Gtvarov do mnoZir§? namiesto d@, pricom na mnoZin®? definujeme (lexiko-
grafické) usporiadanie tymto sp6sobom:

[al,az] < [bl, bz] = (al < bl) V ((8.1 = bl) VAN (az < bz)) .

1samozrejme iba vtedy, kesh Gtvary neprekryvajd. Ak sa prekryvajd, hodnotonkcie je zaporny obsah ich
prieniku.
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a) b)

Obr. 420 Ak mnozinakE je vaési obdinik so stredom v bodé, potom konfiguracia a) moze byt
hodnotena funkciopt9" [epsie ako konfiguracia b). Dévodom je skuto&nostphednotenigii9™ vobec
nezohhdriuje efektivnost vyuZitia plochy obalky Gtvarov.

4.2. Jednoduché metody automatického
rozmiestnovania

V tejto Casti su popisané niektoré jednoduché metégtimalizacie funkcii. Nebudeme
detailne popisovat spésob ich pouZitia na automatickaniestriovanie geometrickych atvarov.
Principialne je mozZné rozmiestriovat Gtvary nasl@édim spésobom. Whberieme si niektord
z uvedenych metdd a pomocou nej sa budeme snaZit te§st konfiguraciu geometrickych
utvarov, ktorej ohodnotenie, napr. je maximalne.

4.2.1. Nahodné prehladavanie

Najjednoduchsim pristupom ku rieSenilatihnia optima zloZitych funkcii je pravdepodobne
nahodné alebo enumerované pestdvanie. Body prehbavaného priestoru su volené nahodne,
pripadne nejakym systematickym spésobom, priConotsidnocované. Nie je to prilis inteli-
gentna stratégia a zriedkakedy sa pouZiva samostatne.

Naivny algoritmus Phdajlci optimalnu konfiguraciu Zétliska ohodnotenjasa nachadza na
obr. 4.3. Tento algoritmus postupne generuje nahodnédwécie, pricom po vopred uréenom
pocte iteracii vrati najdena konfiguraciu s maximan ohodnoteninp.

4.2.2. Gradientové metody

Na optimalizaciu spojitych funkcii bolo vyvinutych ragstvo rozli€nych metéd vyuZzivaju-
cich informacie o gradiente optimalizovanej funkcidla zaklade tohto gradientu je uréovany
smer @lSieho prefadavania. Ak vsak nie je moZné vypocitatalebo odtigderivaciu vysetro-
vanej funkcie, napriklad pretoZe nie je spojita, tietetéay zvycCajne zlyhavajl.

2Hoci gradientové metody nepatria medzi stochastickéthe zohravaji vyznamnu tlohu napriklad pri itero
vanom nahodnom préadlavani alebo pri memetickych algoritmoch.
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RANDOM-SEARCH (n: integer, M: array of 2D shape)

1 variables

2 X,y: array of vector from Z2
3 xe Xt,ye yt: extended real

4 ygyt< —oo

5 for i+ 1 to Maxlterationsdo

6 Wageneruj ndhodn( konfiguraciu
7 xe— e v [Xae Xl

8

9

if xe>ye
y <X

10 else
11 if xe=ye

tight
12 Xt My, w, X2, Xn)
13 if xt>yt
14 Y X

15 return y

Obr. 4.3: Naivny algoritmus Fhdania optimalnej konfiguracie. Algoritmus postupneegaje nahodné
konfiguracie, pricom po vopred ur¢enom pocte itér@diaxlterationg vrati ta konfiguraciu, ktorej ohod-
noteniep je maximalne.

Gradientové metody pracuju vynikajuco na funkciagadinym maximom, resp. minimom,
ale na funkciach s viacerymi lokalnymi maximami, respnimam# zlyhavaji z dévodu, Ze
nenajdu globalne optimum, ale skoncia v prvom najdetadlnom optime.

V pripade optimalizacie funkcii s diskrétnym definggmoborom méZu tieto metddy pracovat
na zaklade informacii o diskrétnom gradiente.

4.2.3. lterované prehladavanie

Nahodné a gradientové preldavanie je mozné skombinovat do tzv. iterovanéhdfada-
vania. Pri tejto met6de sa opakovane vykonava nejakgignaovy algoritmus. V okamihu, ked
je najdené lokalne optimum, zvoli sa nahodne nejaky frehlbdavaného priestoru a proces gra-
dientového prefddavania sa opakuje. Vyhodou tejto metody je jej jedisbdsta to, Ze s vidou
pravdepodobnostou najde globalne optimum, ak funkeiaa prilis véa lokalnych optim.

4.2.4. Simulované zihanie

Tato metdda je v podstate modifikovanou gradientovou dmtoPrelihdavanie sa zacina
v ndhodnom bode priestoru. Nasledne sa uskuto¢nidmhposun. Ak nas tento posun povedie
ku bodu s vacsou hodnotou, akceptujeme ho. Ak nas peviadibodu s mensou hodnotou,
prijmeme ho s pravdepodobnostpit), kdet je €as. Funkcia(t) zaCina s hodnotou blizkou 1,

STakéto funkcie sa nazyvaju multimodalne.
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ale jej hodnoty sa postupne zniZuji smerom k nule. Je togsranalogicky ku ochladzovaniu
roztaveného materialu.

Spociatku su akceptované vSetky posuny, ale zarewernizovanim ,teploty” klesa aj prav-
depodobnost prijatia posunu smerom k niZsim hodnotdegativne posuny su potrebné na tnik
od lokalnych maxim, ale privaltakychto posunov néas vedialdj od globalneho maxima.

Podobne ako nadhodné prabvanie, aj simulované Zihanie nardba v danom okaribin
s jednym potencialnym rieSenim, takZze si nevytvatkavy obraz o prefddavanom priestore.
Neukladaju sa Ziadne informacie o predchadzajuciocbupoch, na zaklade ktorych by bolo
moZné riadit vyber nasledujlcich posunov (tento redtok Ciastone odstranuje tzv. tabu pre-
hladavanie, vid23]).

4.3. Genetické algoritmy

Genetické algoritmy su triedou vral silnych optimalizaénych met6éd zaloZzenych na para
digme biologickej evollcie. Existuje e mnoZstvo problémov, ktoré sa daju efektivneities
pomocou tychto metdd, ale na druhej strane, existujraplpmy, na ktorych genetické algo-
ritmy Uplne zlyhavaja. Hlavnou vyhodou genetickydgaitmov je ich schopnost paralelného
prehladavania a schopnost kombinovat pfetidvanie priestoru ako do Sirky, tak aj d'dnlty.
Genetické algoritmy su bliZsie popisané v dodatku B.

Problematika automatického rozmiestriovania geomejfrit Utvarov pouZitim genetickych
algoritmov bola rozoberana v [5], kde boli dosiahnutéoet zaujimavé vysledky. Populacia
jedincov bola tvorena viacerymi rozmiestneniami Ubxav euklidovskej rovine, ktoré boli
reprezentované pomocou hierarchickych struktigdnotlivé Gtvary boli kddované pomocou tzv.
hreberiového koédu (angl. comb-code), ktory pre damanijjednoduchym spésobom popisoval
plochu medzi obrysom (tvaru a jeho obikovou obalkou. Dobrou vlastnostou tohto kodu bola
moznostrychleho vypoctu pribliznej efektivnosiiuzitia plochy danym rozmiestnenim ttvarov.

4.3.1. Navrh systému na automatické rozmiestriovanie Gtvarov

NajvyhodnejSim typom stochastickych algoritmotadihjicich (sub-)optimalne rozmiestne-
nia geometrickych Gtvarov su pravdepodobne genetagéritmy. Dévodom je, uz uvedena,
schopnost paralelného pr&déavania a schopnost kombinovaného paeldlvania priestoru do
Sirky a do ﬁlbky. Takisto, vyhodou pouZitia genetickych algoritmjeymoznost definovat spésob
kodovania Utvarov a ich konfiguracii, pricom pri définmézeme zofddnovat aj topologické
charakteristiky tychto konfiguracii, ktoré st dGtézajma pri modifikacii rozmiestneni, pripadne
pri konstrukcii nového rozmiestnenia na zaklade inydbre hodnotenych, rozmiestneni.

Systém bude mat k dispozicii pre kazdu dvojicu Utwakd;, M2 predpocitané dve tali),

v ktorych pre kazdé moZzné vzdjomné posunutigvarov, pri ktorom sa pretinaju ich obalky,
budu uloZené obsahy prienik@¥; +x) "Mz a (M1 @ E) +x) N (M2 @ E). Pomocou tychto

4V uvedenej praci bola pouZita stromova reprezenté@zeiestneni. Listami stromu boli jednotlivé Gtvarioké
boli zoskupované do vacsich Gtvarov vnatornymanzi reprezentujacimi napriklad priloZeniéazia alebo sprava.
Takisto bola zofddnenda aj moZnostrotacie Utvarov o nasobk$. 90
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tabuliek je takto mozZné vali efektivne (z Badiska Casovej zloZitosti) v priebehu optimalizacie
pocitatohodnotenia translaénych konfigurgffi™, pripadne je moZné navyse predpocitat ohod-
noteniapd"t2, Vypocetpdt danej konfiguracie-Gtvarov sa da vykonatv ¢as@(n?), ktory je
pravdepodobne moZné este zredukovat, ak sa poloZiggwbmedzenia na charakter Utvarov,
ktoré nasledne umoznia vyuZittopologické vlastinoszmiestneni.

Poznamenajme esSte, Ze navrhovany systém nebude owaiziiadne rotacie Gtvarov, hoci
v diskrétnej rovine so susednost& alebo S, by nemal nastat vacsi problém. Pamétova
zlozZitost mbéze narast pribliZne Stvornasobriasova zloZitost zrejme tieZ porastie, kedpre
kaZdy rozmiestriovany Utvar pridavanmalgi stupen vaiosti.

DéleZité je uvedomit'si, Ze pri praktickych aplikach budd ¢asto rozmiestriované mnoziny
utvarov, v ktorych sa m6zu vyskytovat utvary rovnaketvaru. Zvycajne sa totiz z pasu latky
vyrezavaju dielce pre viacero kusov odevu naraz, aby sawgsaznejSie Setrilo materialom.
Z tohto dévodu je mozné este zniZit pamétova ogt, niekedy aZ 100-nasobne

Teraz pribliZne popiSeme pouZitie genetickych algoov v automatickom systéme rozmiest-
fiovania geometrickych Gtvarov v oblags.

Chromozomy

Chromozomy reprezentuju potencialne riesenia — konfigie geometrickych ttvarov. Budu
pozostavat z dvoch spéjanych zoznamov. Jeden budehobativsetky Gtvar§, ktoré uZ si
umiestnené v rovine, pricom pre kazdy Gtvar v fom butiZena pozicia tohto Gtvaru. Tento
zoznam oznacime ako . Druhy zoznaml. », bude pozostavatz Gtvarov, ktoré nie st umiestnené
do roviny, ale pre kazdy z nich v tomto zozname bude zazname pozicia jeho posledného
umiestnenia, ak bol niekedy umiestneny do roviny. Kagld§gomozom teda predstavuje nejaku
konfiguraciu utvarov Uplne popisovanu tdajmi v prvomzzame. Informacie v druhom zozname
maju len pomocnu Glohu. Fakt, Ze sa Utvar nachadzaikain zozname, mézZzeme chapat bud
tak, Ze este nie je umiestneny do roviny, alebo uZ je Wn®yvale na ,vémi zlej* pozicii.

V tejto faze, kedsme uZ definovali, ¢o je to chromoz6m, je nutné povekedy je jeden
chromozém lepsi ako druhy chromozom. Chromozém biyde lepsi, ¢im viacej Gtvarov sa
nachadza v prvom zozname, teda Cim viacej ttvarov zjsaneziny je umiestnenych do roviny.
Ak maju dva chromozomy v prvych zoznamoch rovnaky padearov, lepsi bude ten, ktory
ma vacsiu hodnotu z'htliska funkcig. Konkrétne, ak prvy zoznam chromozérmwbsahuje
GtvaryMy,..., M, umiestnenych na pozicia&h, ..., Xy a prvy zoznam chromozoéniobsahuje
Ni,...,Nn na poziciaclyy,...,yn, potom chromoz6n je lepsSi akdB prave vtedy, ked

uMl,...,Mn[le ety Xn] < uN]_,...,Nn [y].? e ;Yn] .

Fitness funkcia bude teda v tomto pripade zobrazovasmmiechromozémov (potencialnych
rieSeni) do mnozinW x R x R, na ktorej je definované lexikografické usporiadanie.

SNapriklad vtedy, ké@dev bude pozostavatz 20 navzajom réznych dielcov ariilgus bude rozmiestiiovataz
200 atvarov (pre 10 kusov odevu naraz).
6V zozname nebud( uloZené bitové mapy, ale iba identidiaitvarov.
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Pociatoc¢na populacia

Aby sa mohol zaCat proces optimalizacie, treba najpfindeat chromozémy v pociatocnej
populéacii. Jednym z moZnych rieSeni je zaCinaipydaciou, v ktorej vSetky chromozémy maju
prazdne prvé zoznamy. Pociatocna populacia by nemmat priliS veh prvkov, najlepsi pocet
bude pravdepodobne v rozsahu 10 aZ 100 chromozémownéapd [5], [20], [38]).

Operatory

Doélezitym operatorom definovanym nad priestorom ampadmov jemutacia Mutacia je
lokalny operator, ktorého Ulohou je zabezpecit geetanie oblasti priestoru reprezentovanych
chromozdémami. Operator mutacie pre chromozoémy deéinéwyssie méZe vykonavatnasledu-
juce zmeny na chromozéme:

1. Zo zoznamu 1 vyberie nahodny Utvar a presunie ho na nahodnu pozici

2. Zo zoznamik 1 vyberie ndhodny Gtvar a presunie ho o nahodny vektenia prilis daleko
od jeho p6vodnej pozicie.

3. Zo zoznamuL 1 vyberie nahodné dva utvary a zameni ich pozicie.

4. Zvoli ndhodny obdinik, ktory ma neprazdny prienik s okiglikovou obalkou zjednotenia
Gtvarov prvého zoznamu a vSetky Utvary, ktoré s pedimou tohto obdinika (pripadne
s nim maju neprazdny prienik) presunie o nahodny uekto

5. Z ndhodne vybraného zoznamu presunie nahodne Zvateaydo druhého (nie vZdy-)
zoznamu, t.j. presdva Utvar Bad.; doL» alebo naopak.

Uvedené zmeny treba vykonavat nahodne, s urcCitoudepedobnostou, nie deterministicky.
Dalej treba poznamenat, Ze je lepsie manipulovat skdessimi Gtvarmi ako s va&simi, teda je
vyhodné do operatora mutacie zakomponovat to, ZeSmeatvary buda selektované s vacsou
pravdepodobnostou ako Utvary vacsie. Vynimkou @t snadposledna uvedend moznost
(presun medzi zoznamami), pri ktorej Zatifiovanie vé{osti Utvarov nie je vé&hi Ziadlce.
Presunutie vacsieho Utvaru do druhého zoznamu m§kerit priestor pre umiestnenie este
vacsieho Gtvaru.

Dalsim vyznamnym operatorom je operatekombinaciealebokriZenia ktorého Glohou je
prehladavanie priestoru chromozoémov do Sirky. Operfétizieniavezme dva chromozomyvy-
brané selekénym operatorom, \dddatok B), na ktorych méZe realizovat napriklad edsijucu
operaciu.

Pre obe konfiguracie sa ndhodne zvolia dve rovnobeZiaény, jedna pretinajica obéalku
prvej konfiguracie a druha pretinajuca obéalku drutwjfiguracie Gtvarov. Obe mnoZiny Gtvarov
konfiguracii sa rozdelia na dve disjunktné podmnozmi;om prva z podmnozin bude pozosta-
vat'z Gtvarov v jednej polrovine uréenej priamkou a drah#varov v druhej polrovirfe Utvary,

Tieto chromozomy reprezentuji konfiguracie Gtvarov.
8Pre diskrétnu rovinu nedefinujeme pojem polroviny, aleh&gzame z predstavy polroviny v euklidovskej
rovine, do ktorej je moZné vnoritdiskrétnu rovinu. Riihe je to aj s pojmom priamky.



4.3 Genetické algoritmy 42

ktoré maju prienik s uvedenou priamkou, je vhodné zdiragitky spolu do jednej z podmnozin
(pre kazdu konfiguraciu oddelene). Pre obe konfigund&gtedne navzajom vymenime podmno-
Ziny Gtvarov prislichajace polrovinam na rovnakepse urcujucich priamok. Pri vymene sa
mdbzeme snaZit minimalizovat prieniky Utvarov spauminimalizovanim vé{osti obalky Utva-
rov konfiguracie. Vo vacsine pripadov méze nastatigém, Ze niektoré Utvary (momentalne
ide o tvar, nie o identitu Utvarov) sa v konfiguraciach bwgiskytovat viacej krat, ako je povo-
lené. Pre tieto Utvary treba esSte uskutocCnit finalmeemny konfiguracii a odstranit nadbytocnost,
pripadne deficienciu konfiguracii Upravami v zoznamcimtomozomov.

4.3.2. Dalie zrychlenie

Pre kazdu dvojicu GtvaroM, M2 méZzeme néjstlokalne optiméa ohodnote 'i hﬁ,i avybrat

z nich tie, ktoré patria mnoZine(My, M2). KaZdé takto najdené posunutie reprezentuje ,lokaln
optimalne priloZenie" Gtvarivl, ku M. Teraz uvedieme postup tvorby mnoZiny tychto posunuti:

1. Wpocitame maticu, v ktorej pre kazdu pozigiatvaruM; vzhlfadom naM; bude uloZena
hodnota funkcigl? v [, 0.

2. Vo vzniknutej matici vylhdame vSetky kladné lokalne maxima, ktoré patria hime
D(M1,M2).

Takto vzniknuta mnoZina lokalne optimalnych posutmytmohla byt pre vacsie Gtvary (radovo
1000x 1000 bodov) zbytocne Vied, takZe je mozné zredukovatjej kelst napriklad nasledu;ja-
cimi spésobmi:

e Lokalne maxima rozdelime &, -suvislé mnoziny rovnako ohodnotenych bodov. Tieto
mnoZiny zrejme nie s8,-susedné. Z kaZdej takto vzniknutej mnoziny vyberieims&oiko
reprezentantov (najlepsie pocet zhora ohraniCergkoej konstantou).

e V matici najprv vynulujeme vsetky prvky, ktoré nie st &dkymi maximami. Potom bu-
deme postupne prechadzatvsetky prvky matice. Ak maglaenulovy prvok, zaradime ho
do zoznamu a v$etky ostatné s rovnakou hodnotou v okikesthapr. 8< 8 vynulujemé.

Predpocitanie lokalne optimalnych vzajomnych pagultvarov prinasa niekkb vyhod. Je
totiZ viac pravdepodobné, Ze algoritmus bude konveaikwptimalnemu rieSeniu, ak pocas vy-
poctu budeme s va¢Sou pravdepodobnostou uskut@timkalne optimalne vybeh?. Napriklad
operator mutacie je mozneé pozmenittak, Ze s vag@avdepodobnostou bude presuvatnahodne
vybrany Utvar na nahodne vybranu lokalne optimaloaipiu ako na nahodn( poziciu. Takisto
je moZné upravit aj ostatné pripady.

9Pri prechadzani maticéava doprava a zhora nadol staci zrejme nulovatiba dpbidvicu okna.
10Takyto algoritmus by sa dal nazvat stochastickym greadyritmom.
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4.4. Memetické algoritmy

Memetické algoritm¥y* si metédou heuristického predéavania zaloZenou na paradigme
kultarnej evollcie. Ukazalo sa, Ze v niektorych @adipch konverguju radovo rychlejSie ako
tradi¢né genetické algoritmy. V principe kombinuguistiky lokalneho prelddavania s opera-
tormi kriZzenia. Z tohto dévodu ich niektori odbornpcivaZovali za hybridné genetické algoritmy,
resp. genetické algoritmy s lokalnym pratdBvanim. Napriek tomu, do tejto triedy metaheuristik
mo&Zu patrit aj kombinacie s konstruktivnymi heutkstmi alebo inymi exaktnymi metédami.
Memetické algoritmy boli Gspesne pouZité na vyrieSnacerych rozsiahlych kombinatorickych
problémov, na ktorych ostatné metaheuristiky zlyhali.

Z uvedenych doévodov sa da oCakavat, Ze pouZitie etekych algoritmov méze esSte viac
urychlitkonvergenciu systémov automatického rozsti®vania geometrickych Gtvarov.

prvy krat bol pouZity pojem ,memeticky algoritmus“r989 v [31].



Dodatok A

Vztah medzi 2D-DFT a cas-cas
transformaciou

Cielom tohto dodatku je ukazat, Ze transformacie 2D-DF Tsxcas sU navzajom informacne
zamenitéhé, t.j. Ze jednu mozno vypocitatz druhej a vice vefSlaceme teda dokazatZe existuje
také bijektivne zobrazenie, ktoré spiia nasledujlce rovnosti pre vSetky matice

®op(x) =F(hop(x)) a hyp(x) = Ffl(CDZD(X)) . (A1)

Pre zjednodusSenie a skratenie zapisu zavedieme n@stecaznaceniaj(c {1,2}):

. 1
Cj = coq2rkjn;/N;j) , Sj = sin(2rkjn;/N;j) , I’:\/W.
Transformacie (2D-DFT a DCCT) méZeme po zavedenittyoznaceni pisat:

Ny—1Np—1

PNl = > Y Xnn(C1C—1SC - IC1S - SS),
n1=0n=0
Ny—1Np—1

ﬁZD(X)kl,kz =TI Z Z an,nz (C].CZ + SlC2 + C].SZ + S_LSZ) .
n1=0n=0

Teraz ukdZeme, Ze existuje také bijektivne zobrazenktoré spiia podmienku (A.1).
Wijadrime teraz vSetky mozné preklopenia matic tramsbvanych pomocou DCCT:

Np—1Np—1
Hoo(h2o(X))kie =1 > D X (C1C2+ S1C +CG1S+ 519
nl 0 n,=0
—1Np—1
H1,0(N2D(X) )y ko = Z > X, (€G-S +01%-59),
n1=0ny,=0
Np—1Np—1
Ho1 (M) =1 > D X (C1C2+ S - CG1% - 59) ,

n1=0ny,=0
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Nj—1Np—1
M1k =1 > > Xnn(C1C-SCG -GS +5S),

n1=0 np=0
a transformovanych pouzitim 2D-DFT:

N1i—1Np—1

Hoo(P20(X))ig ke =T Y > X (C1C2—iSG -GS - §9),

n1=0 np=0
Nj—1Np—1
Ho(P2o(X))ik, =T Y > X (C1C2+iSCG -GS +5S),

n1=0 np=0
Np—1Np—1
Ho1(P2p(X)ike =T Y > X (C1C2—iSC+IC1$+5%),

n1=0ny,=0
Ni—1Np—1
H1(Pp(X)ike =1 Y > X (C1C2+iSC+IC1S+SS) .

n1=0ny,=0
Hladame komplexné koeficiendy, ..., as aby, ..., bs také, aby platilo
®20(x) = a1 Ho,0(M2n(X)) +821,0(N2(X)) + a3 Ho1(M2n (X)) + 24 by 1 (Rap(x)) =
= (&1 Ho,0 + a2 1,0+ agHo,1 +8a,1) (2p(X))

h2p(X) = b1 boo(P2p (X)) + b2 1,0(P2p(X)) + b3 Ho,1(P2p(X)) + bapy 1 (Pop(X)) =
= (b1 oo+ b2p1,0+ bspo +bapy 1) (P2ap(X)) .

Dostavame dve sUstavy Styroch rovnic o Styroch negicéa

1 1 1 1] [a 1 1 1 1 1][b 1
1 -1 1 -1||a| | -i e R
1 1 -1 —1|]ag| | =i|" |=i =i i il||ws|"|2]"
1 -1 -1 1| | ~1 101 1 -1 by 1

ktorych rieSenim su:

ag=—i/2, apa=1/2, a3=1/2, ay= /2.
bi= i/2, bp=1/2, bg3=1/2, by=—i/2,

Teda nasli sme priamy vztah medzi DCCT a 2D-DFT, ktory' mmzapisat:

o0+ o+ Ho1 +i
CDzD(X):( Ho,0 + H1,0+ Ho,1 u1’1>(ﬁzo(x)),

2
0,0+ pi0+ Ho1 — i
o (X) = < Ho,0 + 1,0 + Ho,1 Il1,1> (©35(x)

2
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¢o znamena4, Ze'atlané zobrazenie existuje a plati pren:
—iHo,0+ H1,0 + Ho,1 + i Ha,1
700 = ( . ).
(A.2)

1,00 THoo+H1,0+Ho1 —iH11
F 0= .



Dodatok B

Genetické algoritmy

B.1. Biologicka evollcia

Genetické algoritmyvoria triedu vypoctovych modelov ktoré vznikli fordigaciou a na-
slednou implementéaciou jednej zo zakladnych paradigievej prirody —biologickej evollcie
Biologické evolucia je progresivna zmena genetickéheahu populacie v priebehu ¥ého
pocCtu generacii. Pozostava z nasledujucich trochieko

1. Prirodzeny vyber proces, v ktorom jedinci s vysokou silofities$ vstupuju s vacsou
pravdepodobnostou do procesu reprodukcie ako jedincirssmesilou.

2. Nahodny geneticky drifiz ktorom nahodné udalosti (napr. nahodna mutéacietgekého
materialu alebo ndhodna smrtjedinca) v Zivote jedinovplyviuju populaciu. Nahodné
efekty genetického driftu zohravaju vyznamnu Gletayma pri malych populaciach.

3. Reprodukény proces ramci ktorého sa z rodiov vytvaraji potomkoviarn@tcka infor-
macia potomkov je vytvorena kombinaciou genetickepiniacie rodicov. Zvycajne tento
proces prebiehatak, Ze z genetickej informéacie dvodnged vstupujucich do procesu re-
produkcie sa ndhodne vyberu ¢asti chromozomu, prediee istd informaciu, na zaklade
ktorych je potom zostavena geneticka informacia mavjédinca — potomka. Tento proces
sa tieZ nazyva kriZzenie (sexualna reprodukcia) &kexh vyskytuje u vacsiny zloZitejSich
organizmov, je moZné usudzovat, Ze podstatne zvySugelost a efektivnost evollcie.

V biologii je sila jedinca definovana ako jeho relatividagpnost preZit a reprodukovat sa
v danom prostredi a danej populécii. V prirode, jedingiopulacii navzajom sutaZia o zdroje
akymi sU napr. potrava alebo voda, popripade, ak il tomu istému druhu, sitaZia o
sexualneho partnera. Ti jedinci, ktori st najuspgsrz hidiska schopnosti preZita ziskat sexu-
alneho partnera budd mat pravdepodobne vacsitgmiemkov. Naopak, menej schopni jedinci
vyprodukuji mensi poCet potomkov, popripade netmdfziadnych potomkov. To znamena, Ze
geneticka informécia dobre prisp6sobenych, silnjgchincov sa s vysokou pravdepodobnostou
rozsiri na vacsi pocet individui v nasledujugeperacii. Kombinaciou dobrych vlastnosti (ahl
diska sily) réznych predkov méZe niekedy vzniknut'nelsilny jedinec. Tymto sp6sobom sa
druhy stale vyvijaju a prispdsobuju svojmu prostredi
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B.2. Genetické algoritmy

Zakladné principy genetickych algoritmov boli prvyak uvedené v [20] a sU dobre popi-
sané v mnohych textoch (napr. [3], [4], [15]). Genetielkgoritmy sU stochastické optimalizacné
algoritmy zaloZené na principe Darwinovej evolucCregjrte, pouZivajuce priamu analogiu pri-
rodzenych genetickych procesov. Predstavuji netngdicistup k Hadaniu optimalneho alebo
suboptimalneho rieSenia zloZitych optimalizadmymaroblémov, ktoré nie su riesita klasic-
kymi technikami. SU pravdepodobne najCastejSie p@u#/mi optimalizacnymi algoritmami,
s mnoZstvom aplikacii od optimalizacie vysoko multaénych funkcii, az po rieSenie kombi-
natorickych a grafovo-teoretickych problémov [23]. §pachom si pouZivané najma vtedy, ked
hlfadame také globalne minimum, resp. maximum, ktoré jéagené mnoZstvom lokalnych mi-
nim, resp. maxim. Genetické algoritmy s univerzalmetodou pre simulaciu evollcie, v ktorej
je pre rieSenie konkrétneho problému potrebné modifikten spésob kddovania potencialneho
riesenia (Struktaru chromozomu) a spésob vypoehojsily.

Napriek tomu, Ze genetické algoritmy sU zaloZené nagigme prirodzenej evollcie, je
pri nich postup presne opacny ako v biologii. Najprv séZtdefinuje sila jedinca (jedinec je
tym silnejsi, ¢im je lepSim rieSenim problémupa@sledne, na zaklade jej hodnoty, je jedincovi
umoZnena reprodukcia, pripadne je z populacie odstra Individua s vac¢sou silou mézu vstu-
povat's vacsSou pravdepodobnostou do proaeguodukcie ktora méZe obsahovat este aj urcity
nahodny faktoltzv. geneticky drift), napmahodnld mutaciv retazci popisujucom jedinca je
nahodne vybrany symbol zameneny inym nahodne vybmasymbolom). Mutacia vykonava
mall zmenu genetickej informacie, aby sa zachovalam@xost populacie a aby sa vniesla
nova informacia. Tato skutocnost umozruje evdaltadat nové rieSenia, ktoré sa v populacii
este vobec nevyskytli a mézu byt nadejné plsiu evollciu populacie. Cela nova populacia
potencialnych rieseni je teda vytvorena vyberomepajich jedincov zo stCasnej generacie, kto-
rym je potom umoznena reprodukcia, aby vytvorili nolrygcpripadne lepSich potomkov. Tymto
spésobom sa dobré vlastnostiindividui rozSiria pohych generaciach do celej populacie. Ak je
teda geneticky algoritmus dobre navrhnuty, cela popalalebo asporni jej Castbude konvergovat
ku optimalnemu rieSeniu daného problému.

B.3. Zakladné principy genetickych algoritmov

Geneticky algoritmus v su¢asnosti patri medzi najpéamejSie evolu¢né optimaliza¢né algo-
ritmy [15], [20]. Zakladné principy genetickych algimnov su urcitou Specifikaciou vseobecnych
principov evollcie a jej algoritmizéacie. Klasicky gartky algoritmus je znazorneny na obr. B.1.

Ak na rieSenie daného problému chceme pouZit gengiidgoritmus, musime najprv zvolit
vhodnékodovanietohto problému, dlej musime definovat tz\fitness funkciysilu jedinca),
ktora kazdému potencialnemu rieseniu priradi jehaliku a napokon potrebujeme Specifikovat
operatory reprodukcie a mutacie
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STANDARD-GA ()

1 vygeneruj pociato¢nl populéciu

2 vypocitaj silu kazdého jedinca

3 while (not Finished do begin > vyprodukovanie novej generacie
4 for i<+ 1 to PopulationSiz£2 do begin > reprodukény cyklus

5 vyber dvoch jedincov zo starej generacie > s vacsSou pravdepodobnostou
6 > vyberu silnejSich jedincov

7 rekombinéciou tychto jedincov vytvor dvoch potomkov

8 vypocitaj ich silu

9 vloz oboch potomkov do novej generacie

10 end

11 star( generaciu nahratbvou

12 if (populacia skonvergovalathen

13 Finished«+ TRUE

14 end

Obr. B.1: Klasicky geneticky algoritmus

B.3.1. K6dovanie

Predpokladame, Ze potencialne rieSenie probléminmogprezentovat ako mnozinu para-
metrov. Tieto parametre, tzgény su zliCené do postupnosti, nazyvangblomozomyChromo-
zOm je pojem pouzivany najma v biologii pre postupiggshov. Geneticka informacigénotyp
jedinca v prirode, rovnako ako v mnohych evolu¢nychodtghnoch pozostava z jedného alebo
viacerych chromozomov. Kazdy gén reprezentuje nejalstnost alebo ,Cast* vlastnosti je-
dinca. Hodnoty, ktoré méZe nadobudnit sa nazy\agly'. Podfenotyponsa chapu samotné
prejavy genotypu, teda vlastnosti toho ktorého jedinda.9¥ to uZ zakddované genetické infor-
macie, ako pri genotype, ale ich reélne prejavy. Silarjedizavisi na kvalite fenotypu. Mozno
ju vypocitat na zéklade genotypu pomochimess funkcieNa vySSom stupni abstrakcie teda
mdZeme namiesto populécie jedincov hovorit o poplildromozémov.

V genetickych algoritmoch sa zvy€ajne chromozomy reenéuju binarnymi retazcami pev-
nej dizky. KaZda pozicia v retazci prisliicha jednému génalela na kaZdej pozicii méze byt
budO alebo 1. Pre niektoré problémy vSak binarna reprémmnie je postacujica. To je jednym
z hlavnych dévodov, pre€o sa objavili nové typy reprdaeii, napr. reprezentacia pomocou real-
nych Cisel. Takéto ,chromozémy“ nemaju v podstatespiclo¢né s , klasickymi chromozémami*
z genetiky, ale z matematickéhdeldliska je Gcel tychto reprezentacii taky isty — malpsahovat
informaciu, ktora charakterizuje jedinca (rieSengejpreto netreba zavadzat Ziaden novy pojem.

Lvelmi jednoduchym prikladom méZe byt napriklad to, Z€éity gén reprezentuje ,farbu oci* a alela pre tento
gén je napriklad ,modré oci*, teda jedinec ma ,modoé o
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B.3.2. Fitness funkcia

Pre kazdy rieSeny problém je nutné definovat tzv.dits funkciu, ktora konkrétnemu chro-
mozomu (genotypu) priradi jednu numerickd hodnotu ajge kladné realne &islo), ktora istym
spésobom popisuje silu alebo kvalitu jedinca charakteaného tymto chromozoémom. Mala
by byt definovana tak, aby najlepsi chromozom (t.j.ashpzom s maximalnou hodnotou fit-
ness funkcie) bol rieSenim problému, ktor@addme. Aby sa zvySila pravdepodobnosttoho, Ze
geneticky algoritmus ndm poskytne rieSenie vysokejliyge vhodné, aby jedince, ktoré su
blizSie optimu, mali vacsiu silu ako tie, ktoré si aého ¢hlej. Prakticky vSak skoro nikdy
nemame potrebné informéacie na to, aby sme mohli skoogét fitness funkciu splajicu tato
podmienku. Pre mnoho problémov, konkrétne pri optingiznejakej funkcie, sa ako fitness
funkcia Casto pouZiva samotna optimalizovana fuakktora je pripadne trochu upravena. Pri
vacsine problémov, napriklad kombinatorickychak$ohuzidltento pristup nemozno zvolit.

B.3.3. Operatory

Pre kaZzdu reprezentéaciu (spbsob kédovania potkyc rieSeni) musia byt nad priestorom
chromozémo¥ definované nasledujice operatosgiekcia rekombinaciamutaciaa nahrada
Pocas fazy reprodukcie musia byt najprv vybrauedince (selekcia), na ktoré bude v ramci
procesu reprodukcie aplikovany najprv rekombinaCngrafor a nasledne operator mutéacie. Pre
chromozémy v tvare binarnych retazcov sa tieto opasarvycCajne definuju podobnym spdso-
bom ako v prirode. Pri takto definovanej rekombinacii dimtta k priamej vymene genetickej
informacie medzi dvoma chromozémami. V jednoduchSejghbe ide o tzvjednobodové kri-
Zeniekedy sa pre dané dva chromozémy nahodne urci v iclzcetdeliaci bod, za ktorym sa
vsetky alely medzi tymito chromozémami vymenia. Kebyessa vSak spoliehali len na krizenie,
tak uz po niekdkych stovkach generacii by doslo k vystriedaniu vgetkmoznych kombinacii
chromozémov a algoritmus by uviazol v lokalnom extrémeeaedel by sa pohnutalej. Je to
spbésobené tym, Ze kriZenie nevnasa do genotygun¥inovy material, ale len vyuZiva to, o uz
evollcia vymyslela. Preto je potrebné pouZiti§i nemenej dbleZity operator, operatautacie
Ide o jednoduch( operaciu nad chromozémovym retazgornktorej sa s urcitou pravdepo-
dobnostou nahodne vygeneruje bod, v ktorom déjde k itovemiu bitu (v pripade, Ze ide o
reprezentaciu pomocou binarnych retazcov). Aj tu ejist6zne variacie mutacného operatora.

Priroda je vyznamnou inspiraciou, ale to neznaméranmsime prevziat kazdy z tychto
operatorov z redlneho sveta. PouZitim operatoravgg i odlisSné od tych, €o mozno odpozorovat
z prirody, m6Zno ucinitvé z tetrie genetickych algoritmov zrozumiejSim a jednoduchsim.

2Priestor jedincov sa zvykne stotoZriovat's priestoronoaiozomov, takZe pojmy jedinec a chromozém budeme
Casto bez upozornenia zamienat.

3Mali by bytuprednostiiované najma silnejsie jedinale, vstup do reprodukcie by mal bytumoZneny aj slabsim
jedincom, hoci s mensou pravdepodobnostou.
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B.3.4. Kritéria ukonc¢enia

Optimalna funkéna hodnota rieSeného problému j&ajne neznama a je vrai tazké iden-
tifikovat'stav, v ktorom by bolo najvhodnejSie ukonCib genetického algoritmu. Pre problémy,
v ktorych je hodnota optima znama alebadiéné rieSenie sjph urité vopred zname podmienky,
algoritmus mozZno zastavit vtedy, Kadh dosiahne. Pre iné problémy treba nechat algoritmus
pracovat nejaky kone¢ny ¢as za suCasného kontewim, Ci cela populécia nestratila r6znoro-
dost. NiZSia r6znorodost populacie totiz znamenénsiu pravdepodobnost toho, Ze ziskame
lepSie rieSenie ako doteraz najdené. Kritéria ulemi& berlce do Gvahy pokles r6znorodosti
populacie mozno definovat mnohymi sposobmi. Jedngre@isobov je tz\e-konvergencia, pri
ktorej algoritmus zastavi ak frekvencia nejakej alely paipii prislichajucej kazdému z génov
je vacsSia ako 1 ¢, kdee je kladna konStanta, zvyCajne elmala, takZe algoritmus zastavi, ked
pre kazdy gén su skoro vSetky alely rovnakeé.



Zoznam pouzitych symbolov a skratiek

Symboly

N

mnozina prirodzenych Cisel

mnozina prirodzenych Cisel vratane nuly

mnoZina celych Cisel

kartézsky sUCItZ x Z

mnoZina komplexnych Cisel

mnoZina realnych Cisel

mnozina kladnych realnych Cisel

usporiadana-tica prvkovay, ..., a,

to isté akof ([ - ]), ak f je funkény symbol

k-ty prvok postupnosti, resp. vektoxa

prvok matice, pripadne dvojrozmernej postupnosti nagiokz, ko
¢islo komplexne zdruzené ku Cisdu

vektor, ktorého zloZky su komplexne zdruzené

ku zodpovedajucim zloZkam vektoxa

realna ¢ask

imaginarna cast

trieda funkcii asymptoticky mensich alebo rovnyfcim)

trieda funkcii asymptoticky rovnych(n)

trieda funkcii asymptoticky vacsich alebo rovnyim)

trieda funkcii asymptoticky mensich akon)

trieda funkcii asymptoticky vacsich akon)

logaritmus Cisla pri zaklade 2

Re{x} +Im{x}

cogx) + sin(x)

cos(2rk;n;/N;j)

sin(21k;n;/N;)

mohutnost mnoZiny prirodzenych ¢isel (nulté kadme Cislo)
rozsirené porovnanie Cisel

sucin vektorov, resp. matic po zloZkach

trieda problémov rieSitajch deterministicky v polynomialnom ¢ase
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NP trieda problémov rieSitaf/ch nedeterministicky v polynomialnom ¢ase
d(x) jednorozmerna diskrétna Fourierova transformacidorek (str. 6)

o1(x) inverzna jednorozmerna diskrétna Fourierova tramsémia vektora (str. 6)
Pop(X) dvojrozmerna diskrétna Fourierova transformacia oeati(str. 7)

qngé(x) inverzna dvojrozmerna diskrétna Fourierova transtoia maticex (str. 7)
h(x) jednorozmerna diskrétna Hartleyho transformaciamekt (str. 7)

h1(x) inverzna jednorozmerna diskrétna Hartleyho transéaianvektora (str. 8)
hop(X) diskrétna cas-cas transformécia matidstr. 11)

Ao (X) inverzna diskrétna cas-cas transformacia mati(sr. 12)

XY diskrétna konvolUcia postupnosgtay (str. 13)

XQYy (diskrétna) cyklicka konvolluca vektorov (maticpy (str. 14)

M operator zrkadlenia (str. 20)

M®N Minkowského sucet mnoZiM aN (str. 23)

M doplnok mnozinyM (str. 23)

M+t posunutie mnoziny o vektdr(str. 23)

—M symetricky obraz mnoZzini (str. 23)

O(M,N) mnoZina takych posunutj ZeM +t aN sa prekryvaju (str. 28)
D(M,N) mnoZina takych posunutj ZeM +t a N sa stykaja (str. 28)

Y (X) jednotkovéa Heavisidova funkcia, jednotkovy skok (sg) 3
Skratky

1D jednorozmerny

2D dvojrozmerny

DFT (jednorozmernd) diskrétna Fourierova transforiaac

DHYT (jednorozmernd) diskrétna Hartleyho transformac

FHYT rychla Hartleyho transformécia

2D-DFT dvojrozmerna diskrétna Fourierova transforiaac

DCCT diskrétna cas-cas transformécia

FCCT rychla cas-cas transformécia

GA geneticky algoritmus



LiteratUra a internetové odkazy

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

ARNDT, J.: Remarks on FFT Algorithms.september 1997. 34 s. K dispozicii na
http://www.jjj.de/fxt/.

BAILEY, D. H.: FFTs in External or Hierarchical MemorflNASA RNR Technical Report
RNR-89-004, April 1989, 15 s.

BEASLEY, D. —BuULL, D. R. — MARTIN, R. R.:An Overview of Genetic Algorithms: Part 1,
FundamentalsUniversity Computingl5, 1993, €. 2, s. 58—609.

BEASLEY, D. —BuULL, D. R. — MARTIN, R. R.:An Overview of Genetic Algorithms: Part 2,
Research TopicdJniversity Computingl5, 1993, €. 4, s. 170-181.

BOUNSAYTHIP, C. — MAOUCHE, S.: A Genetic Approach to a Nesting Problem in Textile
Manufacturing IndustryProceedings of the 2NWGA, Vaasa, August 1996, 16 s. K digpozi
naftp://ftp.uwasa.fi/cs/2NWGA/Bounsaythip.ps.Z.

Bozek, M.: Rozmiestfiovanie geometrickych Utvam®eznamky z prednasok 1998.
BRIGHAM, E. ORAN: The Fast Fourier TransfornNew Jersey, Prentice-Hall 1974. 252 s.

DANIELS, K. — MILENKoOVIC, V. J. — RoTH, D.: Finding the maximum area axis-parallel
rectangle in a polygonin: Proceedings of the'5sCanadian Conference on Computational
Geometry. 1993, s. 322-327.

DANIELS, K. — MILENKoOVIC, V. J.: Column-Based Strip Packing using Ordered and Com-
pliant Containment

DANIELS, K. — MILENKOVIC, V. J.:Multiple Translational Containment: Approximate and
Exact Algorithmsin: Proceedings of the'6Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete
Algorithms. 1995, s. 205-214.

DANIELS, K. — MILENKoOVIC, V. J.:Multiple Translational Containment, Part I: An Approxi-
mate AlgorithmAlgorithmica, special issue on Computational GeometiManufacturing.
Jun 1994. 47 s.

DAWKINS, R.: Sobecky genPraha, Mlada fronta 1998. 320 s. Preklad z angli¢tinye Th
Selfish Gene,® ed., Oxford University Press 1989.



LiteratGra a inter netové odkazy 55

[13] ENGINEERINGPRODUCTIVITY TOOLSLTD.: The FFT Demystified (version 2.X) dispozicii
nahttp://wuw.eptools.com/, oktOber 1999.

[14] FRIGO, M.— JOHNSON S. G..FFTW User's Manual (version 2.1.2\lassachusetts Institute
of Technology, k dispozicii nattp://theory.lcs.mit.edu/™~fftw, 1999.

[15] GOLDBERG, D.: Genetic Algorithms in Search, Optimization, and Machinearheng.
Addison-Wesley, Reading, MA, 1989.

[16] GONZALES, R. C., — WINTZ. P.: Digital Image Processing?" ed. Addison-Wesley, Rea-
ding, MA, 1987. 503 s.

[17] HARTE, T. P. — HANKA, R.: Number theoretic transforms in neural network image classi
fication Cambridge, CB2 2SR, 1997. 6 s.

[18] The Hitch-Hiker's Guide to Evolutionary Computation: A tLisf Frequently Asked
Questions (FAQ) USENET: comp.ai.genetic, ftp://rtfm.mit.edu/pub/usenet/
news.answers/ai-faq/genetic/, 1998. 115s.

[19] HLAVAC, V. — SONKA, M.: Poéitaové vidénPraha, Grada 1992. 272 s.

[20] HoLLAND, J. H.:Adaptation in Natural and Artificial SystemBhe University of Michigan
Press, Ann Arbor, MI, 1975.

[21] JAROSLAVSKIJ, L. — BAJLA, I.: Metddy a systémy cCislicového spracovania obraBoati-
slava, Alfa 1989. 526 s.

[22] KUSNIER, M.: Interaktivne rozmiestriovanie geometrickych Gtvarnepravidelnej rovinnej
oblasti [Diplomova praca.] Bratislava 1998. — Univerzita Korského. Matematicko-
-fyzikalna fakulta. 48 s.

[23] KVASNICKA, V. A KOL.: Evolu¢né algoritmyBratislava, Malé Centrum, v tlaci.
[24] KVASNICKA, V. A koL.: Uvod do tedrie neurénovych sieBratislava, IRIS 1997. 285 s.

[25] LI, Z. — MILENKoVIC, V.: Compaction and Separation Algorithms for Non-Convex Po-
lygons and Their ApplicationsEuropean Journal of Operations Reseat®, 1995,
S. 539-561.

[26] L1, Z. — MILENKOVIC, V.: The Complexity of the Compaction Probldm Proceedings of
the 8" Canadian Conference on Computational Geometry. WateBaoada, 1993, s. 7—11.

[27] LipsoN J. D.:Elements of Algebra and Algebraic Computidgidison-Wesley, Redwood
City, California, 1981. 342 s.

[28] MILENKoOVIC, V. — DANIELS, K., — LI, Z.: Placement and Compaction of Nonconvex Poly-
gons for Clothing Manufacturd-ourth Canadian Conference on Computational Geometry,
St. John’s Newfoundland, August 1992.



LiteratGra a inter netové odkazy 56

[29] MILENKOVIC, V. — DANIELS, K., — LI, Z.: Automatic Marker MakingIn: Proceedings
of the 39 Canadian Conference on Computational Geometry, Simorefiasiversity,
Vancouver B. C., August 1991, s. 243-246.

[30] MILENKovIC, V. J.: Multiple Translational Containment, Part II: Exact Algéiims Algo-
rithmica, special issue on Computational Geometry in Maatufring. Jin 1994. 28 s.

[31] MoscaTtg, P.: On Evolution, Search, Optimization, Genetic Algorithmd afartial Arts:
Towards Memetic Algorithmg€altech Concurrent Computation Program, C3P Report 826,
1989.

[32] PeLIKAN, M.: Genetic Algorithms by Means of Marginal Distributiofi®iplomova praca.]
Bratislava 1998. — Univerzita Komenského. Matematickokalna fakulta. 77 s.

[33] PoLEC, J.AkoL.: Cislicové spracovanie signalov. Bratislava, Faber 1997. 155 s.

[34] PoLEC, J.AKoL.: Metody kompresie obrazBratislava, ZdruZenie pouZivatel telekomu-
nikacii Slovenska 1998. 145 s.

[35] PRESS W. H. A KoL.: Numerical Recipes in CThe Art of Scientific Computing,™® ed.,
Cambridge University Press, 1992. 994 s.

[36] Crosm, FO. I'. — TI'mun, H. M.: MeTomsl 1 aJropuTMbl pasMemeHus MIOCKAX
reomerpuyecknx oo0bekroB. Kues, HaykoBa mymra 1975. 247 s.

[37] WALL, M.: GAlib: A C++ Library of Genetic Algorithm Components (vessi2.4) Docu-
mentation Revision B. K dispozicii ntettp: //lancet .mit.edu/ga/, august 1996.

[38] WHITLEY, D.: A Genetic Algorithm TutorialColorado State University, Dept. of CS, TR CS-
-93-103. K dispozicii nattp: //www.cs.colostate.edu, oktdber 1999. 37 s.



