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1.3 Diskrétna cas-cas transformácia (DCCT) . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 11
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Úvod

Rozmiestňovanie geometrických útvarov v rovinnej oblasti má široké uplatnenie v mno-
hých odvetviach spracovatel’ského priemyslu (v textilnom, kožiarskom, obuvnı́ckom,a pod.).
Konkrétnym prı́kladom môže byt’naprı́klad využitie rozmiestňovania útvarov v textilnom prie-
mysle, kde je potrebné vystrihnút’jednotlivé dielce z kusu látky tak, aby sa minimalizoval odpad.
Geometrickými útvarmi sú v tomto prı́pade dielce a rovinnou oblast’ou je kus látky prı́padne iného
materiálu. Ciel’om je vytvorit’ schému rozmiestnenia dielcov, tzv. marker, podl’a ktorého môžu
postupovat’ automatické strihacie alebo rezacie zariadenia. Na rozmiestnenie zvyčajne bývajú
kladené určité požiadavky. Prirodzenou požiadavkoukladenou na strihacı́ plán je, aby sa dielce
navzájom neprekrývali, ani nepresahovali cez hranicu materiálu. Snahou je rozmiestnit’ tieto
dielce tak, aby po ich vystrihnutı́ bol odpad materiálu čonajmenšı́. Pre danú množinu útvarov je
nájdenie optimálneho (z hl’adiska využitia materiálu) strihacieho plánuprakticky neriešitel’ným
problémom(vid’ [26], [29]).

V princı́pe prevládajú dva prı́stupy riešenia tohto problému:interaktı́vnyaautomatizovaný. Pri
interaktı́vnom prı́stupe sa pri hl’adanı́ riešenia využı́vajú skúsenosti a intuı́cia človeka. Použitı́m
CAD systému môžu trénovanı́ operátori tvorit’skoro optimálne markre manuálne, ale je to zložitá
a časovo náročná úloha.

Podstatou automatizovaného prı́stupu je, že počı́tačrieši úlohu na základe vstupných údajov
sám, bez pomoci operátora. V našom prı́pade je ciel’om nájst’ rozmiestnenie navzájom nepre-
krývajúcich sa útvarov v rovine, pričom toto rozmiestnenie musı́ navyše spl´ňat’ určité kritéria.
Jedným z kritérii môže byt’požiadavka na maximálnu efektı́vnost’využitia oblasti geometrickými
útvarmi, čo má v praxi za následok minimálny odpad materiálu. Pod efektı́vnost’ou využitia ob-
lasti geometrickými útvarmi budeme v tejto práci rozumiet’pomer súčtu obsahov rozmiestnených
útvarov ku obsahu ich obdl´žnikovej obálky.

Nájst’rozmiestnenie s maximálnou efektı́vnost’ou vyuzˇitia oblasti pre zadanú množinu útvarov
je vel’mi t’ažké a časovo náročné. Všeobecný problém rozmiestnenia (sú povolené aj rotácie
útvarov) je NP-t’ažký, teda, za predpokladu, že P6= NP, prakticky neriešitel’ný. O translačnom
probléme je dokázané, že je NP-úplný (vid’ [29]).

Pri automatizovanom prı́stupe je snahou vyvinút’taký algoritmus, ktorý by bol schopný nájst’
riešenie v kratšom čase, ale s porovnatel’nou alebo prı́padne väčšou efektivitou ako človekom
vytvorené rozmiestnenie. Je niekol’ko možnostı́ ako pristupovat’ k riešeniu daného problému.
Môžeme ich rozdelit’ na tri hlavné prı́stupy:náhodný(alebo tiež stochastický),systematickýa
prı́padnekombinovaný.

Najjednouchšı́m riešenı́m využı́vajúcim náhodný prı́stup je nasledujúce. Počı́tač náhodne
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rozmiestni geometrické útvary v oblasti a porovná efektivitu rozmiestnenia s doteraz najlepšou
nájdenou. Ak je efektivita menšia, algoritmus opät’vygeneruje náhodné rozmiestnenie a porovná
ho. Tento proces opakuje vopred neurčený počet krát. Jezrejmé, že ani vykonanie vel’kého
množstva pokusov nemusı́ viest’ k nájdeniu optimálnehoriešenia. Pravdepodobnost’ nájdenia
nového, efektı́vnejšieho rozmiestnenia klesá s množstvom vykonaných pokusov.

Pri systematickom prı́stupe už nejde o náhodné pokusy ako v predchádzajúcom prı́pade, ale
postupne sa generujú rozmiestnenia pomocou nejakého systému alebo stratégie. Avšak vykoná-
vanie takéhoto algoritmu je priestorovo, ale najmä časovo vel’mi náročné. Od vhodnosti zvolenej
stratégie v podstatnej miere závisı́ výsledné riešenie. Zoberme si prı́klad využitia rozmiestňovania
útvarov v textilnom priemysle. Empiricky sa zistilo, že najväčšie kusy, teda útvary s najväčšı́m
obsahom, by sa mali zaradit’ do rozmiestnenia ako prvé (vid’ [29]). Až potom, ked’ nájdeme
efektı́vne rozmiestnenie týchto útvarov, v našom prı́pade častı́ nohavı́c, môžeme pristúpit’k roz-
miestňovaniu menšı́ch častı́ ako vreciek, opaskov a pod. Inou možnost’ou je rozdelit’ oblast’ na
podmnožiny a riešit’úlohu zvlášt’pre každú z nich.Použitá stratégia ale nemusı́ byt’vyhovujúca
pre iné aplikácie. Preto nájdenie všeobecnej stratégie použitel’nej pre l’ubovol’nú úlohu je dodnes
vel’kým problémom.

V oboch uvedených prı́stupoch sa aplikujú, v závislostiod konkrétnej aplikácie, rôzne do-
datočné podmienky dané vlastnost’ami materiálov a obrábacı́ch strojov. V prı́pade spracovania
textı́liı́ sú naprı́klad prı́pustné nanajvýš rotácie o násobok 90Æ alebo do 1Æ, prı́padne sú úplne za-
kázané. Geometrické útvary sa vo väčšine prı́padovreprezentujú ako mnohouholnı́ky a rovinná
oblast’je nahradená obdl´žnikom s pohyblivou hranicou.

Doteraz publikované riešenia automatického rozmiestnˇovania útvarov pracovali zvyčajne
s mnohouholnı́kovými aproximáciami dielcov látky, ktoré sa snažili rozmiestnit’ do oblasti,
väčšinou obdl´žnikového tvaru, v euklidovskej rovine. V tejto práci narábame s iným typom
aproximácie dielcov, a to s útvarmi definovanými pomocoubitových máp, ktoré rozmiestňujeme
v diskrétnej rovine, ktorú si možno predstavit’ako nekonečnú mriežku bodov, kde každý bod má
štyroch, ôsmych, prı́padne šiestich susedov. Nespornou výhodou diskrétnej roviny je najmä to, že
v nej možno efektı́vne implementovat’viaceré algoritmy, ktorých obdoby pre euklidovskú rovinu
je bud’ možné vel’mi t’ažko si predstavit’alebo nie sú implementovatel’né s prakticky použitel’nou
časovou zložitost’ou.

Ciel’ práce

Ciel’om tejto práce je vytvorit’pevnú pôdu pre budúce prácev oblasti rozmiestňovania geome-
trických útvarov v diskrétnej rovine. Budú uvedené niektoré algoritmy, ktoré môžu viest’najmä ku
zrýchleniu automatizovaného rozmiestňovania geometrických útvarov, ktoré sú reprezentované
maticami pozostávajúcimi z núl a jednotiek.

Pri automatizovanom rozmiestňovanı́ sa často vyskytujeproblém stanovenia, či dané dva
geometrické útvary majú pre konkrétne vzájomné posunutie prienik alebo nie. Tento problém je
možné transformovat’pomocou Minkowského súčtov na u´lohu zistit’, či daný bod patrı́ nejakému
útvaru. Výpočet Minkowského súčtu dvoch mnohouholnı́kov v euklidovskej rovine nemá prı́liš
vel’kú časovú zložitost’, ale v diskrétnej rovine, kde geometrické útvary môžu byt’ skutočne
l’ubovol’ného tvaru, je tento problém náročnejšı́. Ak by sme totiž mali dva útvary vel’kosti rádovo
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n�n bodov, výpočet Minkowského súčtu klasickým algoritmom by trval časΘ(n4
), čo je pre

väčšie hodnotyn prakticky neriešitel’ný problém (v rámci niekol’kých hodı́n aj na rýchlejšom
počı́tači), najmä vtedy, ked’ chceme spočı́tat’ Minkowského súčet pre každú dvojicu z nejakej
množiny útvarov. V predkladanej práci bude prezentovaný algoritmus počı́tajúci Minkowského
súčet dvoch maticovo reprezentovaných útvarov v asymptoticky lepšom časeO(n2 lgn).

Ďalej bude uvedený algoritmus založený na efektı́vnom algoritme pre výpočet dvojrozmernej
diskrétnej cyklickej konvolúcie, ktorý pre dané dva geometrické útvary zostavı́ tabul’ku obsahu-
júcu pre každé možné posunutie, pri ktorom sa prekrývajú obálky útvarov, obsahy prienikov týchto
útvarov pri tomto posunutı́. Cˇasová zložitost’tohto algoritmu je rovnaká ako u predchádzajúceho,
t.j. O(n2 lgn). Tento algoritmus má praktické využitie najmä pri optimalizačných problémoch
rozmiestňovania útvarov, kde sa snažı́me minimalizovat’plochu prekryvu rozmiestňovaných út-
varov, nehovoriac už o tom, že je na ňom postavený aj algoritmus na výpočet Minkowského
súčtov.

Táto práca rozoberie viacero možnostı́ efektı́vneho vy´počtu dvojrozmernej diskrétnej cyklic-
kej konvolúcie – klasický algoritmus použı́vajúci rýchlu Fourierovu transformáciu, nový algo-
ritmus založený na diskrétnej cas-cas transformácii,ktorá má viacero výhod oproti Fourierovej
transformácii, a napokon bude spomenutá možnost’vytvorenia algoritmu využı́vajúceho Fourie-
rove transformácie v konečných poliach, ktorý by mal odstránit’niektoré nedostatky predchádza-
júcich algoritmov.

Ciel’om tejto práce nie je vytvorit’ kompletné riešenie automatického rozmiestňovania ge-
ometrických útvarov, ale načrtnút’ nový smer a vybudovat’aparát pre rozmiestňovanie útvarov
v diskrétnej rovine. Vzhl’adom na vel’kú zložitost’problému automatického rozmiestňovania ge-
ometrických útvarov nie je prakticky možné systematicky testovat’všetky konfigurácie útvarov,
preto sa ako alternatı́vne riešenie použı́vajú rôzne približné a stochastické algoritmy. Niektoré
z týchto metód bližšie popı́šeme v kapitole 4. Ak pomocou nich chceme riešit’problém automatic-
kého rozmiestňovania geometrických útvarov, musı́mepopı́sat’postup, ktorým možno navzájom
porovnávat’konfigurácie geometrických útvarov. Preto sa najprv zameriame na jednu z možných
definı́ciı́ ohodnotenia translačných konfiguráciı́, ktorej maximum budeme za pomoci týchto algo-
ritmov hl’adat’. Prezentovaná metóda prináša niekol’ko výhod, naprı́klad má také vlastnosti, ktoré
umožňujú rýchlejšiu konvergenciu optimalizačných algoritmov.



Kapitola 1

Diskrétne ortogonálne transformácie

V tejto kapitole uvedieme definı́cie niektorých diskrétnych transformáciı́, ich niektorých
vlastnostı́ a budeme sa zaoberat’ niektorými metódami efektı́vneho výpočtu týchto transformá-
ciı́. Ciel’om tejto kapitoly je najmä uviest’ čitatel’a do problematiky diskrétnych transformáciı́ a
definovat’notáciu, ktorú budeme neskôr použı́vat’. Azda najzaujı́mavejšou čast’ou tejto kapitoly
môže byt’odvodenie rýchleho algoritmu na výpočet diskrétnej Hartleyho transformácie.

1.1. Diskrétna Fourierova transformácia

V literatúre sa nachádzajú rôzne verzie definı́ciı́ diskrétnej Fourierovej transformácie (skrátene
DFT), ktoré sa lı́šia zvyčajne iba o konštantný faktor(vid’napr. [7] vs. [33]). My budeme použı́vat’
trochu inú definı́ciu, ktorá je výhodná najmä pri dokazovanı́ rôznych vlastnostı́ DFT.

Definı́cia 1.1 (Diskrétna Fourierova transformácia).
Nechx je vektor (postupnost’) komplexných čı́sel dl´žky N. Jednorozmerná diskrétna Fourierova
transformáciavektorax je vektorΦ(x) dĺžky N, ktorého zložky sú definované vzt’ahom:

Φ(x)k =
1
p

N

N�1

∑
n=0

xne
�i2πkn

N
; k2 f0; : : : ;N�1g :

Φ(x)k sú zvyčajne nazývané ako „Fourierove koeficienty“.
Vektor x možno vypočı́tat’zΦ(x) použitı́minverznejdiskrétnej Fourierovej transformácie:

xn = Φ�1
(Φ(x))n =

1
p

N

N�1

∑
k=0

Φ(x)ke
i2πkn

N
; n2 f0; : : : ;N�1g :

Lema 1.2 (O komplexnej združenosti DFT).
Inverzná diskrétna Fourierova transformácia komplexného vektorax je v nasledujúcom vzt’ahu
s diskrétnou Fourierovou transformáciou1:

Φ�1
(x) = (Φ(x�))� :

1Výrazx� označuje vektor (maticu), ktorého zložkami sú komplexne združené zložky vektora (matice)x.
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Dôkaz. Je relatı́vne jednoduchý a možno ho nájst’(v pozmenenomtvare, vzhl’adom na rozdielnu
definı́ciu DFT) napr. v [7, s. 124]. �

Definı́cia 1.3 (Dvojrozmerná diskrétna Fourierova transformácia).
Nech x je matica komplexných čı́sel rozmerovN1�N2. Dvojrozmerná diskrétna Fourierova
transformáciamaticex je maticaΦ2D(x) rozmerovN1�N2, ktorej prvky sú definované:

Φ2D(x)k1;k2 =
1

p

N1N2

N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2e
�i2πk1n1

N1 e
�i2πk1n2

N2
;

kdek12 f0; : : : ;N1�1g ak22 f0; : : : ;N2�1g. Podobne ako v jednorozmernom prı́pade, inverzná
dvojrozmerná diskrétna Fourierova transformácia je definovaná:

xn1;n2 = Φ�1
2D(Φ2D(x))n1;n2 =

1
p

N1N2

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

Φ2D(x)k1;k2e
i2πk1n1

N1 e
i2πk2n2

N2
;

kden1 2 f0; : : : ;N1�1g an2 2 f0; : : : ;N2�1g.

Lema 1.4 (O komplexnej združenosti dvojrozmernej DFT).
Inverzná dvojrozmerná diskrétna Fourierova transformácia maticex je v nasledujúcom vzt’ahu
s dvojrozmernou DFT:

Φ�1
2D(x) = (Φ2D(x�))

�

:

Dôkaz. Podobne ako dôkaz lemy 1.2, aj tento je jednoduchý, a pretosa nı́m bližšie nebudeme
zaoberat’. �

1.2. Diskrétna Hartleyho transformácia

Diskrétna Hartleyho transformácia (d’alej DHYT) sa využı́va predovšetkým pri spracovanı́
zvukových dát. Jej nespornou výhodou oproti diskrétnej Fourierovej transformácii je, že počas
výpočtu DHYT postupnosti reálnych čı́sel narábame iba s reálnymi čı́slami2.

Definı́cia 1.5 (Diskrétna Hartleyho transformácia).
Nechx je vektor reálnych čı́sel dl´žky N. Diskrétna Hartleyho transformáciavektorax je vektor
h̄(x) dĺžky N, ktorého zložky sú definované vzt’ahom3

h̄(x)k =
1
p

N

N�1

∑
n=0

xncas
�

2πkn
N

�

; k2 f0; : : : ;N�1g ;

2Dalo by sa oponovat’, že aj diskrétnu Fourierovu transformáciu možno vypočı́tat’použitı́m iba reálnej aritmetiky,
ak každé komplexné čı́slo reprezentujeme ako dvojicu reálnych čı́sel, avšak pri DHYT musı́me pracovat’ iba
s polovičným množstvom reálnych premenných.

3Podobnú definı́ciu (lı́šiacu sa o konštantný faktor) možno nájst’v [33, s. 24], [34, s. 18].
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kde cas(α) = cos(α)+ sin(α). Inverzná diskrétna Hartleyho transformáciaje daná rovnakým
vzt’ahom4:

xn = h̄�1
(h̄(x))n =

1
p

N

N�1

∑
k=0

h̄(x)kcas
�

2πkn
N

�

;

ktorý možno dokázat’na základe rovnosti

N�1

∑
k=0

cas
�2πkm

N

�

cas
�2πkn

N

�

=

(

N; ak m= n ;

0; inak,

za predpokladu, žema n sú celé čı́sla z intervalu 0 ažN�1.

Lema 1.6.
DHYT sa dá l’ahko zı́skat’z DFT a naopak nasledujúcim spôsobom [33, s.25]:

h̄(x)k = RefΦ(x)kg� ImfΦ(x)kg ;

RefΦ(x)kg=
1
2

�

h̄(x)N�k+h̄(x)k
�

;

ImfΦ(x)kg=
1
2

�

h̄(x)N�k�h̄(x)k
�

:

Poznámka.
Dvojrozmerná DHYT nemá separovatel’né jadro5, a preto sa ňou nebudeme zaoberat’. Trans-
formácia so separovatel’ným Hartleyho transformačným jadrom sa nazývadiskrétna cas-cas
transformácia.

1.2.1. Rýchly algoritmus výpočtu DHYT

V tomto odseku ukážeme, že existuje algoritmus počı́tajúci jednorozmernú diskrétnu Har-
tleyho transformáciuN-prvkovej postupnosti v časeO(N lgN).

Ak by sme vyčı́sl’ovali hodnoty výslednej postupnosti navzájom oddelene,t.j. podl’a definı́cie,
počet násobenı́ a sčı́tanı́ potrebných na výpočet jednorozmernej DHYT by bol rádovoN2 (pretože
treba vyhodnotit’N bodov, z ktorých každý vyžaduje použitie rádovoN aritmetických operáciı́).
Teda čas výpočtu takéhoto algoritmu by zrejme bolΘ(N2

). Preto musı́me zvolit’iný prı́stup. Ak
by sa DHYT nedala počı́tat’rýchlejšie, jej použitel’nost’by bola prakticky zanedbatel’ná.

Jedným zo spôsobov, ako možno vypočı́tat’DHYT reálnej postupnostix dĺžky N, je vypočı́tat’
najprv DFT tejto postupnosti a následne využit’ lemu 1.6.Je to celkom rozumný spôsob, ked’že
existuje vel’ké množstvo rôznych algoritmov počı́tajúcich DFT vel’mi efektı́vne pre prakticky
l’ubovol’né dĺžky vstupnej postupnosti. Naprı́klad populárneRadix 2algoritmy možno použit’,
ak N je celočı́selná mocnina 2. Tieto algoritmy majú časovu´ zložitost’ ibaO(N lgN), nakol’ko

4Táto vlastnost’ je výhodná z hl’adiska jednoduchosti implementácie algoritmov využı́vajúcich doprednú aj
inverznú DHYT.

5T.j., že neexistujú také dve funkcief a g, pre ktoré by platila rovnost’cas(x+y) = f (x)g(x).
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využı́vajú rekurzı́vnu dekompozı́ciuN-bodovej transformácie na dveN=2-bodové transformácie.
Tento postup môže byt’v princı́pe aplikovaný na akékol’vek zložené čı́sloN, jedinou nevýhodou je
však väčšia náročnost’jeho implementácie. Tzv.Radix 4algoritmy pracujú na podobnom princı́pe
ako Radix 2 algoritmy a zvyčajne sú o niečo rýchlejšie.Taktiež existuje efektı́vny algoritmus pre
vyhodnocovanie DFT postupnosti prvočı́selnej dl´žky založený na poznatkoch z teórie čı́sel (vid’
napr. [13]).

Ďalšı́m možným spôsobom výpočtu DHYT je odvodit’ rýchly Radix 2(FHYT) algoritmus
pre túto transformáciu. Postup je podobný ako pri odvodzovanı́ algoritmu FFT, avšak je mierne
komplikovanejšı́. Algoritmy FHYT sú v literatúre známe, ale ich bližšı́ popis je vel’mi t’ažko
dostupný. Preto ukážeme jeden zo spôsobov ako počı́tat’ diskrétnu Hartleyho transformáciu
efektı́vnejšie, bez použitia dedikovaného algoritmu FFT.

Označme teraz FHYT(N;x) funkciu, ktorá vezme ako argumenty prirodzené čı́sloN a
N-prvkovú postupnost’ reálnych čı́selx a vráti postupnost’

p

N h̄(x), ktorá má taktiežN prv-
kov, t.j.:

FHYT(N;x)k =
p

Nh̄(x)k =

N�1

∑
n=0

xncas
�2πkn

N

�

:

Zaved’me dočasné označenie ri(x) pre výraz Refxg+ Imfxg. Takto prejde FHYT(N;x)k do tvaru:

FHYT(N;x)k =

N�1

∑
n=0

xn ri
�

e
i2πkn

N

�

= ri

 

N�1

∑
n=0

xne
i2πkn

N

!

:

Ak je N párne, túto sumu možno rozdelit’na „párnu“ (n= 2n0) a „nepárnu“ (n= 2n0+1) čast’,
kden0 2 f0; : : : ;N=2�1g. Ak naviac položı́meyn0 = x2n0 a zn0 = x2n0+1, môžeme pı́sat’:

FHYT(N;x)k = ri

 

N=2�1

∑
n0=0

x2n0e
i2πk

(

2n0
)

N
+

N=2�1

∑
n0=0

x2n0+1e
i2πk

(

2n0+1
)

N

!

=

= ri

 

N=2�1

∑
n0=0

yn0e
i2πk

(

2n0
)

N

!

+ ri

 

N=2�1

∑
n0=0

zn0e
i2πk
N e

i2πkn0
N=2

!

=

= FHYT(N=2;y)kmodN=2 +

N=2�1

∑
n0=0

zn0 ri

�

e
i2πk
N e

i2πkn0

N=2

�

:

Zostáva už len vyjadrit’poslednú sumu pomocou FHYT. Využijeme pritom rovnost’

2eiα
= (1+ i)casα+(1� i)cas�α :
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Takže dostávame:
N=2�1

∑
n0=0

zn0 ri

�

e
i2πk
N e

i2πkn0
N=2

�

=

=

1
2

N=2�1

∑
n0=0

zn0 ri
h

�

cos2πk
N + i sin 2πk

N

�

�

(1+ i)cas2πkn0

N=2 +(1� i)cas�2πkn0

N=2

�i

=

=

N=2�1

∑
n0=0

zn0

h

cos2πk
N cas2πkn0

N=2 +sin2πk
N cas�2πkn0

N=2

i

=

=

bzk cos2πk
N +

bz
�k sin2πk

N ;

kdebzk = FHYT(N=2;z)kmodN=2. Teda prek2 f0; : : : ;N=2g:

FHYT(N;x)k = byk+bzk cos2πk
N +

bz
�k sin2πk

N ;

FHYT(N;x)k+N=2 = byk�bzk cos2πk
N �bz�k sin2πk

N ;

kde

byk = FHYT(N=2;y)kmodN=2 ;

bzk = FHYT(N=2;z)kmodN=2 :

Ak N je celočı́selná mocnina čı́sla 2, môžeme túto metódu aplikovat’ rekurzı́vne, až pokým sa
nedostaneme ku triviálnej jednobodovej transformácii:

FHYT(1;x)k =

0

∑
n=0

xncas
�2πkn

N

�

= x0 :

1.2.2. Rekurzı́vna verzia algoritmu FHYT a jeho časová zložitost’

Na základe týchto výsledkov môžeme teraz implementovat’algoritmus FHYT (v hypotetic-
kom programovacom jazyku podobnom Pascalu, ktorý umožňuje použitie polı́ ako argumentov
a výsledkov funkciı́).

Časovú zložitost’ algoritmu FHYT vyjadrı́me v celkovom počte vykonaných operáciı́
(napr. aritmetických). Nech toto čı́slo jeT(p) pre transformáciu postupnosti pozostávajúcej
z 2p�1 bodov. Ak sa bližšie pozrieme na procedúru FHYT (obr. 1.1), môžeme l’ahko vidiet’, že
T(p) musı́ spl´ňat’nasledujúci rekurentný vzt’ah:

T(0) = c ;

T(p+1) = 2T(p)+d2p
;

kdec ad sú nejaké konštanty6. Riešenı́m tohto vzt’ahu je

T(p) = 2p�1
(2c+ pd)

6Ak by sme naprı́klad pod operáciami chápali iba násobenie reálnych čı́sel, konštantac by bola rovná 1 a
konštantad by mala hodnotu 2.
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RADIX 2-FHYT (N: integer, x: array of real)

1 variables

2 y;z;X;Y;Z: array of real

3 k;n0;N0

; t: integer

4 if N = 1
5 then return x . triviálny prı́pad, ked’ N = 1
6 else begin . vykonanie dvoch menšı́ch FHYT
7 N0

 N=2 . ich vel’kost’
8 for n0 0 to N0

�1 do begin . rozdelenie na dve časti
9 y[n0℄ x[2 �n0℄
10 z[n0℄ x[2 �n0+1℄
11 end

12 Y RADIX 2-FHYT(N0

;y) . párna čast’
13 Z RADIX 2-FHYT(N0

;z) . nepárna čast’
14 for k 0 to N0

�1 do begin

15 t Z[k℄ �cos(2πk=N)+Z[�k modN0

℄ �sin(2πk=N)

16 X[k℄ Y[k℄+ t
17 X[k+N0

℄ Y[k℄� t
18 end

19 return X
20 end

Obr. 1.1: Rýchly algoritmus výpočtu diskrétnej Hartleyho transformácie. HodnotaN vyjadruje počet
prvkov postupnostix.

alebo, vyjadrené pomocou dl´žky N(= 2p�1
) vstupnej postupnosti:

T 0

(N) = 2N(2c+d(1+ lgN)) = Θ(N lgN) :

Teda časová zložitost’algoritmu FHYT je asymptoticky rovná časovej zložitosti algoritmu FFT.

1.3. Diskrétna cas-cas transformácia

Diskrétna cas-cas transformácia je dvojrozmernou analo´giou diskrétnej Hartleyho transfor-
mácie. Je to transformácia so separovatel’ným jadrom, a teda je možné ju vypočı́tat’ použitı́m
diskrétnej Hartleyho transformácie. Podobne ako jednorozmerná Hartleyho transformácia je
sama k sebe inverzná, aj cas-cas transformácia má túto vlastnost’.

Definı́cia 1.7 (Diskrétna cas-cas transformácia).
Nechx je matica rozmerovN1�N2. Diskrétna cas-cas transformácia(DCCT) maticex je matica
h̄2D(x) rozmerovN1�N2, ktorej prvky sú definované:

h̄2D(x)k1;k2 =
1

p

N1N2

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

xk1;k2 cas
�

2πk1n1
N1

�

cas
�

2πk2n2
N2

�

:
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Inverzná diskrétna cas-cas transformáciaje daná tým istým vzt’ahom:

xn1;n2 = h̄�1
2D(h̄2D(x))n1;n2 =

1
p

N1N2

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

h̄2D(x)k1;k2 cas
�

2πk1n1
N1

�

cas
�

2πk2n2
N2

�

:

1.3.1. Výpočet diskrétnej cas-cas transformácie

Malo by byt’na prvý pohl’ad zrejmé, že dvojrozmernú diskrétnu cas-cas transformáciu možno
vypočı́tat’použitı́m nezávislých diskrétnych Hartleyho transformáciı́7 na riadky matice a následne
na stĺpce novovzniknutej matice, resp. v opačnom poradı́, t.j. najprv na stl´pce a potom na riadky.

Aby sme sa o tom presvedčili, uvažujme takéto preusporiadanie definı́cie DCCT:

h̄2D(x)k1;k2 = x00k1;k2
=

1
p

N1

N1�1

∑
n1=0

"

1
p

N2

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2 cas
�

2πk2n2
N2

�

#

cas
�

2πk1n1
N1

�

;

alebo prehl’adnejšie:

x00k1;k2
=

1
p

N1

N1�1

∑
n1=0

x0n1;k2
cas
�

2πk1n1
N1

�

; kde x0n1;k2
=

1
p

N2

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2 cas
�

2πk2n2
N2

�

:

Oba tieto výrazy sú diskrétne Hartleyho transformácie. Samozrejme, nezáležı́ na tom, či vyhod-
notı́me DHYT najskôr pre riadky a potom pre stl´pce alebo naopak. Tento postup je zrejme možné
zovšeobecnit’pre l’ubovol’nú diskrétnu transformáciu so separovatel’ným jadrom akejkol’vek di-
menzie.

Časová zložitost’

Ak by sme predpokladali, žeN1 aN2 sú celočı́selné mocniny 2, mohli by sme použit’Radix 2
FHYT algoritmus pre výpočet jednorozmerných DHYT. Počet T 0

(N) aritmetických operáciı́,
ktoré vykoná algoritmus na výpočetN-bodovej DHYT, bol odvodený vyššie:

T 0

(N) = Θ(N lgN) ;

takže počet týchto operáciı́, ktoré vykoná algoritmus pre výpočet DCCT použı́vajúci DHYT na
riadky a stl´pce je daný:

T 00

(N1;N2) = N1T 0

(N2)+N2T 0

(N1) = N1Θ(N2 lgN2)+N2Θ(N1 lgN1) =

= Θ(N1N2 lg(N1N2)) :

Teda takýto algoritmus pre maticu vel’kostiN1�N2 vykoná asymptoticky rovnaký počet aritme-
tických operáciı́ ako FHYT algoritmus pre vektor dl´žky N1N2.

7V prı́pade dvojrozmernej DFT to zrejme budú DFT.



Kapitola 2

Diskrétna konvolúcia

Ciel’om tejto kapitoly je ukázat’existenciu rýchleho algoritmu pre výpočet diskrétnej konvo-
lúcie dvojrozmerných postupnostı́. Najprv odvodı́me algoritmus využı́vajúci vlastnosti diskrétnej
Fourierovej transformácie, neskôr ukážeme možnost’jeho d’alšej optimalizácie použitı́m diskrét-
nej cas-cas transformácie, ktorá narozdiel od Fourierovej transformácie môže pracovat’ čisto
s reálnymi čı́slami.

V nasledujúcom sa budeme zaoberat’výpočtom konvolúcie reálnych postupnostı́, ktoré sú ne-
nulové na ohraničenom intervale. Ukážeme vel’mi efektı́vny spôsob výpočtu konvolúcie takýchto
postupnostı́ použitı́m rýchlej Fourierovej transforma´cie a rýchlej Hartleyho transformácie.

2.1. Jednorozmerná diskrétna konvolúcia

Definı́cia 2.1 (Konvolúcia postupnostı́).
Nechx ay sú dve komplexné postupnosti (funkcie zoZ doC ). Konvolúciatýchto postupnostı́ je
postupnost’x�y, ktorej členy sú definované nasledujúcim vzt’ahom:

(x�y)n = ∑
k2Z

xkyn�k :

Poznámka.
Nie je t’ažké ukázat’, že konvolúcia komutuje, t.j. že x�y = y�x.

Lema 2.2 (O invariantnosti diskrétnej konvolúcie voči posunutiu).
Nechx ay sú dve postupnosti. Nechxs ays sú prirodzené čı́sla. Nechx0 ay0 sú také postupnosti,
pre ktoréx0n = xn+xs a y0n = yn+ys. Potom(x�y)n = (x0 �y0)n�(xs+ys)

.

Dôkaz. Priamočiaro vyjadrenı́m(x0 �y0)n�(xs+ys)
:

(x0 �y0)n�(xs+ys)
= ∑

k2Z

x0ky0n�(xs+ys)�k = ∑
k2Z

xk+xsyn�(xs+ys)�k+ys
=

= ∑
k2Z

xk+xsyn�(k+xs)
= ∑

k02Z

xk0yn�k0 =

= (x�y)n :

�
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Definı́cia 2.3 (Cyklická konvolúcia vektorov).
Pre dvojicu vektorov rovnakej dl´žky (N) definujeme operáciucyklickej konvolúcieako vektor
x
y dĺžky N, ktorého členy nadobúdajú nasledujúce hodnoty:

(x
y)n =

N�1

∑
k=0

xky
(n�k)modN :

Nasledujúca lema a veta hovoria o možnosti výpočtu diskrétnej konvolúcie dvoch konečných
postupnostı́ pomocou cyklickej konvolúcie.

Lema 2.4.
Nech x a y sú postupnosti, ktoré sú nulové mimo intervalovf0; : : : ;xeg, kde xe � 0, resp.
f0; : : : ;yeg, kdeye� 0. NechN = xe+ye+1 a nechx0 ay0 sú vektory dl´žky N, definovanéx0n =
= xn a y0n = yn pren2 f0; : : : ;N�1g. Potom, za predpokladu, že cyklickú konvolúciu chápeme
ako operáciu na vektoroch dl´žky N, platı́

(x�y)n =

(

(x0
y0)n ; ak n2 f0; : : : ;xe+yeg ;

0 ; inak.

Dôkaz. Rozoberieme postupne všetky tri prı́pady, ktoré môžu nastat’:n< 0, n2 f0; : : : ;xe+yeg

an> xe+ye.

1. Nechn< 0. Zrejme pre každék2 Z platı́xkyn�k = 0. Ak totižk< 0, jexk = 0. Ak naopak
k� 0, platı́n�k< 0, z čoho zaseyn�k = 0. Teda

(x�y)n = ∑
k2Z

xkyn�k = ∑
k2Z

0= 0 :

2. Nechn2 f0; : : : ;xe+yeg. Počı́tajme, čomu sa rovná výraz(x0
y0)n:

(x0
y0)n =

N�1

∑
k=0

x0ky0
(n�k)modN :

Ked’žex0k = 0 prek> xe, zredukujeme oblast’sumácie:

(x0
y0)n =

xe

∑
k=0

x0ky0
(n�k)modN :

Teraz môžu nastat’dva prı́pady:

� Nechk� n. Potomn�k2f0; : : : ;xe+yeg, čiže(n�k) modN= n�k, čo v konečnom
dôsledku znamená

y0
(n�k)modN = yn�k :
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� Nech terazk > n. Zrejme�xe < n� k < 0, z čoho vyplýva(n� k) modN 2 fye+

+ 1; : : : ;xe+ yeg. Nakol’ko pre m> ye je y0m rovné 0, dostávamey0
(n�k)modN = 0.

Z predpokladov vety vyplýva, žeyn�k = 0 pren�k< 0. Výsledná rovnost’teda je

y0
(n�k)modN = 0= yn�k :

3. Nechn> xe+ ye. Aby yn�k bolo nenulové, musı́ byt’n� k 2 f0; : : : ;yeg, tedak musı́ byt’
väčšie akoxe. Pre takétok je alexk = 0. Zrejme pre každék2 Z platı́xkyn�k = 0. Teda

(x�y)n = ∑
k2Z

xkyn�k = ∑
k2Z

0= 0 :

�

Veta 2.5 (Výpočet diskrétnej konvolúcie pomocou cyklickej konvolúcie).
Nech x a y sú postupnosti, ktoré sú nulové mimo intervalovfxs; : : : ;xeg, kde xe � xs, resp.
fys; : : : ;yeg, kde ye� ys. NechN = xe+ ye� (xs+ ys)+ 1 a nechx0 a y0 sú vektory dl´žky N,
definovanéx0n = xn+xs a y0n = yn+ys pren2 f0; : : : ;N�1g. Potom, za predpokladu, že cyklickú
konvolúciu chápeme ako operáciu na vektoroch dl´žky N, platı́

(x�y)n =

(

(x0
y0)n�(xs+ys)
; ak n2 fxs+ys; : : : ;xe+yeg ;

0 ; inak.

Dôkaz. Vyplýva priamo z liem 2.2 a 2.4. �

Uvedená veta vyjadruje hodnoty diskrétnej konvolúcie dvoch v podstate nulových (nulo-
vých s výnimkou konečného počtu bodov) postupnostı́ na základe hodnôt cyklickej konvolúcie
podpostupnostı́ týchto postupnostı́.

Nasledujúca veta hovorı́ o možnosti výpočtu cyklickejkonvolúcie pomocou diskrétnej Fou-
rierovej transformácie. Jej priamym dôsledkom je existencia algoritmu na výpočet cyklickej
konvolúcie, ktorého časová zložitost’je asymptoticky rovná časovej zložitosti algoritmu FFT.

Veta 2.6 (Výpočet cyklickej konvolúcie pomocou DFT).
Nechx a y sú komplexné vektory dl´žky N > 1. Potom platı́

x
y =

p

N Φ�1
(Φ(x) �Φ(y)) ;

kdeΦ(x) �Φ(y) je súčin po zložkách.

Dôkaz. VezmemeΦ(x
y), rozvinieme podl’a definı́cie diskrétnej Fourierovej transformácie a
následne e�i2πmn=N rozložı́me na súčin e�i2πmk=Ne�i2πm(n�k)=N:

Φ(x
y)m =

1
p

N

N�1

∑
n=0

(x
y)ne
�i2πmn

N
=

1
p

N

N�1

∑
n=0

"

N�1

∑
k=0

xky
(n�k)modN

#

e
�i2πmn

N
=

=

1
p

N

N�1

∑
n=0

"

N�1

∑
k=0

xky
(n�k)modN

#

e
�i2πmk

N e
�i2πm(n�k)

N
:
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Posledný výraz mierne preusporiadame zámenou poradia sumácie:

Φ(x
y)m =

1
p

N

N�1

∑
k=0

xke
�i2πmk

N

"

N�1

∑
n=0

y
(n�k)modNe

�i2πm(n�k)
N

#

:

Ďalšı́ „trik“ spočı́va vo využitı́ faktu, že vnútornásumácia je nezávislá nak vd’aka skutočnosti,
že y

(n�k)modN aj e�i2πm(n�k)=N sú periodické funkcie parametran s periódou práveN. Teraz
môžeme uskutočnit’náhradu výrazun�k zan a vnútornú sumu vyňat’mimo vonkajšej.

Φ(x
y)m =

1
p

N

"

N�1

∑
k=0

xke
�i2πmk

N

#"

N�1

∑
n=0

yne
�i2πmn

N

#

=

=

p

N

"

1
p

N

N�1

∑
k=0

xke
�i2πmk

N

#"

1
p

N

N�1

∑
n=0

yne
�i2πmn

N

#

:

Po aplikovanı́ operátora inverznej DFT (s využitı́m jeholineárnosti) na obe strany rovnosti
dostávame

x
y =

p

N Φ�1
(Φ(x) �Φ(y)) ;

čo je práve dokazované tvrdenie. �

2.1.1. Časová zložitost’ výpočtu jednorozmernej diskrétnej
konvolúcie

Nech x a y sú reálne postupnosti, ktoré sú nulové mimo intervalov fxs; : : : ;xeg, kde xe �

� xs, resp.fys; : : : ;yeg, kde ye � ys. Nech N = xe+ ye� (xs+ ys) + 1. Na základe vety 2.5
môžeme v časeO(N) tento problém transformovat’ na problém výpočtu cyklickej konvolúcie
postupnostı́ dl´žky N. Z vety 2.6 a lemy 1.2 vyplýva, že cyklickú konvolúciu postupnosti dl´žky N
možno vypočı́tat’pomocou diskrétnej Fourierovej transformácie, pre ktorú sú známe algoritmy
(vid’ napr. [7], [13], [16]) s časovou zložitost’ouO(N lgN). Druhou možnost’ou je namiesto
DFT použit’diskrétnu Hartleyho transformáciu (treba však využit’ lemu 1.6), ktorá má rovnakú
asymptotickú zložitost’, avšak pracuje iba s reálnymičı́slami, čı́m je možné zredukovat’ počet
potrebných operáciı́ približne na polovicu. Teda diskrétnu konvolúciu postupnostı́x a y možno
vypočı́tat’v časeO(N lgN).

2.2. Dvojrozmerná diskrétna konvolúcia

Definı́cia 2.7 (Dvojrozmerná konvolúcia).
Nechx a y sú dvojrozmerné komplexné postupnosti (funkcie zoZ

2 do C ). Konvolúciatýchto
postupnostı́ je postupnost’x�y, ktorej členy sú definované nasledujúcim vzt’ahom:

(x�y)n1;n2 = ∑
k12Z

∑
k22Z

xk1;k2yn1�k1;n2�k2 :
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Definı́cia 2.8 (Dvojrozmerná cyklická konvolúcia).
Nechx a y sú dve matice rozmerovN1�N2. Ich cyklickú konvolúciu definujeme ako maticu
x
y rozmerovN1�N2, ktorej prvky sú dané:

(x
y)n1;n2 =

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

xk1;k2y
(n1�k1)modN1;(n2�k2)modN2

:

Veta 2.9 (Výpočet 2D diskrétnej konvolúcie pomocou 2D cyklickej konvolúcie).
Nech x a y sú dvojrozmerné postupnosti, ktoré sú nulové mimo obdĺžnikov fx(1)s ; : : : ;x(1)e g�

�fx(2)s ; : : : ;x(2)e g, kdex(1)e � x(1)s a x(2)e � x(2)s , resp.fy(1)s ; : : : ;y(1)e g�fy
(2)
s ; : : : ;y(2)e g, kdey(1)e �

� y(1)s ay(2)e � y(2)s . NechN1 = x(1)e +y(1)e � (x(1)s +y(1)s )+1 aN2 = x(2)e +y(2)e � (x(2)s +y(2)s )+1
a nechx0 a y0 sú matice vel’kostiN1�N2, definované

x0n1;n2
= x

n1+x(1)s ;n2+x(2)s
a y0n1;n2

= y
n1+y(1)s ;n2+y(2)s

pren1 2 f0; : : : ;N1�1g a n2 2 f0; : : : ;N2�1g. Potom, za predpokladu, že cyklickú konvolúciu
chápeme ako operáciu na maticiach vel’kostiN1�N2, platı́

(x�y)n1;n2 =

(

(x0
y0)
n1�(x

(1)
s +y(1)s );n2�(x

(2)
s +y(2)s )

; ak ni 2 fx
(i)
s +y(i)s ; : : : ;x(i)e +y(i)e g ;

0 ; inak,

kde i 2 f1;2g.

Dôkaz. Dôkaz tejto vety môže byt’vedený rovnakým spôsobom ako v prı́pade jednorozmernej
konvolúcie (vid’ dôkaz vety 2.5), a preto nemá hlbšı́ zmysel sa nı́m bližsˇie zaoberat’. �

Veta 2.10 (Výpočet dvojrozmernej cyklickej konvolúcie pomocou 2D-DFT).
Nechx a y sú komplexné matice rozmeruN1�N2, pričomN1 > 1;N2 > 1. Potom platı́

x
y =

p

N1N2 Φ�1
2D(Φ2D(x) �Φ2D(y)) ;

kdeΦ2D(x) �Φ2D(y) je súčin po zložkách.

Dôkaz. Aby sme zjednodušili zápisy zavedieme označeniefag pre e�i2πa a pri indexácii
prvkov matice budeme uvažovat’ jej nekonečné periodické rozšı́renie, t.j. naprı́klad výraz
y
(n1�k1)modN1;(n2�k2)modN2

budeme skrátene zapisovat’akoyn1�k1;n2�k2.
Prvým krokom je rozvinutie výrazu

p

N1N2 Φ2D(x
y) podl’a definı́cie dvojrozmernej dis-
krétnej Fourierovej transformácie. Dˇ alej dosadı́me definı́ciu dvojrozmernej cyklickej konvolu´cie

a výraz
n

mjn j
Nj

o

rozložı́me na súčin
n

mjk j
Nj

on

mj(n j�k j )

Nj

o

. Podobne ako v jednorozmernom prı́-

pade, aj teraz uskutočnı́me zámenu poradia sumácie a následne využijeme periodicitu funkciı́
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y
(n1�k1)modN1;(n2�k2)modN2

a
n

m1(n1�k1)

N1

on

m2(n2�k2)

N2

o

vzhl’adom na oba argumentyn1;n2.

p

N1N2 Φ2D(x
y)m1;m2 =

=

N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

(x
y)n1;n2

n

m1n1
N1

on

m2n2
N2

o

=

=

N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

"

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

xk1;k2yn1�k1;n2�k2

#

n

m1n1
N1

on

m2n2
N2

o

=

=

N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

"

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

xk1;k2yn1�k1;n2�k2

#

n

m1k1
N1

on

m1(n1�k1)

N1

on

m2k2
N2

on

m2(n2�k2)

N2

o

=

=

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

xk1;k2

n

m1k1
N1

on

m2k2
N2

o

"

N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

yn1�k1;n2�k2

n

m1(n1�k1)

N1

on

m2(n2�k2)

N2

o

#

=

=

"

N1�1

∑
k1=0

N2�1

∑
k2=0

xk1;k2

n

m1k1
N1

on

m2k2
N2

o

#"

N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

yn1;n2

n

m1n1
N1

on

m2n2
N2

o

#

:

Posledným krokom dôkazu je upravenie oboch súm posledne´ho výrazu na tvar z definı́cie dvoj-
rozmernej DFT a následná aplikácia inverznej dvojrozmernej DFT na obe strany rovnosti. Teda
dostávame

x
y =

p

N1N2 Φ�1
2D(Φ2D(x) �Φ2D(y)) ;

čo je presne rovnost’z tvrdenia vety. �

Poznámka.
Prı́klad rýchleho algoritmu počı́tajúceho dvojrozmernú cyklickú konvolúciu matı́cx, y vel’kosti
N1�N2 je uvedený na obrázku 2.1.

Veta 2.11 (O rýchlom spôsobe výpočtu dvojrozmernej diskrétnej konvolúcie).
Nechx ay sú dvojrozmerné postupnosti nulové mimo intervalov z vety 2.9. Potom ich diskrétnu
konvolúciu možno vypočı́tat’v časeO(N1N2 lgN1N2), kdeN1 a N2 sú konštanty z vety 2.9.

Dôkaz (neformálny).Výsledkom operácie konvolúcie dvojrozmerných postupnostı́x ay je podl’a
vety 2.9 dvojrozmerná postupnost’ nulová mimo obdl´žnika vel’kosti N1�N2, pričom hodnoty
v tomto obdl´žniku možno vypočı́tat’priamo z postupnostı́x ay pomocou dvojrozmernej cyklickej
konvolúcie, ktorú na základe vety 2.10 a lemy 1.4 možno vypočı́tat’ trojnásobným použitı́m
algoritmu dvojrozmernej diskrétnej Fourierovej transformácie matı́c vel’kosti N1�N2. Existujú
algoritmy, pomocou ktorých je možné vypočı́tat’dvojrozmernú DFT matı́c tejto vel’kosti v čase
Θ(N1N2 lgN1N2) (vid’ napr. [21], [33], [34]). Počet všetkých zvyšných operáciı́, ktoré musı́
algoritmus na výpočet dvojrozmernej diskrétnej konvolúcie, je rovnýΘ(N1N2), čo je zrejme
zanedbatel’né (z asymptotického hl’adiska) v porovnanı́ sΘ(N1N2 lgN1N2). Z uvedeného priamo
vyplýva, že dvojrozmernú diskrétnu konvolúciu možno vypočı́tat’v časeO(N1N2 lgN1N2). �
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FAST-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION (N1;N2: integer, x;y: matrix of 
omplex)

1 variables

2 k1;k2: integer

3 X;Y;Z;z: matrix of 
omplex

4 X FFT2D(N1;N2;x)
5 Y FFT2D(N1;N2;y)
6 for k1 0 to N1�1 do

7 for k2 0 to N2�1 do

8 Z[k1;k2℄ X[k1;k2℄ �Y[k1;k2℄

9 z FFT�1
2D(N1;N2;Z)

10 return z �
p

N1N2

Obr. 2.1: Rýchly algoritmus výpočtu dvojrozmernej diskrétnej cyklickej konvolúcie. HodnotyN1, resp.N2

vyjadrujú počet riadkov, resp. stl´pcov matı́cx a y. Na základe lemy 1.4 možno na riadku č. 9 nahradit’
s patričnými úpravami volanie FFT�1

2D volanı́m FFT2D.

FAST-2D-CONVOLUTION (x;y: 
omplex 2D sequen
e)

1 variables

2 mx;my;mz: matrix of 
omplex

3 z: 
omplex 2D sequen
e

4 width;height: integer

5 Z postupnostı́x;y vyber najmenšie maticemx;my obsahujúce všetky nenulové prvky
6 width mx:width+my:width�1
7 height mx:height+my:height�1
8 Vytvor maticumz vel’kosti aspoňheight�width.
9 Maticemx;my rozšı́r (doplnenı́m nulami smerom doprava nadol) na vel’kost’maticemz.
10 mz FAST-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION(mz:height;mz:width;mx;my)
11 Z hodnôt maticemz vytvor 2D postupnost’z (vid’ vetu 2.9)
12 return z

Obr. 2.2: Rýchly algoritmus výpočtu dvojrozmernej diskrétnej konvolúcie. Tento algoritmus je vhodný iba
na výpočet konvolúcie dvojrozmerných postupnostı́, ktoré sú v postate nulové (t.j. s výnimkou konečného
počtu bodov sú nulové). Jednoduchým spôsobom je možné ho rozšı́rit’aj na postupnosti, ktoré sú v podstate
konštantné. Na riadku 5 môže vzniknút’ menšı́ proble´m, konkrétne ked’ je aspoň jedna z postupnostı́x;y
konštantne nulová. Vtedy stačı́ vziat’z danej postupnosti l’ubovol’ný „výrez“.

Dôsledok 2.12.
Nechx a y sú dvojrozmerné postupnosti nulové mimo intervalov vel’kosti O(n)�O(n). Potom
ich diskrétnu konvolúciu možno vypočı́tat’v časeO(n2 lgn).

Poznámka.
Cyklickú konvolúciu dvoch matı́c rozmeruM�N možno vypočı́tat’ pomocou diskrétnej Fou-
rierovej transformácie použitı́mO(MN lgMN) komplexných operáciı́. Ked’ sú však obe matice
reálne, výsledná konvolúcia je tiež reálna, takže neexistuje žiadny racionálny dôvod použı́vat’
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v priebehu výpočtu imaginárne čı́sla. Namiesto DFT je možné použit’dvojrozmernú diskrétnu
cas-cas transformáciu, pri ktorej sa trochu zmenı́ násobenie vo frekvenčnej oblasti1.

2.2.1. Výpočet dvojrozmernej cyklickej konvolúcie použitı́m cas-cas
transformácie

Pri výpočte cyklickej konvolúciex
y pomocou dvojrozmernej DFT sa predpokladá použitie
dyadického násobenia matı́c (po jednotlivých prvkoch). Výpočet konvolúcie pomocou DCCT je
trochu komplikovanejšı́, ale dá sa vyjadrit’na základevzt’ahu medzi DCCT a 2D-DFT.

Predpokladajme, že existuje bijektı́vne zobrazenieF, pre ktoré platı́:

Φ2D(x) = F(h̄2D(x)) a h̄2D(x) = F�1
(Φ2D(x)) ; (2.1)

pre každú reálnu maticux. Existenciu takéhoto zobrazenia ukážeme v dodatku A.
Zo vzt’ahu 2.1 vyplýva, že dvojrozmernú cyklickú konvolúciu možno počı́tat’nasledujúcim

spôsobom, ktorý je trochu komplikovanejšı́ ako pri pouzˇitı́ dvojrozmernej DFT, ale ako už bolo
povedané, na výpočet diskrétnej cyklickej konvolúcie použitı́m diskrétnej cas-cas transformácie
potrebujeme vykonat’približne o polovicu menej aritmetických operáciı́ (s reálnymi čı́slami):

x
y =

p

N1N2 h̄�1
2D(F

�1
(F(h̄2D(x)) �F(h̄2D(y)))) :

Hoci by mal byt’postup zrejmý, pokúsme sa ešte o optimalizáciu algoritmu, mimochodom i preto,
aby sme sa vyhli použitiu komplexnej aritmetiky. Pre skrátenie zápisu zaved’me ešte tzv.operátor
zrkadlenia.

Definı́cia 2.13 (Operátor zrkadlenia).
Ak x je matica rozmeruN1�N2 aa;b2 f0;1g, potom nech výrazµa;b(x) označuje maticuy, pre
ktorú platı́:

yk1;k2 = x
((�1)ak1)modN1;((�1)bk2)modN2

:

Počı́tajme teraz, čomu sa rovnáF�1
(F(x) �F(y)). Po trochu zdl´havejšı́ch algebraických

úpravách dostávame bilineárnu formu

F�1
(F(x) �F(y)) =

1
4

2

6

6

4

µ0;0(x)
µ1;0(x)
µ0;1(x)
µ1;1(x)

3

7

7

5

T2

6

6

4

1 1 1 1
1 �1 1 �1
1 1 �1 �1
1 �1 �1 1

3

7

7

5

2

6

6

4

µ0;0(y)
µ1;0(y)
µ0;1(y)
µ1;1(y)

3

7

7

5

=

=

1
4

2

6

6

4

µ0;0(x)+µ1;1(x)
µ1;0(x)�µ0;1(x)
µ0;0(x)�µ1;1(x)
µ1;0(x)+µ0;1(x)

3

7

7

5

T2

6

6

4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3

7

7

5

2

6

6

4

µ0;0(y)+µ1;1(y)
µ0;1(y)�µ1;0(y)
µ1;0(y)+µ0;1(y)
µ0;0(y)�µ1;1(y)

3

7

7

5

;

1Frekvenčnou oblast’ou sa nazýva množina všetkých mozˇných výsledkov DFT, prı́padnen-rozmernej DFT.
U diskrétnej cas-cas transformácie toto označenie nie je celkom prirodzené, ale aj napriek tomu ho použijeme.
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FAST-REAL-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION (N1;N2: integer, x;y: matrix of real)

1 variables

2 k1;k2: integer

3 x1;x2;x3;x4;y1;y2;y3;y4: real

4 Z;z: matrix of real

5 X FCCT(N1;N2;x)
6 Y FCCT(N1;N2;y)
7 for k1 0 to N1�1 do . výpočetF�1

(F(X) �F(Y))

8 for k2 0 to N2�1 do begin

9 x1 X[k1;k2℄

10 x2 X[(�k1) modN1;k2℄

11 x3 X[k1;(�k2) modN1℄

12 x4 X[(�k1) modN1;(�k2) modN1℄

13 y1 Y[k1;k2℄

14 y2 Y[(�k1) modN1;k2℄

15 y3 Y[k1;(�k2) modN1℄

16 y4 Y[(�k1) modN1;(�k2) modN1℄

17 Z[k1;k2℄ 0;25� ((x1+x4) � (y1+y4)+(x2�x3) � (y3�y2)+

18 +(x1�x4) � (y2+y3)+(x2+x3) � (y1�y4))

19 end

20 z FCCT�1
(N1;N2;Z)

21 return z �
p

N1N2

Obr. 2.3: Rýchly algoritmus výpočtu dvojrozmernej diskrétnej cyklickej konvolúcie použitı́m cas-cas
transformácie. HodnotyN1;N2 vyjadrujú rozmery matı́cx;y.

ktorú možno prepı́sat’do jednoduchého tvaru

F�1
(F(x) �F(y)) = 1

4[(x+µ1;1(x))(y+µ1;1(y))+(µ1;0(x)�µ0;1(x))(µ0;1(y)�µ1;0(y))

+(x�µ1;1(x))(µ1;0(y)+µ0;1(y))+(µ1;0(x)+µ0;1(x))(y�µ1;1(y))℄ :

Ked’že diskrétna cas-cas transformácia je k sebe inverzná,je na riadku č. 20 tohto algoritmu
možné nahradit’volanie FCCT�1 volanı́m doprednej cas-cas transformácie, FCCT.

Porovnajme teraz časovú zložitost’algoritmu na výpocˇet dvojrozmernej diskrétnej cyklickej
konvolúcie použı́vajúceho rýchlu dvojrozmernú Fourierovu transformáciu (obr. 2.1) so zložitos-
t’ou algoritmu použı́vajúceho rýchlu cas-cas transformáciu (obr. 2.3). Označme časovú zložitost’
algoritmu založeného na Fourierovej transformácii akoT1(n) a časovú zložitost’algoritmu založe-
ného na cas-cas transformácii akoT2(n). Je zrejmé, že obe zložitosti možno vyjadrit’nasledovne:

T1(n) = a1n2 lgn+b1n2
+o(n2

) ;

T2(n) = a2n2 lgn+b2n2
+o(n2

) ;
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kde člena1 závisı́ iba od efektı́vnosti implementácie algoritmu navýpočet diskrétnej Fourierovej
transformácie aa2 závisı́ od implementácie algoritmu na výpočet diskrétnej cas-cas transformácie.
Členyb1 ab2 zrejme závisia navyše aj od kódu na riadkoch 6 až 8 algoritmu FAST-CIRCULAR-2D-
-CONVOLUTION na obr. 2.1, resp. 7 až 19 algoritmu FAST-REAL-CIRCULAR-2D-CONVOLUTION

na obr. 2.3. Ked’že algoritmus FCCT implementovaný pre reálne 2D postupnosti vykonáva
polovičný počet aritmetických operáciı́ v porovnanı´ s algoritmom 2D FFT, je koeficienta1 väčšı́
ako koeficienta2, a teda konvolučný algoritmus založený na FCCT je asymptoticky rýchlejšı́
ako algoritmus založený na FFT. Otázkou však zostáva,pre aké vel’ké 2D postupnosti začı́na byt’
rýchlejšı́ v skutočnosti. Odpoved’ nie je jednoznačná, závisı́ totiž od konkrétnej implementácie
týchto algoritmov.



Kapitola 3

Teória rozmiestňovania geometrických
útvarov v diskrétnej rovine

V tejto kapitole uvedieme definı́ciu diskrétnej roviny, geometrických útvarov, ich vzájomných
polôh a definı́ciu rozmiestnenia geometrických útvarov.

3.1. Minkowského súčet

Minkowského súčet je vo vel’kej miere použı́vaný napr. pri plánovanı́ pohybu robotov a pri
analýze obrazu [25]. Použitı́m Minkowského súčtu a diferencie možno pretransformovat’problém
zistenia prieniku, resp. inklúzie geometrických útvarov na jednoduchšı́ test, či daný bod ležı́ vnútri
alebo mimo geometrického útvaru.

Definı́cia 3.1 (Minkowského súčet, doplnok, posunutie, symetrický obraz).
Nech(G;+) je abelovská grupa aM, N sú podmnožinyG. Minkowského súčetmnožı́nM, N je
definovaný (vid’ napr. [9], [10], [19], [25]):

M�N = fa+b j a 2M;b 2 Ng :

Ďalej definujemedoplnokmnožiny,posunutiemnožiny (pret 2G) asymetrický obrazmnožiny:

M = fa 2G j a =2M g= GnM ;

M+ t = fa+ t j a 2M g= M�ftg ;

�M = f�a j a 2M g :

Budeme hovorit’, že množinaM je symetrická, akM =�M.

Lema 3.2 (Niektoré vlastnosti Minkowského súčtu).
Minkowského súčet je komutatı́vny a asociatı́vny:

M�N = N�M ;

(M�N)�O= M� (N�O) ;
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invariantný voči posunutiu a preklopeniu:

(M+ s)� (N+ t) = (M�N)+(s+ t) ;

�(M�N) = (�M)� (�N) ;

a je ho možné vyjadrit’ako zjednotenie posunutých množı́n:

M�N =

[

t2N

(M+ t) :

Dôkaz. Uvedené vlastnosti možno dokázat’priamo z definı́cie Minkowského súčtu. �

Lema 3.3.
Nech(G;+) je abelovská grupa,M, N sú podmnožinyG a t 2G. Potom(M+ t)\N 6= /0 vtedy
a len vtedy, ked’ t 2 N� (�M).

Dôkaz.
„)“: Nech n 2 (M + t)\N. Tedan 2 (M + t) a n 2 N. T.j. existujem 2 M také, žen = m+

+ t, resp.t = n+(�m). Ak si všimneme, žen+(�m) je bod zN� (�M), dostávame priamo
t 2 N� (�M).
„(“: Ak t 2 N� (�M), potom mámet = n+(�m), pre nejakém 2M a n 2 N. Ak prepı́šeme
t = n + (�m) na n = m + t, môžeme si všimnút’, žen 2 N a n 2 (M + t), z čoho vyplýva
(M+ t)\N 6= /0. �

Dôsledok 3.4.
Nech(G;+) je abelovská grupa,M, N sú podmnožinyG a s; t 2G. Potom(M+ s)\ (N+ t) 6= /0
práve vtedy, ked’ (s� t) 2 N� (�M).

Dôsledok 3.5.
MnožinyM aN majú neprázdny prienik práve vtedy, ked’ množinaN�(�M) obsahuje neutrálny
prvok grupyG.

3.2. Geometrické útvary v diskrétnej rovine

Definı́cia 3.6 (Diskrétna rovina, susednost’bodov).
Diskrétna rovinaje množinaZ2 s binárnou operáciou+a reláciouN , pričom(Z

2
;+) je abelovská

grupa, kde binárna operácia+ je definovaná nasledovne:

[a1;a2℄+ [b1;b2℄ = [a1+b1;a2+b2℄ ;

čiže dvojici bodov (prvkov množinyZ2, d’alej tiež vektorov) priradı́ bod, ktorý vznikne ich
sčı́tanı́m po zložkách, aN (susednost’bodov) je binárna relácia na množineZ2, ktorá je

1. antireflexı́vna (žiadny bod nesusedı́ sám so sebou),
2. symetrická (ak boda susedı́ s bodomb, tak aj bodb susedı́ s bodoma) a
3. invariantná voči posunutiu (susednost’dvoch bodov nezávisı́ od ich absolútnej pozı́cie).
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Hovorı́me, že dva bodya, b súsusedné, ak aN b, inak hovorı́me, že nie sú susedné. Susednost’
N nazvemekonečnou, ak bod0 = [0;0℄ susedı́ s konečným počtom bodov.

Poznámka.
Dôležité je si uvedomit’, že uvedená definı́cia umožnˇuje modelovat’aj diskrétnu rovinu s hexago-
nálnou topológiou1.

Definı́cia 3.7 (Geometrický útvar v diskrétnej rovine).
Geometrický útvar v diskrétnej rovine(Z2

;+;N ) (d’alej geometrický útvar) je každá množina
M � Z

2.

Obr. 3.1: Prı́klady geometrických útvarov. Body diskrétnej roviny prislúchajúce objektom sú označené
čiernymi štvorčekmi. Počiatok súradnicovej sústavy je vyznačený krı́žikom.

Definı́cia 3.8 (Charakteristická funkcia geometrického útvaru).
NechM je geometrický útvar v diskrétnej rovineZ2. Charakteristická funkcia2 M : Z2

!f0;1g
geometrického útvaruM je definovaná:

M(x) =

(

1; ak x 2M ;

0; ak x =2M :

Lema 3.9.
NechM aN sú geometrické útvary. Potom pre všetkyx 2 Z2 platı́:

(M\N)(x) = M(x) �N(x) ;

(M[N)(x) = M(x)+N(x)� (M\N)(x) :

Definı́cia 3.10 (Obsah geometrického útvaru, ohraničený geom. útvar).
Obsah geometrického útvaruM budeme definovat’ ako mohutnost’ tejto množiny, čiže
jMj 2 N0[fℵ0g.
Ak jMj �ℵ0, t.j. ak množinaM je konečná, geometrický útvarM nazvemeohraničený, inak ho
nazvemeneohraničený.

Poznámka.
Ak M je ohraničený geometrický útvar, jeho obsah je rovný hodnote sumy∑x2Z2M(x).

1Každý bod má práve šiestich susedov.
2Charakteristická funkcia sa zvyčajne označuje symbolom χ, my však taký zápis nebudeme použı́vat’, z dôvodu

maximálnej jednoduchosti a prehl’adnosti.
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Definı́cia 3.11 (Obdĺžnik).
Geometrický útvarM sa nazývaobdĺžnik, ak preň existujú celé čı́slax1 � x2 a y1 � y2 také, že
pre všetky[x;y℄ 2 Z2 platı́3:

M[x;y℄ =

(

1; ak x1� x< x2 ^ y1� y< y2 ;

0; inak :

Definı́cia 3.12 (Obálka geometrického útvaru).
NechM je geometrický utvar. PotomobálkouútvaruM, ak existuje, nazveme najmenšı́ (z hl’adiska
inklúzie) obdĺžnik Env(M), pre ktorý platı́M � Env(M).

Definı́cia 3.13 (Štruktúra susednosti).
L’ ubovol’nú symetrickú množinuS� Z

2 neobsahujúcu neutrálny prvok0 grupy(Z2
;+) nazveme

štruktúra susednosti.

Definı́cia 3.14 (S-susednost’bodov).
NechS je nejaká štruktúra susednosti. Dva bodya, b súS-susednépráve vtedy, ked’ (a�b) 2 S
(poprı́pade(b�a) 2 S, ked’žeS je podl’a predpokladu symetrická).

Veta 3.15 (O existencii a jednoznačnosti štruktúry susednosti).
Nech(Z2

;+;N ) je diskrétna rovina. Potom existuje práve jedna štruktu´ra susednostiSN taká,
že dva bodya, b sú susedné práve vtedy, ked’ súSN -susedné.

Dôkaz. PoložmeSN =

�

x 2 Z2
�

� 0N x
	

. Najprv musı́me ukázat’, žeSN je štruktúra susednosti,
t.j. žeSN je symetrická a neobsahuje bod0.

� Symetrickost’SN sa dá ukázat’ na základe symetrickosti a invariantnostirelácieN voči
posunutiu. Nech tedaa 2 SN . Ukážeme, že aj�a 2 SN . Ked’že a 2 SN , máme0N a.
Z invariantnostiN voči posunutiu vyplýva(0� a)N (a� a), t.j. (�a)N 0. Zo symetrie
N zasa dostávame0N (�a), čo v konečnom dôsledku znamená, že�a 2 SN .
� Ked’žeN je antireflexı́vna relácia, platı́:(0N 0), čo znamená, že0 =2 SN .

Teraz dokážeme ekvivalenciu susednosti aSN -susednosti bodova a b:

(a�b) 2 SN , (a�b) 2
�

x 2 Z2
�

� 0N x
	

, a 2
�

x0 2 Z2
�

� 0N (x0�b)
	

,

, a 2
�

x0 2 Z2
�

� bN x0
	

, bN a , aN b :

Týmto sme dokončili prvú čast’ dôkazu, a to existenciuštruktúry susednosti. Zostáva už len
dokázat’, že je jediná. Nech by teda existovali dve navza´jom rôzne štruktúry susednostiS1 a S2

také, žeaN b , (a;b súS1-susedné) a zároveňaN b , (a;b súS2-susedné). Z tohto zrejme
vyplýva, žea, b súS1-susedné práve vtedy, ked’ súS2-susedné. Teda(a�b) 2 S1 práve vtedy,
ked’ (a�b) 2 S2, čo je zrejme spor s predpokladom existencie dvoch navzájom rôznych štruktúr
susednosti s uvedenou vlastnost’ou. �

3NamiestoM([x;y℄) pı́šeme pre jednoduchost’M[x;y℄.
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Definı́cia 3.16.
Nech(Z2

;+;N ) je diskrétna rovina. O štruktúre susednostiSN =

�

x 2 Z2
�

� 0N x
	

z predchá-
dzajúcej vety budeme hovorit’, žeprislúchadiskrétnej rovine(Z2

;+;N ).

Poznámka.
V diskrétnej rovine sa zvyknú použı́vat’dva druhy susednosti:S4-susednost’aS8-susednost’(nie-
kedy nazývané ako 4-susednost’, resp. 8-susednost’), ktorých štruktúry susednosti sú definované
nasledovne:

S4 = f[1;0℄; [0;1℄; [�1;0℄; [0;�1℄g ;

S8 = f[1;0℄; [1;1℄; [0;1℄; [�1;1℄; [�1;0℄; [�1;�1℄; [0;�1℄; [1;�1℄g :

Grafické znázornenie týchto štruktúr je na Obr. 3.2.

Obr. 3.2: Štruktúry susednostiS4 aS8

3.2.1. Vzájomné polohy geometrických útvarov

Definı́cia 3.17 (Prekryv a styk geometrických útvarov).
NechM, N sú geometrické útvary v diskrétnej rovineZ2:
Budeme hovorit’, že:

� M aN saprekrývajú, akM\N 6= /0,
� M aN sastýkajú(tiež súhusto rozmiestnené), ak sa neprekrývajú a existujú dva také body

a 2M a b 2 N také, žea a b sú susedné.

Lema 3.18.
Nech M a N sú geometrické útvary v diskrétnej rovine(Z2

;+;N ) s prı́slušnou štruktúrou
susednostiSN . PotomM aN sa stýkajú práve vtedy, ked’ M\N =

/0 a (M�SN )\N 6= /0.

Definı́cia 3.19 (Rozmiestnenie geometrických útvarov v oblasti).
Nech M1;M2; : : : ;Mn sú geometrické útvary aM0 je oblast’ (tiež geometrický útvar) vZ2.
Hovorı́me, že útvaryM1;M2; : : : ;Mn sú rozmiestnenév oblastiM0 ak spĺňajú dve nasledujúce
podmienky:

� 8 i 2 f1; : : : ;ng : Mi �M0,
� Ak i 6= j, potomMi aM j sa neprekrývajú.

Definı́cia 3.20 (Husté rozmiestnenie geometrických útvarov).
Geometrické útvaryM1;M2; : : : ;Mn súhusto rozmiestnené, ak sa dajú tak usporiadat’, že každý
z nich je husto rozmiestnený so zjednotenı́m predchádzajúcich.
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Definı́cia 3.21 (Konfiguračný priestor).
Pre všetky geometrické útvaryM, N označme:

O(M;N) =

�

t 2 Z2
�

�M+ t aN sa prekrývajú
	

;

D(M;N) =

�

t 2 Z2
�

�M+ t aN sa stýkajú
	

:

Doplnok množiny O(M;N) sa nazývakonfiguračný priestor pre umiestneniegeometrického
útvaruM vzl’adom na útvarN.

Veta 3.22.
Pre akékol’vek dva geometrické útvaryM, N platı́:

O(M;N) = N��M ;

D(M;N) = ((N��M)��SN )n (N��M) ;

kdeSN je štruktúra susednosti diskrétnej roviny.

Dôkaz. Prvá rovnost’je priamym dôsledkom lemy 3.3. Druhá rovnost’vyplýva z definı́cie 3.17,
z lemy 3.2, z lemy 3.18 a z prvej rovnosti.

D(M;N) =

�

t 2 Z2
�

�M+ t aN sa stýkajú
	

=

=

�

t 2 Z2
�

�

(M+ t)�SN aN sa prekrývajú, aleM+ t aN sa neprekrývajú
	

=

= O(M�SN ;N)n O(M;N) = (N��(M�SN ))n (N��M) =

= ((N��M)��SN )n (N��M) :

�

Definı́cia 3.23 (Translačná konfigurácia, ohodnotenie konfigurácie).
NechM1; : : : ;Mn sú geometrické útvary v diskrétnej rovineZ2. Usporiadanún-ticu [x1; : : : ;xn℄

vektorov zoZ2 nazveme(translačnou) konfiguráciouútvarovM1; : : : ;Mn v rovineZ2. L’ ubovol’nú
funkciu ValM1;:::;Mn zobrazujúcun-ticu [x1; : : : ;xn℄ na reálne čı́slo (prı́padne na prvok nejakej inej
lineárne usporiadanej množiny), ktorá spl´ňa nasledujúcu podmienku: existuje taká konštantac,
že pre všetky konfigurácie[x1; : : : ;xn℄ platı́

ValM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄� c; ak M1+x1; : : : ;Mn+xn sú rozmiestnené vZ2
;

ValM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄< c; inak,

nazvemeohodnotenı́m konfigurácie4, pričom hovorı́me, že konfiguráciaA je lepšiaako konfigu-
ráciaB, ak

ValM1;:::;Mn(A)> ValM1;:::;Mn(B) :

Konfigurácie, ktorých ohodnotenie je väčšie alebo rovné konštantec nazývameplatnými konfi-
guráciami,5 ostatné nazývameneplatnými konfiguráciami.

4V prı́pade potreby je možné zamenit’symboly „�“ za „>“ a „<“ za „�“ a následne pozmenit’definı́ciu platných
konfiguráciı́.

5Rozmiestnenia útvarov sú formované práve platnými konfiguráciami.
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Poznámka.
Je l’ahké si predstavit’viacero prı́kladov ohodnotenı́ konfiguráciı́:

� Triviálne ohodnotenie, ktoré prirad’uje hodnotu 1 platným konfiguráciam a hodnotu 0
neplatným konfiguráciam. Jeho využitie je pravdepodobne čisto teoretické, pretože zrejme
nie je vhodné pre žiaden prakticky použitel’ný optimalizačný model.

� Ohodnotenie založené na efektı́vnosti využitia plochy. Jedným z takýchto ohodno-
tenı́ môže byt’naprı́klad také, ktoré prirad’uje platným konfiguráciam[x1; : : : ;xn℄ útvarov
M1; : : : ;Mn hodnotu

n

∑
k=1

jMkj
Æ

�

�

�

�

�

Env

 

n
[

k=1

Mk+xk

!

�

�

�

�

�

;

t.j. mieru využitia plochy obálky zjednotenia útvarov.Neplatným konfiguráciam by takéto
ohodnotenie malo prirad’ovat’hodnotu 0, prı́padne nejakým spôsobom penalizovat’„horšie“
konfigurácie (s väčšı́m prekryvom útvarov).

Existujú aj iné typy ohodnotenı́, naprı́klad ohodnotenia zohl’adňujúce spôsob „uloženia“ útvarov.
Bližšie sa konkrétnymi prı́kladmi budeme zaoberat’neskôr.

Lema 3.24.
Nech M1; : : : ;Mn sú geometrické útvary aM0 je oblast’ v Z2. Útvary M1 + x1; : : : ;Mn + xn

sú rozmiestnené v oblastiM0 práve vtedy, ked’ [0;x1; : : : ;xn℄ je platná konfigurácia útvarov
M0;M1; : : : ;Mn.

Definı́cia 3.25 (Translačný kontajnment, optimalizačný problém).
Problém translačného kontajnmentu v diskrétnej rovine možno špecifikovat’nasledujúcim spô-
sobom (vid’ problémkNN pre euklidovskú rovinu v [10]):
Nech M1; : : : ;Mn sú geometrické útvary aM0 je oblast’ v Z2. Úlohou je nájst’ (ak existuje)
takú translačnú konfiguráciu[x1; : : : ;xn℄ týchto útvarov, aby útvary(M1+x1); : : : ;(Mn+xn) boli
rozmiestnené v oblastiM0, teda aby

8 i 2 f1; : : : ;ng : (Mi +xi)�M0 ;

8 i; j 2 f1; : : : ;ng : i 6= j ) xi�x j 2O(Mi;M j) :

Optimalizačný problém translačného kontajnmentuje rozšı́rený navyše o podmienku, aby ohod-
notenie nájdenej konfigurácie bolo maximálne, t.j. aby nájdená konfigurácia bola v istom zmysle
najlepšia. Často sa ako oblast’M0 použı́va jedným smerom nekonečný pás tvaru obdl´žnika.
Ohodnotenie v takomto prı́pade zohl’adňuje vel’kost’obálky útvarovM1+x1; : : : ;Mn+xn.

Poznámka.
Ak oblast’, v ktorej rozmiestňujeme útvary, je konvexná6, potom optimálna konfigurácia týchto
útvarov formuje husté rozmiestnenie.

6Pojem konvexnosti útvarov v diskrétnej rovine zatial’ nedefinujeme. V prı́pade 4-susednosti by sme mohli
povedat’, že útvar je konvexný, ak je obdl´žnikového tvaru, v prı́pade 8-susednosti, ak je osemuholnı́kového tvaru.



3.3 Zrýchlený algoritmus výpočtu obsahov prienikov útvarov v diskrétnej rovine 30

3.3. Zrýchlený algoritmus výpočtu obsahov prienikov
útvarov v diskrétnej rovine

Ukážeme, že existuje efektı́vny algoritmus, ktorý predané dva geometrické útvary v diskrétnej
rovine zostavı́ tabul’ku, v ktorej sa pre každé vzájomné posunutie týchto dvoch útvarov, ked’
sa pretı́najú ich obálky, bude nachádzat’ vel’kost’ (obsah, mohutnost’) ich prieniku. Výhodou
vytvorenia takejto tabul’ky je, že na výpočet obsahu prieniku dvoch posunutých útvarov, pre
ktoré bola skonštruovaná takáto tabul’ka, je potrebný iba konštantný čas. V tabul’ke stačı́ mat’
uložené hodnoty len pre posunutia týchto útvarov, pri ktorých sa pretı́najú ich obálky. Je totiž
zrejmé, že ak sa obálky útvarov nepretı́najú, nemôžu sa pretı́nat’ani samotné útvary.

Všimnime si teraz obsah prieniku geometrického útvaruM posunutého o vektort s útvarom
N (použijeme lemu 3.9):

j(M+ t)\Nj= ∑
a2Z2

((M+ t)\N)(a) = ∑
a2Z2

(M+ t)(a) �N(a) =

= ∑
a2Z2

M(a� t) �N(a) = ∑
a2Z2

N(a) � (�M)(t�a) :
(3.1)

Posledná suma nápadne pripomı́na definı́ciu (dvojrozmernej) diskrétnej konvolúcie. Konkrétne,
ak položı́me (vid’ definı́ciu 3.8)

a = [k1;k2℄ ; t = [n1;n2℄ ;

xk1;k2 = N(a) ; yn1�k1;n2�k2 = (�M)(t�a) ;

potom táto suma prejde do tvaru

∑
a2Z2

N(a) � (�M)(t�a) = ∑
k12Z

∑
k22Z

xk1;k2yn1�k1;n2�k2 ; (3.2)

čo je zrejme suma z definı́cie 2.7 dvojrozmernej diskrétnej konvolúcie. Ak predpokladáme, že
geometrické útvaryM a N sú ohraničené, potom postupnostix a y budú zrejme nulové mimo
nejakých obdl´žnikov, vel’kostiMr�Ms, resp.Nr�Ns. Na základe vety 2.9 je výsledkom operácie
konvolúcie 3.2 dvojrozmerná postupnost’nulová mimo obdĺžnika vel’kostim�n, kdem= Mr +

+Nr �1 a n = Ms+Ns�1 a jej hodnoty je možné priamo vypočı́tat’pomocou dvojrozmernej
cyklickej konvolúcie matı́c pozostávajúcich z hodnôtpostupnostı́x a y doplnených nulami na
vel’kost’m�n. Čas potrebný na výpočet dvojrozmernej cyklickej konvolu´cie matı́c tejto vel’kosti
je O(mnlgmn). Ak naviac oba geometrické útvary majú vel’kost’ rádovon�n, tedam= O(n),
potom tento čas jeO(n2 lgn). V prı́pade, že by sme poslednú sumu zo vzt’ahu 3.1 počı́tali pre
každý vektort osamote, takto vzniknutý algoritmus by mal zrejme časovu´ zložitost’Θ(n4

), ktorá
sa pohybuje už na hranici praktickej použitel’nosti. Porovnanie časových zložitostı́ zrýchleného
algoritmu a algoritmu vychádzajúceho z definı́ciı́ sa nachádza na obr. 3.4.
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COMPUTE-AREAS (M;N: 2D shape)

1 variables

2 M;N;A: integer 2D sequen
e

3 M �M
4 Zakóduj geometrické útvaryM a N ako celočı́selné 2D postupnostiM;N.
5 A FAST-2D-CONVOLUTION(N;M)

6 return A

Obr. 3.3: Rýchly algoritmus výpočtu obsahov prienikov útvarov vdiskrétnej rovine. Pri použitı́ tohto
algoritmu predpokladáme, že aspoň jeden zo vstupných u´tvarov je ohraničený (resp. oba, ak použijeme
procedúru na výpočet konvolúcie, ktorá vyžaduje v podstate nulové 2D postupnosti). Ak je táto podmienka
splnená, potom bude vrátená postupnost’A, ktorá pre každé možné posunutiet bude obsahovat’ obsah
prieniku útvaruM+ t s útvaromN. Postupnost’A môže byt’(v prı́pade, že je v podstate nulová) kódovaná
ako matica spolu s vektorom jej umiestnenia v diskrétnej rovine.

0 100 200 300 400 500 600
0s

20s

40s

60s

80s

100s
Zrýchlený algoritmus

Klasický algoritmus

Obr. 3.4: Orientačné porovnanie rýchlosti behu zrýchleného algoritmu a klasického algoritmu na výpočet
matice obsahov prienikov útvarov vychádzajúceho z definı́ciı́. Čı́sla na vodorovnej osi vyjadrujú vel’kost’
útvarov, t.j. naprı́klad čı́slo 400 znamená, že procedúra bola vykonaná pre dva útvary vel’kosti 400�400.
Horizontálna os vyjadruje čas behu algoritmov. Meranie bolo uskutočnené na počı́tači s procesorom
Intel R


 Pentium IITM 266MHz. Zrýchlený algoritmus využı́val algoritmus FFT-2D (pre reálne matice)
implementovaný v knižnici FFTW (vid’ [14]).

3.4. Zrýchlený algoritmus výpočtu Minkowského súčtov
v diskrétnej rovine

V [25] možno nájst’zložitosti niektorých algoritmov na výpočet Minkowského súčtov mno-
houholnı́kov v euklidovskej rovine. My pracujeme v diskrétnej rovine, preto zvolı́me iný prı́stup,
a to využitı́m rýchleho algoritmu výpočtu cyklickej konvolúcie, ktorý bol odvodený vyššie.
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Priamym dôsledkom vety 3.22 a komutatı́vnosti Minkowského súčtu je skutočnost’, že pre
l’ubovol’né dva geometrické útvaryM aN platı́ rovnost’M�N = O(�M;N).

O(�M;N) =

�

t 2 Z2
�

�

�M+ t aN sa prekrývajú
	

=

=

�

t 2 Z2
�

�

j(�M+ t)\Nj � 0
	

;

zrejme teda(M�N)(t) = gj(�M + t)\Nj, kdeg(x) je jednotková Heavisidova funkcia7. Na
základe výsledkov predchádzajúceho odseku sme schopnı́ vypočı́tat’ charakteristickú funkciu
Minkowského súčtu dvoch geometrických útvarov (v diskrétnej rovine) podobným spôsobom:

(M�N)(t) =g

 

∑
a2Z2

N(a)M(t�a)

!

:

COMPUTE-MINKOWSKI-SUM (M;N: 2D shape)

1 variables

2 A: integer 2D sequen
e

3 A: 2D shape

4 A COMPUTE-AREAS(�M;N)

5 Na základe hodnôt postupnostiA vytvor geometrický útvarA (bod bude patrit’
6 útvaruA práve vtedy, ked’ hodnota postupnostiA v tomto bode bude rôzna od 0).
7 return A

Obr. 3.5: Rýchly algoritmus výpočtu Minkowského súčtov geometrických útvarov v diskrétnej rovine.
Pre jednoduchost’ sme využili algoritmus COMPUTE-AREAS, takže útvarM sa teraz zbytočne dvakrát po
sebe preklápa podl’a bodu0.

Časová zložitost’ tohto algoritmu je asymptoticky rovnázložitosti algoritmu COMPUTE-
-AREAS, tedaO(n2 lgn), ak oba geometrické útvary majú vel’kost’rádovon�n.

3.5. Ďalšie optimalizácie

3.5.1. Optimalizácia pamät’ových prı́stupov

Ak na výpočet Minkowského súčtov, resp. tabuliek obsahov prienikov dvoch útvarov chceme
aplikovat’uvedený zrýchlený algoritmus využı́vajúci 2D-DFT alebo DCCT, narazı́me na problém
optimalizácie pamät’ových prı́stupov. O algoritmoch FFT (aj pre vektorové a paralelné počı́tače)

7Jednotková Heavisidova funkcia (jednotková skoková funkcia) je definovaná predpisom:

g(x) =

(

1; akx> 0 ;

0; inak.



3.5 Ďalšie optimalizácie 33

je totiž známe, že sú nevhodné pre spracovanie vel’kého objemu dát uložených či už v externej
alebo v hierarchickej pamäti (vid’ [2]).

Jedným z riešenı́ je naprı́klad problém modifikovat’na vyššej úrovni, t.j. namiesto jedného
výpočtu konvolúcie rozsiahlych matı́c, tieto matice rozdelit’ na niekol’ko menšı́ch a výslednú
konvolúciu zložit’z čiastkových konvolúciı́ („každého s každým“, bipartitne) týchto matı́c men-
šı́ch rozmerov. Týmto sa však badatel’ne zvýši časová zložitost’, i ked’ iba o konštantný faktor.
Ak totiž oba útvary rozdelı́me na 4 rovnako vel’ké časti (z hl’adiska rozmerov obálok), časová
zložitost’narastie približne štvornásobne. Bližšie informácie týkajúce sa výpočtu konvolúcie (iba
jednorozmernej) možno nájst’v [35].

Druhým riešenı́m je využit’ naprı́klad tzv. algoritmusFFT v štyroch krokoch (Four Step
Algorithm) alebo iné techniky uvedené v [1] a [2].

3.5.2. Presnost’ zrýchleného algoritmu

Jednou z negatı́vnych vlastnostı́ tohto algoritmu je, že pracuje s reálnymi čı́slami, ktoré sa na
žiadnom počı́tači nedajú reprezentovat’ s maximálnou presnost’ou. Každé reálne čı́slo je nahrá-
dzané nejakou aproximáciou z konečnej množiny čı́sel, čı́m pri výpočtoch vzniká kvantizačný
šum. Priamym dôsledkom tohto šumu je v lepšom prı́pade pokles presnosti výsledkov. Teda
uvedený algoritmus, v prı́pade, že konvolúcia bude realizovaná pomocou DFT alebo DHYT, nie
je celkom presný a môže poskytovat’chybné výsledky8.

Tento nedostatok je možné odstránit’tak, že algoritmus dvojrozmernej celočı́selnej konvolúcie
bude využı́vat’ iný typ transformácie (vid’ [1], [17], [27]), konkrétne Fourierovu transformáciu
na konečnom poli (napr. v modulárnej aritmetike na celých čı́slach). V tejto oblasti však zatial’
zostáva viacero nevyriešených otázok.

8Vzniknuté chyby však možno eliminovat’zaokrúhl’ovanı́m.



Kapitola 4

Stochastické metódy rozmiestňovania

Vzhl’adom na vel’kú zložitost’ problému automatického rozmiestňovania geometrických út-
varov nie je prakticky možné systematicky testovat’všetky konfigurácie útvarov, aby sme mohli
vybrat’ tú najlepšiu, preto sa ako alternatı́vne riešenie použı́vajú rôzne približné a stochastické
algoritmy (vid’ napr. [5], [10], [11], [30]). Ak chceme pomocou týchto meto´d riešit’ problém
optimálneho rozmiestnenia útvarov, musı́me najprv popı´sat’postup, ktorým možno porovnat’dve
konfigurácie geometrických útvarov. Preto sa najprv zameriame na jednu z možných definı́ciı́
ohodnotenia translačných konfiguráciı́, ktorej maximum budeme za pomoci týchto algoritmov
hl’adat’. Doteraz publikované metódy porovnávania konfiguráciı́ vychádzali zvyčajne z efekti-
vity využitia plochy oblasti, do ktorej boli útvary rozmiestňované. Prezentovaná metóda prináša
niekol’ko výhod, naprı́klad má také vlastnosti, ktoré umožňujú rýchlejšiu konvergenciu optima-
lizačných algoritmov. Dˇ alšou výhodou je naprı́klad možnost’efektı́vneho výpočtu ohodnotenia
konfigurácie (ak konfigurácia pozostáva zn útvarov, v prı́pade, že vôbec nezohl’adnı́me topolo-
gické vlastnosti konfiguráciı́, na výpočet ohodnotenia budeme potrebovat’ čas ibaO(n2

)). Ešte
poznamenajme, že budeme definovat’iba ohodnotenie vhodne´ na hl’adanie rozmiestnenı́ útvarov
v oblastiZ2. Relatı́vne jednoduchým spôsobom ho bude možné rozšı´rit’ pre rozmiestňovanie
útvarov v iných oblastiach akoZ2.

4.1. Ohodnotenie translačných konfiguráciı́

Majme n geometrických útvarovM1; : : : ;Mn v diskrétnej rovineZ2. Chceme nájst’ také
ohodnotenie konfiguráciı́[x1; : : : ;xn℄ týchto útvarov, ktorého graf by obsahoval minimum plošı́n
(súvislých oblastı́ s konštantnou hodnotou) a ktoréhohodnoty by boli tým väčšie, čı́m je menšia
plocha obálky útvarovM1+x1 ažMn+xn. Dôvodom je to, že väčšina optimalizačných algoritmov
(simulované žı́hanie, genetické algoritmy,: : : ) pracuje lepšie, ak optimalizované funkcie obsahujú
menej konštantných oblastı́.

Zrejme ohodnotenie konfigurácie[x1; : : : ;xn℄ útvarov M1; : : : ;Mn, ktoré nadobúda väčšie
hodnoty pre konfigurácie s menšou plochou obálky útvarov M1+x1 ažMn+xn je možné definovat’
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nasledujúcim spôsobom (podl’a poznámky na strane 29):

µeff
M1;:::;Mn

[x1; : : : ;xn℄ =

8

<

:

n
∑

k=1
jMkj

Æ

�

�

�

�

Env

�

n
S

k=1
Mk+xk

�

�

�

�

�

; ak [x1; : : : ;xn℄ je platná,

0 ; inak.

Nevýhodou tohto ohodnotenia je skutočnost’, že jeho graf obsahuje množstvo oblastı́ s konštant-
nou hodnotou, čo má za následok, že optimalizačné algoritmy (najmä tie, čo sú založené na
gradientových metódach) pri hl’adanı́ (sub-)optimálneho riešenia zlyhávajú. Na obra´zku 4.1 sú
znázornené dve rôzne konfigurácie troch útvarov, ktoré majú rovnakú hodnotuµeff. Konfigurácia
a) sa nám zdá byt’úspornejšia v porovnanı́ s konfiguráciou b) lebo v obálke vytvára väčšı́ súvislý
priestor, ktorý je možné využit’pri vkladanı́ d’alšı́ch útvarov.

a) b)

Obr. 4.1: Obe znázornené konfigurácie (tých istých troch útvarov vyplnených šedou farbou) majú rovnaké
ohodnotenieµeff, hoci konfigurácia a) sa aj laikovi zdá byt’ lepšia ako konfigurácia b). Obálky majú totiž
rovnakú vel’kost’a útvary sa neprekrývajú. Možno si všimnút’, že ohodnotenie je rovnaké pre všetky platné
konfigurácie, ktoré majú rovnakú vel’kost’obálky. Tento fakt predstavuje významnú prekážku pri hl’adanı́
(sub-)optimálnej konfigurácie (z hl’adiska ohodnotenia) pomocou klasických optimalizačných algoritmov.

Teraz budeme definovat’ ohodnotenie konfiguráciı́, ktorébude nadobúdat’ väčšie hodnoty
pre konfigurácie, v ktorých sú útvary na seba viacej „pritisnuté“, t.j. naprı́klad konfigurácia a)
z obr. 4.1 bude lepšia (pri tomto ohodnotenı́) ako konfigura´cia b) z toho istého obrázku.

Najprv si všimneme, akým spôsobom možno ohodnotit’konfigurácie dvoch geometrických
útvarov tak, aby graf ohodnotenia (funkcie zoZ4 do R) obsahoval minimum plošı́n. Následne
uvedieme spôsob, ako možno túto definı́ciu rozšı́rit’pre ohodnotenie konfigurácien útvarov.

Jednou z možných definı́ciı́ ohodnotenia konfigurácie[x1;x2℄ útvarovM1 aM2 je

µtight.1
M1;M2

[x1;x2℄ =

(

j((M1+x1)�E)\ ((M2+x2)�E)j ; ak [x1;x2℄ je platná,

�j(M1+x1)\ (M2+x2)j ; inak,

kde E je nejaká neprázdna konečná symetrická množina, najlepšie bud’ štruktúra susednosti
roviny alebo nejaký obdl´žnik so stredom v bode0. Výraz j(M1+ x1)\ (M2+ x2)j vyjadruje,
nakol’ko „zlá“ je daná konfigurácia, ak sa útvary prekrývajú. Nevýhodou ohodnotenia definova-
ného týmto spôsobom je, že hodnoty prirad’ované jednotlivým konfiguráciam prı́liš závisia od
obsahov útvarovM1 aM2. Treba poznamenat’, že táto funkcia iba hodnotı́ ako dobre sú dané dva
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objekty k sebe priložené1, intuitı́vne by sa dalo povedat’, že meria niečo ako dl´žku spoločného
obvodu (prieniku obvodov rozšı́rených množinouE), a teda vôbec nezohl’adňuje vel’kost’obálky
zjednotenia týchto útvarov.

Ďalšou možnost’ou je čiastočne normalizovat’alebo aspoň ohraničit’hodnoty, ktoré môže hod-
notiaca funkcia nadobúdat’. Vezmime funkciu definovanú nasledovne (M1, M2 aE sú neprázdne
množiny):

µtight.2
M1;M2

[x1;x2℄ =

(

µtight.1
M1;M2

[x1;x2℄=minfjM1�Ej; jM2�Ejg ; ak [x1;x2℄ je platná,

µtight.1
M1;M2

[x1;x2℄=minfjM1j; jM2jg ; inak.

O tejto funkcii vieme, že nadobúda hodnoty z intervaluh�1;1i. Navyše vieme, že ak sa objekty
M1 + x1 a M2 + x2 prekrývajú, nadobúda záporné hodnoty, a ak sa neprekrývajú nadobúda
nezáporné hodnoty. To isté platı́ samozrejme aj o funkcii µtight.1.

Teraz pristúpime k rozšı́reniu poslednej definı́cie nan útvarov. Od hodnotiacej funkcie poža-
dujeme, aby funkčné hodnoty boli záporné pre neplatnékonfigurácie a pre platné konfigurácie
boli kladné, prı́padne nulové. Ohodnotenie možno terazdefinovat’nasledujúcim spôsobom:

µtight
M1;:::;Mn

[x1; : : : ;xn℄ = ∑
1�i< j�n

µtight.2
Mi ;M j

[xi;x j ℄+νM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄ ;

νM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄ =

(

0 ak [x1; : : : ;xn℄ je platná konfigurácia,

�

n(n�1)
2 inak.

Úlohou korekčného členaνM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄ je zabezpečit’, aby funkciaµM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄

bola ohodnotenı́m. Jeho definı́cia využı́va fakt, že hodnoty µtight.2
Mi ;M j

[xi;x j ℄ sú menšie alebo rovné 1.

Hoci graf posledného skonštruovaného ohodnoteniaµtight obsahuje v porovnanı́ s ohodnote-
nı́m µeff menej konštantných oblastı́, má jednu závažnú negatı́vnu vlastnost’. Toto ohodnotenie
nie je totiž skoro vôbec vhodné na minimalizáciu vel’kosti zvyšnej plochy z obálky útvarov.
Povedzme, že by množinaE bola obdl´žnikom so stredom v bode0. Ak by E = S8 aleboE = S4,
ohodnotenie by bolo aspoň čiastočne použitel’né na minimalizáciu obsahu zvyšnej plochy, ale
graf ohodnotenia by sa vyznačoval väčšı́m množstvom plošı́n (hoci by to stále bolo lepšie ako
v prı́padeµeff). Ak by E bol väčšı́ obdl´žnik, graf by mal lepšı́ tvar, ale toto ohodnotenie by skoro
vôbec nebolo použitel’né na optimalizáciu využitia plochy obálky (bližšievid’prı́klad na obr. 4.2).

Teraz pristúpime ku definı́cii ohodnotenia, ktoré spájapozitı́vne vlastnosti oboch ohodnotenı́
µeff a µtight. V podstate je ho možné skonštruovat’nasledujúcim spoˆsobom:

µM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄ = [µeff
M1;:::;Mn

[x1; : : : ;xn℄;µ
tight
M1;:::;Mn

[x1; : : : ;xn℄℄ :

Rozdielom oproti predchádzajúcim definı́ciam ohodnotenı́ je to, žeµ je funkcia zobrazujúca
konfigurácie útvarov do množinyR2 namiesto doR, pričom na množineR2 definujeme (lexiko-
grafické) usporiadanie týmto spôsobom:

[a1;a2℄< [b1;b2℄ , (a1 < b1)_ ((a1 = b1)^ (a2 < b2)) :

1Samozrejme iba vtedy, ked’ sa útvary neprekrývajú. Ak sa prekrývajú, hodnotou funkcie je záporný obsah ich
prieniku.
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a) b)

Obr. 4.2: Ak množina E je väčšı́ obdl´žnik so stredom v bode0, potom konfigurácia a) môže byt’
hodnotená funkciouµtight lepšie ako konfigurácia b). Dôvodom je skutočnost’, žeohodnotenieµtight vôbec
nezohl’adňuje efektı́vnost’využitia plochy obálky útvarov.

4.2. Jednoduché metódy automatického
rozmiestňovania

V tejto časti sú popı́sané niektoré jednoduché metódy optimalizácie funkciı́. Nebudeme
detailne popisovat’spôsob ich použitia na automatickérozmiestňovanie geometrických útvarov.
Principiálne je možné rozmiestňovat’ útvary nasledujúcim spôsobom. Vyberieme si niektorú
z uvedených metód a pomocou nej sa budeme snažit’ nájst’takú konfiguráciu geometrických
útvarov, ktorej ohodnotenie, napr.µ, je maximálne.

4.2.1. Náhodné prehl’adávanie

Najjednoduchšı́m prı́stupom ku riešeniu hl’adania optima zložitých funkciı́ je pravdepodobne
náhodné alebo enumerované prehl’adávanie. Body prehl’adávaného priestoru sú volené náhodne,
prı́padne nejakým systematickým spôsobom, pričom súohodnocované. Nie je to prı́liš inteli-
gentná stratégia a zriedkakedy sa použı́va samostatne.

Naivný algoritmus hl’adajúci optimálnu konfiguráciu z hl’adiska ohodnoteniaµsa nachádza na
obr. 4.3. Tento algoritmus postupne generuje náhodné konfigurácie, pričom po vopred určenom
počte iteráciı́ vráti nájdenú konfiguráciu s maximálnym ohodnotenı́mµ.

4.2.2. Gradientové metódy

Na optimalizáciu spojitých funkciı́ bolo vyvinutých množstvo rozličných metód využı́vajú-
cich informácie o gradiente optimalizovanej funkcie2. Na základe tohto gradientu je určovaný
smer d’alšieho prehl’adávania. Ak však nie je možné vypočı́tat’alebo odhadnút’deriváciu vyšetro-
vanej funkcie, naprı́klad pretože nie je spojitá, tieto metódy zvyčajne zlyhávajú.

2Hoci gradientové metódy nepatria medzi stochastické metódy, zohrávajú významnú úlohu naprı́klad pri itero-
vanom náhodnom prehl’adávanı́ alebo pri memetických algoritmoch.
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RANDOM-SEARCH (n: integer, M: array of 2D shape)

1 variables

2 x;y: array of ve
tor from Z

2

3 xe;xt;ye;yt: extended real

4 ye;yt �∞
5 for i 1 to MaxIterations do
6 Vygeneruj náhodnú konfiguráciux.
7 xe µeff

M1;:::;Mn
[x1; : : : ;xn℄

8 if xe> ye
9 y x
10 else

11 if xe= ye
12 xt µtight

M1;:::;Mn
[x1; : : : ;xn℄

13 if xt> yt
14 y x
15 return y

Obr. 4.3: Naivný algoritmus hl’adania optimálnej konfigurácie. Algoritmus postupne generuje náhodné
konfigurácie, pričom po vopred určenom počte iteráciı´ (MaxIterations) vráti tú konfiguráciu, ktorej ohod-
notenieµ je maximálne.

Gradientové metódy pracujú vynikajúco na funkciách sjediným maximom, resp. minimom,
ale na funkciách s viacerými lokálnymi maximami, resp. minimami3 zlyhávajú z dôvodu, že
nenájdu globálne optimum, ale skončia v prvom nájdenomlokálnom optime.

V prı́pade optimalizácie funkciı́ s diskrétnym definičným oborom môžu tieto metódy pracovat’
na základe informáciı́ o diskrétnom gradiente.

4.2.3. Iterované prehl’adávanie

Náhodné a gradientové prehl’adávanie je možné skombinovat’do tzv. iterovaného prehl’adá-
vania. Pri tejto metóde sa opakovane vykonáva nejaký gradientový algoritmus. V okamihu, ked’
je nájdené lokálne optimum, zvolı́ sa náhodne nejaký bod prehl’adávaného priestoru a proces gra-
dientového prehl’adávania sa opakuje. Výhodou tejto metódy je jej jednoduchost’a to, že s vel’kou
pravdepodobnost’ou nájde globálne optimum, ak funkcia nemá prı́liš vel’a lokálnych optı́m.

4.2.4. Simulované žı́hanie

Táto metóda je v podstate modifikovanou gradientovou meto´dou. Prehl’adávanie sa začı́na
v náhodnom bode priestoru. Následne sa uskutočnı́ náhodný posun. Ak nás tento posun povedie
ku bodu s väčšou hodnotou, akceptujeme ho. Ak nás povedie ku bodu s menšou hodnotou,
prijmeme ho s pravdepodobnost’oup(t), kdet je čas. Funkciap(t) začı́na s hodnotou blı́zkou 1,

3Takéto funkcie sa nazývajú multimodálne.
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ale jej hodnoty sa postupne znižujú smerom k nule. Je to proces analogický ku ochladzovaniu
roztaveného materiálu.

Spočiatku sú akceptované všetky posuny, ale zároveňso znižovanı́m „teploty“ klesá aj prav-
depodobnost’prijatia posunu smerom k nižšı́m hodnotám. Negatı́vne posuny sú potrebné na únik
od lokálnych maxı́m, ale privel’a takýchto posunov nás vedie d’alej od globálneho maxima.

Podobne ako náhodné prehl’adávanie, aj simulované žı́hanie narába v danom okamihu iba
s jedným potenciálnym riešenı́m, takže si nevytvára celkový obraz o prehl’adávanom priestore.
Neukladajú sa žiadne informácie o predchádzajúcich posunoch, na základe ktorých by bolo
možné riadit’výber nasledujúcich posunov (tento nedostatok čiastočne odstraňuje tzv. tabu pre-
hl’adávanie, vid’ [23]).

4.3. Genetické algoritmy

Genetické algoritmy sú triedou vel’mi silných optimalizačných metód založených na para-
digme biologickej evolúcie. Existuje vel’ké množstvo problémov, ktoré sa dajú efektı́vne riešit’
pomocou týchto metód, ale na druhej strane, existujú aj problémy, na ktorých genetické algo-
ritmy úplne zlyhávajú. Hlavnou výhodou genetických algoritmov je ich schopnost’paralelného
prehl’adávania a schopnost’ kombinovat’ prehl’adávanie priestoru ako do šı́rky, tak aj do hl´bky.
Genetické algoritmy sú bližšie popı́sané v dodatku B.

Problematika automatického rozmiestňovania geometrických útvarov použitı́m genetických
algoritmov bola rozoberaná v [5], kde boli dosiahnuté celkom zaujı́mavé výsledky. Populácia
jedincov bola tvorená viacerými rozmiestneniami útvarov v euklidovskej rovine, ktoré boli
reprezentované pomocou hierarchických štruktúr4. Jednotlivé útvary boli kódované pomocou tzv.
hrebeňového kódu (angl. comb-code), ktorý pre daný útvar jednoduchým spôsobom popisoval
plochu medzi obrysom útvaru a jeho obdl´žnikovou obálkou. Dobrou vlastnost’ou tohto kódu bola
možnost’rýchleho výpočtu približnej efektı́vnostivyužitia plochy daným rozmiestnenı́m útvarov.

4.3.1. Návrh systému na automatické rozmiestňovanie útvarov

Najvýhodnejšı́m typom stochastických algoritmov hl’adajúcich (sub-)optimálne rozmiestne-
nia geometrických útvarov sú pravdepodobne genetickéalgoritmy. Dôvodom je, už uvedená,
schopnost’ paralelného prehl’adávania a schopnost’ kombinovaného prehl’adávania priestoru do
šı́rky a do hl´bky. Takisto, výhodou použitia genetických algoritmovje možnost’definovat’spôsob
kódovania útvarov a ich konfiguráciı́, pričom pri definı´cii môžeme zohl’adňovat’aj topologické
charakteristiky týchto konfiguráciı́, ktoré sú dôlezˇité najmä pri modifikácii rozmiestnenı́, prı́padne
pri konštrukcii nového rozmiestnenia na základe iných, dobre hodnotených, rozmiestnenı́.

Systém bude mat’k dispozı́cii pre každú dvojicu útvarov M1;M2 predpočı́tané dve tabul’ky,
v ktorých pre každé možné vzájomné posunutiex útvarov, pri ktorom sa pretı́najú ich obálky,
budú uložené obsahy prienikov(M1+ x)\M2 a ((M1�E)+ x)\ (M2�E). Pomocou týchto

4V uvedenej práci bola použitá stromová reprezentáciarozmiestnenı́. Listami stromu boli jednotlivé útvary, ktoré
boli zoskupované do väčšı́ch útvarov vnútornými uzlami reprezentujúcimi naprı́klad priloženie zl’ava alebo sprava.
Takisto bola zohl’adnená aj možnost’rotácie útvarov o násobky 90Æ.
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tabuliek je takto možné vel’mi efektı́vne (z hl’adiska časovej zložitosti) v priebehu optimalizácie
počı́tat’ohodnotenia translačných konfiguráciı́µtight, prı́padne je možné navyše predpočı́tat’ohod-
noteniaµtight.2. Výpočetµtight danej konfigurácien-útvarov sa dá vykonat’v časeO(n2

), ktorý je
pravdepodobne možné ešte zredukovat’, ak sa položia určité obmedzenia na charakter útvarov,
ktoré následne umožnia využit’topologické vlastnosti rozmiestnenı́.

Poznamenajme ešte, že navrhovaný systém nebude umožnˇovat’ žiadne rotácie útvarov, hoci
v diskrétnej rovine so susednost’ouS4 alebo S8, by nemal nastat’ väčšı́ problém. Pamät’ová
zložitost’ môže narást’ približne štvornásobne, cˇasová zložitost’ zrejme tiež porastie, ked’že pre
každý rozmiestňovaný útvar pridávame d’alšı́ stupeň vol’nosti.

Dôležité je uvedomit’si, že pri praktických aplikáciach budú často rozmiestňované množiny
útvarov, v ktorých sa môžu vyskytovat’ útvary rovnake´ho tvaru. Zvyčajne sa totiž z pásu látky
vyrezávajú dielce pre viacero kusov odevu naraz, aby sa esˇte výraznejšie šetrilo materiálom.
Z tohto dôvodu je možné ešte znı́žit’pamät’ovú zlozˇitost’, niekedy až 100-násobne5.

Teraz približne popı́šeme použitie genetických algoritmov v automatickom systéme rozmiest-
ňovania geometrických útvarov v oblastiZ

2.

Chromozómy

Chromozómy reprezentujú potenciálne riešenia – konfigurácie geometrických útvarov. Budú
pozostávat’ z dvoch spájaných zoznamov. Jeden bude obsahovat’ všetky útvary6, ktoré už sú
umiestnené v rovine, pričom pre každý útvar v ňom budeuložená pozı́cia tohto útvaru. Tento
zoznam označı́me akoL1. Druhý zoznam,L2, bude pozostávat’z útvarov, ktoré nie sú umiestnené
do roviny, ale pre každý z nich v tomto zozname bude zaznamenaná pozı́cia jeho posledného
umiestnenia, ak bol niekedy umiestnený do roviny. Každýchromozóm teda predstavuje nejakú
konfiguráciu útvarov úplne popisovanú údajmi v prvom zozname. Informácie v druhom zozname
majú len pomocnú úlohu. Fakt, že sa útvar nachádza v druhom zozname, môžeme chápat’bud’
tak, že ešte nie je umiestnený do roviny, alebo už je v rovine, ale na „vel’mi zlej“ pozı́cii.

V tejto fáze, ked’ sme už definovali, čo je to chromozóm, je nutné povedat’,kedy je jeden
chromozóm lepšı́ ako druhý chromozóm. Chromozóm budetým lepšı́, čı́m viacej útvarov sa
nachádza v prvom zozname, teda čı́m viacej útvarov z danej množiny je umiestnených do roviny.
Ak majú dva chromozómy v prvých zoznamoch rovnaký počet útvarov, lepšı́ bude ten, ktorý
má väčšiu hodnotu z hl’adiska funkcieµ. Konkrétne, ak prvý zoznam chromozómuA obsahuje
útvaryM1; : : : ;Mn umiestnených na pozı́ciachx1; : : : ;xn a prvý zoznam chromozómuB obsahuje
N1; : : : ;Nn na pozı́ciachy1; : : : ;yn, potom chromozómA je lepšı́ akoB práve vtedy, ked’

µM1;:::;Mn[x1; : : : ;xn℄< µN1;:::;Nn[y1; : : : ;yn℄ :

Fitness funkcia bude teda v tomto prı́pade zobrazovat’ priestor chromozómov (potenciálnych
riešenı́) do množinyN�R �R , na ktorej je definované lexikografické usporiadanie.

5Naprı́klad vtedy, ked’ odev bude pozostávat’z 20 navzájom rôznych dielcov a algoritmus bude rozmiestňovat’až
200 útvarov (pre 10 kusov odevu naraz).

6V zozname nebudú uložené bitové mapy, ale iba identifika´tory útvarov.



4.3 Genetické algoritmy 41

Počiatočná populácia

Aby sa mohol začat’proces optimalizácie, treba najprv definovat’chromozómy v počiatočnej
populácii. Jedným z možných riešenı́ je začı́nat’s populáciou, v ktorej všetky chromozómy majú
prázdne prvé zoznamy. Počiatočná populácia by nemala mat’prı́liš vel’a prvkov, najlepšı́ počet
bude pravdepodobne v rozsahu 10 až 100 chromozómov (vid’ napr. [5], [20], [38]).

Operátory

Dôležitým operátorom definovaným nad priestorom chromozómov jemutácia. Mutácia je
lokálny operátor, ktorého úlohou je zabezpečit’ prehl’adanie oblastı́ priestoru reprezentovaných
chromozómami. Operátor mutácie pre chromozómy definované vyššie môže vykonávat’nasledu-
júce zmeny na chromozóme:

1. Zo zoznamuL1 vyberie náhodný útvar a presunie ho na náhodnú pozı́ciu.

2. Zo zoznamuL1 vyberie náhodný útvar a presunie ho o náhodný vektor, ale nie prı́liš d’aleko
od jeho pôvodnej pozı́cie.

3. Zo zoznamuL1 vyberie náhodné dva útvary a zamenı́ ich pozı́cie.

4. Zvolı́ náhodný obdl´žnik, ktorý má neprázdny prienik s obdl´žnikovou obálkou zjednotenia
útvarov prvého zoznamu a všetky útvary, ktoré sú podmnožinou tohto obdl´žnika (prı́padne
s nı́m majú neprázdny prienik) presunie o náhodný vektor.

5. Z náhodne vybraného zoznamu presunie náhodne zvoleny´ útvar do druhého (nie vždyL2)
zoznamu, t.j. presúva útvar bud’ z L1 doL2 alebo naopak.

Uvedené zmeny treba vykonávat’ náhodne, s určitou pravdepodobnost’ou, nie deterministicky.
Ďalej treba poznamenat’, že je lepšie manipulovat’skôr smenšı́mi útvarmi ako s väčšı́mi, teda je
výhodné do operátora mutácie zakomponovat’ to, že menšie útvary budú selektované s väčšou
pravdepodobnost’ou ako útvary väčšie. Výnimkou môzˇe byt’ snád’ posledná uvedená možnost’
(presun medzi zoznamami), pri ktorej zohl’adňovanie vel’kosti útvarov nie je vel’mi žiadúce.
Presunutie väčšieho útvaru do druhého zoznamu môževytvorit’ priestor pre umiestnenie ešte
väčšieho útvaru.

Ďalšı́m významným operátorom je operátorrekombináciealebokrı́ženia, ktorého úlohou je
prehl’adávanie priestoru chromozómov do šı́rky. Operátorkrı́ženiavezme dva chromozómy7 (vy-
brané selekčným operátorom, vid’ dodatok B), na ktorých môže realizovat’naprı́klad nasledujúcu
operáciu.

Pre obe konfigurácie sa náhodne zvolia dve rovnobežné priamky, jedna pretı́najúca obálku
prvej konfigurácie a druhá pretı́najúca obálku druhej konfigurácie útvarov. Obe množiny útvarov
konfiguráciı́ sa rozdelia na dve disjunktné podmnožiny,pričom prvá z podmnožı́n bude pozostá-
vat’z útvarov v jednej polrovine určenej priamkou a druha´ z útvarov v druhej polrovine8. Útvary,

7Tieto chromozómy reprezentujú konfigurácie útvarov.
8Pre diskrétnu rovinu nedefinujeme pojem polroviny, ale vychádzame z predstavy polroviny v euklidovskej

rovine, do ktorej je možné vnorit’diskrétnu rovinu. Podobne je to aj s pojmom priamky.
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ktoré majú prienik s uvedenou priamkou, je vhodné zaradit’všetky spolu do jednej z podmnožı́n
(pre každú konfiguráciu oddelene). Pre obe konfigurácienásledne navzájom vymenı́me podmno-
žiny útvarov prislúchajúce polrovinám na rovnakej strane určujúcich priamok. Pri výmene sa
môžeme snažit’minimalizovat’prieniky útvarov spolus minimalizovanı́m vel’kosti obálky útva-
rov konfigurácie. Vo väčšine prı́padov môže nastat’ problém, že niektoré útvary (momentálne
ide o tvar, nie o identitu útvarov) sa v konfiguráciach budu´ vyskytovat’viacej krát, ako je povo-
lené. Pre tieto útvary treba ešte uskutočnit’finálne zmeny konfiguráciı́ a odstránit’nadbytočnost’,
prı́padne deficienciu konfiguráciı́ úpravami v zoznamochchromozómov.

4.3.2. Ďalšie zrýchlenie

Pre každú dvojicu útvarovM1;M2 môžeme nájst’lokálne optimá ohodnoteniaµtight.2
M1;M2

a vybrat’
z nich tie, ktoré patria množine D(M1;M2). Každé takto nájdené posunutie reprezentuje „lokálne
optimálne priloženie“ útvaruM1 ku M2. Teraz uvedieme postup tvorby množiny týchto posunutı́:

1. Vypočı́tame maticu, v ktorej pre každú pozı́ciux útvaruM1 vzhl’adom naM2 bude uložená
hodnota funkcieµtight.2

M1;M2
[x;0℄.

2. Vo vzniknutej matici vyhl’adáme všetky kladné lokálne maximá, ktoré patria množine
D(M1;M2).

Takto vzniknutá množina lokálne optimálnych posunutı´ by mohla byt’pre väčšie útvary (rádovo
1000�1000 bodov) zbytočne vel’ká, takže je možné zredukovat’jej vel’kost’naprı́klad nasledujú-
cimi spôsobmi:

� Lokálne maximá rozdelı́me naSN -súvislé množiny rovnako ohodnotených bodov. Tieto
množiny zrejme nie súSN -susedné. Z každej takto vzniknutej množiny vyberieme niekol’ko
reprezentantov (najlepšie počet zhora ohraničený nejakou konštantou).

� V matici najprv vynulujeme všetky prvky, ktoré nie sú lokálnymi maximami. Potom bu-
deme postupne prechádzat’všetky prvky matice. Ak nájdeme nenulový prvok, zaradı́me ho
do zoznamu a všetky ostatné s rovnakou hodnotou v okne vel’kosti napr. 8�8 vynulujeme9.

Predpočı́tanie lokálne optimálnych vzájomných posunutı́ útvarov prináša niekol’ko výhod. Je
totiž viac pravdepodobné, že algoritmus bude konvergovat’k optimálnemu riešeniu, ak počas vý-
počtu budeme s väčšou pravdepodobnost’ou uskutočňovat’lokálne optimálne výbery10. Naprı́klad
operátor mutácie je možné pozmenit’tak, že s väčšou pravdepodobnost’ou bude presúvat’náhodne
vybraný útvar na náhodne vybranú lokálne optimálnu pozı́ciu ako na náhodnú pozı́ciu. Takisto
je možné upravit’aj ostatné prı́pady.

9Pri prechádzanı́ matice zl’ava doprava a zhora nadol stačı́ zrejme nulovat’iba dolnúpolovicu okna.
10Takýto algoritmus by sa dal nazvat’stochastickým greedyalgoritmom.
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4.4. Memetické algoritmy

Memetické algoritmy11 sú metódou heuristického prehl’adávania založenou na paradigme
kultúrnej evolúcie. Ukázalo sa, že v niektorých prı́padoch konvergujú rádovo rýchlejšie ako
tradičné genetické algoritmy. V princı́pe kombinujú heuristiky lokálneho prehl’adávania s operá-
tormi krı́ženia. Z tohto dôvodu ich niektorı́ odbornı́cipovažovali za hybridné genetické algoritmy,
resp. genetické algoritmy s lokálnym prehl’adávanı́m. Napriek tomu, do tejto triedy metaheuristı́k
môžu patrit’ aj kombinácie s konštruktı́vnymi heuristikami alebo inými exaktnými metódami.
Memetické algoritmy boli úspešne použité na vyriešnie viacerých rozsiahlych kombinatorických
problémov, na ktorých ostatné metaheuristiky zlyhali.

Z uvedených dôvodov sa dá očakávat’, že použitie memetických algoritmov môže ešte viac
urýchlit’konvergenciu systémov automatického rozmiestňovania geometrických útvarov.

11Prvý krát bol použitý pojem „memetický algoritmus“ r.1989 v [31].



Dodatok A

Vzt’ah medzi 2D-DFT a cas-cas
transformáciou

Ciel’om tohto dodatku je ukázat’, že transformácie 2D-DFT a cas-cas sú navzájom informačne
zamenitel’né, t.j. že jednu možno vypočı́tat’z druhej a vice versa. Chceme teda dokázat’že existuje
také bijektı́vne zobrazenieF, ktoré spl´ňa nasledujúce rovnosti pre všetky maticex:

Φ2D(x) = F(h̄2D(x)) a h̄2D(x) = F�1
(Φ2D(x)) : (A.1)

Pre zjednodušenie a skrátenie zápisu zavedieme nasledujúce označenia (j 2 f1;2g):

Cj = cos(2πk jn j=Nj) ; Sj = sin(2πk jn j=Nj) ; r =
1

p

N1N2
:

Transformácie (2D-DFT a DCCT) môžeme po zavedenı́ týchto označenı́ pı́sat’:

Φ2D(x)k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2� iS1C2� iC1S2�S1S2) ;

h̄2D(x)k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2+S1C2+C1S2+S1S2) :

Teraz ukážeme, že existuje také bijektı́vne zobrazenieF , ktoré spl´ňa podmienku (A.1).
Vyjadrime teraz všetky možné preklopenia matı́c transformovaných pomocou DCCT:

µ0;0(h̄2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2+S1C2+C1S2+S1S2) ;

µ1;0(h̄2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2�S1C2+C1S2�S1S2) ;

µ0;1(h̄2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2+S1C2�C1S2�S1S2) ;
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µ1;1(h̄2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2�S1C2�C1S2+S1S2) ;

a transformovaných použitı́m 2D-DFT:

µ0;0(Φ2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2� iS1C2� iC1S2�S1S2) ;

µ1;0(Φ2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2+ iS1C2� iC1S2+S1S2) ;

µ0;1(Φ2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2� iS1C2+ iC1S2+S1S2) ;

µ1;1(Φ2D(x))k1;k2 = r
N1�1

∑
n1=0

N2�1

∑
n2=0

xn1;n2(C1C2+ iS1C2+ iC1S2+S1S2) :

Hl’adáme komplexné koeficientya1; : : : ;a4 ab1; : : : ;b4 také, aby platilo

Φ2D(x) = a1µ0;0(h̄2D(x))+a2µ1;0(h̄2D(x))+a3µ0;1(h̄2D(x))+a4µ1;1(h̄2D(x)) =

= (a1µ0;0+a2µ1;0+a3µ0;1+a4µ1;1)(h̄2D(x)) ;

h̄2D(x) = b1µ0;0(Φ2D(x))+b2µ1;0(Φ2D(x))+b3µ0;1(Φ2D(x))+b4µ1;1(Φ2D(x)) =

= (b1µ0;0+b2µ1;0+b3µ0;1+b4µ1;1)(Φ2D(x)) :

Dostávame dve sústavy štyroch rovnı́c o štyroch neznámych
2

6

6

4

1 1 1 1
1 �1 1 �1
1 1 �1 �1
1 �1 �1 1

3

7

7

5

2

6

6

4

a1

a2

a3

a4

3

7

7

5

=

2

6

6

4

1
�i
�i
�1

3

7

7

5

;

2

6

6

4

1 1 1 1
�i i �i i
�i �i i i
�1 1 1 �1

3

7

7

5

2

6

6

4

b1

b2

b3

b4

3

7

7

5

=

2

6

6

4

1
1
1
1

3

7

7

5

;

ktorých riešenı́m sú:

a1 =�i=2 ; a2 = 1=2 ; a3 = 1=2 ; a4 = i=2 :

b1 = i=2 ; b2 = 1=2 ; b3 = 1=2 ; b4 =�i=2 ;

Teda našli sme priamy vzt’ah medzi DCCT a 2D-DFT, ktorý mozˇno zapı́sat’:

Φ2D(x) =
�

�i µ0;0+µ1;0+µ0;1+ i µ1;1

2

�

(h̄2D(x)) ;

h̄2D(x) =
�

i µ0;0+µ1;0+µ0;1� i µ1;1

2

�

(Φ2D(x)) ;
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čo znamená, že hl’adané zobrazenieF existuje a platı́ preň:

F(x) =
�

�i µ0;0+µ1;0+µ0;1+ i µ1;1

2

�

(x) ;

F�1
(x) =

�

i µ0;0+µ1;0+µ0;1� i µ1;1

2

�

(x) :
(A.2)



Dodatok B

Genetické algoritmy

B.1. Biologická evolúcia

Genetické algoritmytvoria triedu výpočtových modelov ktoré vznikli formalizáciou a ná-
slednou implementáciou jednej zo základných paradigiem živej prı́rody –biologickej evolúcie.
Biologická evolúcia je progresı́vna zmena genetickéhoobsahu populácie v priebehu vel’kého
počtu generáciı́. Pozostáva z nasledujúcich troch zložiek:

1. Prirodzený výber– proces, v ktorom jedinci s vysokou silou (fitness) vstupujú s väčšou
pravdepodobnost’ou do procesu reprodukcie ako jedinci s menšou silou.

2. Náhodný genetický drift, v ktorom náhodné udalosti (napr. náhodná mutácia genetického
materiálu alebo náhodná smrt’ jedinca) v živote jedincov ovplyvňujú populáciu. Náhodné
efekty genetického driftu zohrávajú významnú úlohunajmä pri malých populáciách.

3. Reprodukčný proces, v rámci ktorého sa z rodičov vytvárajú potomkovia. Genetická infor-
mácia potomkov je vytvorená kombináciou genetickej informácie rodičov. Zvyčajne tento
proces prebieha tak, že z genetickej informácie dvoch jedincov vstupujúcich do procesu re-
produkcie sa náhodne vyberú časti chromozómu, predstavujúce istú informáciu, na základe
ktorých je potom zostavená genetická informácia nového jedinca – potomka. Tento proces
sa tiež nazýva krı́ženie (sexuálna reprodukcia) a ked’že sa vyskytuje u väčšiny zložitejšı́ch
organizmov, je možné usudzovat’, že podstatne zvyšujerýchlost’a efektı́vnost’evolúcie.

V biológii je sila jedinca definovaná ako jeho relatı́vna schopnost’prežit’a reprodukovat’sa
v danom prostredı́ a danej populácii. V prı́rode, jedinci vpopulácii navzájom sút’ažia o zdroje
akými sú napr. potrava alebo voda, poprı́pade, ak prislúchajú tomu istému druhu, sút’ažia o
sexuálneho partnera. Tı́ jedinci, ktorı́ sú najúspešnejšı́ z hl’adiska schopnosti prežit’a zı́skat’sexu-
álneho partnera budú mat’pravdepodobne väčšı́ počet potomkov. Naopak, menej schopnı́ jedinci
vyprodukujú menšı́ počet potomkov, poprı́pade nebudúmat’žiadnych potomkov. To znamená, že
genetická informácia dobre prispôsobených, silnýchjedincov sa s vysokou pravdepodobnost’ou
rozšı́ri na väčšı́ počet indivı́duı́ v nasledujúcejgenerácii. Kombináciou dobrých vlastnostı́ (z hl’a-
diska sily) rôznych predkov môže niekedy vzniknút’ vel’mi silný jedinec. Týmto spôsobom sa
druhy stále vyvı́jajú a prispôsobujú svojmu prostrediu.
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B.2. Genetické algoritmy

Základné princı́py genetických algoritmov boli prvý krát uvedené v [20] a sú dobre popı́-
sané v mnohých textoch (napr. [3], [4], [15]). Genetickéalgoritmy sú stochastické optimalizačné
algoritmy založené na princı́pe Darwinovej evolučnej teórie, použı́vajúce priamu analógiu pri-
rodzených genetických procesov. Predstavujú netradicˇný prı́stup k hl’adaniu optimálneho alebo
suboptimálneho riešenia zložitých optimalizačných problémov, ktoré nie sú riešitel’né klasic-
kými technikami. Sú pravdepodobne najčastejšie použı́vanými optimalizačnými algoritmami,
s množstvom aplikáciı́ od optimalizácie vysoko multimodálnych funkciı́, až po riešenie kombi-
natorických a grafovo-teoretických problémov [23]. S u´spechom sú použı́vané najmä vtedy, ked’
hl’adáme také globálne minimum, resp. maximum, ktoré je obklopené množstvom lokálnych mi-
nı́m, resp. maxı́m. Genetické algoritmy sú univerzálnou metódou pre simuláciu evolúcie, v ktorej
je pre riešenie konkrétneho problému potrebné modifikovat’len spôsob kódovania potenciálneho
riešenia (štruktúru chromozómu) a spôsob výpočtu jeho sily.

Napriek tomu, že genetické algoritmy sú založené na paradigme prirodzenej evolúcie, je
pri nich postup presne opačný ako v biológii. Najprv sa totiž definuje sila jedinca (jedinec je
tým silnejšı́, čı́m je lepšı́m riešenı́m problému) anásledne, na základe jej hodnoty, je jedincovi
umožnená reprodukcia, prı́padne je z populácie odstránený. Indivı́duá s väčšou silou môžu vstu-
povat’s väčšou pravdepodobnost’ou do procesureprodukcie, ktorá môže obsahovat’ešte aj určitý
náhodný faktor(tzv. genetický drift), napr.náhodnú mutáciu(v ret’azci popisujúcom jedinca je
náhodne vybraný symbol zamenený iným náhodne vybrany´m symbolom). Mutácia vykonáva
malú zmenu genetickej informácie, aby sa zachovala rôznorodost’ populácie a aby sa vniesla
nová informácia. Táto skutočnost’umožňuje evolúcii hl’adat’nové riešenia, ktoré sa v populácii
ešte vôbec nevyskytli a môžu byt’nádejné pre d’alšiu evolúciu populácie. Celá nová populácia
potenciálnych riešenı́ je teda vytvorená výberom najlepšı́ch jedincov zo súčasnej generácie, kto-
rým je potom umožnená reprodukcia, aby vytvorili nových a prı́padne lepšı́ch potomkov. Týmto
spôsobom sa dobré vlastnosti indivı́duı́ rozšı́ria po mnohých generáciách do celej populácie. Ak je
teda genetický algoritmus dobre navrhnutý, celá popula´cia alebo aspoň jej čast’bude konvergovat’
ku optimálnemu riešeniu daného problému.

B.3. Základné princı́py genetických algoritmov

Genetický algoritmus v súčasnosti patrı́ medzi najpopulárnejšie evolučné optimalizačné algo-
ritmy [15], [20]. Základné princı́py genetických algoritmov sú určitou špecifikáciou všeobecných
princı́pov evolúcie a jej algoritmizácie. Klasický genetický algoritmus je znázornený na obr. B.1.

Ak na riešenie daného problému chceme použit’genetický algoritmus, musı́me najprv zvolit’
vhodnékódovanietohto problému, d’alej musı́me definovat’ tzv.fitness funkciu(silu jedinca),
ktorá každému potenciálnemu riešeniu priradı́ jeho kvalitu a napokon potrebujeme špecifikovat’
operátory reprodukcie a mutácie.
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STANDARD-GA ()

1 vygeneruj počiatočnú populáciu
2 vypočı́taj silu každého jedinca
3 while (not Finished) do begin . vyprodukovanie novej generácie
4 for i 1 to PopulationSize=2 do begin . reprodukčný cyklus
5 vyber dvoch jedincov zo starej generácie . s väčšou pravdepodobnost’ou
6 . výberu silnejšı́ch jedincov
7 rekombináciou týchto jedincov vytvor dvoch potomkov
8 vypočı́taj ich silu
9 vlož oboch potomkov do novej generácie
10 end

11 starú generáciu nahrad’ novou
12 if (populácia skonvergovala) then

13 Finished TRUE

14 end

Obr. B.1: Klasický genetický algoritmus

B.3.1. Kódovanie

Predpokladáme, že potenciálne riešenie problému mozˇno reprezentovat’ako množinu para-
metrov. Tieto parametre, tzv.gény, sú zlúčené do postupnostı́, nazývanýchchromozómy. Chromo-
zóm je pojem použı́vaný najmä v biológii pre postupnost’génov. Genetická informácia (genotyp)
jedinca v prı́rode, rovnako ako v mnohých evolučných algoritmoch pozostáva z jedného alebo
viacerých chromozómov. Každý gén reprezentuje nejakú vlastnost’ alebo „čast’“ vlastnosti je-
dinca. Hodnoty, ktoré môže nadobudnút’ sa nazývajúalely1. Podfenotypomsa chápu samotné
prejavy genotypu, teda vlastnosti toho ktorého jedinca. Nie sú to už zakódované genetické infor-
mácie, ako pri genotype, ale ich reálne prejavy. Sila jedinca závisı́ na kvalite fenotypu. Možno
ju vypočı́tat’ na základe genotypu pomocoufitness funkcie. Na vyššom stupni abstrakcie teda
môžeme namiesto populácie jedincov hovorit’o populácii chromozómov.

V genetických algoritmoch sa zvyčajne chromozómy reprezentujú binárnymi ret’azcami pev-
nej dĺžky. Každá pozı́cia v ret’azci prislúcha jednému génu a alela na každej pozı́cii môže byt’
bud’ 0 alebo 1. Pre niektoré problémy však binárna reprezentácia nie je postačujúca. To je jedným
z hlavných dôvodov, prečo sa objavili nové typy reprezentáciı́, napr. reprezentácia pomocou reál-
nych čı́sel. Takéto „chromozómy“ nemajú v podstate nicˇ spoločné s „klasickými chromozómami“
z genetiky, ale z matematického hl’adiska je účel týchto reprezentáciı́ taký istý – maju´ obsahovat’
informáciu, ktorá charakterizuje jedinca (riešenie),a preto netreba zavádzat’žiaden nový pojem.

1Vel’mi jednoduchým prı́kladom môže byt’naprı́klad to, že určitý gén reprezentuje „farbu očı́“ a alela pre tento
gén je naprı́klad „modré oči“, teda jedinec má „modré oči“.
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B.3.2. Fitness funkcia

Pre každý riešený problém je nutné definovat’ tzv. fitness funkciu, ktorá konkrétnemu chro-
mozómu (genotypu) priradı́ jednu numerickú hodnotu (zvyčajne kladné reálne čı́slo), ktorá istým
spôsobom popisuje silu alebo kvalitu jedinca charakterizovaného týmto chromozómom. Mala
by byt’ definovaná tak, aby najlepšı́ chromozóm (t.j. chromozóm s maximálnou hodnotou fit-
ness funkcie) bol riešenı́m problému, ktoré hl’adáme. Aby sa zvýšila pravdepodobnost’ toho, že
genetický algoritmus nám poskytne riešenie vysokej kvality, je vhodné, aby jedince, ktoré sú
bližšie optimu, mali väčšiu silu ako tie, ktoré sú odneho d’alej. Prakticky však skoro nikdy
nemáme potrebné informácie na to, aby sme mohli skonštruovat’fitness funkciu spl´ňajúcu túto
podmienku. Pre mnoho problémov, konkrétne pri optimalizácii nejakej funkcie, sa ako fitness
funkcia často použı́va samotná optimalizovaná funkcia, ktorá je prı́padne trochu upravená. Pri
väčšine problémov, naprı́klad kombinatorických, vsˇak bohužial’ tento prı́stup nemožno zvolit’.

B.3.3. Operátory

Pre každú reprezentáciu (spôsob kódovania potenciálnych riešenı́) musia byt’nad priestorom
chromozómov2 definované nasledujúce operátory:selekcia, rekombinácia, mutáciaa náhrada.
Počas fázy reprodukcie musia byt’ najprv vybrané3 jedince (selekcia), na ktoré bude v rámci
procesu reprodukcie aplikovaný najprv rekombinačný operátor a následne operátor mutácie. Pre
chromozómy v tvare binárnych ret’azcov sa tieto operátory zvyčajne definujú podobným spôso-
bom ako v prı́rode. Pri takto definovanej rekombinácii dochádza k priamej výmene genetickej
informácie medzi dvoma chromozómami. V jednoduchšej podobe ide o tzv.jednobodové krı́-
ženiekedy sa pre dané dva chromozómy náhodne určı́ v ich ret’azci deliaci bod, za ktorým sa
všetky alely medzi týmito chromozómami vymenia. Keby sme sa však spoliehali len na krı́ženie,
tak už po niekol’kých stovkách generácii by došlo k vystriedaniu všetkých možných kombináciı́
chromozómov a algoritmus by uviazol v lokálnom extréme anevedel by sa pohnút’d’alej. Je to
spôsobené tým, že krı́ženie nevnáša do genotypu žiadny nový materiál, ale len využı́va to, čo už
evolúcia vymyslela. Preto je potrebné použit’d’alšı́ nemenej dôležitý operátor, operátormutácie.
Ide o jednoduchú operáciu nad chromozómovým ret’azcom, pri ktorej sa s určitou pravdepo-
dobnost’ou náhodne vygeneruje bod, v ktorom dôjde k invertovaniu bitu (v prı́pade, že ide o
reprezentáciu pomocou binárnych ret’azcov). Aj tu existujú rôzne variácie mutačného operátora.

Prı́roda je významnou inšpiráciou, ale to neznamená, zˇe musı́me prevziat’ každý z týchto
operátorov z reálneho sveta. Použitı́m operátorov, ktoré sú odlišné od tých, čo možno odpozorovat’
z prı́rody, môžno učinit’vel’a z teórie genetických algoritmov zrozumitel’nejšı́m a jednoduchšı́m.

2Priestor jedincov sa zvykne stotožňovat’s priestorom chromozómov, takže pojmy jedinec a chromozóm budeme
často bez upozornenia zamieňat’.

3Mali by byt’uprednostňované najmä silnejšie jedince,ale vstup do reprodukcie by mal byt’umožnený aj slabšı́m
jedincom, hoci s menšou pravdepodobnost’ou.
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B.3.4. Kritéria ukončenia

Optimálna funkčná hodnota riešeného problému je zvyčajne neznáma a je vel’mi t’ažké iden-
tifikovat’stav, v ktorom by bolo najvhodnejšie ukončit’beh genetického algoritmu. Pre problémy,
v ktorých je hodnota optima známa alebo hl’adané riešenie spl´ňa určité vopred známe podmienky,
algoritmus možno zastavit’ vtedy, ked’ ich dosiahne. Pre iné problémy treba nechat’ algoritmus
pracovat’nejaký konečný čas za súčasného kontrolovania, či celá populácia nestratila rôznoro-
dost’. Nižšia rôznorodost’ populácie totiž znamenámenšiu pravdepodobnost’ toho, že zı́skame
lepšie riešenie ako doteraz nájdené. Kritéria ukončenia berúce do úvahy pokles rôznorodosti
populácie možno definovat’mnohými spôsobmi. Jedným zo spôsobov je tzv.ε-konvergencia, pri
ktorej algoritmus zastavı́ ak frekvencia nejakej alely na pozı́cii prislúchajúcej každému z génov
je väčšia ako 1�ε, kdeε je kladná konštanta, zvyčajne vel’mi malá, takže algoritmus zastavı́, ked’
pre každý gén sú skoro všetky alely rovnaké.



Zoznam použitých symbolov a skratiek

Symboly

N množina prirodzených čı́sel
N0 množina prirodzených čı́sel vrátane nuly
Z množina celých čı́sel
Z

2 kartézsky súčinZ�Z
C množina komplexných čı́sel
R množina reálnych čı́sel
R

+ množina kladných reálnych čı́sel
[a1; : : : ;an℄ usporiadanán-tica prvkova1; : : : ;an

f [ � ℄ to isté akof ([ � ℄), ak f je funkčný symbol
xk k-ty prvok postupnosti, resp. vektorax
xk1;k2 prvok matice, prı́padne dvojrozmernej postupnosti na pozı´cii k1;k2

a� čı́slo komplexne združené ku čı́slua
x� vektor, ktorého zložky sú komplexne združené

ku zodpovedajúcim zložkám vektorax
Refxg reálna čast’x
Imfxg imaginárna čast’x
O( f (n)) trieda funkciı́ asymptoticky menšı́ch alebo rovnýchf (n)
Θ( f (n)) trieda funkciı́ asymptoticky rovnýchf (n)
Ω( f (n)) trieda funkciı́ asymptoticky väčšı́ch alebo rovnýchf (n)
o( f (n)) trieda funkciı́ asymptoticky menšı́ch akof (n)
ω( f (n)) trieda funkciı́ asymptoticky väčšı́ch akof (n)
lg(x) logaritmus čı́slax pri základe 2
ri(x) Refxg+ Imfxg
cas(x) cos(x)+sin(x)
Cj cos(2πk jn j=Nj)

Sj sin(2πk jn j=Nj)

ℵ0 mohutnost’množiny prirodzených čı́sel (nulté kardinálne čı́slo)
�;� rozšı́rené porovnanie čı́sel
x �y súčin vektorov, resp. matı́c po zložkách
P trieda problémov riešitel’ných deterministicky v polynomiálnom čase
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NP trieda problémov riešitel’ných nedeterministicky v polynomiálnom čase
Φ(x) jednorozmerná diskrétna Fourierova transformácia vektorax (str. 6)
Φ�1

(x) inverzná jednorozmerná diskrétna Fourierova transformácia vektorax (str. 6)
Φ2D(x) dvojrozmerná diskrétna Fourierova transformácia maticex (str. 7)
Φ�1

2D(x) inverzná dvojrozmerná diskrétna Fourierova transformácia maticex (str. 7)
h̄(x) jednorozmerná diskrétna Hartleyho transformácia vektorax (str. 7)
h̄�1

(x) inverzná jednorozmerná diskrétna Hartleyho transformácia vektorax (str. 8)
h̄2D(x) diskrétna cas-cas transformácia maticex (str. 11)
h̄�1

2D(x) inverzná diskrétna cas-cas transformácia maticex (str. 12)
x�y diskrétna konvolúcia postupnostı́x a y (str. 13)
x
y (diskrétna) cyklická konvolúca vektorov (matı́c)x a y (str. 14)
µ operátor zrkadlenia (str. 20)
M�N Minkowského súčet množı́nM aN (str. 23)
M doplnok množinyM (str. 23)
M+ t posunutie množiny o vektort (str. 23)
�M symetrický obraz množinyM (str. 23)
O(M;N) množina takých posunutı́t, žeM+ t a N sa prekrývajú (str. 28)
D(M;N) množina takých posunutı́t, žeM+ t a N sa stýkajú (str. 28)
g(x) jednotková Heavisidova funkcia, jednotkový skok (str. 32)

Skratky

1D jednorozmerný
2D dvojrozmerný
DFT (jednorozmerná) diskrétna Fourierova transformácia
DHYT (jednorozmerná) diskrétna Hartleyho transformácia
FHYT rýchla Hartleyho transformácia
2D-DFT dvojrozmerná diskrétna Fourierova transformácia
DCCT diskrétna cas-cas transformácia
FCCT rýchla cas-cas transformácia
GA genetický algoritmus



Literatúra a internetové odkazy
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