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Predslov

Vizudlna detekcia a rozpoznédvanie objektov patri v poslednom desat'ro¢i
medzi najvécsie vyzvy pocitacového videnia. Potencidlne uplatnenie sys-
témov detekcie a rozpoznavania objektov je vel'mi §iroké, od bezpecnost-
nych systémov (napr. identifikdcia opravnenych osob), cez medicinske
techniky (napr. detekcia tumorov), priemyselné aplikdcie (napr. vizudlna
in$pekcia vyrobkov), robotiku (napr. navigacia robota v nedostupnom te-
réne) az po rozsirend realitu a mnohé d’alsie.

Uloha automaticky vyhPadat objekt sa spravidla formuluje ako tlo-
ha segmentécie objektu, pripadne iba ako detekcia opisaného §tvoruhol-
nika, alebo ako rozpoznanie samotného objektu.

Detekcia objektu Detekcia objektu Rozpoznanie objektu
bez segmentécie so segmentédciou v obraze




Predslov

K tlohe detekcie mézeme pristupovat na réznych stupnioch zovse-
obecnenia. Bud' rozpozniavame konkrétne in$tancie jednotlivych objek-
tov, alebo celt kategériu objektov.

Vizudlna detekcia a rozpoznévanie objektov je vel mi komplexny prob-
1ém. Musi sa zaoberat’ mnohymi aspektmi, ktoré rieSenie rozhodne ne-
ul'ahc¢uju. Prikladom st:

* nehomogénne a premenlivé osvetlenie scény,

* meniace sa spektrdlne charakteristiky osvetlenia a nasledne i farba
snimaného objektu,

* objekty, ktoré sa prekryvaju,

 rdzne uhly snimania objektov kamerou,

e v pripade rozpozndavania kategérii je samozrejme vel'kou vyzvou
iroznorodost objektov v rdmci jednej kategorie.

Zikladny ret'azec opericii systému detekcie rozpozndvania mo6zeme
znazornit' nasledovne:

Predspracovanie

obrazu Vypocet priznakov Klasifikdcia

Zakladné clenenie tejto knihy koreSponduje s tymto ret'azcom. Na-
vySe bude citatel obozndmeny s problematikou farby a I'udského vni-
mania vizudlnej informadcie, ktoré st vel'mi doleZité pre rieSenie detekcie
a rozpozndvania objektov a zaroven maju presahy do inych vyznamnych
odborov, ako st pocitacova grafika alebo interakcia cloveka s poc¢itacom.

Na vstupe uvedeného ret'azca je digitdlna kamera, z ktorej ziskame
signdl obrazu, ¢i uz farebny alebo &iernobiely. Ulohou predspracovania
obrazu je odstranenie neziaducich a pre d’alSie spracovanie rusivych ja-
vov ako sd napr. Sum v signdli, zvyraznenie informécie (napr. konttr ob-
jektov), ktord je relevantna a naopak potlacenie informadcie, ktora nie je
relevantnd z pohl'adu danej tlohy.

Dobrym prikladom je filtracia pre odstrdnenie Sumu, hornopriepust-
n4 filtracia pre odstranenie nehomogenity osvetlenia, prevod do inych
farebnych priestorov alebo morfologické spracovanie.

Ciel'om d’al3ieho stupnia spracovania je ziskanie priznakov, ktoré bu-
du dobre reprezentovat obrazovi informdciu dostato¢ne reprezentativ-
nym a diskriminativnym spésobom.

Ak je naSou tlohou napriklad detekcia 'udskej tvare v obraze, cely
obraz budeme postupne prechadzat’ tzv. kizavym oknom a v kazdej jeho
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pozicii bude tlohou klasifikdtora rozhodntt’ medzi dvoma triedami - je
alebo nie je tvar v tej Casti obrazu, ktord prave vySetruje? Vstupom pre
klasifikétor je prave vektor priznakov, na zdklade ktorého moze klasifi-
kator rozhodntt'. V procese ndvrhu mozeme vygenerovat vektor prizna-
kov podstatne vicsi, nez ktory bude pouZity vo vyslednom klasifikatore.
Vhodné (relevantné) priznaky uré¢ime metédami selekcie priznakov.

V d’alSom rozhodovacom stupni klasifikator na zdklade vektora pri-
znakov rozhodne o prislusnosti k triede.

KaZzdy systém vizudlneho rozpoznavania objektov musi byt najskor
nauceny na tlohu, pre ktord je ur¢eny. Definovanie rozhodovacej tlohy
pomocou stiboru deterministickych podmienok sa pouziva skor zried-
kavo. Prikladom mézu byt niektoré systémy priemyselnej inSpekcie, kde
v reprodukovatel nych podmienkach systém vyhodnoti namerané veli-
¢iny, napr. rozmery objektu. Zaujem vedcov a vyskumnikov sa viak kon-
centruje predovsetkym na met6dy na principe umelej inteligencie.

Metddy detekcie a rozpozndvania objektov mézeme podl'a zdklad-
ného pristupu k rieSeniu rozdelit na:

* met6dy zaloZené na globalnom opise,
* met6dy zaloZené na lokdlnych priznakoch.

Vit$ina metéd zaloZzenych na globalnom opise pouziva metédu kiza-
vého okna, ktoré vyberie urcity regién obrazu a tento je vyhodnoteny po-
rovnavanim s danymi vzorovymi reprezentaciami objektov. Tento pristup
sa uspesne pouziva napr. pri detekcii tvare podl'a autorov Viola Jones.
Principidlne v§ak ma niekol'ko nedostatkov, napr. $kdlovi a rota¢ni ne-
zévislost dosahujeme porovnavanim s otoCenym vzorom v roznej Skéle,
€o je vypoctovo naro¢né. Pripadné prekryvy objektov alebo zmena tvaru
nerigidnych objektov vel mi zniZuji pravdepodobnost’ spravnej detekcie.

Druhou alternativou je vyuzitie lokdlnych priznakov. Tieto metédy
pracuji smerom zdola nahor, od opisu pomerne malého okolia mnohych
kI'i¢ovych bodov az po rozhodnutie, ¢i tieto urcité zostavy lokdlnych des-
kriptorov patria k detegovanému objektu. Najjednoduchsi postup pozos-
tdva z troch zdkladnych krokov:

1. Extrakcia lokdlnych priznakov. Lokélne priznaky sa pocitaji v okoli
detegovanych kl'i¢ovych bodov a to nezavisle najskér na vzorovom
obraze objektu a potom v obraze, ktory vySetrujeme.

2. Porovnanie lokdlnych priznakov tak, aby sa nasli koreSpondencie
podobnych.

3. Overenie, ¢i sparované priznaky sa nachddzajui vkonzistentnej geo-
metrickej konfigurécii.
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Priklad parovania lokalnych priznakov

Vel'mi perspektivne (v tomto vydani knihy zatial bez podrobnejSieho
opisu) sa javia met6dy nazyvané ako “vrecia priznakov”. Zakladnd mys-
lienka sa d4 vyjadrit nasledovne. Najskér sa vygeneruje kédova kniha na-
zyvana vizudlny slovnik. S jednotlivymi inStanciami lokédlnych priznakov
sa d’alej pracuje na zdklade indexu v k6dovej knihe (tzv. vizudlne slovo),
ku ktorému patria. Uplatiiuji sa metddy tvorby histogramov podl'a pri-
slusnosti jednotlivych priznakov k vizudlnym slovdm, metédy prieniku
tychto histogramov alebo spdtného indexovania. Tieto met6dy su vel mi
sl'ubné hlavne pre tlohy vyhl'addvania objektov vo vel'kych databazach.

Ciel'om tejto vedeckej monografie je zozndmit' Citatel'a s tedriou vi-
zuélnej detekcie a rozpoznévania objektov a uviest’ priklady modernych
aplikécii, v ktorych je tato tedria vyuzivana.

Clenenie knihy je nasledovné.

Prvé kapitola sa zaoberd obrazom, jeho snimanim a prechodom od
analégového signdlu k digitdlnemu.

Dalej nasleduje ¢ast' Predspracovanie obrazu, kde sa &itatel dozvie
principy filtracie vo frekvencnej oblasti, v priestorovej oblasti a morfo-
logického spracovania obrazu spolu s prikladmi pouZzitia tychto metéd.

V casti nazvanej Priznaky sa predstavené pocetné spdsoby vypoctu
globdalnych priznakov reprezentujicich tvar objektu, farbu, textiru ako
i lokdlne priznaky. Vhodnym prikladom vyuzitia globédlnych a lokdlnych
priznakov je klasifikdcia malieb na fotografidch. Poslednd kapitola tejto
Casti sa zaoberd met6édami vhodného vyberu priznakov.

V Casti Klasifikdcia st opisané najvyznamnejsie klasifikacné met6dy
rozdelené podl'a toho, ¢i st riadené (s ucitelom) alebo neriadené (bez
ucitel'a). Samostatnou kapitolou st spésoby hodnotenia kvality klasifi-
kécie.

Posledné ¢ast’ monografie sa nazyva Farba a vizudlne vnimanie. Opi-
suje zdkladné fyzikélne a biologické pojmy pouzivané v pocitacovom vi-
deni, met6dy kolorimetrie a modely r6znych farebnych priestorov. Kapi-
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tola o vizuélnej ,vyraznosti“ (saliency) v obraze a sledovani pozornosti
pozorovatela uzatvéra tito Cast'. Prikladom stcasného vyuzitia vyraz-
nosti je hl'adanie najlepsich pohl'adov na objekty alebo detekcia oblasti
zaujmu pre zlepSenie kédovania obrazu a videa.

V doplnku ¢itatel najde prehl'ad vybranych tém z matematiky, ktoré
st nutné pre pochopenie teoretickych casti knihy.
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KAPITOLA

1

Spracovanie obrazu
vo frekvencnej oblasti

Najskor odporticame Citatel' ovi pripomentit’ si kapitoly z linedrnej algeb-
ry, ktoré st potrebné pre spracovanie obrazového signalu vo frekvenc-
nej oblasti. Na pomoc uvddzame v dodatku C najdélezitejsie zdkladné
pojmy a definicie. Vektorovy priestor - Linedrny priestor (vid' C.1), Line-
4rna kombindcia (vid’ C.2) , Linedrna transformdcia (vid' C.3) a Bdza vek-
torového priestoru (vid' C.4).

Teoretické zaklady spracovania vo frekvencnej oblasti budi v d’alsom vy-
klade najskor objasnené pre 1-dimenzionélny signdl a vysvetlend teéria
bude d’alej rozsirend na obrazovy, €ize 2-dimenzionélny signdl.

1.1 Naco sluzia diskrétne linearne transformacie?

Fourierova transformdcia je jednym z najdélezitejSich matematickych né-
strojov pouzivanych pri spracovani signalov. Popri Diskrétnej Fouriero-
vej transformdcii (DFT) nasla vyznamné uplatnenie v technickej praxi
i Diskrétna kosinusova Transformécia (DCT). DFT a DCT st spolu s vin-
kovou transformdaciou (Wavelet transform) najpouZivanejsie pri filtracii
obrazu.

DFT a DCT patria medzi linedrne transformadcie, ktoré ndm umoz-
nujd reprezentovat’ ¢islicovy vstupny signdl ako linedrnu kombinéciu dis-
krétnych bazovych funkcii (vid' C.2 a C.4). Linedrne transformécie DFT
a DCT teda umoznuji vzdjomne jednoznacny prevod signdlu (priamo
i spédtne) medzi reprezentdciou signédlu v ¢asovej/priestorovej doméne
a frekven¢nej doméne.




1.1. Naco sluzia diskrétne linearne transformaécie?

Obidve transformdcie patria do rodiny tzv. goniometrickych transfor-
mAcii.

1.1.1 Priklad

Pre ilustrdciu si najkér ukdZeme jednoduchy priklad.

Analyzovana funkcia
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Obrazok 1.1: Priklad spektrdlnej analyzy sinusového signélu.

Na obréazku 1.1 hore je zndzorneny cislicovy vstupny signdl, ktory je
generovany ako jednoduchy sinusovy signdl. Spektrum je pocitané z ca-
sového okienka ktoré zodpoveda 5-tim periédam sinusového signalu. Hod-
noty signalu boli naddvazok este zmenené pripocitanim kladnej konstan-
ty, dosledkom ¢oho ma tento vstupny signdl nenulovi strednd hodnotu.

Obréazok 1.1 dole ilustruje vystup frekven¢nej analyzy tohoto signaluy,
konkrétne po transformovani do frekven¢nej oblasti prostrednictvom dis-
krétnej Fourierovej transformécie. VI'avo dole je magnitidové spektrum
a vpravo dole je fazové spektrum. Ocakdvame, Ze magnitidové spektrum
bude mat nenulovy nulty koeficient, pretoze vstupny signdl mé nenu-
lovt strednti hodnotu. (Nulty koeficient je nazyvany tiez ako jednosmer-
né zlozka, tzv. DC komponent.) Oc¢akavame tiez, Ze v spektre uvidime
jednu vyraznu spektrdlnu hodnotu, ktord zodpoveda frekvencii vstup-
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ného sinusového signélu.

Na obrazku 1.1 dole vidime, Ze vypocitané magnitiidové spektrum je sy-
metrické okolo koeficientu s indexom nula v strede spektra. Spektralny
koeficient s indexom nula reprezentuje jednosmernt zlozku signdly, teda
v naSom pripade strednt hodnotu signdlu. Podl'a ocakédvania je nenu-
lovy. V spektre tiez vidime nenulovy 5. spektrdlny koeficient symetricky
rozlozeny do dvoch ¢asti magnitidového spektra, ktory indikuje frekven-
ciu vstupného sinusového signélu.

Poznédmka: Fourierovské magnitiidové spektrum je pre redlne signaly
vZdy symetrické .

1.1.2 Pouzitie

V technickej praxi je vypocet spektra vel mi vyznamny ndstroj, pretoze
umoZnuje analyzu a spracovanie signdlu selektivne podl'a jednotlivych
frekvencii obsiahnutych v signdli.

Vyhodne méZeme frekvenéni analyzu pouZit' pre opis a tvorbu pri-
znakov, napr. roznych texttarovych vzorov.

Dolezitym prikladom pouZitia je aj filtradcia obrazu, a to priamo vo
frekvencnej oblasti. Takto méZeme odfiltrovat’ napr. vysokofrekvenéné
zlozky, alebo naopak odfiltrovat nizkofrekven¢né zlozky obrazu. Po od-
filtrovani vysokych frekvencii z obrazu zmiznt jemné hrany a obraz bude
posobit’ rozmazane. Naopak, ak odfiltrujeme nizke frekvencie, tak zis-
kame hranovy obraz. Samozrejme zédleZi od konkrétneho navrhu filtra.

Vo frekvencnej oblasti méZeme tieZ cielene odstranit’ uréiti konkrét-
nu ru$ivid zloZku obrazu, ktord mé periodicky charakter, a ktora vieme
v spektre lokalizovat'.

Dalsou vyznamnou vlastnost'ou je dekoreldcia spektralnych koefi-
cientov. Z tohoto pohl'adu ma vyborné vlastnosti DCT, ¢o predurcuje jej
pouzitie pri kompresii dat, napr. vnorme JPEG.

Transformovanim obrazu pomocou priamej alebo spitnej linedrnej
transformaécie takpovediac ,prepiname* medzi

e priestorovou doménou obrazu (alebo ¢asovou doménou, ak sa jed-
nd o jednodimenziondlne signdly meniace sa v ¢ase) a

* spektrdlnou doménou daného vektorového priestoru,

do ktorého transformujeme (napr. Fourierovho). Ak vypocitané hodnoty
nemenime, tak priamym a spatnym transformovanim nedochadza k ziad-
nej strate informécie (azZ na malé odchylky spdsobené limitovanou pres-




1.2. Fourierova transformaécia

nost'ou vypoctu). Spektrum daného signalu teda obsahuje kompletnd in-
forméciu o danom signali.

1.1.3 Linearna transformacia obrazu.

Diskrétna linedrna transformdcia v pripade 1-dimenzionédlneho signélu
prirad’'uje postupnosti hodnot ¢islicového signdlu postupnost’ spektral-
nych koeficientov.

Ako uz bolo spomenuté, ciel om diskrétnej Fourierovej transformécie
je reprezentacia signdlu ako linedrnej kombinacie goniometrickych
funkecif, ktoré tvoria bazu. Ziskané stiradnice su vlastne spominané va-
hové koeficienty linedrnej kombinécie a v technickej praxi ich nazyvame
spektrilne koeficienty.

Fourierova transformdcia je definovand nad oborom komplexnych ¢i-
siel a spektrdlne koeficienty st komplexné ¢isla, pozostavaji z redlnej
aimagindrnej zlozky. V praxi sa CastejSie pouZiva prepocet redlnej a ima-
gindrnej zloZzky na magnitidu a f4zu komplexného ¢isla, teda mdme spek-
trum magnitidové a fazové.

1.2 Fourierova transformacia

Ako prvy publikoval francizsky matematik Jean Baptiste Joseph Fourier
v roku 1822 myslienku, Ze kazdd periodickd funkciu je mozné vyjadrit
ako sucet sinusovych a kosinusovych funkcii o roznych frekvenciach vy-
néasobenych ndsobnymi koeficientami. Vyznam Fourierovej vety o repre-
zentdcii periodického signdlu je prevratny, ked'Ze kazdu periodicku fun-
kciu méZeme reprezentovat’ ako Fourierov rad.

V centre zaujmu nasho d’al$ieho vykladu bude predovsetkym Dis-
krétna Fourierova Transformacia dvoch premennych pre spracovanie
cislicového signdlu obrazu a jej praktické vyuzitie. Pre tiplnost’ v§ak struc-
ne najskor uvedieme tiez definiciu Fourierovho radu a definiciu spojitej
Fourierovej transformacie.

1.2.1 Fourierov rad

Madme periodicky signdl, ktory matematicky mozeme zapisat ako fun-
kciu f(x) s periédou T > 0. Tito periodickd funkciu mézeme interpreto-
vat ako jej rozvoj na nekonec¢ny rad sinusovych a kosinusovych funkcii.
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Na intervale [-, 7] je Fourierov rad funkcie f(x) potom definovany
ako

f(x)=ao+ )_ (ancos(nx) + by sin(nx)). 1.1)
k=1

Fourierov rad m6Zeme teda rozpisat na jednotlivé ¢leny nasledovne.
f(x) = ag+ a; cos(x) + by sin(x) + az cos(2x) + bo sin(2x) +.... (1.2)

Intuitivne si méZeme predstavit, Ze akykol'vek spojity periodicky sig-
ndl aproximujeme vdhovanym stctom spojitych sinusovych a kosinuso-
vych funkcii s réznou uhlovou frekvenciou. Nasledujtici obrazok 1.2 ilus-
truje prvych 18 tychto funkcii na intervale [—7, 7].

" o
v i
'o' i

Obrazok 1.2: Ukazka kosinusovych C0-C17 a sinusovych funkcii S0-S17 s r6znou
uhlovou frekvenciou.

Ak by sme pouzili iba kosinusové funkcie, tak by sme mohli apro-
ximovat iba parne funkcie. (Parne funkcie sa funkcie, pre ktoré plati
f(=x) = f(x) na intervale [—x,7n], teda st symetrické okolo y-novej osi
podobne ako funkcia kosinus).

Podobne, ak by sme pouzili iba sinusové funkcie, tak by sme moh-
liaproximovat iba neparne funkcie. (Neparne funkcie sa funkcie, pre
ktoré plati, ze: f(—x) = —f(x) na intervale [-m, 7], teda si symetrické
okolo nuly podobne ako sinus.)

Pre aproximdciu I'ubovol'ného periodického signdlu Fourierovym ra-
dom teda potrebujeme kombinéciu sinusovych aj kosinusovych funkcii.

Priklad. Obréazok 1.3 ilustruje aproximadciu zvolenej funkcie Fouriero-
vym radom. Konkrétne sme zvolili obdiznikovt funkciu (na obr. znazor-
nend Cervenou). Pre ndzornost’ st zobrazené iba prvé tri postupné apro-
ximécie pomocou Fourierovho radu. Kazda d’alSia postupnd aproximécia




1.2. Fourierova transformaécia

by d’alej zmensila rozdiel medzi obdiznikovou funkciou a jej aproxima-
ciu, vlimitnom pripade sa chyba aproximdcie bude blizit' k nule a pocet
sinusovych funkcii aproximécie sa bude blizit nekone¢nu. PretoZe nasa
oblZnikova funkcia je neparna, uplatia sa iba sinusové zlozky, kosinusové
cleny maji nulové vdhovacie koeficienty.

Obriazok 1.3: Aproximacia obdlznikovej funkcie f(x) ako Fourierovho radu, &ias-
toCné sucty 1., 3., a 5. ¢lena.

Harmonickd analyza. Rozklad periodického signdlu na Fourierov rad
sa Casto nazyva aj harmonické analyza. Takéto oznacenie sa ¢asto pou-
ziva v technickej praxi. Terminoldgia, ktord potom pouzivame je nasle-
dovnd: nulty koeficiet nazyvame nultou harmonickou. Je to priemerna
hodnota signdlu, ozn¢ujeme ju tiezZ z anglictiny ako DC komponent. Prvy
koeficient je zdkladn4 frekvencia signélu. DalSie koeficienty prisltichaji
nisobnym frekvenciam zdkladnej frekvencie a nazyvame ich druh4 har-
monickad, tretia harmonicka ...

f(x) = ap + aj cos(x)+ b; sin(x) + a; cos(x) + by sin(x) +
—~— -

DC zakladna harmonicka 2. harmonicka

+as cos(x) + bz sin(x)...

3. harmonicka

(1.3)

1.2.2 Spojita Fourierova transformacia

Spojita Fourierova transformdcia v porovnani s Fourierovym radom (vid’
1.2.1) rozSiruje moznost reprezentdcie periodickych signilov aj na ne-
periodické signdly spojité v case, avSak za podmienky, Ze obsah plochy
(v absolttnej hodnote) pod grafom funkcie je kone¢ny

f | f(x)]dx <oo. (1.4)
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Definicia spojitej Fourierovej transformacie. Fourierovou transforma-
ciou spojitej funkcie f(x) jednej premennej nazveme funkciu F(u), ktora
je definovand vzt'ahom

F(u) = f - f(x)e 12T dy, (1.5)

inverznd spojitd Fourierova transformaécia je potom definovand ako

(&) .
flx)= f F(u)e/*™*dy, (1.6)
—00
kde
j: \ _lv
e/ = cosb + jsin®,

a d’alej plati, ze
2nf =w,

kde w je uhlova frekvencia v radidnoch [rad] a f je frekvencia v [Hz].

1.2.3 Dvojdimenzionalna Fourierova transformécia

Nech f(x, y) je spojitd integrovatelnd funkcia, a nech F(u, v) je integrova-
tel'nd. Potom pre vypocet spojitej dvojdimenzionélnej Fourierovej trans-
formaécie plati

00 0O X
F(u,v) = f f f(x,y)e 72Ut qxdy, (1.7)
—00 J—00
apre vypocet spitnej dvojdimenziondlnej Fourierovej transformaécie plati
vzt'ah
oo oo .
[,y = f f F(u, v)e* "+ dydy, (1.8)
—00 J—00
kde
j: \ _lv
el? = coso + jsin6.

Ako uz bolo spomenuté, F(u,v) je z oboru komplexnych ¢isiel a pre in-
terpretaciu je vyhodné pouzit nasledovny z4pis.

F(u) = |[F(u)| '™, (1.9)
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kde magnitddové spektrum pocitame s pouzitim vzt'ahu

NI

IF(w)| = [R*(w) + I*(w)]?,

a fazové spektrum pocitame podl'a nasledovného vzt'ahu
I(w) ]
Ru) |’

1.2.4 Vlastnosti Fourierovej transformacie

@(u) = arctan

V tomto odstavci si strucne, bez dékazov, uvedieme najddlezitejsie vlast-
nosti Fourierovej transformdcie:

Linearita. Fourierova transformdcia patri medzi linedrne transforma-
cie, linearita je jej zakladnd vlastnost'.

Majme transformacny par: funkciu fi(¢) a k nej prislusné spektrum
Fj(u). Dalej majme druhy transformacny par: funkciu f>() a k nej pri-
slusné spektrum F, (u).

Takéto pary budeme oznacovat ako:

i) = F(w),

() = F(uw.

Dalej st dané konstanty K; a K.
Potom plati, Ze

Klfl(t)-i-Kgfg(t)<:>K1F1(u)+K2F2(u). (1.10)

Veta o posunuti v ¢ase. V anglickej literatiire ju ndjdeme pod ndzvom
time shifting.

Majme transformacny pdr: funkciu f(#) a k nej prislusné spektrum
F(u). Ked’ signdl f(t) posunieme v ¢ase o f, tak pre jeho spektrum plati

flt—1p) = e /27Ty, (1.11)

Na strane spektra po posunuti signdlu v ¢ase pribudol multiplikativny
¢len, spektrum bude vynasobené komplexnou jednotkou e~ /27470, Mag-
nitddové spektrum posunutého signélu zostdva teda nezmenené, zmeni
sa len fazové spektrum.
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Veta o podobnosti. Nazyvand je tiez ako veta o zmene mierky ¢asu (time
scaling). Majme transformacny pdr: funkciu f(¢), k nej prislusné spek-
trum F(u) a konstantu a. Potom plati veta

f(at)«:»ﬁF(u/a). (1.12)

“Roztiahnutie” signélu v ¢asovej osi sa prejavi ako “ztiZenie” signélu jeho
spektra, €o je ilustrované na obrazku 1.4

1
003t 08|
o025
os|
002
04
o015
o1 02
o.005F
of
oF
-02
E E e ) -2 o 2 4
a0 20 o 20 20

6

£ a0 20 o 20 a0 50 = 50

-02

. . L L .
04
o 200 100 o 100 200 200 Y300 200 “100 o 100 200 00

Obrazok 1.4: Tlustrdcia vety o podobnosti. Na x-ovej osi je premennd x pre
vstupny signdl resp. premennd u pre spektrum. Na y-novej osi je amplitida sig-
nélu resp. spektra.
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Veta o symetrii. Vyjadruje dualitu signdlu a jeho spektralneho obrazu.
Majme transformacny par: funkciu f () a k nej prislusné spektrum F(u).
Potom plati

f(t) = F(-u). (1.13)

Parsevalova teoréma. Parsevalova teoréma hovori, Ze energia vstup-
ného signélu f(#) a energia jeho spektra F(u) sa rovnaju.

f If(t)lzdtzf |F(w))*du. (1.14)

Vybrané transformaéné pary funkcii. Niektoré funkcie majt §pecidlny
vyznam pre prax, preto si uvedieme tie najdoleZitejsie.

Transformaény par funkcif sinc(¢) < obdliZnikova funkcia. Definuj-
me funkciu sinc(z) nasledovne.

sine(r) = 4 t=0 (1.15)
“\sin(n/t t>o0. '

Spektrum funkcie sinc(#) bude obdiznikova funkcia F(u), ako ilustruje
obréazok 1.5.

ety = {2 t=0 \
SINCEY = sinceyt £ 0 S
‘ I
/"\V/\ Vf\v
0 ! t T 0 T ¢
1 u=0
Re F_(Iu') ReF(u)={5{'n[u)/u u=20
!
V/\\j v/\ >
0 u () u

Obrazok 1.5: Funfcia sinc(z) a jej re- Obrazok 1.6: ObdlZnikovi funkcia
dlne spektrum. a jej redlne spektrum.

Tieto dva péary funkcii a ich spektier st vel' mi dolezité pre objasnenie
niektorych javov pri filtracii obrazu, napr. pri filtracii tzv. iddlnym filtrom

11
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opisanym v kapitole 1.6. Dolezité je tiez poznamenat’, Ze funkcia sinc()
je definovand pre defini¢ny obor [—oco,00], a teda nie je fyzikdlne realizo-
vatel'na.

Gaussova funkcia. Pre Gaussovu funkciu definovant ako
fi=e”, (1.16)

moZeme vypocitat’ prostrednictvom Fourierovej transformaécie jej Fou-

rierov obraz.
T
Flu) =4/ =em /o), 1.17)
a

Transformacny par Gaussovej funkcie je ilustrovany na nasledujticom ob-
razku 1.7.

fy=e"% Re F(u) = \/Eel—“*“%
a
/‘\
0 t

Obrazok 1.7: Gaussova funkcia a jej redlne spektrum.

0 Y

Fourierovym spektradlnym obrazom Gaussovej funkcie je teda znovu
Gaussova funkcia, pricom samozrejme plati veta o podobnosti. “Sirse;j”
PP

Gaussovej funkcii ako vstupny signél zodpovedd “uzsia” Gaussova fun-
kcia v spektrélnej oblasti.

1.2.5 Diskrétna Fourierova transformacia (DFT)

Ekvivalentom spojitej Fourierovej transformécie pre spojié signdly je Dis-
krétna Fourierova transformdcia (DFT) pre diskrétne signdly.

Diskrétna Fourierova transformdécia (DFT) je na rozdiel od spojitej
Fourierovej transformdcie definovand iba pre periodické signaly.

Prechod od spojitej k diskrétnej Fourierovej transformdcii si matema-
ticky mézeme odvodit’ ak budeme predpokladat, ze urcity tsek signalu
x(t) signdlu bol vzorkovanim prevedeny na diskrétny a tento navzorko-
vany tsek sa bude periodicky opakovat'.




1.2. Fourierova transformaécia

Priama transformécia DFT. DFT je matematicky vyjadrend vzt ahom
1 N-1 .
Fuy=— Y f(ne J2muniN, (1.18)
N n=0

pre
u=0,1,2,..,N-1.

Spétna transformdécia IDFT. Inverzna (spdtnd) IDFT je definované na-
sledovne.

N-1 )
f) =Y Fwe/*™ N, (1.19)
u=0
pre
n=012,..,N—-1.

1.2.6 DFT ako Specialny pripad linearnej transformacie

Postupnost’ vzoriek signdlu Fs(n) pre n=0,1...N — 1, ktort ziskame digi-
talizdciou 1D signédlu na kone¢nom intervale s po¢tom vzoriek N, si mo-
zeme predstavit ako jeden vektor v N-rozmernom vektorovom priestore.
Princip linedrnej transformdcie mozeme vysvetlit nasledovne.

e Diskrétny signal Fs(n) pre n =0,1...N —1, ziskany digitalizdciou 1D
signdlu na kone¢nom intervale s po¢tom vzoriek N, mdZeme re-
prezentovat' ako jeden vektor v N-rozmernom komplexnom pries-
tore CV (vid’ dodatok C.1) s ortonorméalnou bazou @, (vid’ doda-
tok C.4). (U redlnych signélov je imaginadrna zlozka signédlu auto-
maticky nulova.)

Fs(n)ecV. (1.20)

* Pomocou linearnej transformécie (napr. Fourierovej) (vid' dodatok
C.3) mo6Zeme suradnice kazdého vektora z N-rozmerného vekto-
rového priestoru V1 s ortonormdalnou bazou @, transformovat’ do
inych stradnic v N-rozmernom priestore V2 s novou bazou @ (vid’
dodatok C.4).Vnasom pripade V1=V2=CV.

* Spdtne moézeme vyjadrit povodny Cislicovy signdl ako sumu N va-
Zenych bazovych funkcii bazy ® (aZ na ndsobnti konstantu).

e Tieto vdhové koeficienty si komlexné spektrdlne koeficienty zis-
kané vypoctom danej linedrnej transformacie.

13
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PE——
,

-
®o Yy o

Obrazok 1.8: Ilustrativny priklad bazovych funkcii @ a ®.

Diskrétne Fourierove bazové funkcie. Pre ndzornost’ si vizualizujeme
16 kosinusovych a 16 sinusovych diskrétnych Fourierovych bazovych
funkcii pre N = 15. Definované su ako stibor sinusovych a kosinusovych
diskrétnych funkcii s réznou uhlovou frekvenciou (vid’ def. v ¢asti 1.2.5).

or - or -
1'¥‘_\_‘—\—\_\_,_.—'—'_'_’_' 1'—\—\_\_,_,_1—'_'_'_'_‘_‘_'
20 = o S, 2k— " T
] o S g TN iy BN ol St b T g
ab L L L ] S L B iy (PR
sl LTl T L - Sl— ey e e e
6r L Ll L1 6r—J Lt LT 1
1 LNrs—il) g T~ LML
8f | [Lr—~—1111 { gf—— LM L[
or Ll lr—A o= =L T e
o LT L 1L T A 01— 1~ L~ L~ L
] Tl N Ny, [P LR Sl el Sy I R
P L T L T s I 2t e T
13 T T B, T
1 e U—" = -
15 ' : 15 ' ' :

0 5 10 0 5 10 15

Obrazok 1.9: Vizualizécia 16 bazovych funkcii DFT. VI'avo st kosinusové funkcie,
ktoré tvoria redlnu ¢ast’ bdzovych vektorov, vpravo si sinusové funkcie, ktoré tvo-
ria imagindrnu ¢ast’ bazovych vektorov.




1.3. Vypocet diskrétnej Fourierovej transformécie

1.2.7 Dvojrozmerna DFT

Ked'Ze v centre nasho zdujmu je spracovanie digitdlneho obrazu, ktory
je z pohl'adu spracovania signélu diskrétny dvojdimenziondlny signdl,
tak potrebujeme definovat' dvojrozmernti DFT (oznacovana tieZ ako 2D
DFT).

Zakladnu definiciu 2D DFT mo6Zeme zapisat’ ako

M-1N-1

1 .
F(u,v) = Z Z : e*]Z]T(L{X/M*’Vy/N), 1.21
(w, ) MN = y=0 16 ( :

preu=0,1,2,.,.M-1,v=0,1,2,.., N - 1.
Prislusnd inverzni 2D IDFT definujeme ako

M-1N-1 .
fay =3 Y Fluv)e/2r M, (1.22)
u=0 v=0
prex=0,1,2,.,.M-1,y=0,1,2,..., N -1,
kde

* u, v su sdradnice vo frekven¢nej doméne (spektre),

* X, ysu priestorové stiradnice v obraze.

1.3 Vypocet diskrétnej Fourierovej transformécie

Pre vypocet DFT madme viaceré moZznosti. Uvedieme tie najddleZitejsie.

1.3.1 Vypocet z definicie

Najjednoduchsi spdsob, ktory sa ndm pre vypocet DFT pontika, je do-
sadenie hodndt vstupného cislicového signdlu priamo do definicie 1.18
a postupny vypocet jednotlivych spektralnych koeficientov.

Vypoctova zloZitost. Privyhodnotenivypoctovej zlozitosti mézeme ab-
strahovat’ od urcitého pocitaca a vyhodnotit’ iba najhorsi pripad vypoc-
tovej zlozitosti, ¢i uz ¢asovej alebo pamét ovej. Potom pouzivame ozna-
Cenie vel'ké pismeno O.

Vypocet DFT z definicie m4 kvadratickd ndroénost’ vypoétu O(n?) ,
€o znamend, Ze pocet krokov algoritmu bude v najhorSom pripade timer-
ny kvadratu poctu vzoriek.

Takato kvadraticka zloZitost O(n?) je samozrejme horsia nez napr. li-
nedrna zlozitost O(n) alebo konstatna O(1), ktord je nezévisla od dizky
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n. Vzhl'adom ku kvadratickej naro¢nosti vypoétu O(n?) je vypocet DFT
z definicie pre aplikdcie v rdlnom case prakticky nevhodny. Vypocet DFT
z definicie pouzivame teda iba vynimocne, prakticky u vsetkych softvé-
rovych nastrojov ndjdeme podporu rychlejsich metéd vypoctu.

1.3.2 Vypocet pomocou maticovych operacii

Vztah 1.18 méZzeme s pomocou substitticie W = e?™ I “/N prepisat’ do

maticového tvaru ako

F 11 .1 o
F 1 W; WZIL—IZ fi
F _|1 w L. W ' o ) (1.23)
Fanoy 1 whNl L wND ] five
w

Maticovy zapis vypoctu DFT skratene napiSeme ako
F=W{, (1.24)

kde

fje stipcovy vektor vstupného signalu,

F je stipcovy vektor jeho Fourierovho spektra a
W je Fourierova transforma¢na matica.

Vypocet pomocou uvedeného maticovéha ndsobenia ma rovnak vy-
poctovii naro¢nost’ ako vypocet z definicie: O(n?). Napriek rovnakej te-
oretickej narocnosti sa d4 ocakdvat, ze skutocny potrebny €as vypoctu
mobZe byt kratsi, a to v pripade, ked’ st v pouZitom softvérovom ndstroji
uZ nachystané optimalizované funkcie pre maticové nésobenie.

Maticovy zapis pre vypocet 2D DFT. Vypocet dvojrozmenrnej 2D DFT
zapiSeme pomocou maticovych operécii nasledovne.

F=WLwW/, (1.25)

pricom

f je maticova reprezentacia dvojdimenzionédlneho signélu, v naSom pri-
pade obrazu,

W7 je transponovana matica W,

W je transformacnd matica Fourierovej transformacie.




1.3. Vypocet diskrétnej Fourierovej transformécie

1.3.3 Rychla Fourierova transformacia (FFT)

V anglickej literatire ju ndjdeme pod ndzvom Fast Fourier Transform,
skratene FFT.

Dnes existuje zna¢ny pocet pristupov, ako optimalizovt' vypoctovia
néarocnost’ DFT a teda urychlit’ jej vypocet. Uvedieme pdvodny Coole-
yov—Tukeyov algoritmus nazvany podl'a jeho autorov, publikovany v roku
1965 [CT65]. Spolu s nastupom $pecidlnych Cipov pre spracovanie sig-
nélu (Digital Signal Processor DSP) v 70-tych a 80-tych rokoch 20. sto-
rocia priniesol algoritmus FFT hotova “revoliciu” v spracovani signélu
a otvoril moznost' spracovania ¢islicového signdlu v spektrdlnej oblasti
vredlnom cCase.

Poktsime sa vo vel'mi skratenej forme nacrtnit iba jeho podstatu
a postup vypoctu, podrobny vyklad by bol nad rdmec tejto knihy:.

Zakladny koncept FFT. Zakladny princip FFT pre vektory s dizkou N
s 'ubovol'nym zdkladom (mixed-radix FFT), ktory predstavili uz autori
Danielson a Lanczos v roku 1942, je faktoriz4cia.

Ak N moze byt rozlozené na sucin ny prirodzenych Cisiel,

N = fi fo-fy (1.26)

tak vypocet DFT moze byt rozdeleny na vypocet viacerych DFT pre kazdy
ginitel' zvlast'. Presnejsie povedané, vypocet DFT s dizkou N moze byt
rozdeleny na

(N/ fi) vypoctov DFT s dizkou fi,
(N f,) vypottov DFT s dizkou f>,

(N/ fu,) vipoctov DFTs s dizkou fy,..

Celkovy pocet operdcii pre tieto suboperacie potom bude: O(N(fi + f> +
...t fny)). V pripade, Ze Cinitele IV sti malé celé Cisla, tak vypoctova ndro¢-
nost bude podstatne mensia ako O(N .

Priklad.

Najskor zaéneme s vypoétom DFT s celkovou dizkou,

N-1
he = Y eW, (1.27)
b=0
kde
Wn =exp(-2mi/N).
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Potom rozdelime ttito sumu na parne a neparne ¢leny podla ich pozicie
vo vektore.

N/2-1 N/2-1

hg = Z gaW]\u](Zb)+ Z g2b+1WAu](2b+l). (1.28)
b=0 b=0

Tymto konvertujeme DFT s dizkou N do dvoch vypoétov DFT s dizkou
NJ/2,

N/2-1 b N/2-1 b
ha = Z gaW(?V/z) + W]G Z g2b+1VVv([jl\]/2)- (1.29)
b=0 b=0

Prvy c¢len predstavuje vypocet DFT elementov na parnych pozicidch g.
Druhy ¢len predstavuje vypocet prvkov na neparnych pozicidch g, pred-
néasobeny exponencidlnym c¢initel om W]f,.

DFT(h) = W(levb/z)DFT(gpérne) + VV(?\[b/g)DFT(gnepérne)- (1.30)

x[0]o—>—]
DFT
x2lo>— g d|Zkou
N/2

x[4]o—>—

x[6]o—»—|

X[l]O—p—

DFT
x[8le—+»— g dizkou
N/2

x[5]o—»—

x[7]o—»—

Obrézok 1.10: Rozdelenie DFT s dizkou N na dve DFT s dizkou N/2.

Rozdelenim DFT na parnu a nepdrnu ¢ast’ sme zredukovali pocet ope-
réciiz N? (pre vypocet DFT s dizkou N) na 2(N/2)? (pre dva vypoéty DFT,
kazdy pre vektor s dizkou N/2).

MoZeme pokracovat’ v takomto rozdel' ovani d’alej rekurzivne log, N
krat ( tj. postupujeme k DFT o dizkach N/4,N/8, ... azje dizka = 1), teda
az pokial cely vypocet DFT nie je zredukovany na vypocet DFT jedného
prvku, ¢o je operdcia s nulovou vypoctovou naro¢nost ou.




1.3. Vypocet diskrétnej Fourierovej transformécie

Vypoctova nirocnost FFT. Ked'Ze N je mocninou ¢isla 2, vypoctova
naro¢nost DFT dizky N = 2™ moze byt znizend na mN/2 DFT vypoétov
s dizkou 2, alebo O(N log, N) operdcii.

Vypoctova narocnost’ v tomto pripade uz nie je kvadraticka, ale lo-
garitmickd, ¢ize O(Nlog, N).

Motylikovy diagram. je zdkladnym prvkom signadlového diagramu vy-
poctu FFT.

22(0) @ —- 83(0)

) o= Wu > (@)

Obrazok 1.11: Motylikovy diagram FFT.

Exponenciélne cleny W st v anglickej literattire nazyvané tiez ako
twiddle factors. Diagram, ktory zndzornuje vypocet dvoch vystupnych
prvkov ako kombindciu dvoch vstupnych prvkov pomocou sc¢itania, od-
Citania a ndsobenia exponencidlnym ¢lenom, sa nazyva motylikovy dia-
gram (vid’ obr. 1.11). Je zdkladnym prvkom vypoctu FFT.

Diagram vypoctu FFT. Nasledujtci diagram (vid' obr. 1.12) znzoriiuje
signalovy diagram: priklad vypoctu FFT pre N= 16. Vypocet algoritmu
prebieha rekurzivne v 4 stupnioch.

E-3
S

x(0) -

x(0)

x(1) >

x(1)

x(2) =

x(2)
X(3) - x(3)

x(4) >

x(4)

x(5) = "

x(5)

x(6) - : x(6)

Preusporiadanie poradia prvkov
=

x(7) - [X(7), b x(7)

1. stupen 2.stupen 3.stupen 4.stupen

Obrazok 1.12: Graf vypoé&tu FFT pre vektor s dizkou 8.
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w N/ / >< w
x(2) \\ / / / N W X(4)
x03) \\\ /// ><></ N w? ><_ X(12)
x(4) \\\\// / / ><><><>§ w XQ)
x(5) \\\XX/// /><><\_ w? ><_ X(10)
X(6) \\W// \_ w N W0 X(6)
x(7) \XXXXXX/ e > w . X(14)
x(8) XXX)OO(XX wo X(1)
x(9) /XXXXXX\_ w' / >< X )
x(10) //XXXX\\_ w2 / ><_ we X(@S)
x(11) ///XX\\\_ w3 \><></ wt ><_: X(13)
x(12) ////\\\X wt ><><><>< wo X(3)
x(13) /// \\X w? /><><\ w2 ><_ X(11)
x(14) // \\_ w \ w N, w0 X(7)
x(15) / \_ w? \ w Nt ><_ X(15)
Obrazok 1.13: FFT — decimécia vo frekvencii.

N

x(8)
x(12) ><_ w

X

7
AR/
XX W
DCCENY//
LXK
<
N

x(2)

x(6) w’ ><>< w
. - ARAAGRY
x(1) W"XXXW X@®)
x(9) / W'/XXXX)Q(\_ X0
e < /v JIRL
x(13) > AN \><></ w? ///XX\\\_ x(n
we XX [N L,

AW
AW/

X(©6)

x(7) w'

x(15) ><_ wt /\

Obrazok 1.14: FFT - decimdcia v Case.

= X (14)

= X(15)

Decimicia vo frekvencii a decimécia v €ase. V odbornej literatire na-
chiadzame dva typy algoritmu FFT: decimécia vo frekvencii a decimdacia
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v Case. Ich zdsadny rozdiel je zrejmy z nasledovnych zndzornenych sig-
nélovych diagramov vypoctu na obrazkoch 1.13 a 1.14.

Bitovo invertované poradie prvkov. Poradie prvkov napiseme ako bi-
tovy ret'azec. Jeho bitovo invertované poradové ¢islo potom ziskame tak,
Ze tento bitovy ret'azec interpretujeme opacnym smerom zapisu, CiZe od-
zadu smerom dopredu.

V signdlovom diagrame FFT je poradie prvkov bitovo invertované, a to
na vstupe alebo na vystupe, podl'a toho, ¢i sa jednd o FFT typu decimécia
v Case alebo decimécia vo frekvencii. V algoritme decimécie vo frekvencii
st prvky preusporiadané bitovou inverziou na vstupe a v algoritme deci-
madcie v ¢ase st naopak preusporiadané bitovou inverziou na vystupe.

Optimalizacia vypoctu FFT. Algoritmus vypoctu FFT sa nechd parale-
lizovat,, je vhodny na rychle hardvérové implementdcie na $pecidlnych
¢ipoch i na vypocet pomocou grafického procesora GPU.

Na zaver si pripomenme, Ze algoritmus FFT (Cooley-Tukey) je pre
vektory s dizkou N = 2™,

1.3.4 Doplnenie nulami

Met6du doplnenia nulami ndjdeme v anglickej literatire pod nédzvom
zero padding. PouZivaju sa dva zédkladné pristupy:

* doplnenie nulami v spektralnej oblasti,
* doplnenie nulami v priestorovej oblasti.

Doplnenie nulami v spektrédlnej oblasti méZeme pouZit' pre zvySenie roz-
liSenia vstupného obrazu. Novoziskané hodnoty su vlastne interpolované
existujice hodnoty obrazu, neobsahuji novi informéciu.

Doplnenie nulami v priestorovej oblasti sice tiezZ podobne zvysi roz-
liSenie, v tomto pripade rozliSenie v spektrdlnej oblasti, ale najcaste;jsi
dovod pouZitia je ten, Ze Standartne pouZzivané algoritmy vypoctu FFT
(napr. algoritmus Cooley-Tukey popisany v odstavci 1.3.3 ) predpokla-
daju vstupny obraz, ktorého vel'kost je prdve mocnina ¢isla 2. V pripade,
7e nas vstupny obraz tito podmienku nespliia, ¢o je v praxi vel' mi prav-
depodobné, tak vihodne mo6Zeme pouzit metédu doplnenia nulami. Po-
stupujeme jednoducho.

* Vytvorime si obraz pozadovanej vel'kosti (napr. s rozmermi, ktoré
mozeme vyjadrit’ ako mocninu ¢isla 2). Tento je samozrejme vacsi
nez nés vstupny obraz.
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 Skopirujeme donho pévodny vstupny obraz a chybajtice hodnoty
doplnime nulami.

Takto vytvoreny obraz potom pouzijeme ako vstup pre FFT.

v Xz

Doplnenim nulami zva¢$ime vstupny obraz a tiez zvySime jeho rozli-
Senie v spektrdlnej oblasti. Neziskame vSak vSak zZiadnu novd, detailnej-
§iu informéciu, jemnejsie rozlienie v spektre je vlastne vysledkom in-
terpolacie. Musime si tiezZ byt vedomi skutoc¢nosti, Ze tymto postupom
vzniknd v signdli obrazu body nespojitosti, ktoré mézu negativne ovplyv-
nit o¢akavané vysledky spektralnho spracovania.

1.4 Priklady Fourierovej transformécie obrazu

Uvedieme si niekol'ko prikladov transformacnych parov pozostavajticich
z prikladu testovacieho obrazu a jeho magnitidového spektra. Cielom
je budovanie prvej intuitivnej predstavy ako spravne interpretovat infor-
maciu obsiahnutu v spektre obrazu.

Na obrézku 1.15 je testovaci obraz, ktory je generovany ako periodicka
texttira vertikdlneho smeru. Jeho magnitiidové spektrum na obrazku 1.16
je i napriek logaritmickému meritku skoro celé ¢ierne. Pozorny citatel
si v§imne v tomto spektre dve maxima horizontdlne symetrické pobliz
stredu. Téato poloha indikuje, Ze ide o vertikdlne periodické Struktiry s
nizkou frekvencoiu, ¢o odpoveda vstupnému obrazu. Pre lepSiu ndzor-
nost je na obrazku 1.17 zndzorneny horizontalny rez tymto obrazom kde
st dve symetrické maxima zretel'ne viditelné. Obréazky 1.18 znazornuju
podobny priklad, ibaze periodicka Struktiira obrazu je vodorovna a ma-
xim4 v spektre st vertikdlne symetrické.

Priklady na obrazkoch 1.20 az 1.24 st analogické k predchédzajtcim,
ibaze frekvencia periodickej $truktiry vo vstupnych obrazoch (horizon-
tdlnom i vertikdlnom) je vyssia. D6leZité je vdimnut' si, Ze poloha maxim
v obidvoch pripadoch sa posunula od stredu smerom ku krajom, ked'ze
ide o vyssiu frekvenciu nez v predchddzajicom pripade.

Na vizualizacii vstupnych obrazov na obrazkoch 1.15 a 1.23 je vidi-
tel'ny jav, ktory nastal porusenim Nyquistovho kritéria pri vizualiz4cii.
Tento jav podvzorkovania nazyvame ako tzv. Moire efekt. Pre vypocet vSak
bol pouZity vstupny obraz s vysokym rozliSenim, ktory nebol zat'aZzeny
chybou podvzorkovania ako obrazy vizualizované.

Na obrazkoch 1.27 az 1.30 je v spektre viditel'ny vplyv funkcie sinc().




1.4. Priklady Fourierovej transformécie obrazu

Obrazok 1.15: Nizkofrekven¢- Obrazok 1.16: Magnitidové
nou vertikdlnou periodickou spektrum v logaritmickej skale.
textirou.

Obrazok 1.17: Rez magnitidovym spektrom v logaritmickej
skdle.

Obrazok 1.18: Obraz s nizko- Obrazok 1.19: Magnitidové
frekvencnou horizontdlnou pe- spektrum v logaritmickej Skale.
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Obréazok 1.20: Priklad vysoko-
frekvencnej vertikdlnej peri-
odickej textiry so zvdcSenym
detailom.

Obrazok 1.21: Magnitidové
spektrum  vysokofrekvencne;j
vertikdlnej periodickej textury
v logaritmicke;j skéle.

) ED

Obrazok 1.22: Rez magnitidovym spektrom v logaritmickej
Skale.

Obrazok 1.23: Priklad vysoko-
frekvenc¢nej horizontélnej peri-
odickej textiry so zvdcSenym
detailom.

Obriazok 1.24: Magnittidové
spektrum vysokofrekvenc-
nej horizontédlnej periodickej
textdry v logaritmickej Skale.




1.4. Priklady Fourierovej transformécie obrazu

Obréazok 1.25: Obraz s kruhovym
objektom s priemerom 15 pixelov.

Obréazok 1.27: Obraz s kruhovym
objektom s priemerom 75 pixelov.

Obréazok 1.26: Magnitidové spek-
trum v logaritmickej Skéle.

4!

Obréazok 1.28: Magnitidové spek-
trum v logaritmickej Skéle.

-2

o 100 200 200 00 500 600

Obréazok 1.29: Rez magnitiidovym
spektrom z obr. 1.26 v logaritmickej
Skale.

Obréazok 1.30: Rez magnitiidovym
spektrom z obr. 1.28 v logaritmickej
Skale.
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Na uvedenych prikladoch teda 1.15 az 1.24 vidime, Ze magnitidové
spektrum je vzdy symetrické, odpovedajicu odozvu v spektre nachddza-
me na transponovanej pozicii. Frekvencia zobrazend v spektre je v strede
nulové a ku kraju obrazu sa frekvencia zvySuje. Najvyssia frekvencia sa
rovnd polovici vzorkovacej frekvencie.

1.5 Kosinusova transformacia

1.5.1 Diskrétna kosinusové transforméacia

Bazové funkcie prislusné Diskrétnej kosinusovej transformdcie (DCT) su,
na rozdiel od Fourierovej transformdcie, definované iba pomocou kosi-
nusovej funkcie, a to tak, aby baza bola tplna. To znamen4, Ze kaZdy vek-
tor redlnych cisiel o rovnakej dimenzii ako dimenzia danej bazy DCT, je
mozZné vyjadrit’ ako linedrnu kombinéciu bazovych vektorov DCT. Ko-
eficienty, ktoré vypocitame prostrednictvom DCT su na rozdiel od DFT
iba z oboru redlnych ¢isiel.

V praxi sa stretdvame s viacerymi definiciami kosinusovej transfor-
madcie, oznacenymi spravidla ako DCT-I, DCT-II, DCT-III, DCT-1V. V8etky
definujd Giplnt bazu pomocou kosinusovych funkcii. V spracovani ob-
razu sa pouZziva predovsetkym DCT-II definovana nasledovne.

N-1N—-
F U)_ZC(u)C(v) Z Z fnypcos(ZEHL

2y+1
um) cos ( 32/;] vr),

2N
(1.31)
kde

L k=0,
Clkh)=1{v2
1 inak.

DCT-II mo6Zeme definovat’ pomocou maticovéha zdpisu nasledovne
F=CnnfChn (1.32)
a inverznad DCT-II je definovana

f=CunFCan, (1.33)

kde
= 0,
Cnn(k, D)=

cos(a®st In) inak.

=k




1.6. Filtracia obrazu vo frekvenc¢nej oblasti

Obrazok 1.31: Vizualizdcia bazovych funkcii v tvare matic vel'kosti 8x8 pre 2-
dimenziondlnu DCT-II.

Vel'mi ndzorné je zobrazenie dvojdimenzionalnych bazovych funkcii
diskrétnej kosinusovej transformdcie (vid’ obr. 1.31).

Pouzitie diskrétnej kosinusovej transformdécie. Diskrétna kosinusova
transformécia (DCT) m4 pre fotorealistické obrazy velmi dobré deko-
relacné vlastnosti a preto sa pouziva predovsetkym na kompresiu dat.
Konkrétne napr. v norme pre kompresiu obrazu JPEG sa vyuziva DCT na
transformovanie neprekryvajtcich sa regiénov obrazu o vel'kosti 8 krat 8
pixelov, pricom ziskané spektrdlne koeficienty st zaokrihl'ované podl'a
ich relevancie pre l'udské vizualne vnimanie.

1.6 Filtracia obrazu vo frekvencnej oblasti

Filtracia obrazu patri medzi zdkladmé ndstroje pre tpravu a vylepSenie
kvality ¢islicového obrazu.

Zakladna operdcia filtracie vo frekvencnej oblasti je operdcia ndsobe-
nia, presnejSie povedané, v pripade obrazu pouZijeme ndsobenie dvoch
matic po prvkoch.

Na nasledujiicom obréazku 1.32 je schématicky zndzorneny zakladny
koncept filtracie vo frekven¢nej doméne.
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Spektrum obrazu

Prevod obrazu

Z priestorovej r ‘

do spektralnej

oblasti l ‘ Filtrovany
: obraz

Prevod zo
spektrélnej do
priestorovej
oblasti

Nasobenie
po prvkoch

Definovanie
pozadovaného

filtra v
spektrélnej
oblasti

Spektrum filtra

Obrazok 1.32: Filtracia v spektrélnej oblasti.

Prva matica je spektrum vstupného obrazu, ktoré ziskame vypoctom
dvojdimenziondlnej diskrétnej Fourierovej transformdcie zo vstupného
obrazu. Druhd matica je spektrum filtra, ktory chceme pre filtraciu po-
uzit'. Spektrum poZadovaného filtra je nazyvané tieZ ako prenosova fun-
kcia filtra. Spektrum poZadovaného filtra m6Zeme navrhnit priamo vo
frekvenc¢nej oblasti, alebo si ho mézeme odvodit z filtra daného v pries-
torovej oblasti. Obidve matice, spektrum obrazu i spektrum filtra, musia

mat’ samozrejme rovnaku vel'kost'.

Filter typu dolna a horna priepust. Cely postup si ukdZeme na pri-
klade. Najskor si vSak povieme, aké budi nase intuitivne ocakdvania. Kto-

ré zmeny filtracia prinesie?

Mame vstupny obraz, v naSom priklade je na obraze vtdk na skale.
Skala je pomerne texturovand. Prispevok takejto textiry, jemnych hran
ako i vel'mi malych prvkov v obraze, bude v spektre predovsetkym vo

Yz Y xz

vyssich frekvencidch. Nizke frekvencie su spekrdlnym obrazom vécsich

ploch v obraze.
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Ak chceme odstranit drobné detaily z obrazu, ako napr. texttra na
skale, tak odfiltrujeme vyssie frekvencie. Tym ziskame vyhladeny a roz-
mazany obraz bez jemnych detailov. Na odfiltrovanie vysokych frekvencii
a zachovanie nizkych frekvencii je vhodny filter, ktory nazyvame dolna
priepust’ (low pass - LP filter).

Naopak, ak chceme ziskat' iba obraz s hranami a texttrou a zacho-
vané malé detaily, tak pouZijeme opacny filter, odfiltrujeme nizke frek-
vencie, pouzijeme tzv. horni priepust’ (high pass -HP filter).

Vypocet Fourierovho spektra vstupného obrazu. Najskor transformu-
jeme vstupny obraz do spektralnej oblasti. Aby boli hodnoty spektra lep-
Sie viditel né, pouzijeme zauzivand konvenciu pre vizualizdciu magniti-
dového spektra v logaritmickej mierke.

Obrazok 1.33: Vstupny Obrazok 1.34: Mag- Obréazok 1.35: Posu-
Sedoténovy obraz - nit. spektrum (log nuté magnit. spektrum
vték na skale. skalované). (log skdlované).

Magnitidové spektrum po vypocte dostdvame tak, ako ho vidime na
obrazku 1.34. Nizke frekvencie si v rohoch obrazu a v strede spektra
st vysoké frekvencie, ¢o nezodpovedd zvyklostiam zobrazovania spek-
tra. Preto v d’alSom kroku prehodime jednotlivé kvadranty Fourierovho
spektra tak, aby nizke frekvencie boli v strede obrazu spektra. Na centrél-
nej pozicii v strede spektra je potom DC komponent, ktory zodpoveda
priemernej hodnote jasu obrazu. DC komponent je spravidla dobre vidi-
tel'ny. Od stredu spektra ku krajom st zobrazené stéle vyssie frekvencie.

Pozndmka:Z teoretického pohl'adu, uvedené preorganizovanie kvad-
rantov zodpoveda takému DFT spektru, ktoré by sme vypocitali pre vstup-
ny signal na intervale x € (—-M/2,M/2-1),y € (-N/2,N/2—-1), kde x,y
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st priestorové siradnice a M, N st rozmery spracovavaného obrazu, ked'-
Ze vstupny signdl interpretujeme ako periodicky signdl, ktory ziskame
opakovanim spracovavaného vstupného signalu.

Dolnopriepustna filtracia. V nasledujicom priklade si ukdZzeme dol-
nopriepustn filtraciu, a to s pouzitim dvoch réznych LP filtrov.
e idedlny LP filter

e Gaussov LP filter

Obréazok 1.36: Idedlny Obrazok 1.37: Gaussov
LP filter vo frekven¢nej LP filter vo frekvencnej
oblasti. oblasti.

Obrazok 1.38: Rez ide- Obrdzok 1.39: Rez
alnym LP filtrom. Gaussovym LP filtrom.

Hodnoty filtra sa pohybuji v rozsahu < 0, 1 > redlnych ¢isiel, opera-
ciu ndsobenia teda musime tieZ pocitat’ v obore redlnych cisiel. Nulové
hodnoty filtra majui za nésledok tiplné odstranenie prislusného spektral-
neho komponentu, jednotkovd hodnota naopak zachova po vynasobeni
prislusnt spektralnu zlozku v pdvodnej hodnote. Ostatné hodnoty z in-
tervalu (0, 1) linedrne védhuju prislusnu spektrdlna zlozku.




1.6. Filtracia obrazu vo frekvenc¢nej oblasti

Idedlnyfilter. Idedlny filter ma teoreticky nekonecne strmy prechod
medzi priepustnou a nepriepustnou ¢ast'ou v spektre filtra, ¢ize nezia-
duce frekven¢né komponenty mozu byt selektivne tiplne vynulované. Aj
ked’ z pohl'adu navrhu sa javi skutocne ako idedlny (odtial ndzov), a to
prave pre moznost’ velmi selektivnej filtracie bez prechodovych oblasti,
tak v skuto¢nosti ma jednu neprijemnu vlastnost'. Tato vlastost' sposo-
buje efekt rozvinenia (v anglickej literatiire oznacovany ako ringing efekt)
a jej pricinou je jav, ktory nazyvame Gibbsov jav. Vysvetlime ho v odstavci
1.6

Gaussov filter. Narozdiel od idedlneho filtra, Gaussov filter m4 ply-
nuly prechod medzi priepustnou a nepriepustnou ¢ast'ou spektra, pri-
¢om hodnoty filtra sti dané dvojrozmernou Gaussovou funkciou.

Nasobenie v spektre a spitna Fourierova transformdcia. Na nasledu-
jlicom obréazku vl'avo je vizualizované spektrum po vyndsobeni idedlnym
filtrom, ktory pouzijeme pre spatna 2D DFT a vpravo vidime uZ vysledok
po spitnej 2D DFT filtrovaného spektra. Filtrovany obraz idedlnym fil-
trom (vid' obrdzok 1.41) je podl'a o¢akdvania rozmazany, detaily textir
na skale boli odfiltrované. Je tieZ viditelny silne rusivy efekt rozvinenia.
Naproti tomu obraz filtrovany Gaussovym LP filtrom (vid’ obrdzok 1.43)
je tiez rozmazany ako sme predpokladali, nadévaZok nie je na tiom vidi-
tel'ny ziaden rusivy efekt.

Obrazok 1.40: Spek- Obrazok 1.41: Obraz
trum filtrované idedl- po filtracii idedlnym LP
nym LP filtrom. filtrom.
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Obrazok 1.42: Spek- Obrazok 1.43: Obraz
trum filtrované Gaus- po filtrcii Gaussovym
sovym LP filtrom. LP filtrom.

Hornopriepustn4 filtracia. Dalej si ukdZeme filtraciu hornopriepust-
nym filtrom.

Pre tvorbu HP filtra vo frekvenc¢nej oblasti moZeme pouZit' jednoduchy
vypocCet. fupfirrer (U, V) = 1.0 = frpriirer (4, V). Jeho cielom je prepustit
préve tie frekvencné zloZzky, ktoré LP filter zadrZal a naopak.

Obrazok 1.44: Idedlny Obrazok 1.45: Gaussov
HP filter vo frekven¢nej  HP filter vo frekvencnej
oblasti. oblasti.
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Obréazok 1.46: Spek-
trum filtrované idedl-
nym HP filtrom.

Obréazok 1.48: Spek-
trum filtrované Gaus-
sovym HP filtrom.

Obrazok 1.47: Obraz
po filtrdcii idedlnym
HP filtrom.

Obrazok 1.49: Obraz
po filtracii Gaussovym
HP filtrom.

Obraz, ktory sme ziskali po filtracii hornopriepustnym filtrom obsa-
huje iba vysokofrekven¢né zlozky obrazu, je zretelne vidiet' textira na
skale a kontury vtdka. (Vysledny obraz je zobrazeny v absolttnej hodnote
pre lepsiu vizualizaciu vysledného hranového obrazu.) Opét pozorujeme
rusivy efekt rozvlnenia v obraz filtrovany idedlnym filtrom (vid’ detail na
obrazku 1.50) narozdiel od Gaussovho, kde nevidime Ziaden rusivy efekt.

Efekt rozvinenia u idedlneho filtra. V odstavci 1.2.4 sme si uka-
zali, ze obdlZnikové funkcia ma spektrum dané funkciou sinc() a naopak.
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Idedlny filter ma chrakter obdiznikovej funkcie, jeho reprezentacia v ¢a-
sovej doméne alebo v priestorovej doméne (obraz) je teda prave funkcia
sinc( ). V kapitole 3 za dozvieme, Ze podl'a konvoluc¢nej teorémy je na-
sobeniu v spektrdlnej oblasti ekvivalentna operacia konvolicie v ¢asovej
alebo priestorovej oblasti.

Obrazok 1.50: Detail z obr. 1.47. Obrazok 1.51: Detail z obr. 1.49.

Vysvetlenie pre efekt rozvlnenia (ringing efekt) je teda nasledovné:
nasobenie idedlnym filtrom v spektre je ekvivalentné konvoltcii obrazu
s funkciou typu sinc( ), ktord zanechda efekt rozvinenia. Na obrazkoch
1.50 a 1.51 je v detaile tento efekt dobre pozorovatel'ny.

1.6.1 Filtracia vybratych frekvencnych oblasti.

Filtracia typu dolné alebo hornd prieput’ filtruje vysoké, resp. nizke frek-
vencie z obrazového signdlu. M6Zeme vsak filtrovat’ i podl'a inych krité-
rii. Filtracia vo frekvenc¢nej oblasti sa ndm pontka ako vyborny néstroj,
pokial vieme v spektre loklizovat’ prispevok toho signélu, ktory chceme
odstranit’.

Uvedieme priklad.
Ako vstupny obraz pouzijeme jednu z prvych snimok, ktoré boli v digi-
talizovanej forme prenesené cez Atlantik v 20-tych rokoch minulého sto-
rocia. (Vid obr. 1.52.) Na d’alsom obrazku 1.54 je zndzornené spektrum,
v ktorom vidime niekol'ko lokdlnych maxim. Tieto selektivne odstrdnime.

Vybraté lokdlne maxima takpovediac "vymazeme"zo spektra ndsobe-
nim so $pecidlnym filtrom - viacndsobne pouzijeme Gaussov filter cen-
trovany na to-ktoré maximum. Takto filtrované spektrum vidime na ob-
razku 1.55. Po spitnej filtracii ziskame obraz zndzorneny na obrazku
1.56.

Pri pohl'ade na vstupny a vystupny obraz vidime, Ze periodické ruse-
nie bolo touto filtrdciou do zna¢nej miery odstrdnené.




1.6. Filtracia obrazu vo frekvencnej oblasti

d Reproduced by the Bartlane System.

Obrazok 1.52: Vstupny obraz. Obrazok 1.53: Detail.

Obrazok 1.54: Spektrum vstupného Obrazok 1.55: Selektivne filtrované
obrazu. spektrum.

Obrazok 1.56: Vystupny obraz. Obrazok 1.57: Detail.

V tejto kapitole sme si ukazali zdkladny koncept filtracie v spektralnej
oblasti. Na konkrétnom priklade je filtracia ilustrovand s pouzitim najza-
kladnejsich typov filtrov, s idedlnym filtrom a Gaussovym filtrom. Kazdy
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z nich je ukdzany ako LP a HP filter. Taktiez sme ukdzali priklad filtracie
vo frekvecnej oblasti cielenym odfiltrovanim niekol'kych vybratych ob-
lasti v spektre.

V d’al$ej kapitole sa budeme venovat’ inému modelu filtracie — filtracii
priamo v priestorovej doméne.







KAPITOLA

2

Spracovanie obrazu
Vv priestorovej oblasti

Pre linedrnu filtraciu obrazu mézeme pouzit manipuldciu hodnot obra-
zovej funkcie priamo v priestorovej doméne. Hovorime potom o lineédrnej
filtracii v priestorovej oblasti. Zdkladny matematicky néstroj pre linedrnu
filtraciu je operacia konvoldcia, ktorej sa budeme venovat’ v d’al$ich od-
stavcoch.

2.1 Diskrétna konvollcia

Definiciu spojitej konvolicie neuvddzame. (V pripade zaujmu odkdZeme
citatel'a na vybornt literatiru [0S75].) Ked'Ze pracujeme s diskrétnymi
funkciami, ktoré pouzivame pre reprezentdciu Cislicového signdlu, tak
pre ich spracovanie potrebujeme konvoltciu v diskrétnej forme.

Diskrétnu konvolticiu dvoch kauzdlnych diskrétnych funkcii definu-
jeme nasledovne.

St dané funkcie f = (fy,..., fv-1)T € CN, h = (ho,..., hy-1)T e CV po-
tom ich diskrétna konvoliicia je vektor g € CM*N~1 pre ¢leny ktorého
plati

N-1
g =) fimh(x-m), 2.1)
m=0

pre

x=0,..., M+N-2.

Pre spracovanie obrazu je potrebna konvolicia definovand pre funkcie
dvoch premennych, ktort si vysvetlime podrobnejsie v d’alSom odstavci.
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2.2. Vypocet konvoltcie

2.1.1 Diskrétna 2D konvolucia
Diskrétnu konvoltciu o dvoch premennych zapiSeme nasledovne.

M-1N-1

g,y =3 > fimnh(x—my-n). (2.2)

m=0 n=0

Pre skrateny zapis operacie konvolticie pouZivame znak "hviezdicka":
Fx,y) * h(x,y). (2.3)

Funkcia f(x, y) je funkcia obrazu, ktory ideme filtrovat, h(x, y) je tzv. fil-
tra¢né jadro, nazyvané tiez filtratna maska alebo konvoluéna maska.

2.1.2 Vlastnosti konvoltlcie

Komutativnost. Operdacia konvoltcia je komutativna, ¢o m6zZeme vy-
jardrit’ nasledovny vzt'ahom:

f(x)* h(x) = h(x) * f(x). (2.4)

Vzt'ah medzi konvoliiciou a koreldciou. Pojem linedrnej filtracie ob-
razu v priestore sa v literatire pouziva niekedy tiezZ pre vypocet filtra-
cie prostrednictvom korelacie (zna¢nena o). Matematicky méZeme vzt'ah
medzi koreldciou a konvoltciou vyjadrit’ nasledovne

F(X) % h(=x) = f(x) o h(x). (2.5)

Pri linedrnej filtracii obrazu to znamend, Ze pouzitd filtracnd maska
pre vypocet konvoltciou je transponovand matica k matici, ktort by sme
pouzili na rovnakad filtraciu obrazu prostrednictvom korel4cie.

2.2 Vypocet konvolucie

Pre vypocet konvolicie pouzivame postup vypoctu dany definiciou.

Implementdcia operdcie konvoltcie, ako kl'icovej funkcie spracova-
nia obrazu, je v§ak uz desat’rocia v centre zaujmu expertov a dnes mame
k dispozicii vysoko optimalizované implementécie, napr. pre Intel proce-
sory v kniznici Intel Integrated Performance Primitives (IPP), ktort pou-
zivajui Matlab, OpenCV a d’al$ie softvérové ndstroje pre spracovanie ob-
razu.
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Filtra¢né jadro spravidla definujeme tak, aby jeho velkost’ bola ne-
parna. Napr. 3x3, 5x5 ... 15x15 ... V tomto pripade je stredova pozicia pi-
xela, na ktord zapiSeme vyslednt hodnotu, jednozna¢ne dana. Ak zvo-
lime ind poziciu, tak vstupny a vystupny obraz budi voci sebe, okrem
zmeny danej filtraciou, aj vzdjomne posunuté. (Mo6Ze ist samozrejme aj
0 zamer.)

2.2.1 Znazornenie vypoctu konvolucie

Priklad. Néazorne si ukdZeme vypocet jedného prvku konvolvovaného
obrazu (vid' 2.1). Mame priklad matice obrazu zndzornené Cierne a kon-
volucné jadro vel'kosti 3x3 zndzornené cervene.

6 |s 13013 250'5 240'3 9 12,8| 24,7/ 47,1| e | 60,3 | 33,2
s e 19015 % 1 200'5 5 17,7| 39,4|72,7| 92,7 ‘
03/ 05 03

5 |9 (24”25 1374

‘5 ‘15 ‘25 ‘23 ‘7 ‘4

‘9 ‘24 ‘26 ‘17 ‘5 ‘5
12,8((24,7|(47,1|/ 68,2 | 60,3 || 33,2
17,7| 39,4(/72,7| 92,7 | 72,9 37,3

20,8502 84 | 893|584 2738
29,4 657915 80,4 |44,8 226
166878 973 | 69 [[352 22,5

(@ fi2,4) =13.0,3+25.0,5+24.0,3+19.0,5+26.1.0+20.0,5+24.0,3+25.0,5+13.0,3 =
92.7

Obrazok 2.1: Priklad vypoctu konvoldicie.

Samotny postup vypoctu je dany definiciou 2.1. Jednoducho pove-
dané, pre kazdd posunutid poziciu konvolu¢ného jadra pocitame sumu
sticinov hodnoty konvolu¢ného jadra a prislusného pixelu obrazu.
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Okraj obrazu. Je zrejmé, Ze vypocet hodnot konvolicie na okraji ob-
razu musime riesit' zvlastnym spésobom. V praxi sa pouziva niekol'ko
stratégii.

* Doplnenie chybajtcich hodnét pre vypocet konvolicie nulovymi
hodnotami, alebo inou konstantou.

e Zrkadlenie. Chybajtice hodnoty sa doplnia zrkadlovo rovnaké ku
hodnotdm pixelov na kraji obrazu.

e ZmenSenie vystupného obrazu. Tento postup je z programatorské-
ho hl'adiska najmenej vhodny, hlavne pri viacndsobnom sekvenc-
nom pouziti filtracie. Vel'kost’ obrazu je potom rézna vréznych §ta-
diach spracovania, ¢o musime zvlast' zohl'adnit’ pri vypocte.

Spravidla pouzijeme uvedeny prvy alebo druhy sposob, av§ak musime
si byt vedomi, Ze okraje filtrovaného obrazu (podl'a vel'kosti konvolu¢-
ného jadra) su pre exaktné vyhodnotenie teoreticky nevhodné. V praxi to
zvacsa problém nespodsobuje, ked'Ze vel'kost' filtra sa voli pokial moZno
mald i zdoévodu vypoctovej ndrocnosti.

Zisk filtra. Pokial nie je na$im zdmerom obraz pri filtrovani konvold-
ciou zéaroven zosvetlit' alebo stmavit, tak zisk filtra (angl. gain) musi byt
rovny jednej. Filter v tomto pripade navrhneme tak, aby sucet vietkych
hodnd6t konvolu¢ného jadra bol rovny jedne;j.

2.3 NajdblezitejsSie konvolucné masky

Filtraciu konvoliciou pouzivame predovsetkym vtedy, ked’ potrebujeme
obraz vyhladit, rozmazat hrany, odstranit’ Sum alebo ak chceme ziskat
hranovy obraz. Ako uZ vieme, v prvom pripade realizujeme filter dolno-
pasmova priepust’, v druhom pripade naopak filter hornopdsmova prie-
pust’. DoleZity je samozrejme vhodny ndvrh konvolu¢nej masky. Konvo-
luénd masku si mézeme aj sami navrhnit' alebo odvodit, v tejto kapi-
tole d’alej uvedieme priklady najznamejsich, ¢asto pouzivanych konvo-
lu€nych masiek.

2.3.1 Vyhladzovacie filtre

Medzi najzndmejsie vyhladzovacie filtre patria priemerovaci filter a Gaus-
sov filter.
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Priemerovaci filter. Priemerovaci filter ma ¢leny filtracného jadra defi-
nované tak, aby vysledkom konvolticie bol vZdy aritmeticky priemer oko-
lia bodu daného vel'kost'ou pouzitého filtracného jadra.

Priklad filtra¢ného jadra priemerovacieho filtra velkosti 7 x 7 je

(2.6)

|
= e e =
= e e =
— e b b e e
— e b e e e
= e e =
= e e = e
— e b e e e

Obrazok 2.2: Vstupny obraz — detail Obrazok 2.3: Priklad obrazu filtrova-
nohy vtaka. ného priemerovacim filtrom.

Na obrazkoch 2.2 a 2.3 je priklad filtracie uvedenym priemerovacim
filtrom filtrom vel'kosti 7 x 7.

Gaussov filter. Gaussov filter mé filtracné jadro odvodené od Gaussovej
dvojrozmernej funkcie definované nasledovne

—(m2+n2)

h(m,n)=;e 202, (2.7)

=(m?+n?)

Ymine 27

Prvy ¢len v tomto vzt'ahu je vdhovaci faktor tak, aby zisk celého filtra bol
rovny jedne;j.
Ukézme si priklad Gaussovho filtra vel'kosti 7a o = 3.




2.3. NajdolezZitejSie konvolu¢né masky

0.0113 0.0149 0.0176 0.0186 0.0176 0.0149 0.0113
0.0149 0.0197 0.0233 0.0246 0.0233 0.0197 0.0149
0.0176 0.0233 0.0275 0.0290 0.0275 0.0233 0.0176
h=10.0186 0.0246 0.0290 0.0307 0.0290 0.0246 0.0186 .
0.0176 0.0233 0.0275 0.0290 0.0275 0.0233 0.0176
0.0149 0.0197 0.0233 0.0246 0.0233 0.0197 0.0149
0.0113 0.0149 0.0176 0.0186 0.0176 0.0149 0.0113

Obrazok 2.4: Gaussov filter h vel'kosti 7 x 7, o = 3.

s NS

Obrazok 2.5: Vstupny obraz — detail  Obrazok 2.6: Priklad obrazu filtrova-
nohy vtéka. ného Gaussovym filtrom.

Na obrédzkoch 2.5 a 2.6 je priklad filtracie uvedenym Gaussovym fil-
trom.

2.3.2 Hranoveé filtre

Dalsim, vel' mi €asto pouZzivanym typom filtra st hranové filtre.
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Prewittov filter. Prewittov filter pozostdva z dvoch konvolu¢nych ja-
dier: vertikdlneho a horizontalneho. Ich pouzitim pre konvoltciu ziskame
zvlast vertikdlny a zvlast' horizontélny prispevok k hrane v danom bode.
Tieto dve informécie mdZeme pouZit' pre vypocet gradientu. Pod gra-
dientom funkcie f(x, y) rozumieme dvojrozmerny vektor, ktorého stirad-
nice su parcidlne diferencie funkcie f podl'a x a y. MéZeme tiez vypocitat
uhol, ktory tento vektor zviera, podl'a vztahu 2.15.

Konvolu¢na maska vertikdlneho Prewittovho filtra je dand v tvare

1 1 1
0 (2.8
-1 -1 -1
Konvolu¢né maska horizontdlneho Prewittovho filtra je dand ako
1 0 -1
1 0 -1]. (2.9)
1 0 -1

Z vypocitanych vektorov modzeme vyjadrit' v kazdom pixeli obrazu mag-
nitadu a fazu.

G=,/G*+G)? (2.10)

© = arctan (Gy, Gy). (2.11)

Zisk filtra je u tohto filtra nulovy. Je v§ak délezité si uvedomit’, Ze pri prog-
ramovani operdcie filtracie s pouzitim Prewittovho filtra potrebujeme pre
vystupny filtrovany vertikdlny a horizontalny obraz datovy typ, ktory ob-
sahuje aj zdporné Cisla (napr. integer alebo float). Vypocitané diferen-
cie mdzu byt totizto kladné alebo zdporné podl'a toho, ¢i odpovedajtiica
hrana vo vstupnom obraze je ndbezné alebo dobeznd. Vizualizované st
preskalované obrazy, kde nulovd hodnota z hranového obrazu bola posu-
nutd na droven 127 z rozsahu 0-225. (Z tohoto dévodu st vizualizované
obrazy Sedé.)
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Obrazok 2.7: Obraz filtrovany hori- Obrazok 2.8: Obraz filtrovany verti-
zontdlnym Prewittovym filtrom. kélnym Prewittovym filtrom.

Prewittov filter je vel mi podobny Sobelovmu filtru uvedenému v d’al-
Som odstavci, vizudlne je rozdiel medzi obrazom filtrovanym Prewitto-
vym alebo Sobelovym filtrom sotva rozpoznatelny. Obidva tieto typy fil-
trov sa pouZzivaju pre vypocet gradientu.

Sobelovfilter. Sobelov filter patri medzi najpopuldrnejsie hranové fitre.
Konvolu¢na maska vertikdlneho Sobelovho filtra je definovand v tvare

1 2 1
0 0 0f. (2.12)
-1 -2 -1

Analogicky moZeme vyjadrit' konvolu¢nti masku horizontalneho Sobe-
lovho filtra ako
1 0 -1
2 0 -2]. (2.13)
1 0 -1

Ak chceme ziskat' komletny hranovy obraz, tak pouZijeme vasledovny
vzt'ah na vypocet magnitidy z predchadzajtcej x-ovej a y-novej hodnoty.

G=,/G,*+G,?, (2.14)

© = arctan (Gy, Gy). (2.15)

Naobrazkoch 2.9 a 2.10 je priklad filtracie horizontdlnym Sobelovym
filtrom a vertikdlnym Sobelovym filtrom.
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Obrazok 2.9: Obraz filtrovany hori- Obréazok 2.10: Obraz filtrovany ver-
zontdlnym Sobelovym filtrom. tikdlnym Sobelovym filtrom.

Obrazok 2.11: Vstupny obraz - de- Obréazok2.12: Magnitida obrazu fil-
tail nohy vtaka. trovaného Sobelovym filtrom.

Laplacian. Diskrétny Laplaceov operdtor je ¢asto pouZivany pri spra-
covani obrazu a detekcii pohybu. Diskrétny Laplacian je definovany ako
suma druhej diferencie v danom pixeli vzhl'adom na okolie pixela. Casto
pouzivand definicia Laplaceovho operatora vel'kosti 3 x 3 je

—
|
N
—

(2.16)
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Obrazok 2.13: Vstupny obraz — de- Obréazok 2.14: Obraz z obrazku 2.13
tail nohy vtaka. filtrovany Laplaceovym filtrom.

Na obréazku 2.13 je detail obrazu vtdka. Laplaceov operator, ktory sme
pouzili pri filtrdcii Laplacianom tohoto obrdzku bol definovany ako

0,5 0 05
0o -2 0]. (2.17)
0,5 0 05

Na obrazku 2.14 vidime hranovy obraz po filtrdcii Laplacianom.

Obrézok 2.15: Absoltiitna hodnota hranového obrazu (detail nohy vtaka)
filtrovaného Laplaceovym filtrom.

Na obrazku 2.15 m6zeme pozorovat dvojité hrany, ktoré st povodne
nébeZnou a dobeZnou hranou tej-ktorej kontury.

2.4 Pouzitie konvolulcie

Celkovo mbzeme konstatovat, Ze konvolicia je vel mi i¢inny ndstroj pre
spracovanie obrazu. Podl'a ciela pouZitia mdZe odstratiovat’ alebo zvy-
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razniovat' detaily, vypocitat hrany, pripadne pocitat mieru podobnosti
medzi danym filtrom a obrazom.

2.5 Nelinearna filtracia

Medzi nelinedrne filtre patria predovsetkym zorad ovacie filtre, kde $pe-
cidlnym pripadom je filter maxima, minima alebo median.

2.5.1 Zoradovacii filter

V anglickej literattre sa oznacuji ndzvom order-statistic filter.

Na rozdiel od linedrne;j filtracie nepocitame konvoliciu. Zorad ova-
cie filtre ndm vypoctovo pripominaji skor morfologickd filtraciu. Obraz
postupne prechddzame filtra¢nou maskou, ktord obsahuje iba jednotky
a nuly. Ich vyznam je podobny ako ich pozndme u plochého Struktural-
neho elementu - jednotky definuji pozicie pixelov, ktoré sa aktivne po-
diel'aji na vypocte.

U zorad ovacieho filtra zoradime podl'a vel'kosti vietky prvky dané
maskou a vyberieme vystupny prvok, ktory je v poradi prvy, alebo po-
sledny, alebo stredny - podl'a toho, aky zorad ovaci filter pocitame - filter
minima, maxima alebo medidnovy filter. Poziciu vystupného prvku moé-
Zeme tieZ definovat’ podl'a potreby na 'ubovol'nej inej pozicii v zoradenej
postupnosti.

Medidnovy filter. Medidnovy filter vyberie zo zoradenej postupnosti da-
nej zorad ovacim filtrom ten prvok, ktory je na strednej pozicii. Je vybor-
nym néstrojom pre odstrdnenie Sumu z obrazu, predovietkym impulzo-
vého Sumu alebo Sumu typu sol' a korenie (salt and pepper).

Obraz ruseny Sumom typu sol' a korenie obsahuje jednotlivé pixely
Sumu, ktoré st rozmiestnené rdzne v priestore obrazu a ktoré majt bielu
alebo ciernu farbu. (Sum typu sol a korenie méZe mat’ i iné dve tirovne
jasu, kombindcia bielej a Ciernej je najcastejsia.)




2.5. Nelinearna filtracia

CoL e

Obrazok 2.16: Vstupny zaSumeny Obrazok 2.17: Medidnovo filtrovany
obraz. obraz.

Na obrazku 2.16 je nekvalitny vstupny obraz vel'kosti 192 x 228 pi-
xelov, ktory obsahuje Sum typu sol a korenie. Na obrazku 2.17 je tento
obraz po filtracii medidnovym fitrom o vel'kosti 5 x 5.
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3

Konvoluéna teoréma

V predchédzajuicich kapitolach sme si najskor objasnili princip linedrnej
filtracie obrazu v spektrdlnej doméne a potom linedrne;j filtracie v pries-
torovej doméne. V tejto kapitole, ktoré je sise malé svojim rozsahom stran,
ale vel'mi vyznamna svojim obsahom, si povieme vzajomny stvis uvede-
nych dvoch pristupov.

Konvolu¢né teoréma ddva do priamej vzajomnej reldcie linearnu fil-
traciu v spektrilnej oblasti a linedrnu filtraciu v priestorovej oblasti
a to nasledovne.

Konvolu¢na teoréma. Konvolu¢nd teoréma ndm hovori, Ze operacia
néasobenia v spektrialnej doméne je ekvivalentna operacii konvolicie
v priestorovej doméne a tiezZ naopak, operacia konvolicie v spektralnej
doméne je ekvivalentnd operdcii ndsobeniu v priestorovej doméne.
Matematicky tento vzt'ah ekvivalencie zapiSeme nasledovne.

Madame funkciu f(x,y) a jej Fourierove spektrum F(u,v), d’alej mdme fun-
kciu h(x,y) a jej Fourierove spektrum a H(u,v). Potom plati

f, ) xhix,y) © F(u,v)H(u,v), (3.1)

f, »h(x,y) © F(u,v) * H(u,v). (3.2)

V praxi to znamen4, Ze sa mozeme rozhodntt pre jednu alebo druht
alternativu linedrnej filtracie. Podl'a autorov Gonzales a Woods ( [GW08])
je filtracia vo frekvencnej oblasti intuitivnejSia. NajdoleZitejsie faktory,
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ktoré mo6zu ovplyvnit' nase rozhodnutie je rychlost’ vypoctu a vel'kost fil-
tracného jadra. Pre efektivny vypocet je spravidla vyhodnejsie pocitat’ fil-
traciu vo frekven&nej oblasti prostrednictvom FFT. Dalsi ddlezity fakt je,
Ze fitracia vo frekvencnej oblasti zachovéva vel'kost’ obrazu.

Konvolu¢né teoréma nam tieZ umoZnuje odvodit' postup nazyvany
dekonvoltcia.
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Morfologické operéacie

Za svoj nazov vd’'aci matematickd morfolégia pravdepodobne biologickej
morfolégii, ktord sa podl'a encyklopédie Britannica venuje vSieobecnym
aspektom biologickych foriem a usporiadania ¢asti tvarov rastlin a zvie-
rat. Pojmom morfing (morphing) sa oznacuji animac¢né techniky pocita-
covej grafiky, pri ktorych sa zobrazeny objekt plynule zmeni na iny dany
objekt, ktory mdze byt vizudlne i znacne odlisny.

4.1 Matematicka morfologia

Vo vSeobecnosti mdéZzeme o matematickej morfolégii v spracovani ob-
razu skonstatovat, Ze sa zaoberd Stidiom objektov z pohl'adu ich tvaru,
geometrie a topolégie, priCom pouziva kombinacie met6d z te6rie mno-
Zin, topolégie a diskrétnej matematiky. Matematickd morfolégia teda po-
skytuje vykonny pristup k spracovaniu obrazu a d’al$ich diskrétnych dat.

4.1.1 Morfologické spracovanie obrazu

Morfologické spracovanie obrazu vyuZiva informaciu o susednych pi-
xeloch v topologickom okoli spracovavaného pixela.

Morfologické operécie boli primarne definované a vyuzivané pre bi-
néarne obrazy. Nepopieratel ny vyznam vSak maji i morfologické opera-
cie definované pre Sedoténové obrazy a mézu byt aplikované i pre viac-
kandlové (napr. farebné obrazy). Morfologické operéacie, ktoré st defino-
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vané pre dvojdimenziondlne ddta, mézeme tieZ rozsirit i na trojdimenzi-
ondlne data.

4.2 Z&akladné pojmy a definicie

Najskor si zavedieme zdkladné pojmy potrebné pre vysvelenie samot-
nych morfologickych operécii.

4.2.1 Susednost, slvislost

Zavedenie niektorych zdkladnych pojmov si vyZaduje definicie vybranych
metrik, ktorymi meriame vzdialenosti medzi dvomi bodmi obrazu.

Metrika. Pre obrazové body p, g so stiradnicami (x1, y1) a (x2, y2) defi-
nujeme D ako metriku ak

D(p,q) 20, 4.1)
D(p, q) = 0 vtedy a préve iba vtedy ak p = ¢,
D(p,q) = D(q, p), (4.2)

D(p,2) < D(p,q) + D(q, 2). 4.3)

Euklidovska vzdialenost’. Euklidovské vzdialenost’ medzi bodmi p a g
v obraze je definovand vzt ahom

Di(p,q) = \/ (x1 - x2)2 + (y1 - y2)2. (4.4

Vzdialenost' v mestskych blokoch ,,City block distance“. Vzdialenost
medzi dvomi bodmi v obraze je v tomto pripade dand poctom krokov
(jednotkovej vel'kosti) po pravouhlej diskrétnej mriezke

D4(p,q) =1x1—x2|+ |yl - y2|. (4.5)

Samotny ndzov ,vzdialenost' v mestskych blokoch“ evokuje predstavu
pohybu v meste.
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Sachovnicov4 vzdialenost ,,Chessboard distance®. V pripade, Ze pra-

vouhld mriezku rozsirime o diagondlne prepojenia medzi susednymi bod-
mi (vid’ obr. 4.1), tak moZeme definovat’ $achovnicovi vzdialenost’ na-

sledovne

Dg(p,q) = max(Ix1—x2|,|y1—-y2]|). (4.6)

4-susednost’ a 8-susednost’. Dal$im doleZitym pojmom je 4-susednost’
a 8-susednost. 4-susedia daného obrazového elementu si body s jed-
notkovou vzdialenost ou v metrike "vzdialenost’ v mestskych blokoch".
Podobne 8-susedia daného bodu st body s jednotkovou vzdialenost ou,
avsak v Sachovnicovej vzdialenosti.

4-suvislost', 4-spojity komponent, 8-stivislost, 8-spojity komponent.
4-spojity resp. 8-spojity komponent definujeme nasledovne.

Mnozina ¢iernych pixelov F je 4-spojity resp. 8-spojity komponent, ak pre
kazdu dvojicu obrazovych bodov p; a p; v F existuje postupnost’ pixelov
Pir Pj tak, ze

* vSetky obrazové body v postupnosti si v mnoZzine F, t.j. st Cierne
naobr. 4.1,

* kazdé 2 pixely, ktoré sti vedl'a seba v postupnosti, spliiajii podmien-
ku 4-susednosti, resp. 8-susednosti.

Cize dand oblast’ je 4-spojity resp. 8-spojity komponent, ak medzi jej
'ubovol nymi dvomi vniitornymi bodmi existuje cesta zo spojnic spliia-
jucich podmienku 4-susednosti, resp. 8-susednosti.

LA B B B S L . B B . & 8 8 8 8888
L B B B B B B B B . l'-.-..l-l ll..
. S 0 0 e 00 L -l....li.' 'il.
L B B B B B B B B B . -li ...l" '.-.
L B B B B B B B B . ll...I '.l.l llI-
* S 0 0 0 0 09 . II-I-I I.I . w
. 8 8 0 & 0 08 . -J'I-Ili' "II-

Obrazok 4.1: Ukazka mriezky 4-stvislosti a 8-savislosti.
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4.2.2 Minkowského suma

Matematickym zdkladom pre bindrnu matematick morfologickud opera-
ciu dilat4cie je Minkowského suma.
Minkowského suma bodovych mnoZin A a B je bodovd mnoZzina

C=UAs 4.7
beB
kde
Ay je mnoZina A posunutd o vektor b, teda mnoZinaA, =a+b|acA.
U oznacuje zjednotenie (union) mnozin.
Minkowského sumu mnozin A a B oznacujeme

C=AsB. (4.8)

4.2.3 Strukturalny element

V definiciach morfologickych operacii je obsiahnuty prvok, ktory sa na-
zyva $trukturalny element. V horeuvedenej Minkowského sume je vstup-
ny obraz oznaceny A a Strukturdlny element je tu oznaceny ako B. V d’al-
Som vyklade uz budeme oznacovat §trukturdlny element ako S.

Strukturélny element je charakteristicky svojim tvarom, ktory je dany
usporiadanim pixelov s hodnotou 1. Typicky sa pouZivaji Strukturdlne
elementy Stvorcové, elipsové, krizikové alebo I'ubovolne definovaného
usporiadania v zavislosti od konkrétneho pouzitia. DéleZitym paramet-
rom je i poloha vysledného pixela. Tento bod je tiez nazyvany pociatok
alebo kotevny bod (origin, anchor).

Strukturélny element je teda bodovd mnoZina - obraz s vel'kostou
mensSou neZ vstupny obraz. Jeho typicky rozmer byva pomerne maly,
napr. 3 x 3, 5 x5,..21 x 21..atd". Rovny (flat) Strukturdlny element obsa-
huje vylu¢ne iba hodnoty 0 a 1, jednotky v iom definuju okolie (neigh-
borhood) kotevného bodu.

Pre intuitivnu predstavu zjednodu$ene modzeme konstatovat’, Ze hod-
nota 1 oznacuje vlastne tie pixely v Strukturdlnom elemente, ktoré sa ,,ak-
tivne"podiel'aji na stanoveni novej hodnoty v pociatku (v kotevnom bo-
de).

4.2.4 Morfologicka transformacia

Morfologicku transformaciu mézeme definovat ako matematickd rela-
ciu medzi dvomi bodovymi mnoZinami, a to mnozinou obrazu a mnozi-
nou Strukturalneho elementu.
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4.3 Zakladné morfologické operacie

Aplikovanie morfologickej transformdcie na obraz F zodpoveda vypoctu
transformaécie pri systematickom posune $trukturdlneho elementu S po
obraze. Vysledok transformaécie v kazdej polohe zodpoveda danej morfo-
logickej relécii.

Pre vypocet zdkladnych morfologickych operécii sa teda pouZiva me-
chanizmus podobny ako pri filtracii, ked’ kazdy pixel obrazu je nahra-
deny svojou novou hodnotou vypocitanou danym algoritmom s vyuzitim
hodnot jeho topologickych susedov.

Binarna dilatacia zvicSuje plochu bieleho objektu na ¢iernom po-
zadi a bindrna erézia naopak zmensuje plochu bieleho objektu na ¢ier-
nom pozadi. V pripade ¢ierneho objektu na bielom pozadi by bola situ-
4cia analogicky opacna.

Tento vyklad vychddza z konvencie, Ze pixel s hodnotou 1 je biely a pi-
xel s hodnotou 0 je ¢ierny. Predpokladdme tieZ, Ze bindrne objekty su
biele objekty na ¢iernom pozadi.

Pre intuitivnu predstavu, s urcitou davkou nepresnosti, méZeme po-

vedat’, Ze vacsi Strukturdlny element mé za ndsledok vicsie zmeny hra-
ni¢nych oblasti, ¢iZe i plocha objektu sa viac zvacsi. Podl'a tvaru $truk-
turdlneho elementu mézeme usudit, aky tvar budd mat detailné zmeny
na okrajoch objektu. Strukturdlny element hranatého tvaru (§tvorec, ob-
diznik...) sa prejavi po dilatovani konttirami objektu, v ktorych je hranaty
tvar Strukturdlneho elementu poznatelny. Naopak, u elipsovitého Struk-
turdlneho elementu budeme ocakédvat nové kontury skor zaoblené.
Vyhodne mézeme tiez vyuzit nasledovnu stratégiu vypoctu. Rovnaka
morfologickll operdciu s nezmenenym Strukturdlnym elementom opa-
kovane aplikujeme vo viacerych iterdciach za sebou. V softvérovych pod-
poréch vypoctu morfologickych operacii (kniZnice pre spracovanie ob-
razu) spravidla nachddzame tento postup uz implementacne pripraveny.
Medzi zédkladné morfologické operécie patria

* dilatacia (dilation) 4.4
* erOzia (erosion) 4.4.2
a ich zdkladné kombindcie pod nédzvami
» morfologické otvorenie (opening) 4.5

» morfologické uzavretie (closing) 4.5
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4.4 Binarna dilatacia a erdzia

4.4.1 Dilatacia

Operdciu bindrnej dilatacie spracovavaného obrazu F a Strukturdlneho
elementu S znacime

FeS. (4.9)

Bindrna dilatacia vyplyva z uvedenej definicie Minkowského sumy zjed-
notenie (union) posunutych bodovych mnozin F a S. Bindrnu dilataciu
mozeme teda zapisat ako

FoS= | JF;, (4.10)

seS
kde Fs je mnoZina F posunutd o vektor s, teda mnoZzina

Fo=f+s| feF. (4.11)

Ako bolo uz spomenuté, morfologickym dilatovanim zvi¢sime plochu
bielej bindrnej oblasti. Pouzity Strukturdlny element je doleZity, pretoze
determinuje ako presne budd okraje bindrnej oblasti menené.

Obrézok 4.2 ilustruje priklad vypoctu vyslednej hodnoty dilatacie pre
okolie jedného bodu. Okolie bodu dané strukturdlnym elementom je vy-
pocitané ako zjednotenie (v tomto pripade mozeme hovorit o logickom
stcte) tych hodndt obrazuy, ktorym zodpovedaji jednotkové hodnoty pi-
xelov v §trukturdlnom elemente. Vyslednd hodnota je zapisand do vy-
stupného obrazu na poziciu pociatku (typicky stredu) Strukturdlneho ele-
mentu.

V pripade bindrneho obrazu ma teda vysledny pixel hodnotu 1, ak
aspon jedna hodnota spomedzi pixelov obrazu selektovanych korespon-
dujticimi jednotkovymi hodnotami Strukturdlneho elementu je tiez ne-
nulovd, ¢ize jednotkova.
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Obrazok 4.2: Dilatacia - bindrny obraz. VI'avo je vstupny, vpravo vystupny obraz.
Strukturdlny element je zndzorneny cervene. V tomto pripade je jednotkova vy-
slednd hodnota dand logickym si¢tom ntl s jedinou jednotkovou hodnotou (na
pozicii v druhom riadku, tret om stlpci).

Nasledujtci obrazok 4.3 ilustruje, ako operdcia dilatacie zmenila tvar
bielej oblasti (bindrneho objektu). Biele objekty bol zvdc¢sené, tym sa spo-
jili do jedného objektu a ¢ierne “diery” vnutri objektov boli odstrdnené.

Obrazok 4.3: VI'avo je bindrny vstupny obraz, vpravo je dilatovany vystupny ob-
raz. (Pouzity bol $trukturélny element je zndzorneny na obrazku 4.4).

V tomto i nasledujticich prikladoch bol pouzity strukturdlny element
ako je zndzorneny na obrazku 4.4.
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Obrézok 4.4: Strukturélny element pouzity v d'alsich prikladoch.

4.4.2 Erbzia

Operaciu erézie spracovavaného obrazu F a Strukturdlneho elementu S
oznacCujeme

FeS. (4.12)

Bindrnu eré6ziu méZeme definovat ako prienik vSetkych posunov obrazu
F o vektory —s€ S

FoeS=[)Fs, (4.13)
seS
kde
Fs=f-s| feF. (4.14)

Postup vypoctu je zndzorneny na obrazku 4.5. Tu vidime priklad vypoctu
vyslednej hodnoty erézie pre okolie jedného bodu. Pre okolie bodu dané
Strukturdlnym elementom je vypocitany prienik (v tomto pripade mo-
zeme hovorit' o logickom stcine) zo vSetkych hodnét obrazu, ktoré zod-
povedaju jednotkovym hodnotdm v §trukturdlnom elemente. Vysledna
hodnota je zapisana do vystupného obrazu na poziciu pociatku (typicky
stredu) Strukturdlneho elementu.
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Obrazok 4.5: Erézia - bindrny obraz. Vl'avo je vstupny, vpravo vystupny obraz.
Strukturdlny element je zndzorneny cervene. V tomto pripade je jednotkova vy-
slednd hodnota dand prienikom (logickym stic¢inom) na pozicidch, kde hodnoty
v §trukturdlnom elemente sud jednotkové.

Obrazok 4.6: VI'avo je bindrny vstupny obraz, vpravo je erodovany vystupny ob-
raz. (Pouzity bol Strukturélny element je zndzorneny na obrazku 4.4).

Obrazok 4.6 ilustruje stencenie objektov na obrazku nasledkom mor-
fologického erodovania. Objekty a ¢asti objektov (napr. stred pismena E),
ktoré si mensie ako pouzity Strukturdlny element, boli er6ziou odstra-
nené.
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4.4.3 Vlastnosti dilatacie a erozie

Uved'me si vlastnosti bindrnej dilatéacie a erdzie. Dilatacia, prave tak ako
erozia je

e komutativna, ¢iZze platiAe B=B&A,
e asociativna, ¢ize platiA® (Be&C) = (Ae#B) ¢ C,
e invariantnd voci posunutiu, ¢iZe platiA® (B +x) = (A®)B +x.

e Dilatacia a erézia st vzdjomne dudlne operacie. Dilatovanie obrazu
je ekvivalentné erodovaniu komplementarneho obrazu a naopak.

Z pohl'adu poutZitia erézie a dilat4cie je nutné si uvedomit’, Ze

¢ vel'kost Strukurdlneho elementu je vhodné volit' ako nepérne cislo.
Potom je poloha stredu Strukturdlneho elemenu jednoznac¢nd. Ak
tato podmienka nie je splnend, mézeme doplnit’ do Strukturdlneho
elementu nuly a tym ho zvac¢st' na vel'kost’ dant neparnym ¢islom.

e funkcie na vypocet dilatdcie musia oSetrit vypocet na okraji ob-
razu, napr. doplnenim nulovych hodnét, ked'Ze pre vypocet st po-
trebné i v skuto¢nosti neexistujiice hodnoty mimo obraz.

4.4.4 Poutzitie dilatacie a erozie

Dilat4ciu bindrnych obrazov ispes$ne vyuzivame v pripadoch, ked’ potre-
bujeme cielene zvacsit' bindrne oblasti alebo odstrénit’ diery v tychto bi-
narnych oblastiach. Podl'a poZadovaného tc¢inku a pozadovanej morfo-
logickej zmeny tvaru bindrnych oblasti v obraze, volime zodpovedajticu
vhodnt velkost' a vhodny tvar Strukturdlneho elementu. Eréziou zase
naopak moézeme odstranit’ objekty, ktoré st mensie ako rozmery Struk-
turdlneho elementu. Priklad erézie, kde st odstranené neziaduce detaily
je na obrazku 4.7.

4.4.5 Vzajomny vztah medzi eréziou a dilataciou

Ak pouZzijeme postupne operacie erézie a dilatdcie s rovnakym Struktu-
rédlnym elementom, tak za urcitych okolnosti sa méZze vysledny obraz rov-
nat’ vstupnému, ale neplati to vSeobecne. Erézia a dilatdcia nemusia byt
vZdy vzajomne inverzné!

Ak je napriklad er6ziou maly objekt Giplne odstraneny, tak ho nésledna
dilatdcia uZ nedokdZe zrekonstruovat'. Tato vlastnost' samozrejme moZze
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Obrazok 4.7: VI'avo je bindrny vstupny obraz, vpravo je erodovany obraz. Mo6-
Zeme si v§imnut, Ze malé biele detaily zo vstupného obrazu erodovanim zmizli
na tkor ¢iernych oblasti.

niekedy ovplyvnit' vysledky negativne, av§ak €asto ju vyuZivame cielene,
napr. prave pre odstrdnenie malych objektov.

4.5 Morfologické otvorenie a uzavretie

4.5.1 Morfologické otvorenie

Uvedieme definiciu morfologického otvorenia.

Operaciu erdzie, nasledovant dilatovanim erodovaného obrazu s pouzi-
tim rovnakého Strukturdlneho elementu pre obidve operacie, nazyvame
morfologické otvorenie. Zapiseme ako

(FeS)sS. (4.15)

Priklad morfologického otvorenia je na obrazku 4.8 .

4.5.2 Morfologické uzavretie

Ak st operécie erézie a dilatacie pouzité v opacnom poradi, tak hovorime
o morfologickom uzatvoreni. Operécia dilatdcie, nasledované erodova-
nim dilatovaného obrazu s pouZitim rovnakého strukturdlneho elementu
pre obidve operéacie, nazyvame morfologické uzavretie. ZapiSeme ako

(FeS)eS. (4.16)




4.5. Morfologické otvorenie a uzavretie

Obrazok 4.8: Priklad morfologického otvorenia. VI'avo je vstupny obraz, vpravo je
vystupny obraz. (Pouzity bol Strukturdlny element zndzorneny na obrazku 4.4).

Priklad morfologického uzavretia:

Obrazok 4.9: Priklad morfologického uzatvorenia. VI'avo je vstupny obraz, vpravo
je vystupny obraz. (Pouzity bol §trukturdlny element zndzorneny na obrazku 4.4).

Obidve operécie, morfologické otvorenie i morfologické uzatvorenie, pri-
blizne zachovévaju vel'’kost objektov. Rozdiely pozorujeme predovsetkym
ako zmeny v detailoch, ktorych vel'kost’ je porovnatelné s pouZitym Struk-
turdlnym elementom. Avsak i kontiry vel'kych objektov sa moézu tvarom
Strukturdlneho elementu zmenit, napr kruhovy Strukturdlny elemnent
konttry objektov takpovediac “zaobli”.

Z prikladu na obrazku 4.8 vidime, Ze operacia morfologicé otvorenie od-
stranila malé biele objekty v I'avej dolnej ¢asti obrazu. Objekty v pravej
dolnej casti obrazu boli vdc¢sie nez pouzity Strukturdlny element a preto
odstranené neboli. Dalsi jav, ktory pozorujeme, je odstranenie vy¢nelku
v strede pismena E.

Z prikladu na obrazku 4.9 vidime, Ze operédcia morfologicé uzatvorenie
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odstranila malé tmavé oblasti vo vniitri bieleho objektu, v nasom pri-
pade vo hviezde, ktoré oznacujeme ako “diery” alebo “otvory” (holes)
v objekte. Dalej vidime, %e objekty, medzi ktorymi bola mald medzera
(vzhladom k pouzitému §trukturdlnemu elementu) sa spojili. Toto spo-
jenie blizkych objektov pozorujeme medzi vel'kymi objektami pismena E
a hviezdy a tiez v dolnej €asti obrazu, kde pospdjané malé objekty vytvo-
rili jeden objekt krivkovitého tvaru.

4.6 Sedoténova dilatacia a erozia

Koncept bindrnej dilatdcie a er6zie je mozno rozsirit na Sedoténové ob-
razy. Najskor uvedieme pévodnu definiciu [HS87], kde obor funkénych
hodnét strukturdlneho elementu méze byt z oboru celych alebo redlnych
Cisiel a je funkciou, ktord nemusi byt konstantna na svojom definicnom
obore. Takyto Strukturdlny element nazyvaju autori v ¢lanku [VT96] ne-
rovnym Strukturdlnym elementom (non-flat structuring element), néj-
deme ho i oznaceny ako 3D strukturdlny element pre 2D obrazy. Nesmie-
me si vSak tento Strukturdlny element zamienat s 3D Strukturdlnym ele-
mentom pre 3D obrazy!

4.6.1 Nerovny Strukturalny element

Sedoténova dilatacia s pouZitim nerovného strukturdlneho elementu (po
anglicky non-flat structuring element) je definovand vbode f, ktory je za-
roven kotevnym bodom $trukturdlneho elementu S, nasledovne

FEBSzmas.x{F(f— s) +8}, (4.17)
sE

kde S je nerovny strukturdlny element. Postup vypoctu je ilustrovany na
jednodimenziondlnom signdle na obrazku 4.10.

K okoliu bodu f, pre ktory pocitame Sedoténovi dilatéciu, je najskor
Strukturdlny element pripocitany a potom je vyslednd hodnota dand ma-
ximélnou hodnotou tychto stctov.

Sedot6novi erézia s nerovnym $trukturilnym elementom. Sedoténo-
va erézia s nerovnym Strukturdlnym elementom je definovand ako

FeS=min{F(f+s)-S}, (4.18)
seS

kde S je nerovny Strukturdlny element.
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Obrazok 4.10: Sedoténovd dilatécia ilustrovand na 1-dimenziondlnom signale.

Definicia erézie je podobna definicii dilat4cie, ibaZe operacia s¢itania
je nahradend odc¢itanim a namiesto maxima vyhl'addvame minimum.

4.6.2 Rovny Strukturalny element

V praxi je bezne pouzivany pristup k vypoctu Sedoténovej dilaticie a eré-
zie, ktory je zaloZeny na zjednodusenej definicii. Pouziva rovny struktu-
rélny element (flat structuring element), ktory obsahuje hodnoty 0 a 1
(podobne ako pre bindrne obrazy), a teda definuje okolie (neighborhood)
daného bodu. Vystupnd hodnota je potom maximum (u dilat4cie) alebo
minimum (u er6zie) hodnét obrazu v definovanom okoli daného bodu.

Sedoténova dilatdcia. Sedoténova dilat4cia s rovnym $trukturdlnym ele-
mentom je definovand ako

Fo S =max{F(f-s)}, (4.19)
seS

kde S je rovny Strukturdlny element.
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Obrazok 4.11: UkdZzka Sedoténovej dilatdcie s rovnym Strukturdlnym elementom.

Postup vypoctu ilustrovany na 2D obraze je na obrazku 4.12.
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Obrazok 4.12: Vypocet Sedoténovej dilatdcie. Rovny Strukturdlny element je zné-
zorneny cerveno.

Jednoducho formulované, hodnota vysledného pixela po dilatovani
sa rovnd maximalnej hodnote zo vetkych pixelov obrazu, ktoré su selek-
tované koreSpondujicimi jednotkovymi hodnotami v strukturdlnom ele-
mente. Ide teda vlastne o ekvivalent zorad’ ovacieho filtra (order-statistic
filter) maxima v pripade dilatdcie a zorad ovacieho filtra minima v pri-
pade erézie. (Vid' 2.5.1)




4.6. Sedoténova dilaticia a erézia

Obrazok 4.13: Priklad Sedoténovej dilatdcie. VI'avo je vstupny obraz, vpravo je
vystupny obraz. (Pouzity bol Strukturdlny element zndzorneny na obrazku 4.4).

Sedoténovi dilatdciu pouZijeme napr. vtedy, ked potrebujeme od-
stranit’ lokdlne minimé mensie ako Strukturdlny element alebo ked’ po-
trebujeme zvicsit’ svetlé oblasti v obraze. Samozrejme dékladne musime
zvazit vel'kost a tvar Strukturdlneho elementu.

Sedot6novi erézia s rovnym $trukturdlnym elementom. Sedoténovi
er6ziu definujeme vzt'ahom

Fe S =min{F(f+s)}, (4.20)
seS
kde S je rovny Strukturdlny element (obr. 4.14).
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Obrazok 4.14: Vypocet Sedoténovej erézie. Rovny Strukturdlny element je zna-
zorneny cerveno.
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Sedoténova erézia nachadza uplatnenie napr. v pripade, ked’ chceme
odstranit’ malé lokdlne minim4, CiZe oblasti v obraze svetlej farby, kto-
rych vel'kost' je mensia ako vel'kost’ pouzitého Strukturdlneho elementu.
Ako ilustraciu uvddzame priklad na obrazku 4.15.

Obrazok 4.15: Priklad Sedoténovej erdzie. VI'avo je vstupny obraz, vpravo je vy-
stupny obraz. (Pouzity bol Strukturdlny element zndzorneny na obrazku 4.4).

Pre zaujimavost’ si zdéraznime rozdiel medzi Sedoténovou dilatdciou
a filtraciou konvoliciou. Tento rozdiel je je tiplne principidlny, spociva
v pouZiti rozdielnych matematickych operacii. Namiesto sti¢tu u konvo-
Idcie je u dilatdcie vyber maxima, namiesto ndsobenia medzi hodnotami
obrazu a filtracnym jadrom pri konvoliicii je operdcia sti¢tu u Sedoténo-
vej dilatdcie. Rozdiel je i v tom, Ze filtra¢né jadro je transponované.

4.7 Morfologicky gradient

Pre ziskanie informdcie reprezentujticej hrany v obraze ndm zakladn4 te-
Oria spracovania obrazu pontika mnohé pristupy. Jednou z moZznosti je
vyuzitie morfologickych oper4cii.

Od¢itanim povodného obrazu od morfologicky dilatovaného, pripad-
ne erodovaného obrazu, poc¢itame morfologicky gradient. Samozrejme
je potrebné zvazit absolitnu hodnotu a vhodné preskélovanie vypoci-
taného rozdielu.

DalSou moZnost'ou je vypocitat’ rozdiel medzi erodovanym a dilato-
vanym obrazom, ktoré sme ziskali morfologickym spracovanim rovna-
kého vstupného obrazu. Postup vypoctu morfologického gadientu MG
mobZeme zapisat’ ako

MG=(FeS)—-(FeS). (4.21)




4.7. Morfologicky gradient

Binarny morfologicky gradient. Pre extrakciu obrysu objektu (boun-
dary extraction) bindrneho obrazu mézeme pouzit' operaciu morfolo-
gicky gradient.

Priklad morfologického gradientu pre bindrny obraz je na obrazku
4.16.

Obrazok 4.16: Priklad bindrneho morfologického gradientu. VI'avo je vstupny ob-
raz, vpravo je vystupny obraz.

Ako vidime, morfologicky gradient ndm pre bindrne obrazy umoz-
nuje ziskat’ konttry binarizovanych oblasti. Morfologicky gradient vSak
mobZeme vyuZit i pre Sedoténovy obraz.

Sedot6novy morfologicky gradient. Priklad morfologického gradientu
pre Sedoténovy obraz je na nasledujicom obrazku 4.17.

Obrazok 4.17: Priklad Sedoténového morfologického gradientu. VI'avo je vstupny
obraz, vpravo je vystupny obraz.

Pre uvedeny priklad Sedoténového morfologického gradientu sme po-
uzili trukturdlny element vel'kosti 47x47 kruhového tvaru, pricom vel -

kost’ vstupného obrazu bola 610 x 536 pixlov.
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4.8 Morfologicka vrchna a spodné Cast' klobuka

Kombinovanim zdkladnych morfologickych a aritmetickych operéacii
vznikaja d’al$ie typy morfologickych operdcii, ako st napr. morfologicka
vrchnd a spodnd cast’ klobtuika. V anglickej literatdre nachddzame tieto
morfologické operacie pod ndzvami Top-hat a Bottom-hat.

Morfologicka operacia vrchna ¢ast’ klobika (Top-hat). Morfologicka
operdcia vrchné cast’ klobtika vznikne od¢itanim morfologického otvo-
renia od pé6vodného obrazu. M6zeme ju zapist’ ako

F-(FeS) aS). (4.22)

Morfologicka opericia spodna cast’ klobiika (Bottom-hat). Dudlna
morfologicka operacia spodné cast’ klobika naopak vznikne od¢itanim
povodného obrazu od morfologického uzavretia p6vodného obrazu. Za-
piSeme ju nasledovne.

(FeS)eS)-F. (4.23)

Priklad pouzitia morfologickej operacie vrchna cast’ klobtika (Top-hat)
pre Sedoténovy obraz je na obrazku 4.18. Pouzity Strukturdlny element je
kruhového tvaru o velkosti 47 x 47 a vel'kost' vstupného obrazu je 584 x
515 pixelov. Vo vystupnom obraze si vSimneme vyrazné oblasti, ktoré vo
vstupnom obraze predstavuju svetly objekt na tmavom pozadi, priCom
jeden rozmer objektu je mensi ako vel'kost’ Strukturdlneho elementu.

Obrazok 4.18: Priklad operdcie vrchné cast' klobtika. VI'avo je vstupny obraz,
vpravo je vystupny obraz. MéZeme pozorovat’ zvyraznené oblasti, napr. tam kam
ukazuje Cervend §ipka, ktoré odpovedaju oblastiam s rozmerom mensim ako
Strukturdlny element, priCom su tieto oblasti svetlé na tmavom pozadi.




4.9. Granulometria

Obrazok 4.19: Priklad operacie spodnd ¢ast' klobtika. VI'avo je vstupny obraz,
vpravo je vystupny obraz. Podobne ako v predchddzajicom priklade mézeme
pozorovat’ zvyraznené oblasti, napr. tam kam ukazuju Cervené §ipky, ktoré od-
povedaju oblastiam s rozmerom mens$im ako $trukturdlny element. Na rozdiel
od predchéddzajiceho pripadu st tieto oblasti tmavé na svetlom pozadi.

Priklad pouzitia morfologickej operédcie spodn4 cast’ klobtika (Bottom-
hat) pre Sedoténovy obraz vidime na obrazku 4.19. Pouzity Strukturdlny
element je rovnaky ako v predchddzajicom priklade vrchnej casti klo-
buka, ale na vystupnom obraze pozorujeme opacny jav neZ vpredché-
dzajiicom priklade. Dominantné oblasti, pozorovatelné vo vystupnom
obraze, odpovedaju tym oblastiam vstupného obrazu, ktoré st tmavé a st
na svetlom pozadi, pricom jeden rozmer takéhoto objektu je mensi ako
velkost’ $trukturdlneho elementu.

4.9 Granulometria

Morfologické operdcie méZeme vyhodne pouzit v ilohdch, ktoré si klada
za ciel odhadnut’ pocet, vel'kost, pripadne distribtciu urcitych Castic
(particles) v obraze.

Postup je jednoduchy. V pripade, Ze detegované Castice su svetlejsie
nez pozadie a sa pravidelnych tvarov, tak pouZzijeme operaciu morfolo-
gického otvorenia (opening) so Strukturdlnym elementom, ktorého vel'-
kost’ sa bude menit’. (Je vhodné, aby tvar Strukturdlneho elementu ko-
piroval typicky tvar detegovanych Castic). Operdciu otvorenie aplikujeme
opakovane, pricom vel'kost §trukturdlneho elementu sa kazdy raz zvacsi.
Pri kazdom kroku vyhodnotime rozdiel sumy vSetkych pixelov (surface
area) v obraze pred a po operécii otvorenia. Ziskame graf na obrazku 4.22.
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Obrazok 4.20: Vstupny obraz pre priklad morfologického vyhodnotenia granulo-

metrie.

Obrazok 4.21: Morfologické otvorenie s postupne sa zvacSujuicim Strukturdlnym

elementom.
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Obrazok 4.22: Zavislost' zmeny sumy hodnoty jasu pred a po operacii morfolo-
gického otvorenia pre Strukturdlne elementy kruhového tvaru s ré6znymi polo-

mermi.
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4.10. Morfologickd operacia Hit-or-Miss

Na x-ovej osi je vyneseny polomer Strukturdlneho elementu, na y-ovej
osi je prislusny rozdiel sim intenzity obrazu (surface area) pred a po ope-
racii morfologického otvorenia.

Z grafu vidime dominantné vrcholy, ktoré zodpovedajui vel'kostiam
Castic, ktoré st najvyznamnejsie zastipené.

4.10 Morfologick& operacia Hit-or-Miss

,Hit-or-Miss “ morfologickd operdcia (zndma i pod ndzvami , Hit-or-Miss
Transform* alebo ,Hit-and-Miss Transform ) patri medzi vSeobecne zné-
me bindrne morfologické operécie, ktoré mézu byt pouzité na hl'ada-
nie konkrétnych objektov na pozadi. ,Hit-or-Miss“ je definovand pre dva
komplementdarne Strukturdlne elementy a pracuje s bindrnym obrazom
na vstupe i na vystupe.
Dva komplementérne Strukturdlne elementy Shm1 a Shm2 mo6zeme
zapisat’ ako
Shm = (Shm1,Shm2), (4.24)

kde Shml1 je Strukturdlny element asociovany s detegovanym objektom
a Shm2 je strukturédlny element asociovany s pozadim.
Morfologicka operécia ,Hit-or-Miss*“ je potom

HM = (F e Shm1l) N (F° © Shm2), (4.25)

kde F je pévodny bindrny obraz, F¢ je jeho komplementarny obraz.

Morfologicka operécia ,Hit-or-Miss“ je vhodnd na detekciu vSetkych
bindrnych objektov, ktoré zodpovedji danému strukturdlnemu elementu
Shml1 (,hit“) a zdroven Strukturdlny element Shm2 (,, miss“) definuje ich
nutné pozadie. Inymi slovami Shm1 definuje pixely, ktoré musia byt jed-
notkové a zaroven Shm2 definuje pixely okolia, ktoré nesmi byt’ jednot-
kové, ¢ize musia byt nulové.

Je zrejmé, ze zakladna definicia morfologickej operécie ,Hit-or-Miss“
deteguje iba objekty s tvarom presne odpovedajticim danym Struktural-
nym elementom. Ak ju chceme vyuzit i na menej restriktivnu detekciu,
tak je vhodna implementdcia s tzv. kompozitnym $trukturdlnym elemen-
tom (vid' priklad na obrazku 4.23), ktord akceptuje tri r6zne hodnoty
v Strukturdlnom elemente

Shm = (Shm1,Shm2, Shm3). (4.26)

Priklad na obrazku 4.24 ilustruje pouzitie kompozitného Strukturdlneho
elementu pri detekcii objektu, v tomto pripade cislovky 6.
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Obrazok 4.23: Priklad kompozitného $trukturdlneho elementu. Pixely zobrazené
bielou farbou zodpovedajui §trukturdlnemu elementu Shm1 (,hit“), pixely zné-
zornené ¢iernou zodpovedaji Strukturdlnemu elementu Shm2 (,,miss“), Sedé pi-
xely znamenaju ignorovat'.

1 CBMENTO DAK63660  dlaida 60x60 I.A
DAR636601/IK/8 /

2 CEMENTO DAK63661 dlafba 60x60 I.A
DAK§36611/1K/8 /D006

3 CEMENTO DAXSE6§0  dlagba 30x60 1.1
DAXSB6601/1R/8 /

Obrazok 4.24: Priklad pouzitia ,Hit-or-Miss“ transformécie s kompozitnym
Strukturdlnym elementom.

Z uvedeného prikladu je zrejmé, Ze pomocou ,Hit-or-Miss“ transfor-
madcie sa ndm podarilo detegovat’ Cislicu ,6“ pre ktort sme definovali
Strukturdlne elementy.

K uvedenej metéde je potrebné este podotknit, Ze nie je ani skdlovo
ani rotaCne invariantn4.




4.11. Vzdialenostna transformacia

4.11 Vzdialenostna transformacia

V anglickej literatire ndjdeme vzdialenostni transforméciu pod ndzvom
“distance transform”.

Maéame bindrny obraz, v ktorom nulové hodnoty oznacuji pozadie.
Vzdialenostnd transformécia nahradi kazdy nenulovy bod obrazu (pixel)
jeho vzdialenost'ou k najblizs§iemu pixelu pozadia.

Najcastejsie pouzivana metrika pre vypocet vzdialenostnej transfor-
maécie je Euklidovskd metrika.

Priklad vzdialenostnej transformaécie je na d’alSom obrazku 4.25.

n

Obrazok 4.25: Priklad vzdialenostnej transformécie s Euklidovou metrikou.
VI'avo je vstupny obraz, vpravo je vystupny obraz.

412 Kostra

Morfologickd operacia kostra ( anglicky Skeleton) je definovanéa pre bi-
narne obrazy. Samotnd definicia kostry vychddza z definicie maximal-
neho kruhu.

e Maximdlny kruh B(p, r) so stredom p a polomerom r, r = 0 je mno-
Zina bodov, pre vzdialenost’ ktorych od stredup platid < r.

* Maximdlny kruh B vpisany do mnoZiny X sa dotyka hranice mno-
ziny X v dvoch a viacerych bodoch.

* Kostra je potom zjednotenie stredov maximalnych kruhov.
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4.12.1 Priklady algoritmickych postupov vypo ¢tu kostry

Vypocet podla definicie vpisovania maximalnych kruhov. Tento po-
stup je vypoctovo vel mi ndro¢ny a prakticky sa nepouZziva.

Sekvencné stencovanie. Oblast sa eroduje vhodnym Strukturdlnym ele-
mentom tak, aby nebola porusena stivislost’ kostry. Priklad kostry pocita-
nej sekven¢nym stencovanim je na obrazku 4.26.

Obrazok 4.26: Priklad vypoctu kostry (skeleton). VI'avo je vstupny bindrny obraz,
vpravo je obraz kostry.

Pomocou vzdialenostnej transformécie. Tento postup patri pravdepo-
dobne medzi najpouzivanejsie. Umoziuje rychly vypocet.

4.13 Transformacia rozvodim

Origindlny anglicky ndzov je Watershed trasformation. Tato morfologicka
operdcia je pre Sedoténové obrazy. Koncept transformécie rozvodim je
zaloZeny na predstave obrazu ako topografického reliéfu, kde vysoké in-
tenzity zodpovedaji pohoriam a nizke zase tdoliam. Existuji dva za-
kladné algoritmické pristupy — Zhora nadol a Zdola nahor.

Zhoranadol. Pritomto pristupe je potrebné néjst’ pre kazdy pixel cestu
vedicu do minima v oblasti zodpovedajtcej zbernej nadrzi. Pixely sa us-
poriadaji podl'a toho, v ktorom minime sa skonc¢i ich cesta. Kazdy bod
topologického priestoru, ¢ize kazdy pixel v obraze, patri do jedne;j z tychto
kategorif:




4.13. Transformaécia rozvodim

* je regiondlnym minimom,

* alebo existuje z tohto bodu prave jedna cesta do regiondlneho mi-
nima,

e alebo s rovnakou pravdepodobnostou existuje cesta do viacerych
minim.

V poslednom pripade je pixel oznaceny ako sticast’ vysegmentovanej
hranice rozvodia.

Zdolanahor. Pridruhom pristupe kazdé minimum reprezentuje jednu
zbernt nddrzZ a stratégia spociva v plneni tychto nddrZzi smerom nahor. Ak
by pri napliiani malo dojst’ k spojeniu dvoch nadrzi, tak sa vytvori umeld
hranica (watershed), ktord tomu zabrani. Prave vytvorené hranice st vy-
stupom segmentdcie rozvodim.

Znackova segmentaciarozvodim. Pre niektoré aplikdcie je vhodné po-
uzitie vopred danych znaciek pre polohu minim. Tento algoritmicky pri-
stup vyzaduje vyuzit' aj iny zdroj informdcie, ¢i uz ziskany automaticky
alebo manudlne, pre riadenie transformdcie rozvodim.

V praxi sa teda stretdvame s implementdciami segmentdacie rozvodim s
pouzitim algoritmov, ktoré vyuzivaji znacky - semiacka pre definovanie
polohy minima. Na druhej strane sd v praxi pouzivané i implementacie
segmentdcie rozvodim, ktoré pracuji bez znaciaceho obrazu a vypocet
polohy lokalnych minim je ich stc€ast' ou.

Obrazok 4.27: Priklad transformécie rozvodim. VI'avo je vstupny obraz, vpravo
presegmentovany vystupny obraz.
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Obrazok 4.28: Priklad transformadcie rozvodia. VI'avo je vstupny obraz z obr. 4.27:
vyhladeny gaussovym filtrom. Vpravo je vystup transformdcie rozvodia vyhlade-
ného vstupu.

Typickym problémom pri pouZiti transformdcie rozvodim je presegmen-
tovanie (oversegmentation), ked’ sa uplatnia prili§ mnohé lokdlne mi-
nim4 (¢asto na drovni Sumu v obraze) a vyslednd segmentécia rozvodim
nesleduje iba dominantné oblasti, ale vygeneruje vel'ké mnoZstvo ma-
Iych segmentov. V pripade, Ze nechceme presegmentovanie generovat
zdmerne (napr. pri tvorbe tzv. "superpixelov"), tak pouZzijeme metédy pre
vyhladenie lokdlnych minim - ¢i uZ pomocou jednoduchej dolnoprie-
pustnej filtracie, ako je demonstrované na priklade 4.28, kde bol obraz
vyhladeny konvolu¢ne Gaussovskym filtrom o vel'kosti 51x51, alebo so-
fistikovanej$imi metédami, ako napr. morfologicka rekonstrukcia. (Vid’
d’alej 4.15).

4.13.1 Znackova segmentacia rozvodim pre farebny obraz

Meyer navrhol efektivny algoritmus vypoctu znackovej segmentécie roz-
vodim metédou rasticich regiénov. Tento algoritmus bol publikovany
v [Mey92].

* Inicializdcia. Znackdm (semiackam) je priradeny jednoznac¢ny iden-
tifikdtor (€islo). Kazdy region si zachova hodnotu identifikétora tej
znacky, ktora bola jeho zdrojom. Potom je vygenerovana usporia-
dand postupnost’ s takym poctom trovni priority, kol'ko je trovni
Sedej v obraze. Vsetky body susediace so znackou (semiackom) st
vloZené do tejto usporiadanej postupnosti.
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* Rast znaciek do regiénov. Ak ma bod vo svojom okoli jeden a prave
len jeden identifikator regiénu, tak je priradeny do tohoto regiénu.
Jeho susedia bez identifikatorov, ktori su stdle eSte nezaradeni do
usporiadanej postupnosti, st vloZeni do usporiadanej postupnosti
s rovnakym prislu§nou prioritou ako vo faze inicializacie.

e Pokial jeden bod susedi s dvomi regiénmi s réznymi identifika-
tormi, tento bod sa stane hrani¢cnym bodom a dostane Specidlne
oznacenie charakterizujtce hranice.

Pouzité metrika podobnosti d medzi bodom p a regiénom r je dana

rozdielom vo farbe nasledovne:

d=max{|p, —r;|,Ipg —1gl,|pp— rpl}. (4.27)

4.14 Geodetické metédy

Geodetické met6dy riadia morfologické operécie tak, aby operovali len
na Casti obrazu. Ak sa mé napriklad rekonstruovat objekt a my mame
znacku, ktord ndm dany objekt ukazuje, tak je vhodné obmedzit’ rekon-
Strukciu iba na hranice objektu.

4.14.1 Geodeticka vzdialenost

Ustrednym pojmom geodetickych metéd je geodetické vzdialenost'. Je to
cesta medzi dvoma bodmi, ktord je obmedzena tym sp6sobom, ze musi
lezat' vo vnitri danej mnoziny.

Obrazok 4.29: Priklad geodetickej vzdialenosti.

4.15 Morfologicka rekonStrukcia

Morfologicka rekonstrukcia je zaloZena na iterativnom procese, pri kto-
rom sa opakuje vypocet geodetickej bindrnej dilatécie, alebo sa opakuje
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vypocet geodetickej bindrnej erézie. V prvom pripade hovorime o rekon-
Strukcii dilatdciou, v druhom pripade hovorime o rekonstrukcii eréziou.

4.15.1 Geodeticka binarna dilatacia

Okrem spracovavaného obrazu, ozncovaného tieZ ako maskovaci obraz
(mask image) F a Strukturdlneho elementu S , potrebujeme d’alsi, tzv.
znaciaci obraz (marker image) G. Maskovaci obraz je vlastne vstupny spra-
covéavany obraz.

Vstupom pre prvy krok iterativneho procesu je znaciaci obraz G. Na tento
sa najskor aplikuje operacia dilatacie s danym Stukturdlnym elementom
S a nésledne prienik s maskovacim obrazom F. Vystup tychto operéacii
je vstupom pre d’al$iu iterdciu. Postup sa opakuje az po dosiahnutie ne-
menného stavu v maskovacom obraze. Ttto vlastnost’ nazyvame idem-
potencia.

Iterativny proces geodetickej dilatadcie maskovacieho obrazu F pod-
I'a znaciaceho obrazu G s pouzitim Strukturdlneho elementu S zapiSeme

nasledovne.
D(C?) =F, (4.28)
D(Gl) = (FaS) ﬂG, (4.29)
D’ =DE Y (), (4.30)

Dg’) je vystup geodetickej dilatédcie po n-tej iterdcii podl'a znaciaceho
obrazu G.

] ]

= js

[N

—{N]
Znaciaci
obraz F
F dilatovany iR e 0.
11 . sl Geodeticka dilatacia

| Strukturalnym
n elementom S

Maskovaci

obraz G

Obrézok 4.30: Priklad geodetickej dilatécie.
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Postupnymi iterdciami dochadza k vyplianiu tych stvislych oblasti,
ktoré boli oznacené v znaciacom obraze. Selektované oblasti, ktoré ne-
boli oznacené v znaciacom obraze s v priebehu vypoctu vymazané, az
po ukonceni vypoctu tplne zmiznd. Je vhodné zvolit’ maly Strukturdlny
element, napr velkosti 3 x 3. Vacsie Strukturdlne elementy by takpove-
diac "preklenuli"'medzeru zodpovedajticej vel kosti medzi dvomi samos-
tatnymi stvislymi oblast ami. Pokial tiito vlastnost nepouzivame cielene,
napr. na spojenie blizkych suvislych oblasti, tak prili§ vel'ky Strukturalny
element mdZe spdsobit’ neziaduci efekt.

4.15.2 Geodeticka binarna erézia

Podobne ako geodeticki dilataciu, definujeme i geodeticku eréziu.

DgJ =F, (4.31)

Dy = (FeS)|JG, (4.32)
() _ p@) -1

DY =Dy’ dE " (F)), (4.33)

Dg’) je vystup geodetickej erdézie po n-tej iterdcii podl'a znaciaceho ob-
razu G.
Geodeticka erézia je dudlna operdcia ku geodetickej dilatécii.
Iterativny vypocet prebieha rovnako, avsak s tym rozdielom, Ze ope-
récia dilatdcie je nahradend eréziou a namiesto prieniku s maskovacim
obrazom, potitame zjednotenie s maskovacim obrazom. CiZe pri geode-
tickej er6zii je na obraz F postupne aplikovand erdézia, pricom po kazdej
er6zii je na erodovany obraz esSte aplikujeme zjednotenie s maskou G,
¢im sa zabrani priliSnej er6zii F pod zvolent minimélnu hranicu, defino-
vand maskou.

4.15.3 Morfologickéa rekonstrukcia a jej pouzitie

Rekonstrukcia obrazu eréziou F vzhladom na znaciaci obraz G pomo-
cou erézie je definovand ako geodeticka er6zia F vzhl'adom na G az do
okamihu dosiahnutia nemenného stavu. Dudlna definicia je pre rekon-
Strukcia obrazu dilatdciou.

Diery v bindrnom obraze mézeme interpretovat’ ako regiondlne mi-
nim4, ktoré nie st priamo spojené s okrajom obrazu. Rekonstrukciu ob-
razu mozeme pouzit' na vyplnovanie dier, ked’Ze odstranuje vsetky mi-
nim4, ktoré nie st spojené s okrajom obrazu F.
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Opakovanie geodetickej dilatdcie umoznuje rekonstrukciu savislych
regiénovvobraze F, ktoré boli p6vodne oznacené pomocou znacky v zna-
¢iacom obraze G. Naopak, stvislé regiéony v obraze F, ktoré neboli ozna-
cené v znaCiacom obraze G, aplikovanim geodetickej dilatacie zmiznu.

4.16 Morfologicka Sedoténova rekonstrukcia

Met6du pod nédzvom ,Morfologickd Sedoténova rekonstrukcia“ publiko-
val Luc Vincent v ¢lanku [Vin93a]. Je to vel' mi Gi¢innd met6da na spraco-
vanie obrazu s vyuZitim regiondlnych maxim.

Najskor definujeme geodetick dilatdciu a geodeticku eréziu pre Se-
doténové obrazy.

4.16.1 Geodeticka Sedotdnova dilatacia a erézia

Definicia Sedoténovej geodetickej dilatacie je odvodend od bindrnej geo-
detickej dilatacie (vid’ odstavec 4.15.1) s tym rozdielom, Ze operdacia dila-
tacie je v tomto pripade Sedoténova dilatdcia a prienik mnoZin je nahra-
deny vyberom minimélnej hodnoty po bodoch medzi mnoZinami. Itero-
vanim takto definovanej Sedoténovej geodetickej dilatacie maskovacieho
obrazu F s pouzitim znaciaceho obrazu G ziskame Sedoténovi morfolo-
gickd rekonstrukciu. Zapiseme ako

DY =F, (4.34)

DY) = FeS) \G, (4.35)
n) _ D) mn-1)

DY =DJ DE ™ (F)), (4.36)

pricom

A znaci vyber minimélnej hodnoty po bodoch,

Dg’) je vystup Sedoténovej geodetickej dilatdcie po n-tej iterdcii podl'a
znaciaceho obrazu G.

DY =F, (4.37)

DS’ = (FeS)\/G, (4.38)
n _ D -1

D" =D (DG (B), (4.39)

pricom
V znaci vyber maximélnej hodnoty po bodoch,




4.16. Morfologicka Sedoténova rekonstrukcia

Dg’) je vystup Sedoténovej geodetickej erézie po n-tej iteracii podl'a zna-
¢iaceho obrazu G.

Sedoténovi rekonstrukciu ilustruje nasledovny priklad. Pre vykona-
nie operacie Sedoténovi rekonstrukcie potrebujeme najskor vytvorit' zna-
giaci obraz G, ktory riadi spracovanie. Znaéiaci obraz G(x,y) musi spliat’
podmienku:

G(x,y) =F(x, ). (4.40)

Maskovaci

-
ﬁ obraz F / \‘ [

w

Znaciaci obraz G

» Rekonstruovany obraz

Obrazok 4.31: Morfologicka Sedoténova rekonstrukcia v 1D.

Na obr. 4.31 je ilustrovany jednodimenziondlny pripad morfologic-
kej Sedoténovej rekonstrukcie. Funkcia F tu reprezentuje vstupné hod-
noty (masku) v Sedoténovej Skdle, G reprezentuje znaciaci obraz. Mor-
fologicka Sedoténova rekonstrukcia odstrani regiondlne maxima. Ktoré
maximé budu odstrdnené, akd bude miera ich odstranenia - toto je urco-
vané pouzitym znaciacim obrazom G.

4.16.2 Generovanie znaciaceho obrazu
Sposob a konkrétny algoritmus generovania znaciaceho obrazu je priamo
zavisly od aplikacie pre ktoru tiito operdciu spracovania chceme pouzit.
Uvedieme niektoré najpouzivanejsie pristupy.

* Morfologické erézia

¢ (Odcitanie konstantnej hodnoty od vstupného obrazu

* Sofistikované pristupy

Prvé dva menované pristupy zarucujui splnenie podmienky 4.40. Ak vy-
tvdrame znaciaci obraz inym algoritmom, musime splnenie tejto pod-
mienky garantovat'.
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4.16.3 Priklady pouzitia

Vyhladenie a odstrdnenie lokdlnych maxim z obrazu. Zlep3enie kva-
lity obrazu (image enhancement) odstrdnenim tej casti signalu, ktord méa
pre dant aplikdciu rusivy charakter, je ¢asto pouzivany pristup pri pred-
spracovani obrazu.

Morfologicka Sedoténovd rekonstrukcia ndm umoziuje odstranit' ru-
§ivé lokdlne extrémy bez poru$enia hran. Ak chceme odstréanit’ lokdlne
maximd so zndmymi poziadavkami na ich maximélnu vel'kost, pripadne
so zndmymi poziadavkami na ich tvar, tak je vhodné vytvorit znaciaci
obraz s pouZzitim morfologickej er6zie. Na obrazku 4.32 je ukdZzka tipravy
mikroskopickych obrazov zliatiny Inconel ako bola publikovana v ¢lanku
[BRJ06]. Sedoténova rekonstrukcia bola pouzité dvakrat, a to najskor na
mikroskopicky obraz a potom na invertovany obraz po rekonstrukcii. Zna-
Ciaci obraz bol generovany sofistikovanym algoritmom so zdmerom de-
finovat’ oblasti, ktoré maji byt chranené pred vyhladenim, ako st napri-
klad hrany regiénov odpovedajticich zrndm v oceli.

Obrazok 4.32: Priklad vylepSenie kvality obrazu Sedotévovou morfologickou re-
konstrukciou. VI'avo je vstupny obraz, v strede je obraz po morfologickej rekon-
Strukcii, vpravo ukézka jedného z dvoch pouzitych znaciacich obrazov.

Extrakcialokdlnych maxim. Vniektorych aplikécidch je délezitym kro-
kom extrahovanie lokdlnych extrémov. V tomto pripade mézeme ziskat
tieto data od¢itanim vystupného obrazu od vstupného ako je ukdzané na
obrazku 4.33.
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Morfologicka
Zedotdnova
rekonstrukcia

Odéitanie

/
o L VN

Obrazok 4.33: Od¢itanie rekonstruovaného obrazu od vstupného.

4.17 Priklad pouzitia morfologickych operacii pre
segmentaciu superpixelov

Superpixely si segmenty obrazu, ktoré mozu slazit ako zdkladné jed-
notky d’'alSieho spracovania obrazu. Ich cielom je zniZit' redundanciu
v obraze a zvysit' i¢innost z hl'adiska d’alSieho spracovania tilohy. Me-
tédy na vypocet superpixelov vyuzivaja rézne pristupy, ako napr. met6dy
posunu stredov (Mean-shift) [CMMO02], priestorovo koherentné zhluko-
vanie s pouzitim rezov grafov ( Graph Cuts) [ZK04], entropicki segmen-
taciu superpixelov (Entropy Rate Superpixel Segmentation) [Liu+11],jed-
noduché linearne iterativne zhlukovanie (Simple Linear Iterative Cluste-
ring (SLIC)), pripadne iterativne algoritmy ako TurboPixels [Lev+09].

Na obrazku 4.34 je ukazka segmentovania na superpixely.

Postup, ktory je d’alej popisany, demonstruje vypocet superpixelov
préave s pouzitim morfologickych operacii, ktoré sme uvadzali v tejto ka-
pitole. Nejednd sa uZ o jednoducht morfologicku operéaciu, ale sofistiko-
vany pristup, ktory kombinuje viaceré morfologické metédy. Vysledkom
je rychly spésob segmentécie obrazu do superpixelov pomocou morfo-
logického spracovania vhodny pre aplikicie v redlnom case alebo tak-
mer vredlnom case. Algoritmus v tejto forme doteraz nebol publikovany.
Dalej ho budeme skrdtene nazyvat' MSS (Morphological Superpixel Seg-
mentation). PoZiadavky na navrhovand metédu mozeme deklarovat na-
sledovne.

* Vypocet musi byt dostato¢ne rychly pre vyuzitie v aplikdciach be-
Ziacich v redlnom case.
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Obrazok 4.34: Ukédzka segmentovania na superpixely.

* Vytvorené superpixely musia mat’ dostatocne malu varianciu vram-
ci jedného superixela a naopak moézu mat’ vel'kd varianciu medzi
roznymi superpixelmi.

* Musi byt garantovand priestorova koherencia v obraze.

* Hranice segmentovanych superpixelov musia sledovat’ hranice pra-
videlnych obdlZnikovych oblasti, pokial nie je vblizkosti vyznamna
hrana (saliency edge).

* Lokélne priestorové maxima a lokdlne minimé v obraze, ktorych
plocha je malé v porovnani s pozadovanou vel'kost' ou segmento-
vaného superpixela (bez ohl'adu na zodpovedajtiicu hodnotu in-
tenzity tohoto lokdlneho extrému, budi povazované za irelevantné
anebudu prispievat’ k segment4cii.

Novy pristup na baze morfologického spracovania. Navrhovany pri-
stup na baze morfologického spracovania pracuje s 8-stivislost'ou, ¢im
je garantovand priestorova koherencia. KI'icova otazka je, ktoré hrany st
vyrazné hrany a maju prispievat’ k tvorbe hran superpixelov a ktoré su
nepodstatné, a teda maju byt ignorované? Pre rieSenie tohoto problému
st v prvom kroku vyhladené malé lokdlne extrémy v obraze a tym od-
stranené hrany s lokdlnou signifikanciou. Algoritmus potom pozostdva
z d’alej uvedenych zdkladnych krokow.




4.17. Priklad pouZitia morfologickych operéacii pre segmentaciu superpixelov

* Najprvvyuzijeme morfologickd rekonstrukciu obrazu na odstrane-
nie irelevantnych lokdlnych extrémov v obraze s ciel om odstranit
nepodstatné hrany.

* Potom generujeme znacky pre znackovu transforméciu rozvodim
(Watershed trasformation). Za tymto ticelom pouZzijeme sofistiko-
vany postup zaplavenia vo vstupnom obraze vytvorenom ako roz-
diel medzi p6vodnym obrazom a obrazom filtrovanym Gaussovym
filtrom.

* V d’alSom kroku prebehne vypocet samotnej morfologiskej znac-
kovej transformécie rozvodia.

4.17.1 Vyhladenie morfologickou rekonStrukciou

Pouzitd met6da bola uvedend v [Vin93a] a je popisand v kapitole 4.15.

Vyber vhodnej metédy generovania znaciaceho obrazu silne zavisi na
pozadovanej aplikacii. V tejto navrhovanej metéde je znaciaci obraz ge-
nerovany morfologickou er6ziou. Parameter s, ktory uddva vel'kost’ §truk-
turdlneho elementu, moze byt priamo odvodeny z maximdlneho prie-
meru oblastilokdlnych extrémov, ktoré majt byt odstranené. Experimen-
tdlne bol stanoveny tento parameter na hodnotu s = 7, priCom samotny
vypocet prebehol 6-krat: 3x pre jednotlivé R,G,B kandly (odstranenie lo-
kdlnych maxim) and 3x pre jednotlivé R,G,B kandly invertovaného ob-
razu (odstranenie lokdlnych minim). Priklad vystupu morfologickej re-
konstrukcie je na nasledujiicom obrazku 4.35.

Obrazok 4.35: VI'avo je vstupny obraz. Vpravo je obraz vyhladeny morfologickou
rekonstrukciou.
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4.17.2 Generovanie znaciek - semiacok pre znackovu
transformaciu rozvodim

Semiacko je znacka pociatku rasticich regiénov. V anglickej literatire sa
semiacka oznacujiako terminom seeds. Superpixely musia na jednej stra-
ne re$pektovat’ poziadavku na ich pravidelné rozmiestnenie a zaroven
sledovat’ viznamné hrany objektov na strane druhej. Jednou z moZnosti
je generovanie znaciek v pravidelnej mriezke. Ttto Standartnd metédu
zaroven vyuZzijeme ako referen¢ni metédu pre vyhodnotenie tejto navr-
hnutej met6dy.

Vstupom je vyhladeny obraz, ktory sme ziskali v predchddzajicom kroku.
Hranovy obraz v d’alSom kroku vytvorime ako rozdiel obrazu po rozma-
zani Gaussovym filtrom a p6vodnym obrazom. Vystup d’alej sltiZi na tvor-
bu znaciek nasledovnym postupom.

* Najskor je kazdé semiacko umiestnené do stredu pravidelne vytvo-
renej mriezky

* Met6dou rastticich regiénov s pouzitim 8-suvislosti v obraze F sd
tieto oblasti riadené parametrom p, ktory urcuje kedy sa zastavi
rast regiénu. Zaroven je rast obmedzeny pravidelne vygenerova-
nou mriezkou. Parameter p je vlastne maximélna tolerovana di-
ferencia vo farbe medzi pixelom a jeho okolim patriacim do jeho
8-stisedného okolia vo funkcii pre vypocet rasttcich regiénov.

Vplyv roznych hodno6t parametra p je demonstrovany na nasleduji-
cich obrézkoch 4.36.

Obrazok 4.36: Vplyvroznych hodnot parametra p. Hodnota parametra na obrédz-
koch zl'ava doprava: 0, 1, 2.

4.17.3 Transformacia rozvodim

V d’alsom kroku bola pocitana transformécia rozvodia pre farebny vstup-
ny obraz tak, ako bola popisand v odstavci 4.13.1. Sekvencia obrazkov
4.37 demonstruje jednotlivé kroky algoritmu.
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Obrazok 4.37: ZI'ava doprava: vstupny obraz, obraz po morfologickej rekonstruk-
cii, znacky pre transforméciu rozvodia (zelené), hranice superpixelov po transfor-
maécii rozvodia, hranice superpixelov zndzornené v obraze.

4.17.4 Vyhodnotenie
Vyhodnotenie obnovenia hranic (Boundary Recall)

Pre vyhodnotenie obnovenia hranic (Boundary Recall) je potrebna refe-
rencia ruc¢ne segmentovanych hran objektov (saliency edges), ktoré maju
byt sledované hranicami suprpixelov. Pouzity stibor testovacich obrazov
“Berkeley Segmentation Dataset and Benchmark” [Mar+01] tieto refe-
rencné data poskytuje. PretoZe aj pri manudlnej segmentdcii objektov sa
opakované pokusy neprekryvaji s presnostou na jeden pixel, je vhodné
zaviest’ urcitd toleranciu i pre vyhodnocovanie. Standartne sa pri vyhod-
nocovani tohoto testovacieho stiboru pouZiva toleran¢nd odchylka k = 2
pixely.

Potom pocitame vyhodnotenie pre obnovennie hranice (Boundary
recall) BR podl'a vzt'ahu

TP

R=——— (4.41)
TP+FN

Pricom hodnoty TP (skratka z angl. true positive) a FN (skratka z angl.
false negative) ziskame nasledovne.

TP si tou Cast'ou referenc¢nych dat (ground truth), ktoré sa nachddzaja
s uvedenou toleranciou k = 2 pixely v Euklidovskej vzdialenosti od najb-
liz8ej hranice vytvorenych superpixelov.

FN st tou €ast’'ou referen¢nych dat (ground truth), ktoré nemaji s uvede-
nou toleranciou k = 2 pixely v Euklidovskej vzdialenosti Ziadne hranice
vytvorenych superpixelov.
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Chyba podsegmentovania (Undersegmentation Error)

Chyba podsegmentovania (Undersegmentation Error) je vysvetlend po-
mocou obrazku 4.38.

Obrazok 4.38: Chyba podsegmentovania. Modrou farbou je zndzorneny objekt,
cervenou farbou st znédzornené hranice superpixelov.

Modry objekt z referencného stboru je chybne rozdeleny do znézor-
neného superpixelu, pricom vzniknd dve casti: vnttornd A a vonkajsia
B. Ako chybovy 1daj je vyhodnotena t4 plocha vnttornej alebo vonkaj-
Sej Casti superpixela, ktord generuje mensiu chybu. Celkovo sa potom
vyhodnocuje podiel ploch v pomere: sticet chybovych ploch ku celkove;j
ploche segmentu z referen¢ného siboru.

4.17.5 Vysledky

Prezentovanad morfologickd met6da na vypocet superpixelov (MSS) bola
vyhodnotend s pouZitim néstroja Superpixel Benchmark Toolbox [NP12],
ktory umozZziiue porovnavanie tspesnosti akejkol'vek novej met6dy s naj-
vyznamnej$imi, doteraz publikovanymi, metédami (vid’ reSers v kapitole
4.17). Metéda bola vyhodnotend s pouzitim uvedenych metrik uvede-
nych v odstavci 4.17.4 a to v zévislosti na pocte superpixelov v obraze
ako premenlivého parametra.

Na grafoch v obrazku 4.39 st zndzornené vysledky porovnania popi-
sanej metédy (MSS) s metédou SLIC, transformdciou rozvodia s rovno-
mernou mriezkou (WS - regular grid watershed segmentation) a s jedno-
duchym generovanim superpixlov v tvare pravidelnej mriezky (BOX).

Z grafovna obrazku 4.39 vidime, Ze vysledky pomocou popisanej me-
tédy su konzistentne lepsie v porovnani s ostatnymi metédami v€etne
met6dy SLIC, ktord patri v si¢asnosti medzi najprominentnejsie. Po vy-
hodnoteni ¢asovej vypoctovej ndro¢nosti vidime, Ze metéda MSS je tieZ
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Obrazok 4.39: VI'avo su vysledky vyhodnotenia obnovenia hranic (Boundary re-
call). Vpravo je vyhodnotend chyba podsegmentovania (Undersegmentation er-
ror).

konzistentne rychlejsia nezZ met6da SLIC, ktord patri v si¢asnosti medzi
najrychlejsie.

RozliSenie obrazu | SLIC MSS

192x108 33 ms 26 ms
384x216 127 ms 33 ms
960x540 766 ms | 118 ms
1344x756 1511 ms | 228 ms
1920x1080 3132 ms | 470 ms

Tabul'ka 4.1: Priemerny ¢as potrebny pre vypocet superpixelov (Intel Core i3 pro-
cessor clocked at 2.27GHz).

Popisand met6da demonstruje moZnosti uplatnenia morfologickych
operdcii a predovsetkym ich kombinovanie pre rieSenie zlozitejsich tloh.
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CasT II

PRIZNAKY




KAPITOLA

5

Priznaky v oblasti
pocCitaCového videnia

V tejto Casti knihy sa budeme zaoberat’ priznakmi a ich pripravou na pro-
ces klasifikdcie. Objekt v oblasti pocitacového videnia je ttvar reprezen-
tovany oblast'ou v segmentovanom obraze. Priznakom sa rozumie vysle-
dok merania, ktoré kvantifikuje nejakt vlastnost’ objektu. Viacero jednot-
livych priznakov sa spdja do priznakového vektora (vektora priznakov).
Préca s priznakmi ul'ah¢uje nésledné tlohy klasifikécie, lebo zniZuje ob-
jem spracovavanych dat. Ak by sme obraz s rozmermi 1920 x 1080 pixelov
reprezentovali ako jeden vektor intenzit, jeho rozmer by bol 2073600. Ak
by sme tento obraz opisali napriklad 256-triednym histogramom inten-
zit, znizime objem spracovavanych tidajov 8100-krat.

Typy priznakov moéZeme urcovat podl'a niekol'kych kritérii. Na za-
klade tirovne abstrakcie definujeme nasledovné triedy priznakov.

Nizkotroviiové priznaky opisuju zdkladné vlastnosti objektov, ako tvar,
farbu, textiru, hrany, rohy atd’.

Strednotiroviiové priznaky vzniknu spojenim nizkotroviiovych prizna-
kov, ako napriklad kontrast, pouzitd paleta farieb alebo stpis za-
kladnych tvarov v obraze. Spojenim informécie o farbe objektu, tex-
tire, umiestneni a pod. vieme urcit' sémantické kategérie (voda,
sneh, skala, vegetacia, ...). Takisto vyuZitim nizkoudrovrovych pri-
znakov vieme detegovat’ napriklad I'udské tvare.

Vysokotiroviiové priznaky si priznaky najvyssej trovne, ktoré opisuja
sémantiku zobrazenej scény - napriklad osoba sediaca na plézi (ob-
raz obsahuje vodu, piesok, oblohu a osobu v urcitej vzajomnej kon-
Stelacii).
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Obrazok 5.1: Priklad segmentdcie obrazu. Zl'ava pravidelnd segmentdcia bez pre-
kryvu, pravidelnd segmentécia s prekryvom v strede, nepravidelnd segmentécia
s prekryvom v strede a segmentdcia podl'a obsahu obrazu.

Nizkotroviiové priznaky mézeme delit na bodové, lokdlne a globélne.
Bodové priznaky opisuji kazdy bod poziciou, intenzitou alebo farbou.
Globdlne priznaky opisuju cely obraz alebo ¢asti (objekty) vzniknuté seg-
mentéciou obrazu. Segmentacia méZe byt pravidelna s pripadnym pre-
kryvom, alebo zaloZend na obsahu obrazu (obr. 5.1). Medzi globdlne pri-
znaky patria napriklad dominantnd farba, texttra, tvar oblasti atd’., s kto-
rymi sa bliz§ie obozndmime v kapitoldch 6, 7 a 8. Lokélne priznaky, kto-
rym je venovand kapitola 9, opisujti body a ich najblizsie okolie.

Dalej si ukdZzeme, ako priznaky pripravit na proces klasifikdcie (kap.
10) a ako urcit' vhodné priznaky (kap. 11 a kap. 12).

Vektor priznakov ako deskriptor objektu by mal spiiiat’ uréité pod-
mienky:

¢ dvarovnaké objekty musia mat’ rovnaké deskriptory a naopak, dva
rovnaké deskriptory musia opisovat’ rovnaké objekty,

* podobné objekty musia byt klasifikovatelné do jednej triedy, ak
majui podobné (blizke) deskriptory,

e priznaky by mali byt invariantné. Najmé voci rotacii, posunutiu,
skdlovaniu. Invariantnost' voci afinnym a perspektivinym transfor-
macidm je vhodnd najmi, ak mame rozpoznat objekty snimané
z réznych zornych uhlov,

 deskriptor by mal byt kompaktny. Mal by obsahovat’ najmensiu
mnoZzinu informécif, ktoré je potrebnd na identifikdciu daného ob-
jektu a jeho odliSenie od objektov inych tried.
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KAPITOLA

Priznaky tvaru

6.1 Binarny obraz

Priznaky tvaru sa najl'ahsie hl'adaji v bindrnych obrazoch, ktoré dosta-
neme po segmentdacii obrazu na objekty (obr. 6.1). Jednotlivé vysegmen-
tované oblasti sti oddelené od pozadia, ktoré je reprezentované nulou.
V pripade, Ze tieto oblasti netvoria jeden objekt, mdZeme identifikovat
jednotlivé objekty pomocou algoritmu 6.1. Tento algoritmus pracuje so
4- alebo 8-susednost’ou (pozri kap. 4.2.1) a podl'a toho urc¢i pouzitd mas-
ku (obr. 6.2). Priklad jednotlivych krokov algoritmu je na obrazku 6.3.

Obrazok 6.1: Segmentdcia obrazu na oblasti. V prvom pripade oblasti netvoria
jeden objekt.




6.2. Opis tvaru zaloZeny na hranici oblasti

(i.j-1) (1D @-1) [(i+1,)-1)

(i-1.j) (i-1.j)

(@ (b) (©

Obrazok 6.2: Masky pouzivané v algoritme 6.1. (a) Maska pre 4-susednost.
(b) Maska pre 8-susednost’. (c) Kolizia pre masku 4- a 8-susednosti.

1. prechod
skenuj obraz, nadjdi nenulovy bod obrazu P
ak st susedné pixely urcenej masky nulové
bodu P prirad nové oznalenie
inak
ak vSetky nenulové pixely maji rovnaké oznacenie
bodu P prirad toto oznalenie
inak
bodu P prirad TubovoIné oznacenie
z hodndét pod maskou
zaznamenaj koliziu do tabulky ekvivalencie

2. prechod
skenuj obraz, zjednot oznalenie podTa
tabulky ekvivalencie

Algoritmus 6.1: Identifikdcia oblasti v bindrnom obraze.

6.2 Opis tvaru zalozeny na hranici oblasti

Oblast’ je definovand svojim vnitrom a hranicou. Bod oblasti lezi na hra-
nici, ak aspon jeden z jeho susedov nepatri oblasti. Hranicu va¢sinou
hl'addme algoritmom sledovania hranice, kde po najdeni prvého hranic-
ného bodu postupujeme v smere (alebo proti smeru) hodinovych ruci-
ciek a oznacujeme d’al$ie body hranice.

Na to, aby sme ur¢ili, ¢i bod je hrani¢ny, musime vediet’, ¢i je oblast’
4- alebo 8-susednd. Rdzne typy susednosti oblasti vedd k réznym hrani-
ciam. Susednost’ hranice a oblasti je vzdy komplementarna. To znamens,
Ze hranica 4-susednej oblasti je 8-susednd a naopak, ako vidime na ob-
réazku 6.4.
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(a) Vstup do algoritmu-seg- (b) 1. prechod algoritmu (c) 2. prechod algoritmu.
mentované oblasti. s vyznacenymi koliziami.

Obrazok 6.3: Ilustracia vstupu a vystupov algoritmu 6.1 pri pouZiti masky 6.2(a).

(a) Vysegmentovand oblast’. (b) 8-susednd hranica 4-su- (c) 4-susednd hranica 8-su-
sednej oblasti. sednej oblasti.

Obrézok 6.4: Oblast’ a jej hranica pre roznu susednost’ oblasti.

Obrazok 6.5: K6dovanie pouzité vo Freemanovom kdde. (a) K6dovanie 8-sused-
ného objektu. (b) Kédovanie 4-susedného objektu.

6.2.1 Retazcovy Freemanov kéd

Pre 8-susednii hranicu k6dujeme 8-okolie bodu ¢islami 0, ... 7 ako na ob-
réazku 6.5. Ret'azcovy (Freemanov) kéd hranice objektu je potom postup-
nost Cisel, ktord obsahuje informéciu, ktorym smerom hranica z daného
bodu pokracuje. Ret'azcovy kéd zacina vo zvolenom zaciato¢nom bode.
Priklad ret'azcového kédu objektu na obrazku 6.6 zacinajici v bode P je
221171076555443.




6.2. Opis tvaru zaloZeny na hranici oblasti

4 14

Obrazok 6.6: Freemanov ret'azcovy kéd hranice z obrézka 6.4(b).

Problémom ret'azcového kédu je vol'ba zac¢iato¢ného bodu a neinva-
riantnost’ voci rotcii.

Prvy problém sposobi, Ze dva rovnaké objekty budd mat’ rézne re-
tazcové kody, ak nezvolime rovnaky zaciatocny bod. RieSenim je cyk-
licky posun kédu tak, aby vzniklo najmensie prirodzené ¢islo, ¢o v pod-
state znamend ndjdenie referen¢ného zaciatocného bodu hranice. Ked’
sa takto upravené ret'azcové kody dvoch objektov zhoduji, maji objekty
rovnaky tvar. Pre oblast’ na obrazku 6.6 je referencnym bodom bod Q
a cyklicky posunuty kéd je 076555443221171.

Invariantnost’ voci rotécii riesi diferen¢ny ret'azcovy kéd, ktory neko-
duje smer ako Freemanov kéd, ale zmenu smeru. Nech {ci}ﬁ.\i | je povodny
Freemanov kod oblasti. Diferencny kod {c;}i\il ziskame nasledovne

c;:{ (cit1—c¢;)) mod8 prel<i<N, 6.1)

(ci—cy) mod8 prei=N.

Diferenc¢ny ret'azcovy kéd objektu na obrazku 6.6 zacinajtci v bode P
je 070627777007077.

Vhodnost' pouzitia Freemanovho alebo diferen¢ného kédu zavisi od
kvality segmentécie.

6.2.2 Obvod
Z Freemanovho kédu I'ahko vypocitame obvod (perimeter) objektu
O=Np+ Ny *v2, (6.2)

pricom Ny, resp. N, je pocet parnych resp. nepéarnych ¢islic vkéde. Pred-
pokladdme $tvorcovy obrazovy bod so stranou dizky 1.

Takto definovana dizka hranice nie je invariantna voéi oto¢eniu. Ho-
rizontalne, vertikdlne a diagondlne hrany (so sklonom +45°) sti odme-
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Obrazok 6.7: Krivost' v bode spojitej parametricky zadanej krivky sa rovnd pre-
vrdtenej hodnote polomeru vpisanej kruZnice vdanom bode.

rané presne, ale dizka ostatnych hran vykazuje uréiti chybu. T4to chyba
je najvacsia pre hrany so sklonom +22,5°.

Tento problém sa d4 riesit Gpravou vdh a miernym zvy$enim chyby
dlzky horizontalnych, vertikilnych a diagonalnych hran

O = Np *0,948 + Ny, * 1,340, (6.3)
alebo pridanim poc¢tu rohov N, (miest, kde sa meni k6d) do vypoctu

O = Np*0,980+ Ny * 1,406 — N; * 0,091. (6.4)

6.2.3 Krivost krivky

Krivost' v bode spojitej parametricky zadanej krivky sa rovna prevréatenej
hodnote polomeru vpisanej kruznice v danom bode (obr. 6.7). Rovnako
krivost’ vyjadruje zmenu v smere dotyCnice.

Algoritmy na pocitanie krivosti kriviek v digitalizovanych obrazoch st
rozne. Jednou moznost'ou je uréenie uhlovej zmeny pozdiz hranice ob-
lasti. Krivost’ je potom dand vzt'ahom

k() =pre1 —Pr-1, (6.5)

kde ¢; je smer gradientu mnoziny bodov definujicich segment krivky.
Smer gradientu uré¢ime pomocou detektora hran alebo priamo vypoci-
tame pomocou vzt ahu

(6.6)

¢t = arctan(w),

Xt-1— Xt+1

kde (x;, y;) urcuje bod na krivke.
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Obrazok 6.8: Priznaky krivosti pre (a) konvexné a (b) konkdvne uhly.

Priznaky krivosti

Tieto priznaky sa definuji pre konkdvne a konvexné uhly medzi za sebou
nasledujicimi segmentami hranice. Na obrazku 6.8 st uvedené moznosti.
Maéme teda 16 priznakov (8 pre konvexné a 8 pre konkdvne uhly).

Priemern4 energia zakrivenia

Tento pojem z tedrie elasticity vyjadruje mnoZstvo energie potrebné pri
transformaécii uzavretej krivky na kruh s rovnakym obvodom. Pocita sa

ako

(b)

1,
EZ==) x°(1),
Lt:l

kde k(¢) je krivost’ hranice v bode ¢ a L je di7ka hranice.
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Obrazok 6.9: Signattra ako vzdialenost’ jednotlivych bodov krivky od t'aziska.
V ttvare (a) su vyznacené body, ktoré su zvyraznené aj vo funkcii vzdialenosti
(b).

Obrazok 6.10: Mnohouholnik nie je hviezdicovity, preto niektorym uhlom zod-
poveda viacero bodov krivky.

6.2.4 Signatira

Signatura je 1D signdl opisujtci 2D krivku. NajpouZzivanejSou signatirou
krivky je vzdialenost' jednotlivych bodov krivky od referenéného bodu
ako funkcia uhla (obrézok 6.9). Tymto referen¢nym bodom byva napri-
klad t'aZisko.

Takto definovand signattra je korektne zadan4, ak opisujeme hviezdi-
covity mnohouholnik a referen¢ny bod umiestnime do jeho jadra. Jadro
mnohouholnika M = V; ... Viy tvoria body P, pre ktoré vsetky usecky PV;,
lezia vnutri mnohouholnika M. V pripade, Ze mnohouholnik nie je hviez-
dicovity, a teda jeho jadro je prazdne alebo, ak referen¢ny bod umiest-
nime mimo jadra, nastdva situdcia nakreslend na obréazku 6.10. Aj vtedy
mozeme pouzit signatiru definovani vzdialenost'ou (maximélnou alebo
minimélnou pre dany uhol), ale vysledné funkcia nebude spojita.




6.3. Opis tvaru zaloZeny na oblasti

A
B B
(@) (b)

Obrazok 6.11: Pri reprezentécii objektu pomocou hranice (a) je vzdialenost’ bo-
dov A a B polovica obvodu. Pri reprezentdcii oblast'ou (b) st body blizko seba.

Medzi signatiry patria napriklad postupnost’ x-ovych a y-ovych su-
radnic x(n), y(n), postupnost komplexnych ¢isel z(n) = x(n) +i.y(n), re-
tazcovy kdd, krivost’ krivky.

6.2.5 Fourierov opis

Nézov Fourierov opis oznacuje mnoZinu priznakov zaloZenych na Fou-
rierovej transformdcii (pozri kap. 1.2), ktoré st jednymi z najpopulédrnej-
§ich sposobov opisu tvaru. Spoloénym prvkom tychto priznakov je, Ze
skiimany tvar je reprezentovany pomocou 1D alebo 2D signatiry (pozri
kap. 6.2.4), na ktord sa aplikuje Fourierova transformacia. Z tejto sa po-
tom vypocitaja Fourierove deskriptory. Deskriptor moZu tvorit’ priamo
koeficienty DFT, pripadne normalizované koeficienty DFT.

6.3 Opis tvaru zalozeny na oblasti

Na obrézku 6.11 vidime situdciu, ktord ilustruje rozdiel medzi reprezen-
taciou oblasti pomocou hranice a celkovej oblasti (hranica a vnttro). Ak
uvazujeme iba o hranici objektu, body A a B st od seba vzdialené o polo-
vicu obvodu, ale v rdmci oblasti st tieto body blizko seba. Niektoré z pri-
znakov uvedenych v tejto kapitole sa daju pocitat’ z hrani¢nych bodov
(napr. tazisko, priemer), ale zvycajne sa pocitajui z celej oblasti. Hl'ada-
nie hranice len kvoli tymto priznakom by bolo krokom navy3e.

Medzi jednoduché opisy tvaru patria priznaky odvodené z priemeru
a obsahu, priznaky stvisiace s osami objektu alebo opisané obdlzniky.
Tieto priznaky mozu jednoducho identifikovat' chybu produktu na vy-
robnej linke, ale na komplexnu klasifikdciu objektov nie sd postacujtce,
pretoZe viaceré objekty rozneho tvaru m6Zzu mat’ rovnaky priemer a ob-
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Obrézok 6.12: Oba objekty (¢ierny aj modry) maji rovnaky obsah.

Obrézok 6.13: TaZisko objektu.

sah (pozri obr. 6.12). Vhodnej$imi priznakmi st kostra alebo Statistické
momenty.

6.3.1 TaZisko a k nemu prislichajtce priznaky
Tazisko
TaZisko objektu (nazyvané aj centroid) je bod, ktorého stiradnice sa vy-
pocitajui ako priemer x-ovych a y-ovych siradnic pixelov objektu. Stirad-
nice t'aziska nemusia byt’ nutne celoc¢iselné. Ak potrebujeme identifiko-

vat’ pixel zodpovedajtici geometrickému t'aZisku, musime jeho stiradnice
zaokruihlit'.

Vzdialenost od t'aZiska k hranici

Urcité vlastnosti objektov opisuju aj vzdialenosti od t'aZiska k hranici —
minimélna D,;;,, maximalna D4y, priemernd D ,eqn , pripadne ich po-
mery alebo histogram vzdialenosti. Tieto priznaky sa daji pouzit’ napri-
klad na rozliSenie kruhovych (D4 = Dpin) a elipsovych ttvarov. Po-
mery gzg Dmax o Dmin g4 hez rozmeru (pozri kap. 10.1), takze su ska-

Dmean Dmean

lovo invariantné. Priznaky zahfnajtice D ¢4, SG menej ndchylné na Sum.
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Obrazok 6.14: Priemer objektu.

6.3.2 Priznaky odvodené z priemeru a obsahu
Obsah
Obsah objektu vyjadruje pocet bodov patriacich objektu

A= ) Ixy), (6.8)
(x,y)elmg

kde I(x,y) =1, ak bod patri objektu a I(x, y) = 0, ak bod patri pozadiu.
V pripade, Ze mame objekt reprezentovany pomocou N hrani¢nych

bodov {xi,_)’i}é\il, vypocitame obsah nasledovne
1 N-1
A= 2| Y @i+ 20 Qi =11 6.9)
i=0

kde (x0, yo) = (xn, yn). Iny vzorec na vypocet obsahu je

N N
A:\j Y (i -0+ ) i— P> (6.10)
i=1 i=1

kde (%, y) st stiradnice t'aZiska.

Pri nekonvexnom objekte a objekte s dierami sa musime rozhodnit,,
¢i do obsahu budeme zapocitavat’ aj diery a zélivy na okrajoch. Tento ob-
sah tvori rozdiel medzi obsahom konvexného obalu a ¢istym obsahom
objektu.

Priemer

Priemer objektu (obr. 6.14) je maximélna vzdialenost’ medzi bodmi ob-
jektu

P= max d(Q,R). (6.11)
Q,ReObj
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Obrazok 6.15: Komplexnost’ kruhu je 1. Komplexnost’ druhého objektu je vyssia.

Efektivny priemer

Efektivny priemer je priemer kruhu, ktory ma rovnaky obsah A ako ski-
many objekt
A
d=21/—. (6.12)
\/ 7

Kruhovitost' (alebo kompaktnost’) udava, ako vel'mi je objekt podobny
kruhu a je dand pomerom obsahu objektu A a obsahu kruhu Ak s rovna-
kym obvodom O

Kruhovitost’

A

C=—. 6.13
Ax ( )
Ked'ze
02
Ax = —, (6.14)
47
tak
B 4T A
C= o7 (6.15)

Kruhovitost’ je maximdlna pre kruh (C = 1) a bliZi sa k nule pre dlhé
tenké objekty.

Komplexnost’

Miera komplexnosti objektu je ¢asto pouZivanym priznakom, ktorého de-
finicia vSak nie je jednotnd. Viaceri autori pouZzivaju prevratent hodnotu
kompaktnosti, ktord sttpa, ¢im viac sa odliSuje objekt od kruhu (pozri
obr. 6.15). Dalsim pouZivanym priznakom je pomer obsahu a obvodu ob-
jektu, pripadne iné vzt'ahy funkcii obsahu a obvodu.

6.3.3 Osi oblasti

Dolezité vlastnosti objektu sa daji opisat’ priznakmi zaloZenymi na vlast-
nych ¢islach a vektoroch.
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(a) Hlavna a vedlajsia os (b) Charakteristicka elipsa.
objektu.

Obrazok 6.16: Stivislost’ charakteristickej elipsy s hlavnou a vedl'ajSou osou ob-
jektu. Charakteristickd elipsa mé rovnaky centrdlny moment druhého radu (va-
rianciu) ako opisovany objekt.

Hlavna a vedlajSia os

Smer, v ktorom objekt dosahuje najvac¢siu dizku, sa nazyva hlavna os. Na
nu kolma je vedl'ajsia os (obr. 6.16(a)). Tieto smery sa daji urcit vypoci-
tanim vlastnych vektorov kovarian¢nej matice, pricom za prvky nédhod-
ného vektora berieme body objektu. Podrobnejsie o vypocte vlastnych
vektorov piSeme v kapitole 12.1.1.

Charakteristicka elipsa

Charakteristickd elipsa méa rovnaky centrdlny moment druhého réddu (va-
rianciu) ako opisovany objekt (obr. 6.16(b)).
Z charakteristickej elipsy vieme odvodit’ niekol'ko priznakov, napri-
klad percento obsahu elipsy pokryté objektom
_ AObjektﬂElipsa

PO= —————100%, (6.16)
AElipsa

alebo percento nepokrytia objektu elipsou

A . _ .
NO = ZObiekizElipsa |0 (6.17)
Aobjekt

pouzitené napr. pri detekcii tvari.

Pomer hlavnej a vedlajsej dizky

Hlavna a vedl'ajsia dizka st dizky objektu v smere hlavnej a vedl'ajsej osi.
Pomer tychto dizok je bezrozmerny priznak (zvany aj elongécia alebo
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Obriazok 6.17: Pomer hlavnej a vedl'ajsej dizky sa da vyuzit’ napriklad na klasifi-
kaciu druhov motylov.

3

(a) MER (b) AABB

Obriazok 6.18: Opisany obdlznik MER sa nemeni s rotaciou objektu. Velkost
osovo zarovnaného obdlznika AABB sa meni.

excentricita, po anglicky aspect ratio) opisujici tvar objektu (pozri ob-
rézok 6.17).

6.3.4 Opisany obdiznik

Opisany obdiznik je najmensi obdiznik, ktory obsahuje cely objekt. Pri-
znakom je velkost’ (Sirka a dizka) obdiznika alebo ich kombinécia. Po-
zname dva typy opisanych obdlznikov.

MER

ObdlZnik na obrazku 6.18(a) sa nazyva minimélny opisany obdiZnik (mi-
nimal enclosing rectangle — MER). Jeho strany st zarovnané s hlavnou
a vedl'ajsSou osou objektu.

AABB

Obdlznik na obréazku 6.18(b) ma hrany rovnobezné s osami x a y. Na-
zyva sa 0sovo zarovnany opisany obdiznik (axis aligned bounding box —
AABB). Ako vidime tento priznak nie je invariantny voci rotécii objektu.
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topoldgia

Obrazok 6.19: Objekt zloZeny z 11 suvislych oblasti (jednotlivé pismenad a diakri-
tika) so 6 dierami (pismend o, p, g, a). Eulerovo ¢islo tohto objektu je 5.

Hranatost

Pomocou MER vieme urcit’ hranatost’ objektu, ¢iZe ako vel'mi sa podoba
na svoj minimalny ohrani¢ujtici obdiznik. Hodnota hranatosti je dana
pomerom obsahov objektu A a jeho MER Apgr
A
AMER

Hr = (6.18)

6.3.5 Topologické priznaky
Eulerovo ¢islo

Eulerovo ¢islo charakterizuje topolégiu objektu, nie jeho tvar. Je dané
rozdielom poctu stvislych oblasti objektu a poctu dier v objekte. Na ob-
razku 6.19 vidime objekt zloZzeny z 11 suvislych oblasti (jednotlivé pis-
mend a diakritika) so 6 dierami (pismenad o, p, g, a). Eulerovo ¢islo tohto
objektu je 5.

Deravost’

Diery v objektoch opisuje aj pomer ich obsahu Ap k obsahu vyplneného
objektu Ayo

Ap
Der =——. (6.19)
Avo

Tento priznak sa da vyuZit' pri optickom rozpoznévani textu.

Konvexnost’

Regién je konvexny, ak pre kazdé dva body regiénu patri regiénu aj ich
spojnica. Konvexny obal objektu je najmensi konvexny Gtvar obsahujtci
dany objekt (obr. 6.20).
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Obrazok 6.20: Konvexny obal objektu.

Tvar objektu mézeme charakterizovat vzt ahom

(0]
Conv, = %, (6.20)

kde Conv; charakterizuje ,mieru konvexity“ objektu. Cim je objekt ,kon-
vexnejs$i“, tym viac sa jeho obvod O priblizuje obvodu konvexného obalu
OcH.

Podobnym priznakom opisujicim ,mieru konvexity“ je pomer obsa-
hov objektu A a konvexného obalu Acy

A
Convy = —. (6.21)
AcH

Oba priznaky nadobudaji hodnoty z intervalu (0, 1). Konvexny titvar ma
oba priznaky rovné 1.

6.3.6 Morfologické priznaky
Kostra

Medzi hlavné morfologické priznaky opisujtice tvar objektu patri kostra
(pozri kap. 4.12). Jej problémom v3ak je, Ze Sum na hranici objektu vel' mi
ovplyviuje vysledny tvar kostry.

Hriibka

Kostru mézeme vytvarat pomocou vzdialenostnej transformdcie alebo
postupnou eréziou objektu. Hriibka objektu je potom dand poctom eré-
zii potrebnych na zmiznutie objektu alebo maximélnou hodnotou vzdia-
lenostnej transformdcie.




6.4. Sedot6énovy obraz

Obrazok 6.21: Horizontdlna a vertikdlna projekcia jednoduchého objektu.

6.4 Sedoténovy obraz

So Sedoténovym obrazom sme sa zozndmili v kapitole 4.2. Zo Sedoténo-
vého obrazu vieme ziskat' bohatsiu informdciu o tvare objektu ako z bi-
néarneho.

6.4.1 Projekcie

Projekcia (alebo profil) je definovana ako stcet intenzit v danom smere.
Véacsinou sa pouzivaji projekcie v x-ovom a y-ovom smere (obr. 6.21),
z ktorych vieme urcit’ $irku a vysku AABB.

N

Proj.(i)=)_I(i,J), (6.22)
j=1
M

Projy(j) =Y 10, ), (6.23)
i=1

kde M x N sd rozmery obrazu a I(i, j) s intenzity (v bindrnom obraze
{0,1}).

Pomocou projekcii sa dd napriklad urcit' umiestnenie oci vo vyseg-
mentovanej tvari (obr. 6.22(a)), alebo vymedzit' riadky pri rozpoznavani
textu (obr. 6.22(b)).

6.4.2 Opisné Statistiky
Histogram

Histogram intenzit bodov obrazu je funkcia, ktora pre kazdu troven in-
tenzity udéva pocet pixelov v obraze s touto intenzitou. Aby sme mohli
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prvy riadok f—

druhy, dihsi riadok —
treti riadok, tiez dlhy [ ——
stvrty =

siesty riadok —
X.X.X. E
predposledny riadok ——

a posledny, deviaty riadok P
(a) (b)

Obrazok 6.22: Pouzitie projekcii na (a) ur€enie umiestnenia oci a tst vo vyseg-
mentovanej tvaria (b) vymedzenia riadkov pri rozpoznavani textu.

pomocou histogramu porovnévat' rozne vel'ké obrazy, pouzivame nor-
malizované hodnoty relativnych pocetnosti hodnét intenzit vdanom ob-
raze

P(i)=N(i)/N, (6.24)

kde N(i) je pocet pixelov s intenzitou i a N je pocet vSetkych bodov ob-
razu.

Z tvaru histogramu vieme urcit' napriklad, ¢ije obraz nizko kontrastny
(histogram je ,tuzky*“, t.j. zaberd len maly interval intenzit — obr. 6.23(a))
alebo urcit’ objekt v popredi (ak je histogram bimodalny — objekt je tvo-
reny pixelmi s tou istou hodnotou intenzity, pozadie zasa pixelmi s inou
konstantnou intenzitou — obr. 6.23(b)). DalSie vlastnosti méZeme opisat
Statistickymi momentami.

Statistické momenty

Statistické momenty opisujt tvar objektu. Detailnejsie st opisané v do-
datkoch A.3.1 a A.5.1. Momenty niZ§ich rddov opisuji geometrické vlast-
nosti objektu — t'azisko, obsah, zmenu tvaru. Tieto momenty sa pocitaju
priamo z objektu, pripadne z jeho hranice. Momenty vys§ich rddov sa po-
uzivaju na opis projekcii objektu (Sikmost’ a $picatost).

Existuje niekol'ko met6d ako kombinovat momenty, aby sme dostali
priznaky invariantné vocirotacii, posunutiu a Skdlovaniu. Najzndmejsimi
st Huove momenty, ktoré si kombinédciou normalizovanych centrdlnych
momentov (pozri kap. A.5.1). Pozndme aj rotatné momenty, ktoré st de-
finované v polarnych stradniciach a ortogondlne momenty, ktoré miesto
neortogondlnej bazy x”y9 pouZivaju ortogondlne Legendreove, Cebyse-
vove alebo Zernikeove polynémy.




6.5. MPEG-7

0 128 255

(a) Histogram malo kontrastného obrazu zaberd len maly interval intenzit.

0 128 255

(b) Pomocou bimodélneho histogramu vieme oddelit’ objekt od pozadia.

Obriazok 6.23: Pouzitie histogramu na urcenie vlastnosti obrazu, alebo objektov
v obraze.

6.4.3 Energia a entropia

Histogram intenzit alebo projekcie moZeme charakterizovat’ aj energiou
E aentropiou H (kap. 11.5.4)

B
E=) (P() (6.25)
i=1
B
H=-) P(i)log, P(i). (6.26)
i=1

6.5 MPEG-7

Norma MPEG-7 definuje niekol'ko priznakov opisujicich tvar objektu.
Dva opisuji 2D objekty a dva 3D objekty. V tejto kapitole si priblizime
deskriptor kontiry (ContourShape) a deskriptor regiénu (RegionShape)
pre 2D objekty.

6.5.1 Tvar kontdry

Deskriptor tvaru konttry je zaloZeny na reprezentacii konttry v $kélo-
vom priestore krivosti (Curvature Scale Space — CSS). Tato reprezentécia
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. P 280 ~
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Obrazok 6.24: Deskriptor tvaru konttdry. Vhornom riadku je kontdra v dvoch §ta-
didch vyhladenia s vyzna¢enymi inflexnymi bodmi. Zodpovedajtiice hodnoty o st
v CSS diagrame vyznacené cervenou. Vidime, Ze body K a L postupnym vyhlade-
nim zanikli.

je velmi kompaktnd — priemernd vel'kost’ je 14 bytowv.

Konttiru objektu postupne vyhladzujeme Gaussovym filtrom, skiima-
me krivost’ vyslednej krivky a zaznamenavame inflexné body konttry do
CSS diagramu. V CSS diagrame su na horizontalnej osi indexy bodov na
kontdre (1,... N) a na vertikdlnej osi jednotlivé hodnoty o. Vysledny des-
kriptor tvoria potom lokdlne maxim4 grafu.

So zvySujicim sa parametrom o Gaussovho jadra sa krivka postupne
vyhladzuje a pocet inflexnych bodov klesa. Na obrazku 6.24 vidime kon-
tiru v dvoch §tadidch vyhladenia s vyznacenymi inflexnymi bodmi. Vi-
dime, Ze body K a L postupnym vyhladenim zanikli. Zodpovedajtice hod-
noty o st v CSS diagrame vyznacené Cervenou.

Nevyhodou tohto deskriptora je, Ze aj malé ,vinky“ na konttre, ktoré
I'udsky vizuélny systém nevyhodnoti ako podstatné, dokazu vytvorit' vel-
ké maximd v CSS diagrame. Tento problém sa riesi orezanim CSS dia-
gramu.
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6.5.2 Tvar regionu

Deskriptor RegionShape pouziva mnozinu ART (Angular Radial Trans-
form) koeficientov F;,, rddu na m

1 p2n
Fan= [ [ Vo007 (0.0)dpc0, (6.27)

kde f(p,0) je obrazova funkcia v polarnych suradniciach a V,, ,(p,0) je
separovatelnd ART bézova funkcia

Vinn(p,0) = eV cos(np). (6.28)

1
7

Vysledny deskriptor pouZiva 35 koeficientov Fy,;,; (n < 3, m < 12) nor-
malizovanych koeficientom |Fyo| a kvantovanych na 4 bity, spolu teda ma
140 bitov.
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Priznaky farby

Farebny obraz je va¢sinou reprezentovany v trojrozmernom priestore fa-
rieb. Existuji r6zne priestory farieb (pozri kap. 20), kazdy z nich sa pou-
Ziva pri inych tlohdch pocitacového videnia.

7.1 Dominantna farba

Najjednoduchsim opisom farebného obrazu je prevladajtica, dominant-
nd farba. Dominantnych farieb moze byt viac, ak kazd4 pokryva dosta-
tocne vel'ku €ast’ obrazu. Deskriptorom dominantnych farieb je vic¢sinou
mnozina dvojic (farba, percentudlne zastiipenie v obraze).

Problémom je, Ze nevieme, ako si rovnako zafarbené body umiest-
nené v obraze.

7.2 Histogram farieb

Na farebny obraz v priestore RGB sa m6Zeme pozerat ako na 3 Sedot6-
nové obrazy. Z tychto potom extrahujeme priznaky opisané v kapitole 6.4
a zorad'ujeme ich za seba.

V pripade histogramu farieb ur¢ime histogramy jednotlivych fareb-
nych kandlov P, = [N¢=, ... N¢=255], kde ¢ € {R, G, B} (obr. 7.1). Vysledny
histogram farieb potom bude

PrGp = [Pr|Pg|Pgl. (7.1
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100 200 300 400 500 600 700

Obrézok 7.1: Obraz a jeho histogram jednotlivych farebnych kanélov.

(a) Dva obrazy obsahujtice rozne farby.

RO R127 R255 G127 G255 B127 B255

(b) Rovnaky histogram oboch obrazov.

Obrazok 7.2: Ilustracia problému s histogramom farieb po zlozkéch. Obrazy ob-
sahjtice rozne farby mozu mat’ rovnaky histogram.

Nevyhodou tohoto pristupu je, Ze farebne rdézne obrazy méZzu mat’
rovnaky deskriptor. Tato situécia je zndzornend na obrazku 7.2, ked’ his-
togramy Cervenej, zelenej a modrej zlozky obrazu sd rovnaké, ale farby na
obrazoch st rdzne. RieSenim tohto problému je kvantizdcia farieb (vyber
reprezentativnych farieb napriklad pomocou met6dy K priemerov - pozri
kap. 15.1) a nasledné urcenia histogramu jednotlivych farieb.

Dalsou nevyhodou histogramu zloZiek aj histogramu kvantovanych
farieb je, Ze nevystihuju priestorové rozloZenie farieb v obraze (obr. 7.3).
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Obrazok 7.3: Dva obrazy obsahujtice rovnaké farby, ale na r6znych miestach ob-
razu.

7.2.1 Histogram priestorového rozlozenia farieb

Aby sme opfsali aj rozloZenie farieb v obraze, pouZijeme histogram pries-
torového rozloZenia farieb, kde pre kazdu farbu okrem poctu pixelov ma-
jucich tito farbu, zaznamendme aj priemerné umiestnenie b; = (X;, j;)
(priemer x-ovej a y-ovej stradnice bodov s danou farbou) a Standardnt
odchylku umiestnenia

1

%= Y ox (7.2)
N.A; (b2c,
1

Ji=—— Y. ¥ (7.3)
M.Al C(p):C,

1
oi=,[— ) dpb), (7.4)
Ai cpr=c;

kde A; je obsah oblasti majticej farbu C;, p = (x, y) je bod obrazua M x N
je rozmer obrazu.

Akje Standardna odchylka mal4, vieme, Ze farba je stistredend na malt
oblast’ obrazu. Ak je vel'kd, farba je rozmiestnend po celom obraze.

7.2.2 Dalsie opisy priestorového rozloZenia farieb

Dasimi alternativami st rozdelenie obrazu na bloky a extrakcia histo-
gramu v tychto blokoch, pripadne quad-tree rozdelenie obrazu, kde kaz-
dy list stromu ma vlastny histogram.

Farebny korelogram

Farebny korelogram je podobny matici opakovanych vyskytov (kap. 8.2).
Do matice sa zapisujt pocty vyskytov dvojic (¢;, ¢;) farieb bodov v urcenej




7.2. Histogram farieb

Obrazok 7.4: Styri kvantované farby a uréenie spojitych oblasti A-N.

Tabul'ka 7.1: Pocty bodov v oblastiach. Pocet va¢si ako prah je zvyrazneny.

Region |A|B|C|D|E|F|G|H|I|]J |K|L|M|N

Farba |y mipmmm| (m| w| i m|m

Velkost |[6|1(6(2|7|6|10|8|2(11|2|1|1]|1
vzdialenosti k

M (i, ) =|{p) | f(p) =c; &f(q) = c;&ld(p,q) = kl}|, (7.5)

kde d je vzdialenost bodov.

Vektor farebnej koherencie

Farebnu koherenciu definujeme ako stupen prislusnosti farebnych bo-
dov k spojitej oblasti. Bod, ktory je svojou farbou osamoteny, pripadne
patri do malého stvislého regiénu, je nekoherentny. Body, ktoré svojou
farbou tvoria dostato¢ne vel'ké spojité oblasti, st koherentné.

Vypocet vektora farebnej koherencie zacina kvantovanim farieb do
palety niekol'kych reprezentativnych farieb. Potom sa urcia spojité regi-
6ny jednotlivych farieb palety (obr. 7.4).

Nasledne spocitame body v jednotlivych regiénoch (tab. 7.1) a ur-
¢ime, ¢ije dany regiéon koherentny alebo nie, podl'a zadanej prahove;j vel -
kosti regiénu. V nasom priklade berieme prah 4.

Nakoniec pre kazdu farbu palety spocitame body v koherentych a ne-
koherentnych regiénoch. Ozna¢me «; pocet pixelov v koherentnych a §;
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Tabul'ka 7.2: Pocty koherentnych a nekoherentnych pixelov jednotlivych farieb.

Farba [} [ [}
(11 15 (23 |6 |10
B 0 0|6 4

Obrazok 7.5: Priklad neurcitych regiénov. Oblast’ neurcitosti prislusnosti k jed-
notlivym blokom je modelované elipsou.

v nekoherentnych regiénoch farby i (tab. 7.2). Potom vektor farebnej ko-
herencie je

{(a1,B1),...(ak, B}, (7.6)

kde K je pocet farieb palety. Vnasom priklade {(15,0), (23, 0), (6,6), (10,4)}.

Farebné momenty neurcitych regiénov

Obraz mo6Zeme rozdelit’ aj na neurcité (fuzzy) bloky, kde prislusnost’ bodu
k bloku nie je dan4 striktne, ale pomocou funkcie prislusnosti R, € (0, 1).
Priklad takéhoto rozdelenia je na obrazku 7.5. Oblast’ neurcitosti prislus-
nosti k jednotlivym blokom je modelovan4 elipsou.

Funkcia €lenstva sa potom pouZije aj pri extrakcii prvych troch cen-
tralnych momentov pre jednotlivé farebné kandly. Regiony teda opisuju
tri trojice (priemernad farba, variancia a Sikmost’) vdhované prislusnost ou
k regiénu.

7.3 MPEG-7

Norma MPEG-7 definuje $tyri deskriptory opisujtice farebnt informéaciu
v statickych obrazoch. Ide o deskriptor dominantnej farby, skdlovatel'ny




7.3. MPEG-7

Tabul'ka 7.3: Pocty tried HSV histogramu

Pocet tried | 16 | 32 | 64 | 128 | 256
Odtien 4 8 8 8 16
Saturdcia 2 2 2 4 4
Hodnota 2 2 4 4 4

deskriptor farby, deskriptor rozlozZenia farieb a deskriptor Struktiry fa-
rieb. Farebné priestory, ktoré norma opisuje, si RGB, HSV, YCrCb a novy
HMMD (hue-min-max-diff) priestor, priCom hue ma rovnaky vyznam
ako v priestore HSV, max a min si maximum a minimum R, G, B hodn6t
a diff je rodiel medzi tymito hodnotami.

7.3.1 Deskriptor dominantnej farby

Tento deskriptor opisuje N najdominantnej$ich reprezentativnych farieb
v obraze. Pre kazdu farbu obsahuje jej siradnice vo farebnom priestore
a percentudlne zastipenie v obraze. Reprezentativne farby st ur¢ené zhlu-
kovacou metédou (napriklad metédou K priemerov — kap. 15.1).

Okrem tychto zakladnych informdcii obsahuje deskriptor aj opis roz-
loZenia farby v obraze, a to konkrétne informaécie o variancii kazdej farby
a priestorovej koherentnosti (ako ,velmi“ st spojené body majtce do-
minantnd farbu). Norma nestanovuje, ako presne tito koherentnost’ po-
citame. MOZeme pouzit uZ spomenuty vektor farebnej koherencie.

Deskriptor sa pouziva najmi pri vybere a prezerani obrazov z data-
béazy podl'a jednej, ¢i viacerych vyznamnych farieb.

7.3.2 Skalovatelny deskriptor farby

Tento deskriptor k6duje histogram hodnét HSV pomocou Haarovej trans-
formaécie.
Histogram ma 256 tried. Odtien je kvantovany do 16, saturdcia a hod-

2 %z

nota do 4 tried. Hodnoty v histograme st orezané na 11-bitové ¢isla. Tieto
st potom nelinedrne namapované na 4-bitové ¢isla. Toto mapovanie pre-
feruje nizke hodnoty, ktoré sa vyskytuju s vysSou frekvenciou. Tato repre-
zentacia je stdle dost’ priestorovo ndro¢né (1024 bitov/histogram). Aby
sme potrebné miesto zmensili, je na tento histogram potom aplikovana
1D Haarova transformdcia (HT). Vysledkom je Skdlovatelny deskriptor,
ktory podl'a poctu pouzitych koeficientov HT reprezentuje histogramy

s roznym poctom tried (pozri tabulku 7.3).

123




7. PRIZNAKY FARBY

124

64

Obrazok 7.7: Cik-cak prechod bloku koeficientov v deskriptore rozloZenia farieb.

7.3.3 Deskriptor rozlozenia farieb

Tento deskriptor sa pocita v priestore YCbCr a pouZiva sa hlavne pri vy-
hl'addvani obrazov podl'a nac¢rtku. Zakladom je vektor reprezentativnych
farieb. Obraz sa rozdeli na 8 x 8 blokov a vypocita sa priemerna farba
tychto blokov (obr. 7.6). Tato informadcia je potom transformovand 8 x 8
diskrétnou kosinusovou transformdciou (pozri kap. 1.5) do 3 x 64 koefi-
cientov DCTy, DCT¢yp, DCTc¢,. Vysledny deskriptor dostaneme cik-cak
prechodom bloku koeficientov (obr. 7.7), aby sme koeficienty pre nizke
frekvencie umiestnili vedl'a seba.

7.3.4 Deskriptor Struktury farieb

Tento deskriptor je generalizdciou histogramu farieb, ktory obsahuje aj
informéciu o rozloZeni farieb v obraze. Na opis §truktury farieb vyuziva
Strukturdlny element rozmeru 8 x 8 a do histogramu zapisuje pocet struk-
turdlnych elementov, ktoré danu farbu obsahuju.
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Tabulka 7.4: Pocty tried HSV histogramu v deskriptore Struktury farieb.

Komponent | Podpriestor Pocet kvantovacich trovni
pre K CSD tried
diff K=184 120 64 32
0 1 1 1 1
1 8 4 4 4
Odtien 2 12 12 6 3
3 12 12 4 2
4 24 12 4 2
0 8 8 8 8
1 4 4 4 2
Intenzita 2 4 4 4 4
3 4 4 4 2
4 2 4 4 2

Obraz je prevedeny do HMMD priestoru, a farby st kvantované do
palety vel'kosti 32, 64, 120 alebo 184. Paletu vytvorime nasledovne. Cely
priestor HMMD je rozdeleny na 5 podpriestorov podl'a hodnét stiradnice
diff. Vkazdom z tychto podpriestorov st stiradnice odtieri a intenzita (de-
finovand ako (max+min)/2) kvantované podl'a pozadovaného poctu fa-
rieb v palete tak, ako je uvedené v tabul'ke 7.4.

Strukturélny element ma konstantnt vel'kost' pre rézne vel'ké obrazy.
Skélovany je priestor, ktory tento element pokryva (obr. 7.8). Nech W a H
st Sirka a vyska obrazu, potom E x E je priestor, ktory Strukturalny ele-
ment pokryva, kde

p = max{0; [0,5log, WH -8}, 7.7)
K=2°, (7.8)
E=8K. (7.9)

Ked vieme, aky priestor Strukturdlny element pokryva, mozeme vy-
pocitat’ histogram. Pre kazdu poziciu Strukturdlneho elementu zistime,
ktoré farby obsahuje. Tymto farbdm potom zvySime hodnotu v histogra-
me (obr. 7.9). Vysledny histogram je ndsledne normalizovany poctom po-
z{icii Strukturdlneho elementu a nelindrne kvantovany do 8 bitov/trieda.
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Obrazok 7.8: VI'avo je Strukturdlny element vel'kosti 8 x 8 pre malé obrazy. Pre
vécsie obrazy (vpravo) sa priestor, pokryty tymto elementom, skaluje.

Farba |P(c)

Obrazok 7.9: Vytvorenie histogramu. Pre kaZdu poziciu §trukturdlneho elementu
zistime, ktoré farby obsahuje. Tymto farbdm potom zvySime hodnotu v histo-
grame. Aj ked’ sa farba c3 nachddza v §trukturdlnom elemente 2x, histogram sa
zZvysio 1.
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Priznaky textary

Textdra je vel'mi taZko definovatel'né vlastnost' obrazu. Pre nds texttra
bude rozpoznatel'nd charakteristickd varidcia intenzit v regiéne obrazu,
ktora sa da opisat’ a daju sa podl'a nej urcit’ hranice tohto regiénu.

Zmena intenzity moZe byt rychla, pomald, moZe mat prevladajtci
smer, alebo moZe byt porovnatel'na vo vSetkych smeroch, moZze sa pra-
videlne opakovat alebo byt nepravidelna atd’. Pravidelnost’ je najpouzi-
vanej$ou vlastnost'ou textur.

Na opis textur existuje mnoho met6d vyuZivajicich napriklad r6zne
filtre v priestorovej a frekvencnej oblasti, autoregresivne modely, Mar-

Obrazok 8.1: Priklady réznych textar.
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kovove ndhodné polia, Gaborove filtre, koeficienty vinkovej transforma-
cie, met6édy fraktdlnej geometrie, priestorové vzt ahy intenzit, lokdlne bi-
nérne vzory (local binary patterns — LBP), Haarove koeficienty a iné.

8.1 Autokorelacia

Jednym z prvych pristupov k charakterizcii textiar bola autokorelécia,
ktord opisuje lokdlne zmeny intenzity, ako aj opakovatelnost’ vzorov. Nie
je vSak schopnd opisat’ mieru zrnitosti. Korel4cia stvisi s konvoliciou
(pozri kap. 2.1).

Autokoreldcia je korelacia signalu s rovnakym rovnakym signdlom

MN YT I I+ w,y +v)
M= w(N-) SV N E(x,y)

p(u,v) =
kde I(x, y) je texttira rozmerov M x N a (u, v) posun v smere x a y.

8.2 Matica opakovanych vyskytov

Nedostatky autokorelédcie odstranuje matica opakovanych vyskytov (co-
occurence matrix, MOV). Ako uz jej ndzov naznacuje, matica obsahuje
pocty vyskytov dvojic intenzit v ur€enom smere a vzdialenosti.

Matica je $tvorcovd, pocet riadkov a stipcov sa rovna poétu tirovni jasu
v obraze

My, ) ={, ) | foy) =i &f(x+de,y+dy)=j}|, 8.1

kde d = (dy, dy) je vektor posunutia. Na obrazku 8.2 je ukdzka matice opa-
kovanych vyskytov pre jednoduchy priklad texttry. Vektor posunutia je
d=(1,0).

Pre praktické pouzitie sa MOV normalizuje poctom vyskytov jednot-
livych dvojic a pouZiva sa symetrickd MOV dand ako

Mg(i,j):Md(i,j)+M,d(i,j). (8.2)

Najcastejsie sa pouzivaji vektory posunutia (1,0), (1,1), (0,1) a (-1,1).

Z takto vytvorenych MOV sa ndsledne extrahuju Statistické priznaky
ako entropia, energia, momenty, inverzné momenty, maximdlna hodno-
ta, koreldcia, kontrast, homogénnost' a d’alSie. Niektoré casto pouzivané
priznaky st uvedené v tabul'ke 8.1, kde L je pocet tirovni jasu v obraze.
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Obrazok 8.2: Priklad pravidelnej textary a jej matica opakovanych vyskytov pre
vektor posunutia d = (1,0). Cervenou je vyznatenych 6 vyskytov usporiadanej

dvojice (¢ierna, Sedd).

Tabulka 8.1: Priznaky pocitané z MOV rozmeru L x L.

Kontrast C= (L_ll)z YEO kY i ji=k Ma(i, j)
Energia H= Zle Z]L-zl Mﬁ(i,]')

Homogénnost' | S=Y1 ¥

L MaG))
j=1 1+]i—j]

8.3 Diskrétna Fourierova transforméacia

Fourierove (kap. 1.2) fizové a amplitidové spektra sa daji vyuzit na opis
textlry. Nech F(u, v) je vysledok Fourierovej transformécie skiimanej tex-

tary. Potom

F(u,v)=R(u,v)+il(u,v), (8.3)

kde R(u, v) je redlna a I(u, v) imagindrna zlozka spektra.

Spektra vyuzivané pri opise textdr st uvedené v tabul'ke 8.2.

Tabulka 8.2: Fourierove spektra.

Amplitidové spektrum

|F (1, v)| = VR (1, v) + 2 (1, V)

Féazové spektrum

1(u,v)
R(u,v)

¢(u,v) = arctan

Vykonové spektrum

P(u,v) = |F(u, )12 = R*(u, v) + I*(u, v)
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8.4 Gaborove filtre

Ludskym vizudlnym systémom st in§pirované Gaborove filtre. 2D Gabo-
rov filter je Gaussovské jadro modulované plosnou sinusovou vinou

h(x) J’, A,H,W,Ux; Uy) = g(xl) J’I,Q, Ux; Uy) e(x/vgv;l, u/)v (84)

kde g(x',y',6,0,0) je Gussove jadro

12 12
,) ,) 9) ) = - y y 8.5
80, y,0,0x,0y) 2m0 X0y *P (20% " 20?,) ©.5
e(x',0,1,v) je komplexnd sinusoida
e(x',0,A, ) =exp (2nmifx' +y) =
x/
= | 27T — =
exp l( Jz/1 +u/)
x' x'
=cCos (271— +y|+isin (27:— + u/) (8.6)
A A
a
(x',3) = (xcosB + ysin0,—xsin O + ycos ). (8.7

Gaborov filter sa d4 rozlozit na redlnu a imaginarnu zlozku nasledovne

x12 yIZ X
h ,1,Q) = —|—+ 2mr— + , 8.8
Re(%, > €2) 2100y P (Zafc ZU?V) COS( & A V/) (8.8)
x/Z y/2 X'
h L 1,Q) = e - + sin|27— +vy|. 8.9
Im(x Nz ) 27T0'x0'y Xp (20’% 205) 1 ( U 1 W) ( )

Parametre Q = {A,0,v,0,0} st opisané vtabul'ke 8.3 a graficky zna-
zornené na obrazku 8.3(a).

Tabulka 8.3: Parametre Gaborovych filtrov

A vlnova dizka

0 orientdcia, smer §irenia viny

v fazovy posun harmonickej zlozky

Ox 0y | smerodajné odchylka, urcuje elipticitu Gaussovkého jadra
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Obrazok 8.3: Hlavné parametre Gaborovho filtra a banka filtrov tvorend zmenou
parametrov.

Pre klasifikaciu texttr sa pouZiva mnoZzina Gaborovych filtrov s 16z-
nymi parametrami, aby sa zachytili r6zne vlastnosti textir (Skdla, orien-
tdcia). Priklad takejto mnoziny, ktord sa nazyva banka filtrov je na ob-
razku 8.3(b).

Obrézok 8.4 znézortiuje niekol'ko realizacii Gaborovho filtra s roz-
nymi parametrami Q a obrazok 8.5 aplikéciu tychto filtrov na origindlny
obraz. Priznaky texttry potom ziskame tak, Ze na obraz I(x, y) aplikujeme
redlnu a imagindrnu zlozku kazdého z banky filtrov

]Re(x,y,Q):I(X,J’)*hRe(x,y,Q), (810)
Jim(x,,Q) = I(x, y) * hym (%, y,Q). (8.11)

Energia E a magnitida M odozvy filtra je dand nasledovne

E(x,y,Q) = J5,(x,y,Q) + J%,,(x, 1, Q), (8.12)
M(x,y,9Q) = VE(x, ,Q). (8.13)

Priemernd energia celého obrazu
_ 1
E(x,y,Q) ==Y Y ExyQ), (8.14)
N5

kde N je pocet pixelov obrazu. Priznakovy vektor mozu tvorit' hodnoty
priemerov a §tandardnych odchylok magnitid odoziev jednotlivych fil-
trov.




8.5. MPEG-7

(a) 6=0. (b) 6 =2m/5. (c) 6 =4n/5.

Obrazok 8.4: Niekol'ko realizdci Gaborovho filtra pre ré6zne hodnoty 6 a vlnové
dlzky A = {10,30}.

(a) Vstupny obraz.

Obrazok 8.5: Vstupny obrazok filtrovany filtrami z obrazka 8.4.

8.5 MPEG-7

Norma MPEG-7 uvadza tri deskriptory textiry na rdozne pouZitie. Des-
kriptor na prehl'addvanie textdr charakterizuje hlavné vlastnosti textir —
smerovost, reguldrnost’ a zrnitost. Deskriptor homogénnych texttr po-
cita lokdlne Statistiky frekvencnych vlastnosti textdry a pouziva sa na vy-
hl'adévanie podobnych textur. V pripade nehomogénnych texttir moze-
me vyuZit' histogram lokédlnych hréan. V nasledujucich €astiach opiSeme
tieto deskriptory detailnejsie.

8.5.1 Prehladavanie textdr

Deskriptor na prehl'addvanie textir je 12-bitovy deskriptor, ktory opisuje
dvomi bitmi regularitu texttry, Siestimi (2 x 3) bitmi smery, ktoré najviac
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Obrazok 8.6: Texttry s r6znou mierou pravidelnosti zoradené od najmenej po
najviac pravidelnu.

Obrazok 8.7: Textdry s rdznou mierou zrnitosti.

vystihuju orientéciu textdry a Styrmi (2 x 2) bitmi $kdly, ktoré najviac vy-
stihuja hrubost (zrnitost) texttry. Textiry m6zu mat viacero charakte-
ristickych smerov a 8§kdl, preto deskriptor opisuje 2 maximélne hodnoty.

Pravidelnost textury je hodnotend ¢islami {0,1,2,3}, kde 0 znaci ne-
reguldrnu (ndhodnt) texttru. Periodicka texttra s pevne definovanym
smerom a zrnitost'ou je hodnotend ¢islom 3 (obr. 8.6).

Smer (orientdcia) a $kéla texttry sa daju zistit' napr. pomocou banky
Gaborovych filtrov (kap. 8.4). Smer opisuji hodnoty {0,...6}, kde 0 zna-
mend, Ze textira nemd dominantny smer. Cisla {1,...6} urcuju smery od
0° po 150° v 30° krokoch. Ak m4 texttira len jeden dominantny smer, za-
piSe sa jeho hodnota do oboch poli¢ok smeru, rovnako ako ked’ mé jednu
dominantnt $kalu. Skéla (zrnitost) je hodnotend na stupnici {0,1,2,3},
kde 0 hovori o jemnej textiire a 3 o vel'mi zrnitej textire. Priklad rézne
zrnitych texttr je na obrazku 8.7.

8.5.2 Homogénne textlry

Tento deskriptor pouziva banku 30 Gaborovych filtrov, ktoré pokryvaja 6
orientdcii a 5 $kél (obr. 8.8). Z odoziev tychto 30 filtrov sa vypocita energia
a jej Standardnd odchylka a d’'alej priemer a Standardna odchylka inten-
zity obrazu. Deskriptor teda pozostava zo 62 tidajov

{E1,Std(E1),... Eso, Std(Eso), I, Std (1)} . (8.15)
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"’\_/vy

Obrazok 8.8: Banka 30 Gaborovych filtrov pre deskriptor homogénnych textur.

[ NS

(a) Styri typy smerovych hran, jedna izotropn4 oblast’.

1| -1 111 1[V2] o0 0 (V2| 2]-2
1|1 1] -1 0 [-\V2|[|2] 0 2| 2

(b) Filtre zodpovedajtice typom hrén.

Obrazok 8.9: Rozne typy detegovanych textur.

8.5.3 Histogram lokalnych hran

Tento deskriptor zachytéva distribticiu piatich typov hran v texttre. Styri
typy s smerové hrany (horizontdlne, vertikdlne a 2 diagondlne) a piaty
typ zachytdva izotropné oblasti (obr. 8.9(a)).

Postup vytvédrania deskriptora je na obrazku 8.10. P6vodny obraz sa
rozdeli na 4 x 4 bloky a z kazdého bloku sa vypocita histogram lokédlnych
hran. Vel'kost' vysledného deskriptora je teda 16 blokov x 5-hodnotovy
histogram = 80 hodnot.

Histogram kazdého bloku sa vypocita d’alsim rozdelenim tohoto blo-
ku na dany pocet podblokov. Vel'kost tychto podblokov sa meni s rozlise-
nim obrazu, pretoZe ich pocet je konstantny. Kazdy podblok je nasledne
aproximovany 2 x 2 super-pixelovou oblast'ou priemernych intenzit, na
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Obrazok 8.10: Povodny obraz sa rozdeli na 4 x 4 bloky a z kaZdého bloku sa vy-
pocita histogram lokédlnych hran. Histogram kazdého bloku sa vypocita d’al$im
rozdelenim tohoto bloku na dany pocet podblokov. Kazdy podblok je nasledne
aproximovany 2 x 2 super-pixelovou oblast ou priemernych intenzit.

ktort st aplikované hranové filtre uvedené na obrazku 8.9(b). Ak je ma-
ximdlna odozva tychto filtrov vdc¢sia ako stanoveny prah, zvysi sa zodpo-
vedajica trieda histogramu bloku.







KAPITOLA

Lokalne priznaky

Dolezitym krokom pri rozpoznavani objektov je extrakcia priznakov. V tej-
to kapitole predstavime novy typ priznakov - lokdlne priznaky. Porov-
name lokélne a globalne priznaky na konkrétnych prikladoch, budeme sa
venovat’' vS§eobecnému opisu tohto druhu priznakov a zadefinujeme z4-
kladné ¢asti algoritmu extrakcie lokalnych priznakov. Dalej opiSeme nie-
ktoré konkrétne algoritmy ako napriklad Harrisov detektor rohov, SIFT,
SURF a ORB a porovndvanie priznakovych vektorov. Pozrieme sa na tieto
priznaky v kontexte registracie obrazov a predstavime si niektoré typické
aplikécie vyuzivajtce lokélne priznaky ako napriklad spajanie panordm,
stereo-rekonstrukcia, alebo vyhl'addvanie obrazov. Na konci kapitoly pod-
robnejsie rozoberieme konkrétne pouZitie opisanych metéd v pripadovej
studii a naCrtneme pouzitie lokdlnych priznakov pre 3D data.

9.1 Lokélne vs. globéalne priznaky
Ako sme uz spominali v predchddzajtcich kapitolach, v pocitacovom vi-
deni extrahujeme informéciu o obraze pomocou priznakov. Existuje vela
roznych druhov priznakov zaloZenych napriklad na farbe, texttre alebo
tvare. Pri rozpoznédvani objektov rozliSujeme vo vieobecnosti dve tilohy:

1. Rozpoznéavanie kateg6rii objektov (napriklad chrobéky, bicykle)

2. Rozpoznavanie konkrétnych objektov (napriklad Jankova plySova
panda, Manetova mal'ba: Ranajky v trave)
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Obrazok 9.1: Priklady dvoch tloh rozpozndvania objektov. Vrchny riadok: Roz-
poznévanie kategérie objektov, v tomto pripade chrobdkov. Spodny riadok: Roz-
poznévanie konkrétneho objektu, vtomto pripade Zamkovského chata v Tatrans-
kom narodnom parku.

Pre ilustraciu uvddzame priklady obrazov pre obe tilohy na obrézku 9.1.

Pri tychto tlohdch moéZeme vyuZit’ globalne priznaky, ktoré analyzujt
obraz ako celok a extrahuji jednu hodnotu (alebo vektor hodnét) pre cela
maticu pixelov obrazu a lokédlne priznaky, ktoré najskor hl'adaji v obraze
zaujimavé body (,interesting points*“) a extrahuji potom priznaky z oko-
lia tychto bodov. Jeden obraz je teda opisany takym mnozstvom hodnét
(vektorov hodnét), aky je pocet zaujimavych oblasti v obraze. Pre lepSiu
ilustraciu rozdielu tychto dvoch typov priznakov uvddzame nasledujici
priklad. Mdme databdzu obrazov (napr. vSetky obrazky v databaze Flickr
1y a chceme v nej vyhl'adat’ obraz. Pri vyhl'addvani obrazu pre dopyt Za-
pad slnka (pozri obrdzok 9.2), vyuzijeme globdlne priznaky farby, lebo ta-
kyto obraz vieme asi najlep$ie opisat pomocou dominantnych farieb, ty-
pickych pre zapad slnka, a ich vyskytu v celom obraze.

Ked' sa v§ak pozrieme na vyhl'addvanie dopytu ovecka Tilia (pozri ob-
réazok 9.3), tak tusime, Ze pristup z prvého prikladu by v tomto pripade

Thttp:/ /www.flickr.com/
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Obrazok 9.2: Priklad vyhl'adanych obrazov pre dopyt ,Zépad slnka“. Na vyhl'a-
danie takéhoto typu obrazu pouzijeme globdlne priznaky farby.

Obrazok 9.3: Priklad vyhl'adanych obrazov pre dopyt ovecka Tilia. Na vyhl'adanie
takéhoto typu obrazu pouzijeme lokdlne priznaky, ktoré ndm v tomto pripade
lepsie opisu hl'adany objekt.

nefungoval, ak by na obraze boli aj iné objekty, resp., keby bol objekt vi-
ditel'ny len ¢iastocne. Ked' vyhl'addvame konkrétny objekt, chceme, aby
bol identifikovany aj v pritomnosti iného objektu (objektov), zaradeny
do zloZitejSej scény, aj natoCeny, Skdlovany, Ciasto¢ne prekryty alebo zo-
brazeny pri inom osvetleni. V tejto chvili prichddzaji na rad lokdlne pri-
znaky, ktoré ndm pomozu vyhl'addvat' a opisovat’ konkrétne oblasti pat-
riace objektu v obraze.

9.2 Lokélne priznaky

Pocet extrahovanych lokdlnych priznakov z obrazu zavisi od poctu de-
tegovanych zaujimavych bodov. Ak mame napriklad obraz bielej steny,
ziadne lokélne priznaky z neho extrahovat nevieme, lebo na obraze nie
st Ziadne lokalne zaujimavé body.




9.3. Metddy detekcie a deskripcie lokdlnych priznakov

Ako sme uz naznacili v predchddzajticom texte, proces ziskavania lo-
kalnych priznakov (LP) sa sklada z dvoch casti:

1. Vyhl'addvanie zaujimavych bodov (IP),

2. Opis zaujimavych bodov a ich okolia vo forme priznakov (deskrip-
tor).

Ked hovorime o LP, je dolezité spomentt, Ze vdc§ina tychto metdd sa
snazi hl'adat a vytvarat také opisné vektory zaujimavych bodov, ktoré zo-
stanud rovnaké, aj ked’ bude objekt, ktory hI'addme natoceny, skdlovany
a podobne. Preto zvycajne hovorime o invariantnosti tychto priznakov
vzhl'adom na nejaku transforméciu.

Priznaky mo6zu byt invariantné geometricky a rddiometricky. Radi-
ometrickou invariantnost ou myslime nezdvislost od osvetlenia scény.
Geometrickou invariantnost' ou myslime nezavislost' od r6znych geomet-
rickych transformacii. Pri rozpoznédvani objektov méZeme mat’ na mysli
dva druhy transformacii: afinné transformaécie a projektivne transforma-
cie. Afinné transformadcie zobrazujui priamku na priamku alebo bod a za-
chovévaji pomery medzi bodmi leZiacimi na priamke. Patria sem vsetky
podobnostné transformdécie (posunutie, otocenie, Skdlovanie a zrkadle-
nie) plus skosenie a projekcia a ich skladanie.

Ak v pocitaCovom videni uvazujeme plandrny objekt zosnimany dvo-
ma kamerami z dostato¢nej vzdialenosti (objekt pokryva iba mala Cast’
obrazu), povazujeme transformdciu objektu medzi obrazmi za afinni. Ak
podmienka dostatocnej vzdialenosti neplati, povazujeme transformdciu
za projektivnu. V oblasti lokédlnych priznakov sa budeme najcastejsie za-
oberat metédami invariantnymi voci afinnym transformaciam.

V nasledujticej sekcii sa budeme venovat detektorom a deskripto-
rom lokdlnych priznakov, pricom uvedieme aj zndme met6dy ktoré im-
plementuji oba procesy. Medzi najzndmejSie a najpouZivanejSie patria
met6dy SIFT a SURE nové met6dy vsak neustdle pribuidaju, preto sa po-
kiisime naznacit’ vyskum v tejto oblasti.

9.3 Metddy detekcie a deskripcie lokalnych priznakov

Tato sekcia je rozdelend na dve Casti. V prvej si predstavime niektoré
znédme detektory lokédlnych priznakov. V druhej casti si najskor predsta-
vime jeden z prvych (a doteraz pouzivanych) kompletnych algoritmov na
ziskanie lokalnych priznakov SIFT a potom met6du SURE ktora predsta-
vuje vyrazné urychlenie metédy SIFT bez straty presnosti. Dalej predsta-
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vime met6dy na pocitanie bindrnych deskriptorov ako je BRIEF a napo-
kon met6du ORB. Okrem algoritmov, ktoré budd v tejto Casti opisané,
existuje velké mnozstvo d'alSich metéd ako st SUSAN detektor [SB95],
Wangov a Bradyho detektor [WB95], alebo deskriptory DAISY [TLFO08],
FREAK [AOV12] a BRISK [LCS11].

9.3.1 Harrisov detektor rohov

Harrisov detektor rohov bol publikovany v [HS88]. Tento detektor vyuZziva
derivaciu Sedoténového obrazu. Pre obrazok I(x, y) sa Harrisov detektor
M(x,y) definuje pomocou matice derivdcii I, I (resp.diferencii) inten-
zity obrazu I

Iy

Ix
I I, @’ .

Mx) =) w(x,y)
XYy

kde w(x, y) je funkcia okna, ktord je dana ako vdZend suma (Gaussovym
jadrom), I, I, st derivacie v smere osi x a y. Pre detekciu rohov su do-
leZité vlastné hodnoty matice M, teda (11, A2), ktoré vyjadruja varianciu
v dvoch hlavnych smeroch.

Ak je variancia v oboch smeroch vel'ka (teda vlastné hodnoty 1, 1,
st dostatocne vel'ké), lezi bod na rohu, a ak je vel'kd len jedna z hodnot,
leZi na hrane.

ZjednodusSene si m6Zeme predstavit, Ze naSou snahou je ndjst’ také
(dostatocne malé) oblasti v obraze, ktoré, keby sme vystrihli a priloZili
k rovnako vel'kym oblastiam v ich okoli, rozdiel by bol vyrazny.

V [HS88] vyuzivaji namiesto vlastnych hodnét mieru:

R(x) = det(M(x)) — k trace(M(x))?, 9.2)

pricom, ak hodnota R pre bod x presiahne zvoleny prah, bod je klasi-
fikovany ako roh, teda detegovany ako zaujimavy bod. Tato miera bola
zjednodu$end a zefektivnend v ¢lanku [ST94], kde autori pouZili:

R(x) =min(A,42), (9.3)

Detektor vyuZzivajtci tito mieru je zndmy pod ndzvom , Good features to
track”, alebo Shi-Tomasi detektor.

9.3.2 FAST

Detektor FAST bol publikovany v [RDO06]. Je prvym detekénym algorit-
mom, ktory vychddza z AST (,Accelerated Segment Test“- akcelerova-
ného segmentového testu). Skratka FAST vlastne znamend priznaky z AST




9.3. Metddy detekcie a deskripcie lokdlnych priznakov

1 2 3
16 4
15 5
14 g |
| 13 7

Obrazok 9.4: Detekcia zaujimavych bodov pomocou metddy FAST. P je skimany
bod, v ktorého okoli vo vzdialenosti r = 3 je 11 susediacich bodov (1-7, 13-16),
ktorych intenzita je vy$Sia ako P. Bod P je detegovany ako zaujimavy bod.

(,features from AST“). Algoritmus pre kazdy bod P obrazu preskiima jeho
okolie vel'kosti Bresenhamovho (rasterizovaného) kruhu s polomerom r.
Ak je v okoli n susediacich pixelov, pre ktoré plati, Ze ich intenzita je vys-
§ia v porovnani so skimanym pixelom o viac ako , alebo mensia o viac
ako ¢, potom je skimany pixel povazovany za zaujimavy bod. Algoritmus
pouziva hodnotu polomeru r = 3 a najlepsie vysledky dosahuje pri n =9.
Na vytvorenie poradia, v ktorom sa budu jednotlivé pixely testovat, sa
vyuzivajdi rozhodovacie stromy skonstruované z trénovacej mnoziny dat,
v pripade FASTu autori vyuzili ,ID3 - Iterative dichotomizer“ (kap. 14.3).
Na obrazku 9.4 mdZeme vidiet' detegciu bodu P s kruhovym okolim po-
lomeru r = 3 a poctom potrebnych bodov n = 9. Body okolia 1-6 a 14-16
maju vicsiu intenzitu ako P, preto moZeme P povaZovat za zaujimavy
bod.

9.3.3 SIFT

SIFT (,Scaleable Invariant Feature Transform“) je technika vytvorend Lo-
wem [Low02], ktora predstavuje skdlovo a rotacne invariantny detektor
a deskriptor zaujimavych bodov. V prvom kroku algoritmu SIFT su detek-
torom néjdené zaujimavé body v obraze a v druhom kroku je vytvoreny
deskriptor pre kazdy z tychto bodov. Na konkrétne implementacie met6d
detektora a deskriptora sa zameriame v nasledujtcich ¢astiach:

Detektor: SIFT vyuZiva na vyhl'addvanie zaujimavych bodov tzv. §kdlovy
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Obrizok 9.5: Skalovacia pyramida so 4 oktdvami a 5 obrazmi v kazdej oktéve. Ob-
razy su v ramci kazdej oktévy opétovne filtrované Gaussidnom. Nova oktéva ob-
sahuje obrazy s polovi¢nou 8irkou a vy$kou oproti predchéddzajticej oktave.

priestor (alebo $kalovi pyramidu), ktory vytvéra s vyuzitim rozdielu
Gaussidnov (Difference of Gaussians - DoG). Obraz je podvzorko-
vany do k velkosti - ,oktav“. V kazdej oktdve je vytvorenych n d'al-
$ich obrazov opédtovnym filtrovanim p6vodného obrazu Gaussié-

nom. Priklad 1D Gaussidnu:

_ 1 -x% /202
g(x) NerT e ) 9.4)
kde hodnota o oznacuje standardnd odchylku a jej hodnota pre
véetky vyhladzovania je v/2. Teda pri prvom vyhladzovani v prvej
oktave dostaneme z po6vodného obrazu A, obraz B pomocou Gaus-
signu so $tandardnou odchylkou o = v/2. Nasledujtici obraz C do-
staneme z B pomocou vyhladenia Gaussidnom so o = v/2, obraz
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Obrazok 9.6: Lokdlne extrémy boli ndjdené porovndvanim pixelu (biely bod)
s okolim 3 x 3 x 3 (¢ierne body), teda 3 x 3 okolim v aktudlnom, predchddzajicom
a nasledujicom obraze.

C by sme z A dostali pomocou vyhladenia Gaussidnom, opit so
o = 2. Skdlové pyramida so 4 oktdvami a 5 obrazmi v kaZzdej oktdve
je zobrazend na obraze 9.5.

V ramci kazdej oktavy sa potom vsetky susedné obrazy odc¢itaju,
¢im vznikne n— 1 obrazov v kazdej oktave. Rozdiel Gaussidnov, ako
bol opisany v tejto Casti, sa vyuziva preto, lebo predstavuje apro-
ximéciu $kdlovo normalizovaného Laplacidnu z Gaussidnu (pozri
kapitolu o hranovych detektoroch). Vyhodou pouZitia Gaussianu
je jeho separovatel'nost, teda moZnost pouZzitia dvoch 1D filtrov
namiesto jedného 2D filtra, pre zniZenie komplexnosti vypoctu. Vo
vytvorenom $kdlovom priestore sa potom hl'adaju lokdlne extrémy
v okoli 3 x 3 x 3. Okolie 3 x 3 x 3 znamend, Ze sa v ramci obrazu,
v ktorom sa skiimany bod nachddza, hl'adé v okoli 3 x 3, ale taktieZ
sa hl'ad4 aj v okoli 3 x 3 na nasledovnom a predchddzajicom ob-
razu v ramci $kédlového priestoru (pozri obrazok 9.6). Tieto lokdlne
extrémy (teda minim4 alebo maxim4) st identifikované ako zauji-
mavé body. Oktava, vktorej bol zaujimavy bod nédjdeny, bude pred-
stavovat’ ,$kdlu“ daného zaujimavého bodu a urci vel'kost’ okolia,
ktoré sa pouZije pri extrakcii deskriptora.

Deskriptor: Pre kazdy zaujimavy bod je vypocitand hodnota deskriptora
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Obrazok 9.7: Priklad vytvorenia deskriptora z okolia kl'i¢ového bodu pri metéde

SIFT.

Na obraze su pouzité §tyri (2 x 2) regiény namiesto Sestnést’ (4 x 4). Kazda

oblast’ vzorkujeme 16 bodmi, v ktorych sa vypocita vel'kost a orientdcia gradientu
(malé sipky v 'avom obraze). Z tychto sa potom vytvoria vysledné histogramy
orientécii (Sipky v pravom obraze).

zhistogramov orientdcii pre 16 Stvorcovych oblasti vjeho okoli (vel -
kost’ oblasti je zavisld od $kdly daného zaujimavého bodu). V pr-
vom kroku je doleZité zistit dominantnu orientdciu kazdého klI'a-
c¢ového bodu a potom vytvorit' deskriptor bodu relativne k tejto
orientdcii. Kazdu oblast’ potom navzorkujeme 16 bodmi a v kaz-
dom z nich (A4;;) vypocitame velkost' (M;;) a orientédciu R;; gra-
dientu nasledovne:

M;j =/ (Aij = Aper 2+ (Aij — A j)?, 9.5)
R;j =atan2(A;jj — Aj+1,j, Aij+1 — Aij). (9.6)

kde atan2 je hodnota arcus tangens s oborom hodnét (-, )

arctan (%) x>0,

arctan (%) +7 y=0,x<0,

arctan (%) -7 <0,x<0,
atan2(y,x) =4 (") y 9.7

+3 y>0,x=0,

-7 ¥y<0,x=0,

nedef. ¥y=0,x=0.

Tymto hodnotdm st priradené vdhy pomocou Gaussovho kruho-
vého okna (pozri obrazok 9.7). Z vdhovanych hodnét v 16 bodoch




9.3. Metddy detekcie a deskripcie lokdlnych priznakov

st potom vytvorené histogramy orientdcii, pricom kazdy histogram
pokryva jednu zo Sestndstich (4 x 4) oblasti z okolia zaujimavého
bodu. Dizka ipky v histograme predstavuje sumu vel’kosti gradien-
tov v blizkosti daného smeru v oblasti. V kazdom histograme je 8
smerov, ¢o pri poCte 4 x 4 oblasti znamendé 128 hodnot deskriptora
pre jeden zaujimavy bod.

9.3.4 SURF

SUREF (,,Speeded Up Robust Features®) je technika, ktort autori Bay et
al. [Bay+08] povazuju za vylepSenie SIFTu a inych podobnych technik.
SURF obsahuje podobne ako SIFT detektor na nédjdenie a deskriptor na
opisanie zaujimavych bodov.

Detektor: SURE podobne ako SIFT deteguje zaujimavé body v §kédlovej
pyramide, namiesto Gaussidnov v8ak vyuZiva aproximéciu Gaus-
sidnov druhej parcidlnej derivicie v smere y a xy pomocou ,box
filtrov“. Na vytvorenie §kdlového priestoru sa pri tejto metéde ne-
vyuziva zmen$ovanie obrazu a nédsledna konvolicia, ale naopak,
konvolicia p6vodného obrazu s postupne sa zvacsujlcimi filtrami.
Na néjdenie zaujimavych bodov je na obraz aplikované potlacenie
nemaximalnych hodnét v okoli 3 x 3 x 3 (okolie 3 x 3 x 3 je okolie
spominané pri technike SIFT).

Deskriptor: Pre vytvorenie deskriptora zaujimavych bodov je potrebné
v prvom kroku zistit' jeho orientdciu a v druhom kroku vytvorit
Stvorcovu oblast’ zarovnanu podl'a tejto orientécie (z nej sa bude
deskriptor extrahovat). Pre urcenie orientdcie zaujimavého bodu
sa najskor vypocitaji odozvy Haarovho waveletu v x-ovom a y-
ovom smere v kruhovom okoli bodu s priemerom 6s, pricom s
je vel'kost’ aktudlnej Skdly. Vypocitanym odozvdm st potom prira-
dené vdhy pomocou Gaussovho kruhového okna a st reprezento-
vané ako vektor v priestore. Dominantna orientdcia zaujimavého
bodu je najdlhsi z vektorov vypocitanych ako suma vertikdlnych
a horizontdlnych odoziev, ziskanych pomocou oto¢ného okna ako
suma vSetkych odoziev v danej orientécii. V d’alsom kroku je vytvo-
rend v okoli zaujimavého bodu §tvorcova oblast’ zarovnana podl'a
orientdcie. Oblast’ je rozdelend na 4 x 4 subregiény, priCom v kaz-
dom st vypocitané 4 priznaky na 5 x 5 pravidelne rozmiestnenych
bodoch. Priznakmi si: suma odoziev Haarovho waveletu v hori-
zontidlnom a vertikdlnom smere a suma absolttnych hodnoét odo-
ziev Haarovho waveletu v horizontdlnom a vertikdlnom smere. Des-
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kriptor zaujimavého bodu potom obsahuje 4 hodnoty pre kazdi zo
16 oblasti (spolu 64 hodnot).

9.3.5 BRIEF

Deskriptor: BRIEF alebo Bindrne robustné invariantné elementarne pri-

znaky (Binary Robust Invariant Elementary Features) je deskrip-
¢nd metdda, ktord bola navrhnuté a popisané v [Cal+10]. BRIEF je
bindrny deskriptor, ktory opisuje zdplatu priloZenu k obrazu, kde
kazdy bit zodpovedd jednému vysledku bindrneho testu na rozdiel
intenzity. M6Zme si to predstavit’ tak, Ze v okoli nejakého bodu ob-
razku rozsypeme n zapaliek. Potom sa pozrieme pod koncové a po-
Ciatocné body zapaliek a pre kazdd zdpalku porovname ich hod-
notu. Vysledny deskriptor dizky n bude obsahovat’ 1, ak pre danti
zapalku bola hodnota intenzity pod pociatocnym bodom vySia a 0
naopak. Pre zdplatu p (pre priklad zaplaty pozri obrazok 9.8), je
vektor priznakov dizky n bitov definovany

fp= 3 27 (i, y), 9.8)
l<isn
kde
0ak p(x) < p(y),
T(p;xy) = 9.9)
Py {1 ak px) > p(y),

kde p(x) je intenzita v bode x.

9.3.6 ORB

Detektor: Detektor, ktory vyuziva metéda ORB, sa nazyva oFAST aje mo-

difikdciou metédy FAST. Rozdiel spociva v tom, Ze detektor oFAST
prahuje rozdiel intenzit medzi centrdlnym pixelom a pixelami v je-
ho kruhovom okoli s priemerom 9 pixelov. Na ndjdenie n zaujima-
vych bodov algoritmus nastavi najskor nizsi prah tak, aby vyhovelo
viac ako n bodov. Nasledne tieto body utriedi na zdklade Harrisovej
miery 9.3, predstavenej v [HS88] a vyberie n najlepsich bodov.

Deskriptor: Ako deskriptor vyuziva ORB modifikdciu BRIEFu, nazvania

rBRIEE teda BRIEF s rotdciou. Rot4cia detegovaného zaujimavého
bodu je extrahovand s pouzitim t'aziska intenzity okolia. Met6da
vychddza z toho, ze vektor zo zaujimavého bodu do t'aziska (ta-
Ziska intenzity okolia) indukuje rotaciu. Ked' zvolime okolie zauji-
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Obrazok 9.8: Priklad zaplaty s 32 Eiarami, vytvarajticej deskriptor dizky 32 bitov.

mavého bodu ako zaplatu s vel'kost'ou r, mdZeme vypocitat’ cen-

troid C zdaplaty ako
C:(@,@). 9.10)
mopo Moo
kde mp4 st momenty zéplaty, pre ktoré plati, Ze
Mpg =Y xPyT1(x,y). (9.11)
Xy

Orientécia takejto zdplaty je potom

0 = atan2(mg1, Mio). (9.12)

V casti venovanej BRIEFu sme spominali bindrne testy na rozdiel
intenzit a spdsob, ako sa pocitaji. Pre kazdii mnoZinu priznakov
obsahujticu N bindrnych testov na pozicii x;,y; méZeme definovat’
maticu 2 x N

s:(x1 x”). 9.13)
Y1 Yn

Pre rBRIEF autori pouZili orientdciu 0 a jej zodpovedajicu maticu
rotacie Ry na zostrojenie matice

So =Ry S. 9.14)
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Vektor priznakov pre metédu rBRIEF sa potom vypocita takto:

g(p,0):= Y 27 't(pix,y0). (9.15)
(x;,yi)€Sp

Pridanie rota¢nej invariancie vSak spdsobuje problém so stratou
variancie v rBRIEFe. Na zniZenie koreldcie medzi jednotlivymi bi-
narnymi testami autori navrhli met6du ucenia sa na ziskanie ,,dob-
rej“ podmnoziny bindrnych testov. Algoritmom je greedy (,pazra-
vé“) prehl'addvanie mnoZiny nekorelovanych testov s priemerom
blizko 0,5 vo vSetkych moZnych bindrnych testoch na z4plate s vel -
kost'ou 31 x 31 pixelov.

9.3.7 Porovnavanie deskriptorov

Dolezitym krokom pri vyuzivani lokdlnych priznakov je aj vzdjomné po-
rovnavanie extrahovanych deskriptorov zaujimavych bodov medzi ob-
razmi a objektami. Klasickym pristupom je v tomto smere metéda brute
force, teda porovnévanie kazdy s kaZzdym. Pri tejto metéde deskriptory
porovndvame postupne so vSetkymi deskriptormi z nejakej databazy, ale-
bo extrahovanymi z druhého obrazu a pocitame vzdialenosti medzi nimi,
pricom deskriptor s najmensou vzdialenost'ou je najlepsim kandidatom
na zhodu. Ked'Ze takyto spésob porovndvania je vd'aka svojej vysokej zlo-
Zitosti ¢asovo ndrocny, v praxi sa pouzivaju rézne vylepSenia s vyuZitim
usporiadania deskriptorov do stromov, alebo s pouzitim bindrneho has-
hovania.

9.4 Registracia objektov

Doteraz sme Vv tejto kapitole hovorili najmé o vyuziti lokdlnych prizna-
kov pri detekcii a rozpozndvani objektov. V pocitacovom videni je ¢asto
okrem rozpoznania objektov dolezitd aj registracia. Len pre priklad uve-
dieme, Ze registracia je dolezitym krokom napriklad v rozsirenej realite
(augmented reality), kde sliiZi na urcenie sprdvneho umiestnenia virtu-
alnych objektov v redlnom prostredi. Podl'a Zitovej [ZF03] pozndme Styri
typy registracie

Multitempordlna registrécia,
Multimodélna registrécia,
Registracia scény a modelu,
Multipohl'adové registricia.

Ll N
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Lokdlne priznaky sa daji priamociaro pouzit' pri poslednom type regis-
tracie, pricom pri ostatnych typoch je ich pouzitie zavislé od konkrétnych
podmienok. Ak by sme napriklad chceli zarovnéavat’ jeden rez z pocitaco-
vej tomografie (CT) s rezom z rovnakého miesta z magnetickej rezonan-
cie (MRI) pri spracovani medicinskych dat (pri multimoddlnej analyze),
nebolo by mozné pouzit' metédy ako SIFT bez vacsich modifikécii. D6-
vodom je fakt, Ze ddta zosnimané tymito dvoma metédami zvyraziuju
Uplne iné struktary (CT - kosti, MRI - médkké tkanivé), a preto lokdlne zau-
jimavé body v tychto obrazoch nekore$pondujti.

Proces registracie obsahuje okrem detekcie priznakov aj d'al3ie kroky.
Celkovo st fazy registracie Styri

Detekcia priznakov,

Parovanie priznakov,

Zistenie modelu transformaécie,
Prevzorkovanie a transformacia modelu.

LIS

Prvé dve fazy sme predstavili v predchddzajtcich castiach tejto kapitoly.
Pre viac informdcii o d’alSich dvoch fazach pozri [ZF03].

9.5 Vyuzitie lokalnych priznakov

Lokdlne priznaky sa, okrem spominaného rozpoznévania objektov, vy-
uzivaju aj pre mnohé iné aplikicie z oblasti pocitacového videnia, po-
citacovej grafiky alebo napriklad aj robotiky.

9.5.1 Spéjanie panoram

Jednou z prvych aplikdcii bolo ,zo$ivanie“ panordm, kde lokédlne pri-
znaky sliZia na najdenie koreSponden¢nych bodov medzi jednotlivymi
snimkami. N4jdenie dvojic koreSpondujtcich bodov je pri zo§ivani pa-
nordm dolezité kvoli vzadjomnej registracii dvoch snimkov. Niektoré apli-
kéacie na spajanie panordm stdle vyuzivaji manudlne alebo poloautoma-
tické zaddvanie korespondujtcich bodov kvoli va¢sej robustnosti. Prob-
1ém hl'adania kore$pondujticich bodov na dvoch fotografidch obsahuje
z transformdcii: transléciu, rotaciu a v urcitych pripadoch aj skdlovanie.
VoI'nymi ndstrojmi na vytvaranie panordm s vyuZzitim lokalnych prizna-
kov, sti napriklad Autopano? alebo Autostich®.

2http://autopano.kolor.com/
Shttp://cs.bath.ac.uk/brown/autostitch/autostitch.html

151




9. LOKALNE PRIZNAKY

152

9.5.2 Stereo rekonStrukcia

Dalsim populdrnym typom aplikécie lokdlnych priznakov je 3D rekon-
Strukcia. Podobne ako v predchddzajicom pripade lokdlne priznaky sli-
Zia na néjdenie koreSpondencii medzi obrazmi, z ktorych chceme rekon-
Struovat’ scénu (objekt). Tieto obrazy su typicky nasnimané pomocou
dvoch kamier (stereorekonstrukcia), ktoré st umiestnené v zndmej vza-
jomnej pozicii ur€enej v procese kalibracie kamery.

9.5.3 Vlastna kalibracia kamery

V pocitacovom videni zvyc€ajne aproximujeme redlnu kameru modelom
Strbinovej kamery. Kalibracia kamery je proces zist ovania vnttornych
a vonkaj$ich parametrov kamery, ktoré reprezentuji geometriu Strbino-
vej kamery. Vonkajsich parametrov kamery je Sest' a hovoria o polohe
a orientécii kamery v 3D priestore. St to 3 parametre rotdcie a 3 para-
metre transldcie. Vnitornych parametrov kamery je pat a sdi nezavislé
od polohy a orient4cie kamery v priestore. Metédy kalibracie rozdel'u-
jeme na

1. Kalibraciu zo zndmej scény (pouzitie kalibracného objektu so zna-
mou geometriou, napriklad Sachovnice).

2. Kalibraciu z nezndmej scény (pouZitie viacerych snimok).

Pri kalibrdcii z nezndmej scény, teda autokalibracii, sa pouZziva niekol'ko
roznych snimok rovnakej scény namiesto znameho kalibra¢ného objektu.
Z tychto snimok sa extrahuju dvojice koreSpondujtcich bodov a z nich sa
vypocita fundamentdlna matica. Fundamentédlna matica je matica 3 x 3,
ktora dava do stvisu koreSpondujtice body v stereo zobrazeni. Z funda-
mentélnej matice sa potom urcia vniitorné parametre kamery a relativna
pozicia kamery (aZ na projektivnu transformdciu v 3D priestore). Tak ako
v predchédzajicich aplikdciach, lokdlne priznaky ndm posliZia na vy-
hl'adanie koreSpondencii v snimkach. PouZitie met6dy SIFT na vlastna
kalibréaciu bolo opisané v [LHO06]. Pre podrobnejsie informdcie o kalibra-
cii kamery odporti¢came [SHB98].

9.5.4 Sledovanie objektov

Podobne sa lokdlne priznaky vyuZzivaja aj pri sledovani (tracking) objek-
tov vo videu. Tu sa hl'adaji korespondencie medzi lokdlne zaujimavymi
bodmi detegovanymi na sledovanom objekte a nasledujicimi snimkami
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sekvencie. Tieto koreSpondencie potom umoziuja sledovat pohyb (bo-
dov) objektu medzi snimkami. Specifické pre tieto tri typy aplikécii je,
ze snimky, na ktorych hl'addme koreSpondenciu, si zvi¢sa nasnimané
vkratkom ¢asovom odstupe (alebo vrovnakom Case pri stereorekonstruk-
cii), pod rovnakym osvetlenim, v rovnakom prostredi a v podobnej skéle.

9.5.5 Vyhladavanie obrazov

Lokalne priznaky nasli vyuZitie aj pri CBIR (,Content based image re-
trieval“) , teda vyhl'addvani obrazov na zdklade ich obsahu. Vyhl'ad4va-
nie obrazov je neoddelite nou sticast ou vyhl'adévacov od roku 2001, ked’
Google zaviedol Image search. Povodne sa obrazy vyhl'adé4vali iba na za-
klade ich opisu, resp. na zdklade textu, ktory sa nachddzal na stranke
v blizkosti obrazu. z prichodom CBIR sa zacali obrazy vyhl'adavat’ aj na
zdklade vizudlneho obsahu, teda na zdklade vyskytu a rozloZenia farieb
alebo textury. V sticasnosti CBIR systémy obsahuji ovel'a sofistikovanej-
$ie moZznosti na vyhl'addvanie, ako je napriklad vyhl'ad4dvanie na zdklade
pouzivatelom zadanej kontury, alebo vyhl'addvanie obrazov obsahuji-
cich pouzivatelom zadané objekty. V tejto faze prichddzaji na rad lo-
kalne priznaky, ktoré sa pouZivaji na detekciu hl'adanych objektov.

Predstavili sme niektoré klasické aplikacie pre vyuZitie lokalnych pri-
znakov, existuje v§ak mnoho d’'al$ich moznosti na vyuzitie tohto typu pri-
znakov, ktoré tu neboli predstavené a nechdvame ich na Citatel' ovej fan-
tazii. V nasledujtcej Casti pre tiplnost’ rozoberieme krok po kroku kon-
krétny pripad pouZitia.

9.6 Pripad pouzitia: Klasifikacia malieb

OpiSeme pripad pouZitia lokdlnych priznakov pre rozpoznévanie malieb
na fotografidch (budeme vychddzat z [Hall0]). Predstavme si, Ze sme sa
préve vratili z vystavy v galérii a prezerdme si fotografie, ktoré sme tam vy-
tvorili. Pri prezerani zistime, Ze fotografia mal'by, ktord sa ndm najviac pa-
cila, a ktord sme chceli pouZit’ ako tapetu na pocitaci sa ndm vel' mi nevy-
darila. Rozhodneme sa teda vyhl'adat’ kvalitnejsiu fotografiu vo virtudlnej
galérii na internete. Vo vac¢$ine tychto galérii sa vyhl'addvaji mal'by len na
zéklade ndzvu, autora alebo roku vyhotovenia. Co vsak robit, ak nevieme
ani autora ani ndzov mal'by? Predstavme si na vyhl'adanie ndzvu obrazu
nasledujtcu funkciu. Tato funkcia mé na vstupe fotografiu a na vystupe

153




9. LOKALNE PRIZNAKY

154

nazov malby z databdzy, ktord je ¢o najpodobnejsia zadanej fotografii.
Databdza obrazov, nazvime ju databaza origindalov, s ktorymi je n4s obraz
porovnévany, obsahuje pre kazdy obraz jeho ndzov a stibor hodnot ex-
trahovanych deskriptorov detegovanych lokdlne zaujimavych bodov (pre
priklad dopytovych obrazov a obrazov z databazy fotografii pozri 9.9).

Ak by sme ako met6édu na extrakciu lokdlnych priznakov pouzili me-
tédu SIFT, potom by pre kazdy obraz v databdze existoval stibor vel'kosti
n x 128 celych ¢isel, priCom n je pocet zaujimavych bodov v obraze.

Vo faze vyhl'addvania by sme najskor vypocitali lokdlne priznaky pre
vstupny (dopytovy) obraz a tieto postupne porovnali s lokdlnymi prizna-
kmi (uloZenymi vo forme stiborov) vSetkych obrazov databazy. Vysled-
kom kazdého porovnania stiborov je pocet zh6d medzi deskriptormi zau-
jimavych bodov dopytového obrazu a obrazu z databdzy. Najlepsi kandi-
dét na spravnu klasifikdciu (teda ndzov obrazu) je potom obraz s najvac-
$im poctom zhod so vstupnym obrazom.

Vo vSeobecnosti m6zeme za zdkladnd metriku pri porovnavani des-
kriptorov pri metéde SIFT, resp. pri metédach pouZzivajtcich celociselné
deskriptory, povazovat Euklidovskid vzdialenost'. Vyuzit' sa viak teore-
ticky daji aj iné metriky, ako napriklad Manhattanska vzdialenost'. Pri
met6dach, ktoré vyuzivaji bindrne deskriptory (BRIEE ORB), teda opi-
sujd zaujimavé body vektormi obsahujticimi len 0 a 1, sa za Standardnud
metriku povaZuje Hammingova vzdialenost'. Pre porovnanie Euklidovska
vzdialenost' je vyjadrend nasledovne. Majme dva body v Euklidovskom
priestore p = (p1, p2,...pn) 2 q = (q1, G2, ...qn). Potom vzdialenost’ medzi

pagqje
de(D, @) =1/ > (pi — qi)?. (9.16)
i=1

Ked vsak p = (p1,p2,..-pn) a qQ = (q1,G2,..- qn) st dva bindrne ret'azce,
moZeme ich podobnost’ vyjadrit ako Hammingovu vzdialenost' nasle-
dovne

n
dn(p,q) =) 6(pi,gi)/n, 9.17)
i=1
kde
Oak = (p;>0Ag;>0) Vv (p;=0Ag;=0),
6(p,q)={ = P> 0N g >0V (pi =0 qi=0) 9.18)
1 ak =inak.

Vyhodou Hammingovej vzdialenosti je jej velmi rychly a efektivny
vypocet. Pri porovnavani velkej databézy priznakov predstavuje vyrazné
zrychlenie oproti pouZzitiu Euklidovskej vzdialenosti. Této skuto¢nost’ je




9.6. Pripad pouzitia: Klasifikdcia malieb

(b)

Obrazok 9.9: Priklad obrazov z databdzy origindlov (hore) a dopytovych obra-
zov (dole). Databdza originédlov obsahuje obrazy zosnimané vo vysokom rozliseni
pod kon$tantnym osvetlenim a s minimdlnym Sumom. Dopytové obrazy boli zo-
snimané turistami pri navsteve galérie a slazia ako dopyt pre vyhl'adanie nazvu,
resp. koreSpondujuiceho originélu z databédzy originélov.
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jednym z hlavnych dévodov tspechu novych met6d vyuzivajicich bi-
nérne deskriptory.

Narozhodnutie, ¢ije ur€end vzdialenost’ deskriptorov dostato¢ne ma-
14, aby sa dali deskriptori povazovat za zhodné, sa pouziva bud’ jedno-
duché prahovanie, alebo napriklad metéda druhého najblizsieho suseda
(,second nearest neighbour*). Tato metéda najskér utriedi jednotlivé po-
rovnavané deskriptory podl'a vzdialenosti a za zhodu povazuje najblizsi
deskriptor vtedy, ak jeho vzdialenost’ je 0,6 krat mensia ako vzdialenost’
druhého najbliZsieho deskriptora.

Ak ako nézov hl'adaného obrazu zvolime vzdy ndzov kandid4ta z naj-
vacsim poctom zhod bezohl'adu na pocet zistenych zhdd sa moze stat, ze
aj obraz, ktory v databdze neméame, ozna¢ime ndzvom najlepsieho kan-
didata. Pri findlnom vyhodnotenti sa v tychto pripadoch zvysi pocet obra-
zov zaradenych do nespravnej triedy. Pre zniZenie poctu zlych klasifik4cii
treba pouzivat prah na minimdlny pocet zhdd pre spravnu klasifikaciu.
Ak pouzijeme prah prili§ nizky, moze sa stat’, Ze mnozstvo obrazov ne-
patriacich do ziadnej kategérie bude nespravne klasifikované ako do ka-
tegorie patriace, ako v spominanom pripade (,false positive). Ked vsak
nastavime prah prili§ vysoko, bude vel'a obrazov z databazy klasifikova-
nych, ako keby do nej nepatrili (,false negative®). Aby sme sa vyhli tejto
situdcii, spravnu hodnotu prahu mézeme natrénovat’ na malej Casti tes-
tovacej databézy (kap. 16).

9.7 3D lokélne priznaky

Doteraz sme sa v kapitole venovali len lokdlnym priznakom v obrazoch,
teda 2D priznakom. S prichodom cenovo dostupnych zariadeni, ako na-
priklad Kinect od Microsoftu, poskytujticich RGBD data(3 farebné kanaly
R,G,B a hibkova informdcia), sa objavili aj met6dy extrahujice lokdlne
priznaky v RGBD alebo 3D détach. Pri RGBD détach sa ako moZnost’ pria-
mociarej extrakcie lokdlnych priznakov, namiesto informécie o intenzite,
pontika vyuzitie hibkovej informécie (,,depth image*). Na prvy pohl'ad je
zrejmé, Ze tak, ako sme predpokladali zmenu intenzity na hranach v 2D
obraze, m6zeme predpokladat’, Ze na hrandch 3D objektov nachddzaju-
cich sa v scéne bude nastane zmena hibkovej informécie.

K informaécii z hibkovej mapy mézeme pristupovat’ aj inak, prostred-
nictvom jej projekcie do mra¢na bodov. Lokdlne priznaky sa potom na-
miesto z 2D dét extrahuji z 3D mracna bodov. V takejto reprezentdcii
mozeme jednotlivé mracnéd bodov z jednej scény navzdjom registrovat
a spdjat’. Registracia mracien bodov sa v §tandardne robi v dvoch kro-
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koch. V prvom sa snazime mracnd priblizne zarovnat pouzitim jednej
transformécie a v druhom kroku pouzijeme iterativnu met6édu (napri-
klad ,ICP- Iterative Closest point“ [BM92]) na findlne zarovnanie. V pr-
vom kroku sa na priblizné zarovnanie daji pouZit’ modifikované met6dy
na extrakciu 2D lokdlnych priznakov. Po zovSeobecneni moZeme pove-
dat, Ze spédjanie mracien bodov je 3D analégia zo$ivania 2D panordm.

Algoritmy ako SIFT ¢i SURE pévodne vyvinuté na 2D déta, sa uplat-
nili aj vmra¢nach bodov alebo inych reprezentaciach 3D objektov, ako st
napr. volumetrické déta. Napr. V [Kno+10] autori navrhli a implemento-
vali modifikdciu algoritmu SURF- 3D (SURF pre voxelizované(voxel- 3D
pixel) data), ktory namiesto kruhového okolia bodu, pracuje so sférickym
okolim. Pre pracu s mra¢nami bodov (spdjanie mracien bodov) odpori-
¢ame dynamicky sa rozvijajicu Open Source kniznicu PCL (Point Cloud
Library)*.

“http:/ /pcl.org
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Predspracovanie priznakov

V predchddzajucich kapitoldch sme videli, Ze priznakov opisujticich ob-
raz je mnoho. Cim viac priznakov extrahujeme z obrazu, tym viac infor-
madcie o obraze mame, ¢im zvySujeme presnost’ naslednej klasifikdcie.
Zaroven vsak stipa zlozitost' extrakcie, zvySuje sa pravdepodobnost, Ze
viaceré priznaky zachytédvaji rovnakud informadciu a rastie zloZitost' tré-
novania klasifikatora. Tomuto javu sa hovori ,prekliatie“ dimenzionality.

RieSenim je zniZenie poc¢tu priznakov. K zniZovaniu méZeme pristi-
pit dvomi zdkladnymi spésobmi. Prvym z nich je vyber priznakov (kap.
11), kde z p6vodnych priznakov vyberieme podmnozinu, ktord rovnako
dobre klasifikuje data ako p6vodnd mnoZina priznakov. Druhym spdso-
bom je redukcia priznakov (kap. 12), pri ktorej transformujeme p6vodna
mnozinu do menejrozmernej mnoziny.

Predtym, nez pristipime k znizovaniu dimenzie, musime rozhodnit,,
Ci priznaky treba predspracovat, alebo nie. Ciel om predspracovania pri-
znakov je tUprava dat do formédtu vhodného pre pouZzivany klasifikator,
pripadne transformadcia dat, ktord zlepsi vysledok klasifikécie.

Podl'a typu dét delime priznaky na nemetrické a metrické.

Nemetrické sa d’alej delia na kvalitativne a poradové.

» Kvalitativne (nomindlne) priznaky umozZnuju rozlisit’ klasifi-
ka¢né triedy, ale neumoziuju ich porovnat’. Takéto data ndj-
deme napriklad pri klasifikdcii geometrickych ttvarov podl'a
tvaru (kruh, $tvorec, ...) alebo fotografii I'udi podl'a pohlavia
(Zena, muz).
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¢ Poradové (ordinélne) priznaky umozinuji usporiadanie pri-
znakov podl'aich hodnoty, ale nehovoria o vzt'ahu tychto hod-
not. Ak napriklad zaznamendame pre objekty len ich poradie
podl'a obsahu a nie konkrétnu hodnotu obsahu objektov, ne-
vieme povedat, o kol'ko alebo kol'ko krét je objekt na prvom

Y%z

mieste vacsi ako objekt na druhom mieste.

Metrické priznaky moézu byt diskrétne alebo spojité a delia sa na inter-
valové a pomerové.

¢ Intervalové (kardindlne) priznaky si vysledkom merania v ur-
cenych jednotkdch. Dokdzeme z nich ur¢it, o kol'ko je jedna
hodnota vyssia ako druhd. Vsetky inStancie jedného priznaku
musia byt merané v rovnakych jednotkdch. Nemo6Zeme me-
rat’ obvod jedného objektu v pixeloch a druhého v centimet-
roch. Ak intervalovii premennu repezentujeme histogramom,
ide uz o poradovi premennd.

e Pomerové priznaky su vyjadrené v §kdle s absoliitnym nulo-
vym bodom. Vieme z nich urcit’ kol'kokrat je jedna hodnota
vacsia ako druhd. Pomer je nezavisly na jednotkdch merania,
avSak meranie aj vzt'aznd hodnota musia byt vyjadrené v rov-
nakych jednotkach.

Pri spracovani dat st ¢astym problémom chybajice tidaje, ktoré sa
nepodarilo pre niektoré objekty ziskat, alebo sa stratili v priebehu spra-
covania. Tento problém méZeme riesit’ viacerymi pristupmi. Priznak, kto-
rému chybajui niektoré hodnoty, méZeme pre vSetky objekty ignorovat'.
Ak v8ak ré6znym objektom chybaji hodnoty r6znych priznakov, nemusi
byt tento pristup vhodny. Chybajtci idaj potom mdzeme nahradit’ prie-
mernou, najcastejSou alebo ndhodnou hodnotou. Pripadne mézeme pri-
znaky, ktoré su riedko obsadené, spojit do jednoho. Potom k nemu pri-
stupujeme ako k nomindlnemu priznaku.

V nameranych datach sa mézu vyskytovat' aj hodnoty, ktoré sa obja-
vujua s vel'mi nizkou pravdepodobnost’ ou. Tieto prvky nazyvame odl'ahlé
udaje alebo odl'ahlé pozorovania (outliery). Pri normalnom rozdeleni je
obvyklé povazovat za odl'ahli ti hodnotu, ktord je vzdialend od stredne;j
hodnoty viac ako o 2,24 smerodajnych odchylok. Pravdepodobnost, Ze
hodnota bude povaZovana za odl'ahly, je 0,025.

K odl'ahlym tdajom musime pristupovat’ premyslene. Ak ich vyli-
¢ime z dat, riskujeme stratu uzito¢nej informdcie. Na druhej strane, ak
ich zahrnieme do tréningu klasifikdtora, riskujeme kontaminaciu tda-
jov a zniZenie presnosti klasifikdcie. Existuji robustné Statistické met6dy,

159




10. PREDSPRACOVANIE PRIZNAKOV

160

170
80
165, L]
[ ]
S 160
2 s
=70 E 155
S S
o5 ° & 150
145
60 ° ®
140
155 160 165 170 175 180 185 50 60 70 80
vyska (cm) vyska (inch)
(a) Zelend vzorka je blizsie k modre;j. (b) Zelena vzorka je bliZsie k Cervene;.

Obréazok 10.1: Vplyv vyberu jednotiek merania na vzdialenost’ vzoriek.

ktoré bert do tivahy odl'ahlé tidaje, ale minimalizuju ich Gcinok. Prikla-
dom robustnej opisnej Statistiky je modus alebo medidn na rozdiel od
priemeru, ktory robustny nie je.

10.1 Priznaky bez rozmeru

Pri intervalovych priznakoch je vzdialenost v priestore priznakov ovplyv-
nend vyberom jednotiek. Je rozdiel, & meriame dizku v centrimetroch
alebo palcoch, ako vidno na obrazku 10.1. V niektorych riesenych problé-
moch méZe byt vyhodné priznaky najprv normalizovat’, ¢im ziskame po-
merovu $kdlu (bezrozmerné priznaky). Normalizdcia v§ak moZe zmenSit
mieru separécie tried. Treba zistit', ¢i si normalizované priznaky vhod-
nejsie a rozhodnut’ sa kvalifikovane.

Bezrozmerny priznak je uré¢eny pomer priznaku a urcitej referencnej
hodnoty. Referen¢nd hodnota moéze byt najvicsia/najmensia hodnota
v mnozine, pripadne ind vyznamna hodnota vzt'ahujica sa k mnozine
dét (napr. fyzikdlne konstanty, jednotky ST, ...).

10.2 Skalovanie

Bezrozmerné priznaky dostaneme aj $kdlovanim. Pozndme niekol'ko za-
kladnych skalovacich met6d.




10.2. Skalovanie

Linearne $kdlovanie na jednotkovy interval

Pri 8kdlovani na jednotkovy interval sa maximdlna hodnota dét U zobrazi
na jednotku a minimélna hodnota L na nulu

x—L

U-L

X= (10.1)

Linedrne $kdlovanie na jednotkovti dlZzku vektora
Viacrozmerné priznaky moézZeme normalizovat’ na jednotkové vektory

7=t (10.2)
x|l

Linearne $kdlovanie na nulovy priemer a jednotkovii varianciu

Pri normalizacii m6Zeme vyuzit aj Statistické vlastnosti priznakov tak, Ze
novovzniknuté data budi mat’ nulovy priemer a jednotkovi varianciu

(10.3)
kde [i je vyberovy priemer a 6 vyberova standardnd odchylka.

Pravidlo 3o

VyuZitim pravidla 3c méZeme déta z normélneho rozdelenia Skdlovat
tak, aby 99% dat leZzalo v intervale (0, 1)

Xi—H
== +1
= 30
=" 10.4
2 (10.4)
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Vyber priznakov

Privybere priznakov ponechdme v priznakovom vektore, ktory bude vstu-
povat’ do klasifikécie, len relevantné priznaky, ktoré zachytdvajui najviac
informécie o objektoch. K identifikdcii relevantnych priznakov pristupu-
jeme dvomi spdsobmi, ktoré sa lisia tym, ¢i na vyber pouzivame kon-
krétny klasifikétor, alebo nie.

11.1 Filter a obalka

Filter (obr. 11.1) pri vybere priznakov nepouziva klasifikétor, ale urcuje
vSeobecni vhodnost’ priznakov na zédklade $tatistickych, geometrickych
alebo informacno-teoretickych mier.

Nie
. 5 A 4 )
Cela mnozina Hodnotiace
riznakov ; Podmnozina mien Dobre
__)p Vyber »| Hodnotenie Y alebo
priznakov Stop?
Trénovacie i '
data ~TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTmmT Ao AT .
Ano
Hodnotenie
i Klasifikacia Najlepsia podmnozina
(ﬂlty— Testovanie |« Klasifikator |« yepslap
Testovacie ______ _____ H Trénovacie _ __ —_____ T
data data

Obrazok 11.1: Postup vyberu priznakov pri pouziti filtra.
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Nie
Y A
Celd mnozina Ucelova
riznakov v Podmnozina funkcia
—PTEnFRVy|  Vaber »| Kiasifikator —)@b
priznakov
Trénovacie i T
data ~TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTm T o e e o T .
Ano
Hodnotenie
i Klasifikacia Najlepsi d Zi
(__kvallty Testovanie |« Klasifikator  [«€ ajep>a podmnozina
Testovacie ____ T ____ 1 Trénovacie . __ _____ T
data data

Obrézok 11.2: Postup vyberu priznakov pri pouziti obalky.

Na druhej strane obdlka (wrapper, obr. 11.2) zist'uje vhodnost’ prizna-
kov na zdklade vysledkov daného klasifikdtora. Priznaky s lep$imi vysled-
kami potom tvoria vybranti podmnozinu.

V oboch pripadoch mo6Zeme hodnotit' jednotlivé priznaky samostat-
ne, alebo hodnotit' celé podmnoziny priznakov.

Hodnotenie jednotlivych priznakov je efektivne, I'ahko implemento-
vatelné, ale nemusi odhalit nadbyto¢nost’ niektorych priznakov, pripa-
dne korel4dciu medzi priznakmi. TaktieZ je problémom urcit' spravne po-
Cet priznakov, ktoré budu vybraté do vyslednej podmnoZiny.

Hodnotenie podmnoZ#in je naro¢nejsie. Pri D priznakoch méme 2P
podmnoZin, ktoré treba ohodnotit'.

Najjednoduchsi vyber priznakov je doprednd alebo spédtnd metdda.
Rézne kombinécie dopredného a spatného vyberu, metédy exponencial-
neho prehl'adédvania (vetvenie a orezévanie, lticové hl'adanie, atd’.) alebo
randomizované algoritmy (simulované Zihanie, genetické algoritmy atd’.)
patria uz medzi sofistikovanejsie pristupy.

11.2 Dopredny vyber

Ak chceme z D priznakov vybrat K (K < D), pri jednokrokovom pristupe
ohodnotime v3etky priznaky zvolenou mierou a priamo vyberieme K naj-
lepsich. Tento pristup malokedy funguje, pretoZe neberie do tivahy vzt'a-
hy medzi priznakmi. M6Ze nastat’ situdcia, ked’ priznaky, ktoré boli sa-
mostatne ohodnotené ako najlepsi a najhorsi, spolu najlepsie klasifikuju
déta. Tito moznost' jednokrokovy pristup neodhali.

Pri iterativnom pristupe zaciname s prazdnou mnozinou vybranych
priznakov X. V kazdom kroku vyberieme priznak, ktory najviac obohati
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mnoZinu X a tento do mnoziny priddme. Postup opakujeme, kym ne-
dosiahneme K priznakov (pozri algoritmus 11.1). Nevyhodou tohto pri-
stupu je, Ze niektoré priznaky sa mozu stat’ nadbytocnymi postupom ¢asu
(po pridani inych), ale uZ ich nevieme odstréanit’.

zaéni prézdnou mnoZinou X =@
opakuj
pre kazdj priznak x;€ X\X
prerataj skoére Xu{xi}
vyber priznak s najvySSim skoére
kym nevyberie$ K priznakov

Algoritmus 11.1: Iterativny dopredny vyber priznakov.

11.3 Spatny vyber

Prispdtnom vybere naraz alebo postupne odstraiiujeme priznaky. Pri jed-
nokrokovom pristupe ohodnotime vSetky priznaky zvolenou mierou a od-
stranime D — K najhorsich.

Pri iterativnom pristupe za¢iname s mnoZinou X obsahujicou vsetky
priznaky. Postupne z nej odoberame priznaky, ktorych odstrdnenie ma-
ximalizuje ohodnotenie zvy$nych priznakov. Postup opakujeme, kym ne-
dosiahneme K priznakov (pozri algoritmus 11.2). Nevyhodou je, Ze uz
odstranené priznaky nemoZeme opétovne pridat, aj keby ich pridanie
klasifikaciu zlepsilo.

zaéni celou mnoZinou priznakov X=X
opakuj
pre kazdy priznak x; eX
prerataj skoére X\{xi}
odstran priznak, ktory maximalizuje skoére
kym neodstranis D-K priznakov

Algoritmus 11.2: Iterativnny spatny vyber priznakov.




11.4. Kombinovany vyber

11.4 Kombinovany vyber

Plus L minus R vyber je generalizdciou dopredného a spédtného vyberu.
Odstratiuje ich nevyhody tym, Ze zavddza Ciasto¢ny backtracking. Prob-
Iémom zostdva urcenie vhodnych hodnét L a R. Pri tejto metéde opako-
vane priddvame L a odoberdme R priznakov v stanovenom poradi (pozri
algoritmus 11.3).

- L>R: zaéni préazdnou mnoZinou
opakuj
iterativne pridaj L priznakov
iterativne odober R priznakov
kym nemdS K priznakov
- L<R: zaéni celou mnoZinou priznakov
opakuj
iterativne odober R priznakov
iterativne pridaj L priznakov
kym nemadS K priznakov

Algoritmus 11.3: Kombinovany vyber priznakov.

11.5 Ohodnotenie priznakov

Vhodnost’ priznakov zdlezi na zvolenej miere podobnosti priznakov.

Pri filtri sa pouziva konzistencia priznakov, medzitriedna vzdialenost,
Statisticka zavislost’ alebo informacno-teoretické miery. Pri jednokroko-
vom vybere sa pouZivaju univaridtne metédy, ohodnocujice vzdy jeden
priznak. Pri iterativhom postupe pouZzivame multivaridtne metdédy, kde
ohodnocujeme mnozinu priznakov.

Pri obalke sa vyhodnocuje dosiahnuta chyba klasifikatora.

11.5.1 Statistick& zavislost

Mierou $tatistickej zavislosti je korela¢ny koeficient. Zdkladna myslienka
takéhoto hodnotenia priznakov je, Ze priznak (alebo mnozina priznakov)
vhodny na klasifikéciu je silno korelovany s predikovanou triedou a zéro-
ven nekorelovany s inymi priznakmi.
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(@ p=-1 (b) pe(-1,0) (© p=0 (d) pe(0,1) (e p=1

Obrézok 11.3: Hodnoty korelacného koeficientu p blizke +1 znacia linedrnu z&-
vislost'.

Pearsonov (linedrny) korela¢ny koeficient dvoch premennych X a Y
je
Cov(X,Y) _ E[X—px)(Y — py)]
oOx0y Ox0y ,

(11.1)

Px,y =

kde Cov(X,Y) je kovariancia premennych (pozri dodatok A.5.3). Tento
koeficient nadobtida hodnoty (-1,1), priCom px,y = £1, ak premenné
st linedrne z4vislé a px y = 0, ak sti nekorelované (obr. 11.3).

Nulovy korela¢ny koeficient neznamend nezdvislost' dat. Plati to len
v pripade dat s Gaussovym rozdelenim.

Silnéa z4avislost' poukazuje na zbyto¢nost niektorych dat.

Nizka koreldcia neznamend absenciu vztahu medzi datami. Medzi
déatami moZe existovat’ nelinedrny vzt'ah.

Koreldcia vSak neznamend kauzalitu. Kladné koreldcia znamens, Ze
dané dva javy sa vyskytuja Casto spolu, ale neznamen4, Ze by jeden jav
bol pri¢inou druhého. Pri¢inou oboch moze byt iny (aj nepozorovany)
jav.

Multivaridtny pristup je nasledovny. Majme mnoZinu X obsahujticu
vzorky reprezentované k vybranymi priznakmi, ktoré chceme ohodnotit'.
Nech 7y je priemer korela¢nych koeficientov medzi tymito k priznakmi
a klasifika¢nou triedou a 7 je priemer korela¢nych koeficientov vset-
kych dvojic priznakov v X. Potom ohodnotenie mnoZiny X pomocou ko-
rela¢nych koeficientov je dané nasledovne

KT xy

6 L —
Vik+k(k—1)Tyy

(11.2)

11.5.2 Konzistencia

Nekonzistencia nastava, ak vzorky s rovnakymi priznakmi v podmnozine
patria r6znym triedam. Mieru konzistencie m6Zeme vyjadrit pomocou
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maximélneho poctu nekonzistentnych vzoriek patriacich jednej klasifi-
kacnej triede.

Nech v mnoZine X vzoriek reprezentovanych K vybranymi priznakmi
existuje M rovnakych vzoriek x. Oznacme m; pocet tychto vzoriek patria-
cich do triedy w;. Potom plati, Ze Z,-Czl m; = M, kde C je pocet klasifikac-
nych tried. Ozna¢me

NJ(x) = M —maxm;, (11.3)
1

potom miera konzistencie mnoziny X je

- Y xeUni ) NJ(X)
](X) —1- EUnlqu]e\‘[(X) , (11.4)

kde Unique(X) je mnozina vietkych vzdjomne roznych vzoriek z X.

11.5.3 Medzitriedna vzdialenost

Priznak i budeme preferovat’ pred priznakom j, ak lepsie separuje klasi-
fikacné triedy, t.j. ak ich vzdialenost’ je vacsia pri pouZiti priznaku i.

Mnozinu priznakov ohodnotime nasledovne. Ozna¢me d3(X,y) zvo-
lend metriku (Euklidovskd, City Block (Manhattan), Chessboard, ... pozri
kapitolu 4.2.1). Potom v danej metrike je vzdialenost’ dvoch tried pri po-
uziti K priznakov

1

Y Y dgxy). (11.5)

Di(wi,wj) =
lwillw;l XEW; e

Potom mnozinu X ohodnotime ako

9 C
J(X)=)_ Pw;) ) Pw)Dgw;w). (11.6)

i=1 j=i+l
11.5.4 Informacno-teoretické miery
Priznak i je vhodnejsi na klasifikiciu neZ priznak j, ak je vacsi jeho in-
formacny zisk. Na urc¢enie informa¢ného zisku musime zadefinovat’ po-
trebné pojmy z teérie informacii.
Entropia
V tedrii informdcii entropia urc¢uje mieru neurcitosti daného javu. Kol'ko

informécie ziskame, ked’' sa dozvieme, akii hodnotu y nadobudla ndhod-
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nd premennd Y? Miera takejto informdcie zodpovedd ,stupniu prekva-
penia“. Ked sa dozvieme, Ze premennd Y nadobudla vysoko nepravde-
podobnt hodnotu, dostaneme viac informacie, ako ked’ sa dozvieme, ze
nadobudla vel mi pravdepodobnt hodnotu. Matematicky to méZeme vy-
jadrit' ako

h(y) = —log, p(y), (11.7)

kde p(y) = P(Y = y). Zaporné znamienko zabezpecuje nezdpornd hod-
notu informécie.

Ak teraz chceme zistit', kol'ko informaécie je celkovo v ndhodnej pre-
mennej, vypocitame to spriemerovanim informacie vsetkych hodnét, kto-
ré moze nadhodnd premennd nadobudniit. Informaé¢nd (Shannonova) en-
tropia diskrétnej ndhodnej premennej Y, ktord nadobtida hodnoty % =
{y} s pravdepodobnost'ou P(Y = y) = p(y) je dand vzt ahom

H(Y)=- ) p(ylog, p(y). (11.8)
Ve

Priklad 11.1: Urcime entropiu bindrnej ndhodnej premennej Y, pri-
comp(l)=P(y=1)=pap0)=P(y=0=1-p.
Entropia tejto premennej je

H(Y) =~(p(D)]log, p(1) + p(0)log, p(0)) =
=—-plog, p—(1-p)log, (1-p). (11.9)

Hodnota entropie je zavisld od hodnoty p. Pre p = 1 je entropia nulov4, ¢o
zodpoved4 faktu, Ze premennd Y nadobtida hodnotu 1 s pravdepodob-
nost'ou 100% (Ziadna neurcitost’). Rovnako pre p = 0, kde ¥ nadobtida
hodnotu 0. Pre ostatné hodnoty p je entropia nenulovd a maximadlna je
pre p = 0,5, ako vidno na obrédzku 11.4. Tento vysledok opiat’ koreSpon-
duje s faktom, Ze neurcitost hodnoty, ktorti premennd Y nadobudne, je
najvyssia, ak hodnoty 1 a 0 maji rovnaki pravdepodobnost’ vyskytu. =

Podmienena entropia

Specifickd podmienend entropia H(Y|X = x) je entropia priznaku (javu)
Y pocitana z tych vzoriek, v ktorych priznak X dosahuje hodnotu x
HY|X=x)=-) P(Y=ylX=xlog, P(Y = ylX = x). (11.10)
Ve
Potom podmienend entropia H(Y | X) je priemernou $pecifickou podmie-
nenou entropiou Y

HY|X)= Z P(X=x)H(Y|X = x). (11.11)
XeX
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Obrazok 11.4: Entropia ako funkcia pravdepodobnosti pre ndhodnt premennu
s dvomi moznymi hodnotami 1 a 0. Entropia je maximélna, ked premennd do-
siahne hodnoty 1 a 0 s rovnakou pravdepodobnostou p =0, 5.

Vzijomna informécia

Vzdjomnd informdcia (v literattire nazyvand aj informacny zisk) udava,

ako sa znizi neurcitost’ premennej Y, ak pozndme premenntd X
I(Y;X)=H(Y)-H(Y|X). (11.12)

Pre vzdjomnu informdciu plati

IY;X)=H(Y)-H(Y|X) =
=HX)-HX|Y)=I1(X;Y). (11.13)

Vzdjomnd informécia poméha odhalit’ aj nelinedrne vzt'ahy medzi
premennymi. Ak Y a X stinezavislé, tak I(Y; X) = 0,lebo H(Y|X) = H(Y).

Pri hodnoteni mnoziny priznakov X, pouZijeme multivaridtnu vza-
jomnu informéciu I1(Y; X)

J(X) = I(X;Y) = HY) - HY|X).

11.5.5 Hodnotiace miery

Hodnotiace miery pouZivané pre met6du obélky meraju tzv. prediktivnu
schopnost mnoZiny priznakov. U¢elovou funkciou, ktorti vyhodnocuje-
me pre kodzne klasifikatory, je vd¢Sinou odhad chyby klasifik4cie (detailne
opisany v kapitole 16), niekedy moze zahiiat’ aj cenu natrénovania kla-
sifikdtora.
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Redukcia priznakov

Pri redukcii transformujeme p6vodnt mnozinu vektorov priznakov do
menej-dimenzionélnej. Pri transformécii sa strdca povodny vyznam pri-
znakov (dlzka hrany, obsah objektu atd’.), na druhej strane premietnutie
do menej dimenzionédlneho priestoru moze zvysit' separovatelnost tried,
a tak zlepsit’ klasifikéciu.

Vektory priznakov modzeme transformovat bez znalosti klasifika¢nej
triedy tak, Ze minimalizujeme stratu informdcie pri transformacii. Jed-
nou z takychto metdd je met6da hlavnych komponentov.

V pripade, Ze pozndme klasifika¢nu triedu, hfaddme také premieta-
nie, ktoré maximalizuje medzitriednu vzdialenost. Medzi tieto metédy
patri Fisherova linedrna diskrimina¢n4 analyza.

12.1 Metbdda hlavnych komponentov

Metéda hlavnych komponentov (principal component analysis — PCA)
otodi stiradnicovu ststavu tak, aby prva os bola v smere najvicsej varia-
bility a d’al$ie boli na riu kolmé v smeroch najvicsej zvy$nej variability.

V nasledujiicom texte budeme pod vektorom rozumiet’ stipcovy vek-
tor.

Majme N D-rozmernych vektorov priznakov xj,...Xy. Postupne néj-
deme ortonormadlne vektory {by,...bp}, tj. také, ze bl.Tbj =06;j, kded;; je
Kroneckerova 6.

Priemetom vektora x; do smeru b je xi.l = blT X;.
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Priemerom vetkych vektorov premietnutych do smerub, je x| = blT X,
kdex =+ ¥ x; a varianciou premietnutych vektorov je

18 1&g T oy2
Var, = Nl;(x’l_xl =N;(blx,~—b1x) =
1 N
NZ(bT(xl %)% =b] =by, (12.1)

i=1

kde X je kovarian¢né matica povodnych priznakov.

Chceme teda néjst’ taky vektor by, aby sme maximalizovali varianciu
Var;.Jedné sa o maximaliza¢ni tlohu s obmedzenim - vektor b; je jed-
notkovy, preto pouzijeme Lagrangeovu metédu neurcitych koeficientov.

Majme maximaliza¢nu tlohu

max b/ =b;,
b;
abyb!b; =1.

Nech A je Lagrangeov neucity koeficient, potom maximalizujeme fun-
kciu

L=b/Zb; - A(bb; - 1). (12.2)
PoloZenim
oL
— =23b;-2Ab; =0 12.3
3b; 1 1 (12.3)

dostaneme Xb; = Ab;, a to znamen4, Ze b; je vlastnym vektorom a A
vlastnym ¢&islom matice Z. Pretoze plati b] Zb; = Ab/b; = A, potom A
musi byt najvéacsie vlastné ¢islo, aby vyraz blT >b; bol maximélny. Vlastny
vektor b; prislichajuici najva¢siemu vlastnému ¢islu sa nazyva prvy hlav-
ny komponent.

Vektor b, ndjdeme obdobne. Tentoraz budeme maximalizovat va-
rianciu Var, = bZT Xb,. Jedna sa o maximaliza¢nt tlohu s obmedzenim —
vektor by je jednotkovy a kolmy na vektor by, preto opdt pouZzijeme Lag-
rangeovu metédu neurcitych koeficientov.

Majme maximaliza¢ni tlohu

max bl =b,, (12.4)
2

abybiby =1, (12.5)
bib, =0. (12.6)
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Nech A a p st Lagrangeove neucité koeficienty, potom maximalizu-
jeme funkciu

L=bJZb; - A(bJby—1) - ub] b,. (12.7)
Polozenim
oL
—— =2%by —2Aby — ub; =0 (12.8)
db;

a po tprave dostaneme Xb, = Ab,, teda b, je tiez vlastnym vektorom
matice 2. Ked'Ze b, prislicha najvac¢siemu vlastnému ¢islu, aby sme ma-
ximalizovali Var,, b, musi prislichat’ druhému najvacsiemu vlastnému
¢islu. Vektor by sa nazyva druhy hlavny komponent.

Tymto postupom dostaneme, Ze j-ty hlavny komponent b; je vlastny
vektor prislichajuci v poradi j-temu najvicsiemu nenulovému vlastné-
mu ¢islu. Vektory prislichajtice nulovym vlastnym ¢islam nie sd jedno-
znacne urcené.

Pozndme teda smery otocenych bazovych vektorov {by,...bp} a chce-
me zistit, kde ma leZat' novy pociatok siradnicovej stistavy, aby suma
Stvorcov vzdialenosti medzi povodnymi a premietnutymi vektormi bola
minimdalna.

Nech je pociato¢nym bodom nejaky bod p, potom stiradnice (v p6-
vodnom priestore) premietnutého vektorax; siy; = p+2§.\’:1 yijbj.Suma
stvorcov vzdialenosti (pri predpoklade ortonormality) je

N , X N ,
E=) lIxi—yill?=)_Ilx;—(p+>_yijbjIl° =
i=1 i=1 i=1
N , NN . NN
=2 lxi=plF =23 3 yijb; xi—p)+ Y ¥ (12.9)
i=1 j=li=1 j=li=1

Lahko zistime, Ze podmienkami minimalizacie st y;; = bJT x;i—-X)ap=xX.

12.1.1 Pouzitie PCA
Pri pouziti PCA postupujeme nasledovne:

1. Najprv origindlne vektory priznakov {x;,...Xn} vycentrujeme, t.j.
odc¢itame od nich priemer X a posunieme pociatok stiradnicovej
ststavy do bodu x (dvojrozmerny pripad je ukdzany na obrazku
12.1). Kovarian¢nd matica X je rovnakd pre centrované aj pévodné
priznaky, preto moZeme pouZzivat PCA na centrované priznaky.
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(a) Origindlne déta. (b) Transformované déta.

Obrazok 12.1: Transformdcia dat pomocou PCA.

2. Naésledne vypocitame maticu
>= l%(xi—i)(xi—i)Tz lXXT, (12.10)
N& N
kde [XIpxn = [X1 —X,...XN —X].
3. Vypocitame vlastné vektory matice =

ZbJ':/ljbj. (12.11)

4. anakoniec vypocitame siradnice premietnutych vektorov

D
x;=) bl (x;-% =B"(x;-%) =B'X, (12.12)
j=1

kde B = [bl,...bD].
V praxi sa Casto stretdvame s pripadmi, Ze pocet vektorov priznakov
je ovela mensi nez dimenzia tychto vektorov N < D. Hodnost’ matice X
je r =rank(X) = rank(X) < N a najviac r vlastnych hodnét je nenulovych.
Vtedy je neefektivne pocitat’ vlastné ¢isla D x D matice X = %XXT, ked
typické algoritmy majt vypoctovi zloZitost O(D3).
Nech X je D x N matica centrovanych priznakov, potom plati

Zb;=A;bj,
%xbe,- =Ajbj,
%xTxbej =1;X"b;,

iXTXPJ‘ =Ajpj»

N
(12.13)
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kde p; = X"b; je vlastny vektor N x N matice X"X. Vypotitame teda
vlastné vektory p; so zloZitost ou O(N?) a z nich ur¢ime vektory b I
L1
~X Xpj=Ap;)
LT
—xx"Xp; = 1;Xp;,
N Pj=AjAPj
Zij = ijpj’
(12.14)

kde Xp; je vlastny vektor matice Z prislichajucivlastnému ¢islu A ;, a teda
b; o< Xp; a zostdva ndm ucit’ normaliza¢nu kon$tantu, aby ||b;|| = 1 za
predpokladu, Ze [|p;ll =1

1
ij—ij. (12.15)

12.1.2 Ako mo6ze PCA znizit dimenziu?

Predpokladajme, Ze £ m4 plnt hodnost’ a vSetky vlastné vektory su jed-
noznacne urcené. Potom vezmeme len prvych K vlastnych vektorov. Zo-
stava otdzkou, aké K zvolit'. Existuje niekol'’ko metéd, ktoré urcuji vhod-
né K. Predpokladajme, Ze A; st usporiadané zostupne.

Scree graf
Podiel variability zachytenej v j-tom hlavnom komponente je
Aj
Zj‘jzl Aj ‘

(12.16)

Ked’ tieto podiely nanesieme na y-ovi os grafu, pricom x-ova os zod-
poveda zostupne usporiadanym vlastnym ¢islam, ide o tzv. ,scree graf
(obr. 12.2), kde optimdlne K je ur¢ené bodom zlomu.
Kumulativny pomer zachytenej variability
Moézeme pouzit aj kumulativny pomer zachytenej variability
K
> j=1 Aj
5 .
> j=1 Aj

(12.17)

Povicsine sa K voli také, aby tento pomer bol vacsi ako 0,9 alebo 0,95.
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bod zlomu

podiel zachytenej
variability

1 2 3 4 5 6 7
poradie vlastnych Cisiel

ného ¢isla zac¢inaju vlastné ¢isla zachycujice mélo variability. Optimélny pocet
vlastnych ¢isiel je 3.

Kaiserovo kritérium

Dal$ou moZnost'ou je Kaiserovo kritérium, ktoré voli také K, Ze hodnota
Ak+1 je mensia ako priemer hodnot A

1 D
Akni <5 Y Aj. (12.18)
j=1

Andersonov test

Anderson zaviedol testovanie hypotézy, Ze poslednych D — K vlastnych
cisel je rovnakych

Ho: Ag+1 =Aks2=...=Ap, (12.19)
H; : neplati Hy. (12.20)
Testovacia Statistika je
a
V=nD-K)In—, (12.21)
c
kde
Z;; Aj
a=—1K1 7 (12.22)
D-K
a

D D-K
c:( I1 Aj) . (12.23)

j=K+1

Tato veli¢ina ma )(2 rozdelenie s 0,5(D — K +2)(D — K — 1) stupiiami vol -
nosti.
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FLDA hlavny smer
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Obrazok 12.3: Data dvoch klasifika¢nych tried s vyznacenymi hlavnymi smermi
urc¢enymi metédami PCA a FLDA.

12.1.3 Vztah medzi PCA a SVD

Na vypocet vlastnych vektorov matice £ moZeme pouzit' aj singularny
rozklad matice (singular value decomposition — SVD, pozri dodatok B.1).

Ak k matici centrovanych priznakov X = [x; —X,...Xy —X] zostrojime
maticu Y = —=X", potom Y'Y= £ XX" = =.

Teda ak pre SVD matice Y plati
Y=USV’, (12.24)

tak V st vlastné vektory matice Y'Y =  a S m4 na diagondle odmocninu
vlastnych ¢isel matice .

Takto mdzeme pouzit' SVD namiesto PCA a nemusime vycislovat ma-
ticu Z.

12.2 Fisherova linearna disriminaCna analyza

PCA a SVD nemusia byt vZdy vhodnymi metédami na zniZovanie dimen-
zie, ak potrebujeme priznaky klasifikovat' do tried. Patria medzi neria-
dené met6dy, lebo o ddtach nemame informaciu, do ktorej klasifikacnej
triedy patria, snazime sa len odhalit’ smery najvicsej variability v datach.

Met6dy, ktoré vyuzivaji informdciu o klasifika¢nych triedach, nazy-
vame riadené. Medzi riadené met6dy patri aj Fisherova linedrna disrimi-
nacnd analyza (FLDA). Priklad rozdielu medzi PCA a FLDA transforma-
ciou dat je na obrazku 12.3.




12.2. Fisherova linedrna disrimina¢na analyza

Met6da FLDA maximalizuje medzitriednu variabilitu a zaroven mi-
nimalizuje vnutrotriednu variabilitu premietnutych priznakov. Teda pri-
znaky z jednej triedu budud premietnuté blizko pri sebe a priznaky z réz-
nych tried ¢o najd’alej od seba.

Majme N D-rozmernych vektorov priznakovxy,...xy, ktoré patria do
C Klasifika¢nych tried {w j}le’ pricom triede w; patri N; priznakov.

Priemer vektorov patriacich triede w; je

X ! ) x= L ) x, (12.25)

:|¢U_j|x€a)j ij(—:a)j

celkovy priemer vsetkych priznakov je

1
x= ;xi. (12.26)
Celkové variabilita v datach je
N
$=Y (x;-0x -%". (12.27)

i=1
Variabilita v jednotlivych triedach je

Si= Y x-%)x-x)". (12.28)

X€(,Uj

Tato variabilita sa d4 zapisat’ ako sticet medzitriednej (Sps) a vnttro-
triednej variability (Sy):

S=S)+Svy, (12.29)
kde
C
Su=)Y Ni&-0&-%", (12.30)
j=1
C C
Sy=Y Y x-x)x-%)"=)_s;. (12.31)
j=1X€wj j=1

Povedzme, Ze chceme ndjst’ taky smer w, ktory by ndm pomohol kla-
sifikovat’ priznaky do jednotlivych tried.

Priemetom vektora x; do smeruw je x; = wlx;.

Priemerom vektorov patriacich triede w; premietnutych do smeru w
je X = w'x;.
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O variabilitdch premietnutych priznakov plati:

Q=Qum+Qy, (12.32)
kde

N
Q=) wlix; —wixwix; —wiz)’ =w’Sw, (12.33)

i=1

C
Qu=Y Njw'x;-wnw'x;-w'n" =w'syw, (12.34)

j=

C
Qu=>) > (wa—wTij)(wa—wTij)T =w'Syw. (12.35)

j:lXEa)j

Fisherova linedrna disrimina¢nd analyza hl'ada vektor w, ktory maxi-
malizuje hodnotu

wlSyw

Jw) = (12.36)

wisSyw’
kde Fisherovo kritérium J je skalar pre konkrétny vektor w.

To znamen4, Ze w maximalizuje medzitriednu a zdroven minimali-
zuje vnutrotriednu variabilitu premietnutych priznakov.

Polozenim

dJ T T -

d_w =W Spyw)2Syw— (w' Syw)2Sw=0 (12.37)
dostaneme Sy;w = JSyw. Ked predpokladdme, Ze Sy je reguldrna, potom
S,'Syw = Jw, ateda J je vlastné Eislo a w je vlastny vektor matice S;,'Sy.
Vidime, Ze J maximalizujeme tak, Ze za w vezmeme vlastny vektor zod-
povedajuci najvdcsiemu vlastnému ¢fslu.

V pripade C klasika¢nych tried moéZzeme urcit’ C — 1 projekénych vek-
torov wj, ktoré usporiadame do projekcnej matice W = [wy [wy|... [we-1].
Projekciou priznaku x; je potom y; = W x;.

Fisherove kritérium je v tomto pripade

WISy W

Jw) = m, (12.38)

kde J je skalar pre konkrétnu maticu W. W’'S),W a W' S;yW sti matice
rozmerov (C—1) x (C — 1), preto pouZzijeme determinant, aby sme dostali
podiel skaldrov.




12.2. Fisherova linedrna disrimina¢na analyza

RieSenim FLDA su také vektory w;, ktoré su zovieobecnenymi! vlast-
nymi vektormi prislichajicimi zovSeobecnenym vlastnym ¢islam matic
Sur a Sy, a teda splnaju

Sy —SyA)w=0. (12.39)

Zovseobecnené vlastné ¢isla a vektory matic Sp; a Sy mdZeme vypoci-
tat’ ako vlastné ¢isla a vektory matice S;l Su, ktord vsak nie je symetricka,
preto je tato tiloha naro¢nd. Alebo mozeme pouzit nasledovny spésob.

Maticu Sy, ktord je Stvorcova a symetrickd rozlozime na Sy = vou’,
kde ® = diag({wi}gl) ma na diagonaéle vlastné ¢isla a U st ortonormalne

vlastné vektory matice Sy. Zadefinujme matice

Sy2 =u@'?u”, kde @'/2 =diag({<p}’2}?:1), (12.40)
— — — . _ D
$7'/2 =U0~"2y”, kde @712 = diag({p; "/}, (12.41)
pre ktoré plati Sy = S/281/2, 81 = /28,12 4 §71/281/2 = 1. Preto
SMW—Svﬂ,WZ 0, (12.42)
Sm(S;H 28T Hw—ASy (S SV Hw=0 | S;'?, (12.43)
S, 2SmSy *c—Ae=0, (12.44)

kde ¢ = S}/?w. Matica S,'/2S/S;!/? je symetrickd, preto ndjdenie vlast-
nych ¢isel je jednoduchsi problém.

1pre §tvorcové matice A a B je zovieobecneny vlastny vektor ¢ prislichajiici zovieobe-
nenému vlastnému ¢islu A definovany ako nenulové riesenie rovnice (A —BA)c = 0.
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KAPITOLA

13

Klasifikacia priznakov

S klasifikdciou sa stretdvane kaZzdodenne bez toho, aby sme si to uvedo-
mili. Napriklad v obchodnom dome je tovar umiestneny do jednotlivych
oddeleni na zédklade urcitych klasifikacnych kritérii. V oddeleni odevov
nijdeme napriklad nohavice a kosele, v odeleni zeleniny rajciny a $al4t,
v oddeleni ovocia pomarance a jablka. Tato klasifikacia je robend na z4-
klade typu/druhu tovaru. Ak by vsak tento obchodny dom zaviedol iné
klasifika¢né kritérid, napriklad za jediny priznak tovaru by zvolil jeho far-
bu a otvoril by oddelenie zelenych tovarov, nasli by sme tu spolu jablka,
salat aj kosele.

Vidime teda, Ze alternativne kritérid vyberu priznakov vedu k roz-
nemu vysledku klasifikacie. Klasifikdcia je komplexny proces, ktorého st-
Cast'ou je vyber priznakov, mier, kritérii, parametrov atd'. a nie iba slepé
pouZitie niektorého klasifikdtora na vSetky dostupné priznaky.

V pocitacovom vide klasifikdcia znamend porozumenie, z akych ty-
pov objektov pochéddzaju priznaky, Cize urcenie triedy objektu na zaklade
priznakov ziskanych z objektu. Regresné tloha je podobna klasifikacnej
s hlavnym rozdielom, Ze ciel ovd premennd je ¢iselnd. Regresny model
mobZe predpovedat napr. rychlost’ vetra v zavislosti od teploty, tlaku a vlh-
kosti alebo cenu bytu v zavislosti od plochy, lokality, vybavenia a pod.

Pri klasifikdcii podl'a urcitého pravidla vieme zaradit' vektor x opi-
sujuci objekt @ do jednej z moznych klasifika¢nych tried. Toto pravidlo
rozdel'uje priestor na oblasti, kde vSetky vektory v danej oblasti opisuji
objekty z jednej klasifika¢nej triedy. Tieto oblasti sa nazyvaji rozhodova-
cie oblasti. Rozhodovacia oblast’ mo6Ze, ale nemusi byt’ stivisla (obrazok

188




Obrazok 13.1: Rozhodovacie oblasti tried w; a w» nie su spojité, rozhodovacia
oblast’ triedy w3 je spojita.

13.1). Hranice medzi oblast'ami sa nazyvaji rozhodovacie hranice.
Podl'a toho, aké informadcie klasifikdtory pouZivaji, méZeme ich roz-
delit’ nasledovne

Priznakové metédy vyuzivaji na klasifikdciu priznaky extrahované z ob-
jektov. Medzi tieto metédy patria

* Statistické met6dy, ktorych ciel om je minimalizacia po&tu ne-
spravne klasifikovanych objektov na zdklade ich Statistickych
vlastnosti. Ak pre triedu w; plati P(X,w;) > P(X,w;y;), zara-
d’ujt vektor x opisujtci objekt € do triedy w;. BliZ§ie st opi-
sané v kapitole 14.1.

» Dalsia mnoZina met6d vyuziva vzdialenosti medzi priznakmi.
Sem patria napriklad techniky najblizsich susedov (kap. 14.2),
diskrimina¢nd analyza (kap. 14.4), mechanizmy podpornych
vektorov (kap. 14.5), met6da K priemerov (kap. 15.1) alebo hie-
rarchické zhlukovanie (kap. 15.2).

¢ Medzi biologicky inSpirované metédy patria neurénové siete
(kap. 14.6) alebo samoorganizujtice mapy (kap. 15.3).

¢ Met6dou, ktord vyuZziva pravidld a dokédze klasifikovat' aj ne-
metrické priznaky, sti rozhodovacie stromy (kap. 14.3).

Syntaktické met6dy identifikuji Struktiru objektov. Na opis objektu vy-
uzivaji elementédrne (d’alej nedelitelné) prvky objektu zvané pri-
mitiva a reldcie medzi nimi. Takéto relacné Struktiry mozno zné-
zornit pomocou grafov. Zdkladnéa myslienka spociva v tom, Ze ta-
kyto opis objektu tvori slovo jazyka nad nejakou abecedou. Ulohou
klasifikécie je rozhodniit pomocou urcenia gramatiky, ktoré slovo
vygenerovala, do ktorého jazyka skiimané slovo patri.
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Hybridné metédy st kombinaciou predchadzajicich metéd, ked pri-
znakovymi metédami identifikujeme primitiva na vytvorenie syn-
taktického opisu objektu. Mnohé redlne problémy sa riesia hybrid-
nym pristupom.

Existuje aj iné roztriedenie klasifika¢nych met6d na riadené a neria-
dené.

Neriadené metédy. Rozhodovacie oblasti mézeme urcovat’ ¢isto na za-
klade podobnosti tidajovx, bez toho aby sme vedeli, do ktorej triedy
opisované objekty skutocne patria. VSetky premenné v modeli st
rovnocenné, ziadna z nich neriadi proces ucenia. Takto skonstru-
ované klasifikdtory sa nazyvaji neriadené a proces ich ucenia sa je
ucenim bez ucitel'a. Do tejto skupiny patria metéda K priemerov
(kap. 15.1), hierarchické zhlukovanie (kap. 15.2), Kohonenove siete
(samoorganizujice mapy) (kap. 15.3)...

Riadené metédy. Ak existuje jedna ciel ovd premenn, ktoré riadi proces
ucenia tak, aby ostatné premenné (prediktory) ¢o najlepsie pred-
povedali hodnotu ciel ovej premennej, hovorime o riadenych kla-
sifikdtoroch a o uceni sa s ucitelom. Medzi riadené klasifikatory
patria: Bayesovské modely (kap. 14.1), techniky najblizsich susedov
(kap. 14.2), rozhodovacie stromy (kap. 14.3), diskrimina¢nd analyza
(kap. 14.4), mechanizmy podpornych vektorov (kap. 14.5), neuré-
nové siete (kap. 14.6)...

Pri klasifikdcii musime vyhodnocovat aj dosiahnutti chybu. V pripade
dvoch moznych klasifika¢nych tried, chybné klasifikacia nastane, ak vek-
tor x opisujuci objekt @ patri regionu £, (klasifikacna trieda w;), ale ob-
jekt patri klasifika¢nej triede w» a naopak. Matematicky to méZeme zapi-
sat’ ako

P(chyba) = P(x€ %;,w2) + P(X€ %2,w1)

=f P(x,wz)dx+f Px,w;)dx. (13.1)
@1 %2

Ak st hodnoty P(x,wy) porovnatelné (¢o je ekvivalentné s podmien-
kou P(w|x) <« 1), zvySuje sa neistota pri zaradeni objektu do tried. V ta-
kom pripade je v niektorych klasifikdtoroch zaradend moZnost’ odmiet-
nutia klasifikdcie. Napriklad pri rozpozndvani ¢islic bude 11 klasifikac-
nych rozhodnuti wg, w1, ... 09, W Nezaradens- Nezaradené objekty budd tie,
pre ktoré plati V,,, : P(wi|x) < ¢. Nastavenim prahu ¢ vieme ovplyvnit
pocet nezaradenych objektov. Ak nastavime ¢ = 1, vSetky objektu buda




nezaradené a ak pri K klasifika¢nych triedach nastavime ¢ < 1/K, vSetky
objekty budu zaradené.

V pripadoch, ked’ je nespravna klasifikdcia ré6znych objektov penali-
zovand rozne, nestac¢i minimalizovat’ pocet nespravne klasifikovnych ob-
jektov. V medicinskej diagnostike je nespravne zaradenie zdravého pa-
cienta medzi chorych pri nasadeni liecby s malymi vedl'ajsimi ti¢inkami
menej nebezpecné ako nelieenie vaZne chorého pacienta. CiZe cena ne-
spravneho zaradenia do triedy w cpory j€ nizsia ako cena nespravneho za-
radenia do triedy ® zg;q,y. Tomuto problému aj ingm met6édam ohodno-
tenia kvality klasifikdcie sa budeme venovat v kapitole 16.
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Riadené klasifikatory

14.1 Bayesovska tedria rozhodovania

Ak poznéme rozloZenie pravdepodobnosti, z ktorého priznaky pocha-
dzaju, alebo ak ho vieme odhadnut, méZeme na klasifikdciu priznakov
pouzit’ Bayesovsky pristup. Vyhodou tohto pristupu je, Ze vieme identfi-
kovat prvky, ktoré sa vyskytuju s vel' mi nizkou pravdepodobnost'ou (od-
I'ahlé hodnoty).

Bayesovsky klasifikétor klasifikuje objekt do triedy w;, do ktorej s naj-
vacSou pravdepodobnost'ou patri vzhl'adom na priznaky x. Na to, aby
sme ttto (aposterioriérnu) pravdepodobnost’ P(w;[x) vedeli spocitat’, po-
trebujeme poznat’

* podmienené rozdelenie pravdepodobnosti P(x|w;) pre kazdu kla-
sifika¢nu triedu w;,

* apriérnu pravdepodobnost’ P(w;) pre kazdu klasifika¢nu triedu w;
(pred pozorovanim vektora x),

e nepodmienené rozdelenie pravdepodobnosti P(x) — urcuje pravde-
podobnost’ vektora x bez ohl'adu na triedu.

Tieto pravdepodobnosti méZeme urcit’' zo vzdjomnej pravdepodobnosti
Px,w;).

Naivny Bayesovsky klasifikator vychddza z predpokladu, zZe efekt, kto-
ry mé hodnota (kazdého) priznaku na dand triedu, nie je ovplyvneny
hodnotami ostatnych priznakov.
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14.1. Bayesovska teéria rozhodovania

P(x,w1) P(x,w,) P(x,w1) P(x,w,)

%, %, %, i

(a) Lubovol'ny prah — vicsia dosiahnutd (b) Optimdlny prah — Bayesov klasifikd-
chyba. tor.

Obrazok 14.1: Porovnanie dosiahnutej chyby pri l'ubovolnom a optimdlnom
prahu. Rozdiel oproti opimélnemu prahu je vyznaceny tmavSou vypliiou.

Na vypocet aposterioriérnych pravdepodobnosti kazdej triedy pouzi-
jeme Bayesovo pravidlo (pozri kapitolu A.1.1)
Pxlwi)P(w;)

Bayesov klasifikator potom priradi vzorku x do triedy w;, ak pre kazdé
j #iplati

Px|w;)P(w;) - PXlw;)P(wj)
P(x) B P(x)

(14.2)
Hodnota P(x) = Zﬁ.(:l P(x|w;)P(w;) sa vyskytuje na oboch stranach
nerovnice, preto vzorkax patri do triedy w;+, ktorej rozhodovacia funkcia
di(x) = Px|w;)P(w;) (14.3)

dosiahne najvyssiu hodnotu

i* = argmaxd; (x). (14.4)
13

14.1.1 Optimalita Bayesovho klasifikatora
Pri klasifikacii do dvoch rovnako pravdepodobnych tried (P(w;) = P(w>))
sa dé dosiahnuté chyba klasifikacie vyjadrit ako
P(chyba) = f P(x, wg)dx+f Px,w1)dx, (14.5)
.%1 %2

kde Z; je rozhodovacia oblast’ triedy w;. Na obrazku 14.1(a) vidime pri-
klad rozhodovacich oblasti. Chyba, ktortd tento klasifikator dosiahol, je
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(a) Rovnaké diagondlne (b) Rovnaké diagondlne (c) Rovnaké matice - r6zne
matice - rovnaké variancie, matice - rozne variancie, kovariancie, nenulova ko-
nulova kovariancia. nulova kovariancia. variancia.

(d) Rozne diagondlne ma- (e) Rdzne matice - rozne va-
tice - rézne variancie, nu- riancie, nenulova kovarian-
lova kovariancia. cia.

Obrazok 14.2: Rozhodovacie hranice troch klasifika¢nych tried pre roézne typy
kovarian¢nych matic. V pripade (a), (b) a (c) su kovarian¢né matice v triedach
rovnaké a rozhodovacie hranice st linedrne. V pripade (d) a (e) st kovarian¢né
matice v triedach rdzne a rozhodovacie hranice st nelinearne. V tychto dvoch
pripadoch vidime aj pohl'ad na vé¢siu oblast’, z ktorej vyrez pochddza.

zjednotenim Eervenej a modrej oblasti. Cerven4 vznikne nespravnou kla-
sifikdciou objektom triedy w, do triedy w;, modré pri klasifikacii objektov
triedy w; do triedy w,. Dosiahnutti chybu minimalizujeme, ked’ objekty,
pre ktoré P(x,w1) > P(x,w>) zaradime do triedy w; a naopak (obr. 14.1(a)).
Vieme, Ze P(x,w;) = P(w;|x) P(X). Preto do triedy w; zaradime objekty, pre
ktoré P(w1x) > P(w2|x)), o pri predpoklade rovnakej pravdepodobnosti
tried zodpoveda Bayesovmu rozhodovaciemu kritériu (14.4).

14.1.2 Rozhodovacie hranice

Tvar rozhodovacej hranice v Bayesovskom rozhodovani zélezi na hodno-
tach kovarian¢nej matice (obr. 14.2). V pripade rovnakych kovarianénych
matic tried st rozhodovacie hranice linedrne, pri roznych kovarianénych
maticiach to uZ neplati. Obrazok 14.2 obsahuje priklady réznych typov




14.2. Techniky najbliZ§ich susedov

(@) (b)

Obrazok 14.3: Priklad klasifikdcie nezndmej vzorky metédou najblizsich susedov
v zévislosti na K. (a) Pre K=3 pari nezndmy objekt do ¢ervenej triedy a (b) pre K=7
do modrej triedy.

kovarian¢nych matic a im zodpovedajtcich rozhodovacich hranic.

~ v

14.2 Techniky najblizSich susedov

Tieto techniky sa nazyvaji podl'a toho, Ze klasifikdciu vzorky ovplyviiuji
len jej najblizsi susedia. Na obrazku 14.3 vidime vzorky patriace do dvoch
klasifika¢nych tried a nezndmu vzorku, ktorda chceme klasifikovat'. V pri-
pade, Ze o klasifikacii rozhoduju traja najblizsi susedia, tak nezndma vzor-
ka patri do Cervenej triedy.

Pseudokdd metédy najblizsich susedov je opisany algoritmom 14.1.
Vidime, Ze postup je vel mi jednoduchy, mé vsak vel'ki nevyhodu, Ze pri
klasifikécii potrebuje mat’ k dispozicii vSetky trénovacie data a pre kazda
nezndmu vzorku musime spocitat’ vzdialenosti ku vSetkym trénovacim
datam.

Najdi K najblizSich susedov vzorky
Klasifikuj vzorku do triedy,
do ktorej patri vacSina z K susedov

Algoritmus 14.1: Algoritmus klasifikdcie metédou najbliZsich susedov.

Pri metéde najbliZsich susedov treba rozhodnit, ako budeme urco-
vat' ,blizkost' “ dat, ¢ize akd metriku pouzijeme. Toto rozhodnutie uro-
bime na zédklade vlastnosti trénovacich dat. Na obrazku 14.4(a) vidime,
zZe pri husto vzorkovanych détach mé6zeme pouzit' Euklidovski metriku
a vzorka bude klasifikovand sprédvne. Toto ale neplati v pripade riedko
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(a) Euklidovska met- (b) Euklidovskd met- (©) Mahalanobi-
rika pre husto vzoko- rika pre riedko vzoko- sova metrika pre
vané data. vané déta. riedke ddta.

Obrazok 14.4: Priklad vhodnosti metrik pre metédu K najblizsich susedov. Pri do-
stato¢ne hustom vzorkovani trénovacich dét je vhodnd Euklidovskéd metrika. Pri
redSom vzorkovani uz tdto metrika nie je vhodnad. Pre takto rozloZené data sa javi
lepsia Mahalanobisova metrika.

vzorkovanych dat na obrazku 14.4(b). V tomto pripade by bolo vhod-
nejsie zvolit’ metriku, ktord preferuje vzdialenost v y-ovom smere pred
vzdialenost'ou v x-ovom smere. Mohli by sme pouzit' napriklad Mahala-
nobisovu metriku ako na obrazku 14.4(c).

Druhd premennd, ktoru treba urcit, je pocet susedov K, ktori urcuja
klasifika¢nd triedu. Na obrazku 14.3 vidime, Ze pri K = 3 nezndma vzorka
patri do Cervenej triedy a pri K = 7 do modre;j triedy.

Pre K = 1 dostdvame Voronoiov diagram a h'addme, do ktorej Voro-
noiovej bunky vzorka patri (obrazok 14.5).

Ked' sa K zvysuje, rastie rdd Voronoiovho diagramu, hranica oblasti sa
vyhladzuje (obrazok 16.1), méze rast chyba pri tréningu a klesat' chyba
pri testovani. Optimélnu hodnotu K zistime pomocou vzdjomne;j valida-
cie (pozri kap. 16).

14.3 Rozhodovacie stromy

Klasifikdtory vacsinou urcuju prislusnost’ na zéklade vzdialenosti prizna-
kov. Ak sa v§ak medzi priznakmi vyskytuji nomindlne data, pojem vzdia-
lenosti straca zmysel. Prikladom moze byt klasifikacia jedla podl'a chuti
(sladka, sland, horka ...). V takomto pripade je vhodné pouzit na klasifi-
kaciu rozhodovacie stromy. Rozhodnutie o zaradeni triedy a postup, ako
sme k nemu dospeli, st usporiadané do stromovej Struktuiry, kde uzly




14.3. Rozhodovacie stromy

Obrazok 14.5: Metéda K najblizsich susedov pre K = 1 vytvori Voronoiov dia-
gram. Pri klasifikécii hI'addme, do ktorej Voronoiovej bunky vzorka patri.

opisuju testy hodnét jednotlivych priznakov. Z uzlov vychéddza tol'ko ve-
tiev, kol'ko r6znych hodnét test nadobtda, vacsinou sa pracuje s bindr-
nymi stromami. Listy stromu zodpovedaju klasifikacnym triedam (obr.
14.6).

Podl'a po¢tu nomindlnych hodnét, ktoré méZzu priznaky nadobtdat,
vytvarame bindrne alebo n-4rne stromy. Bindrne stromy méoZe vyrobit’ aj
z priznakov s viacerymi hodnotami tak, Ze sa v uzle budeme postupne
pytat na konkrétne hodnoty (obr. 14.6b)).

Pri vytvarani bindrneho rozhodovacieho stromu musime ur¢it' nasle-
dovné body.

Rozhodujtice porovnanie treba urcit vkazdom uzle. Porovnanie zist' uje,
aky je vzt'ah hodnoty ur¢eného priznaku k zvolenej prahovej hod-
note (napr. p; <7, chut' = sladkd). Kazdy uzol ¢ skima ddta pod-
mnoZziny X; trénovacej mnoZziny a rozdel'uje ju na dve podmnoZiny
X4, Xin. Podmnozina X;4 obsahuje data, pri ktorych bolo porov-
nanie splnené (odpoved’ na porovnanie je ,Ano*“), druhd podmno-
zina obsahuje zvy$né data (odpoved ,Nie*). Koreni stromu skiima
celi mnozinu trénovacich dat. V kazdom uzle plati

Xea[)Xen =0,
XeaUXenw = Xi.

Rozdel'ujice kritérium sa stanovuje v rdmci stromu a urcuje prahovi
hodnotu a priznak, ktoré budu vystupovat v rozhodujicom porov-
nani.

Ukoncujtce kritérium riadi rast stromu.

Pravidla urcuju klasifika¢nu triedu v listoch.
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(b) Bindrny strom.

Obrazok 14.6: Priklady rozhodovacich stromov.

Algoritmus 14.2 zobrazuje proces vytvarania jednoduchého bindrneho
rozhodovacieho stromu, bez orezdvania. Orezavanim stromov sa zaobera

kapitola 14.3.3.

PROC RozhStrom (X)

ELSE

END IF
RETURN T

vytvor strom T s jedinym vrcholom V
IF je splnené ukoncovacie kritérium THEN
oznaC V ako list a zarad do urcenej triedy

najdi priznak P a prahova hodnotu H pomocou
rezdeIujiceho kritéria

vyhodnot rozhodovacie porovnanie

urc¢i mnoziny X¢a, Xen

TA=RozhStrom(X¢y)

TN=RozhStrom (Xiy)

spoj uzol V s TA hranou oznacenou A

spoj uzol V s TN hranou oznacenou N

Algoritmus 14.2: Zkladny algoritmus tvorby rozhodovacieho stromu.

Povodnd myslienka rozhodovacich stromov pochéddza od psycholé-
gov Hunta, Marina a Stonea, ktori v 60-tych rokoch 20. storo¢ia modelo-
vali koncept I'udského ucenia sa. Ich CLS (Concept Learning System) bol
bindrny rozhodovaci strom, ktory bol navrhnuty tak, aby minimalizoval
cenu klasifikdcie objektu skladajicu sa z ceny urcenia klasifikacnej triedy

a ceny chybnej klasifikacie.
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ID3 (Iterative Dichotomiser 3) je iterativny algoritmus vyvinuty z CLS.
Z nahodne vybranej podmnoziny trénovacich data (nazyvanej okno) sa
vytvori rozhodovaci strom a otestuje sa na zvy$nych datach. V pripade,
Ze vSetky data su klasifikované spravne, proces konci. Ak st niektoré data
klasifikované nespravne, pridaji sa do okna a vytvori sa novy rozhodo-
vaci strom. Takto sa dé& ndjst’ strom klasifikujtci vSetky trénovacie data
spravne v priebehu niekol'kych iterécii pre mnoziny do 30 000 objektov
opisanych 50-miestnym vektorom priznakov.

ACLS je generalizdciou ID3. Priznaky m6Zu nadobtdat neobmedzené
celoc¢iselné hodnoty. To umoznilo pouzitie tohto algoritmu v redlnych
problémoch ako je rozpoznédvanie obrazov.

C4.5 algoritmus vylepsil ID3 niekol'kymi vlastnostami. Vie narabat’
so spojitymi aj diskrétnymi ddtami, dokdze oSetrit’ chybajtice data, vie
vahovat jednotlivé priznaky a pouziva spitné orezanie stromu. Jeho d’al-
$im vylep$enim je C5.0.

CART (Classification and Regression Trees) konstruuje bindrny strom.
Uzly sa delia na zdklade tzv. rozdvojovacieho (twoing) kritéria a strom
je néasledne orezany. Algoritmus generuje aj regresné stromy, kde v lis-
toch nie je klasifika¢na trieda, ale redlne cislo. Pri regresnych stromoch
sa v uzloch minimalizuje strednd kvadraticka chyba.

14.3.1 Rozdelujuce kritérium

Rozdel'ujice kritérium ohodnocuje priznaky a do uzlov sa priradi test na
najdolezitejsi priznak. Délezitost' priznaku moézeme merat ,nedokona-
lost'ourozdelenia®“, ktortd vyjadrime hodnotou vzdjomnej informdcie, en-
tropie atd’. Dokonalé rozdelenie v uzle nastane, ak vSetky objekty vjednej
vetve patria do tej istej klasifikacnej triedy.

Kazdé z kritérii je vhodné pre iny druh problémov. Viaceri autori v§ak
argumentuju, Ze vol'ba rozdel'ujiceho kritéria v mnohych pripadoch nie
je podstatnd a mé len maly vplyv na kvalitu vyslednej klasifikacie.

Entropia

Delenie za zdklade minimélnej entropie (kap. 11.5.4) sa pouziva v algo-
ritme ID3.

Giniho index

Giniho index pouzity v algoritme CART udéva ako ¢asto bude ndhodne
vybrany objekt nespravne klasifikovany, ak bude ndhodne klasifikovany
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podl'arozdelenia tried v mnozine. Majme m klasifika¢nych tried. Nech je
v uzle U relativna pocetnost’ objektov jednotlivych tried

x| x € w;}
= 14.6
Pi Ul ( )
Potom
m m
GI=)Y pil-p)=1-) p3, (14.7)
i=1 i=1

kde p; zodpoveda pravdepodobnosti vyberu objektu z triedy i a (1 — p;)
pravdepodobnosti nespravnej klasifikacie tohto objektu. Ak st vietky da-
ta vjednej triede, Giniho index dosahuje minimalnu hodnotu 0.

Kolmogorovove-Smirnovove kritérium

Kolmogorovove-Smirnovove (KS) kritérium hodnoti maximélny rozdiel
distribu¢nych funkcii. Pre triedy w; a w; s kumulativnymi distribu¢nymi
funkciami F;(x) a F;j(x) je KS kritérium je dané nasledovne

KS(wi,wj) =mxax|F,-(x)—Fj(x)|. (14.8)

Viacnasobny test

Do testov moZe vstupovat viacero priznakov spolo¢ne. VacSina viacna-
sobnych testov je linedrnou kombinéciou priznakov. Na néjdenie najlep-
Sej kombindcie sa pouziva pazravy algoritmus, linedrne programovanie
alebo linedrna diskrimina¢nd analyza.

Pouzitie viacnasobného testu znizuje hibku rozhodovacieho stromu
a vyhladzuje rozhodovacie hranice, ako vidno na obréazku 14.7.

14.3.2 Ukoncujuce kritérium

Medzi bezné ukoncovacie kritéria patria:

 Vsetky objekty v skimanej mnozine patria do jednej klasifikacnej
triedy.

e Strom dosiahol maximélnu stanovend hibku.

* Pocet objektov klasifikovanych v danom uzle je mensi ako stano-
veny prah.

e Ohodnotenie najlepsieho priznaku je niZsie ako stanoveny prah.
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(b) Jeden viacndsobny test.

Obrazok 14.7: Viacnasobny test zmensuje hibku rozhodovacieho stromu.

14.3.3 Orezavanie rozhodovacich stromov

VylepSenim zdkladného algoritmu 14.2 je tzv. orezdvanie rozhodovacieho
stromu, ktoré zahftia odstranenie listov alebo celych podstromov. Ak od-
strdnenie prinesie zvySenie kvality klasifikacie, zvolené uzly sa odstrania
aichrodi¢ sazmeninalist, do ktorého sa priradi klasifika¢na trieda podl'a
najpravdepodobnejsieho objektu z trénovacej mnoziny objektov, ktoré
po tento list spadaju.

Stromy mo6Zeme orezdvat’ uz pocas vytvarania, alebo orezavame ho-
tovy strom. Orezanie pocas generovania rozhodovacieho stromu je zahr-
nuté v ukoncovacom kritériu ,Ohodnotenie najlepsieho priznaku je niz-
Sie ako stanoveny prah“. Toto kritérium zastavi vetvenie stromu, aj ked’
déata v podstrome nepatria len do jednej triedy. MdZe vSak nastat’ situ-
4cia, Ze delenie o troveni niZsie by malo pozitivny vplyv na kvalitu klasifi-
kécie.

Pri orezévani hotovych stromov sa déta rozdelia na trénovaciu a tes-
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tovaciu (valida¢nt) mnozinu. Pomocou trénovacej mnoziny sa vytvori
strom a valida¢nd mnozZina sa pouzije na hodnotenie kvality klasifikdcie.

Orezavanie uzlov

Pouzitim valida¢nej mnoziny sa vyrata chyba klasifikdcie stromu. Kazdy
uzol sa berie ako mozny kandidét na odstranenie. Pre kazdy uzol sa zrita,
ako sa zmeni chyba klasifikdcie, keby sa tento uzol odstranil (anglicky
nazov metdédy je reduced-error prunning). Odstrania sa jednotlivé uzly,
pri ktorych sa chyba klasifkacie zniZi. Ak takéto uzly neexistuji, odstra-
nia sa uzly, priktorych sa chyba nemeni. Ak by odstranenie 'ubovolného
uzlu prinieslo zvysSenie chyby klasifikdcie, vSetky uzly zostavajd v strome
a proces orezédvania sa skonci. Inak sa prepocita chyba klasifikacie v no-
vovzniknutom orezanom strome a proces sa opakuje.

Orezavanie podstromov

Tato metdda orezdvania (po anglicky cost-complexity prunning) ohod-
nocuje zmenu kvality klasifikacie pri odstrdneni celého podstromu a jeho
ndhrade listovym uzlom. Ak sa chyba po ndhrade listovym uzlom zmensf,
dany podstrom je moZné odrezat'.

V prvej faze orezavania sa vygeneruji stromy Ty, ... Ty, kde Ty je origi-
nélny strom a Ty je strom tvoreny len korefiom. V druhej faze sa vypocita
valida¢na chyba pre vSetky vytvorené stromy Ty, ... T. Strom s najnizSou
chybou je potom vysledny klasifika¢ny strom.

Postupnost’ stromov Ty, ... T sa vytvara orezdvanim podstromov, kto-

strom T, ktory klasifikuje data s chybou Err(T). CC stromu T je
CC(T)=Err(T)+aL(D), (14.9)

kde L(T) je pocet listov stromu T. Ak odstrdnime zo stromu T podstrom
S, tento novovytvoreny strom Ts bude mat

CC(Ts) = Err(Ts) + aL(Ts), (14.10)
pricom L(Ts) = L(T) — L(S) + 1. Tieto dva stromy budd mat rovnakui CC,
ak

_Err(Ts)—Err(T)

15 -1 (14.11)

Strom Tj;1 je tvoreny zo stromu T; nahradenim podstromu, ktory mini-
malizuje hodnotu a.




14.4. Diskrimina¢nd analyza

14.3.4 Vyhody a nevyhody rozhodovacich stromov

Medzi hlavné vyhody rozhodovacich stromov patri ich jednoduché in-
terpretdcia, aj pre laickych pouZivatel' ov roznych klasifikdtorov. Dalej je
to moznost klasifikdcie numerickych a aj kategorickych dat a nizka vy-
poctova narocnost’. Na druhej strane, vytvorenie optimalneho rozhodo-
vacieho stromu je NP Gplny problém a pouzivané heuristiky nezarucuju
optimalitu vytvoreného stromu. Rozhodovacie stromy sti vhodné v prob-
lémoch, kde existuje niekol'ko vel'mi relevantnych priznakov, inak moze
vzniknut privel mi komplexné stromy obsahujtice viaceré képie urcitych
podstromov.

14.4 Diskriminacna analyza

Jednou z dloh diskrimina¢nej analyzy (DA) je urcit’, ktoré priznaky si do-
lezité pri klasifikacii objektov do jednotlivych tried (pozri kapitolu 12).

Dalsou tlohou DA je na zdklade trénovacej mnoZiny vytvorit pra-
vidl4, ktoré kazdy novy objekt zaradia do jednej zo skupin tak, aby chyba
klasifikdcie bola ¢o najmensia. Tato DA moze byt linedrna alebo kvadra-
ticka.

V tejto kapitole predpokladdme, Ze klasifika¢né triedy st linedrne se-
parovatelné, t.j. existuje nadrovina rozdel'ujtca priestor tak, Ze vektory
roznych tried lezia v r6znych polpriestoroch.

14.4.1 Linearne diskriminacné funkcie

Vyhodou linedrnych diskrimina¢nych funkcii (linedrnych klasifikatorov)
je ich jednoduchost a nizka vypoctova ndro¢nost. Budeme sa zaoberat’
funkciami, ktoré st linedrnou kombindciou zloZiek x, ¢o sa dd napisat’
ako

f®=wix+b, (14.12)

kde w je vahovy vektor a b je prah (alebo posunutie).

Pri technikdch najbliz§ich susedov su vsetky body trénovacej mno-
ziny potrebné na urcenie triedy kazdého nového bodu. Pri linedrnom
klasifikétore nie je trénovacia mnozina po urceni (natrénovani) vektora
w nad’alej potrebn4.
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Obrazok 14.8: Nadrovina & urcend parametrami w a b. Vzdialenost bodu x od
nadroviny je r.

14.4.2 Klasifikacia do dvoch tried

Majme vektory priznakov patriace dvom r6znym klasifikatnym triedam
w1 a w2. Rovnica nadroviny je

wlix+b=0. (14.13)

Hodnota f(x) =w’x+ b je nulové pre body leziace na rozdel'ujticej nad-
rovine, zdpornd resp. kladnd pre body leziace mimo nadroviny.

Ulohou linedrneho klasifikdtora je najst’ taky vahovy vektor w (nor-
madlovy vektor nadroviny) a prah b, aby platilo:

fx) =0prexew, (14.14)
fX) <0prexew,. (14.15)
Tvrdenie 1. Hodnota {(TXJ urcuje geometrickii vzdialenost bodux od nad-

roviny & urcenej parametramiw a b (pozri obrdzok 14.8).

Dokaz. Nechx, je kolmy priemet x do &. Potom x sa da vyjadrit’ ako

w
x:xp+rm, (14.16)

kde |r| je vzdialenost od priemetu. Hodnota r je kladn4, ak x lezi v rov-
nakom polpriestore ako vektor w. Vieme, Ze f(x,) = 0 (bod x,, lezi na &).
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Potom
fx = wix+b
T w
=W X,+r—)+b
P wll
T
= wap +b+ rw w
[lwl|
[[wl|?
=fxp)+r——m-
SO
=rlwl,
(14.17)
ateda
= —ﬁ:f;(") (14.18)
O

Podobne vieme ukézat, Ze b je vzdialenost' % od pociatku stiradni-
covaj sustavy.

14.4.3 Urcenie vah

Aby sme jednoduchsie zistili vdhy a prah, zapiSeme linearny klasifikator
ako

fx=uly, (14.19)

kdeu=[b, w']" ay=1,x"]".

Pri ur¢ovani vdhového vektora u zo vzt'ahu (14.19), nedelime problém
na samostané hl'adanie vektora w a prahu b.

Takyto prechod do D + 1 rozmerného priestoru (nazvime ho y-pries-
tor) zachovéva vzdialenosti pdvodnych vektorov x aj u novych vektorovy.
Rozdel'ujtica nadrovina % definovan4 ako u”y = 0 prechadza po¢iatkom
stradnicovej suistavy y-priestoru, hoci v pévodnom priestore nadrovina
Z mohla byt umiestnend 'ubovol'ne. Vzdialenost’ vektoray od & je %
Tato vzdialenost je mensia alebo rovna vzdialenosti vektora x od &, lebo
lall = [lwll.

Majme N vzoriek yi,...yn patriacich dvom réznym klasifikacnym
triedam w; a w,. Vzorkuy; zaradime do triedy w,, aku’y; > 0 a do triedy
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2z

. Y2 .
oblast oblast
rieSeni rieSeni

u

> Y1

nadrovina N‘ nadrovina

(a) Vektoryy; (b) Vektory z;

Z4

Obrazok 14.9: Vektory y; po normalizacii podl'a vzt'ahu (14.20). VSetky data lezia
v jednom podpriestore ur¢enom nadrovinou.

w>, ak u’y; < 0. Ak by sme zaviedli nasledovnii normalizaciu

i:{ Vi preyews, (14.20)
=Yi DpPreyecwy,

tak hodnota u’z; > 0 pre vietky z; (pozri obrazok 14.9).

Nasim problémom je teda najst’ vahovy vektor u, aby platilo u’z; >0
pre vietky z;. Existuje niekol'’ko met6d ako tento vektor urcit'. Zavedieme
skaldrnu tcelovii funkciu O(u), ktorej hodnota je minimdlna, ked u je
rieSenim nasho problému. N4jdenie takého u sa riesi gradientnou met6-
dou.

Gradientnd meté6da je iterativna. Zaciname s ndhodne zvolenym vek-
torom u;, vypocitame gradient VO v bode u; a aktualizujeme hodnotu u
tak, Ze vyberieme vektor z okolia u; v smere najvdcsej negativnej zmeny
gradientu

w1 =u; —n(HVO|,, (14.21)

kde 7n(i) je (pozitivna) rychlost' u€enia v kroku i, ktord urcuje vel'kost
kroku. Vyber vhodnych velkosti je délezity, lebo ak zvolime nizku hod-
notu, konvergencia je pomald a ak zvolime prili§ vysoki hodnotu, proces
mobZe spravne rieSenie ,preskocit“ a divergovat. Ak prepokladdme, Ze
ucelova funkcia je diferencovatelnd, m6Zeme pomocou Taylorovho roz-
voja urcit’ rychlost’ ucenia nasledovne. Funkcia O(a) je v okoli bodu u;
aproximovana

O@) = O(u;) +VOoT (a—u;) + %(a—ui)TH(a—ui), (14.22)

kde H je matica druhych paridlnych derivacii funkcie O (Hesseho ma-
tica). H a VO st vyhodnotené v bode u; (rovnako v d’alSom texte). Pre
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a=u;, dostdvame
1
O(u;41) = O(uy) —n(H)|VO|? + Enz(i)voTHvo. (14.23)

Lahko ukézeme, Ze hodnota (14.23) je minimalizovand pre

Ivol?

0= Goravo:

(14.24)

Druhou moZnost'ou na hl'adanie rieSenia u je pouZzitie Newtonovho
algoritmu, priCom namiesto vzt'ahu 14.21 pouzijeme na zmenu hodnoty
u; vzt'ah

u;.; =u; —H'VO. (14.25)

14.4.4 Volba Gcelovej funkcie

Pozrime sa teraz na vyber ticelovej funkcie. Nasim ciel om je minimali-
zd4cia poctu nespravne klasifikovanych vzoriek. Takato funkcia je po cas-
tiach kon$tantnd, preto nie je vhodnd na pouZitie v gradientnej metéde.
LepSou vol'bou je po Castiach linedrna perceptrénova funkcia

Op=Y (-u'z), (14.26)
zeZ

kde Z je mnozina nespravne klasifikovanych vzoriek. V pripade, ked’ je
tdto mnoZina prazdna, definujeme Op = 0. Vieme, Ze pre nespravne kla-
sifikované vzorky platiu’z < 0, a preto Op nadobtida nezaporné hodnoty.
Nulovt hodnotu nadobtida pre vdhové vektory, ktoré su rieSenim nasho
problému, ked’ nemadme nespravne klasifikované vzorky.

Pre funkciu definovnii vzt ahom 14.26 plati

VOp=) (-2 (14.27)
zeZ

avztah (14.21) nadobudne tvar

w1 =w;+n@) Y 2, (14.28)
zeZ;

kde Z; je mnoZina nespravne klasifikovanych vzoriek v kroku i. Tomuto
pristupu sa hovori ddvkovy, pretoze vyhodnocuje vietky neklasifikované
vzorky naraz.

Jednoduchsim rieSenim je vyhodnocovat vzorky po jednej, ako je to
uvedené v algoritme 14.3.
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inicializuj up=1, i=0, k=0
opakuj
ak z; je nespravne klasifikovany
Ui =U; +Zg
i=i+l
koniec ak
k=(k+1) mod N
kym existuje nejaky nespravne klasifikovany vektor z;

Algoritmus 14.3: Algoritmus hl'adania vdhového vektora.

A%2 A2
oblast oblast
rieSeni rieseni
> Z1 \ > Z1
(a) Oblast rieSeni bez okraja pre (b) Vplyv normaliza¢ného ¢lena e
perceptrénovu funkciu (14.29). v perceptrénovej funkcii (14.30).

Obrézok 14.10: Oblast’ rieSeni perceptrénovej funkcie.

Podobnou tcelovou funkciou je kvadratickd funkcia

Og= ) W'z? (14.29)
zeZ;

ktord ma na rozdiel od Op spojity gradient. Problémom tejto funkcie je,
Ze je mozno az prili§ hladkd a gradientnd met6éda moZe konvergovat na
hranici oblasti rieSeni (pre a = 0). Oblast rieSeni je zndzornend na ob-
razku 14.10(a).

Druhym problémom je, Ze dlhSie vektory vzoriek z vplyvaji na hod-
notu Og viac, ako kratSie.

Oba tieto problémy riesi funkcia obsahujica normaliza¢ny ¢len llz|?
a ¢len e urcujuci okraj v oblasti rieSeni

1 uTz-¢)?
Ogr= 5 y ———

(14.30)
2 P
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Vplyv tychto ¢lenov na oblast’ rieseni je zndzorneny na obrazku 14.10(b).
V tomto pripade Z; je mnoZina vzoriek, pre ktoré plati u’z < e. Gradient
tejto funkcie je

ulz—¢

VOr = Z

(14.31)
ek

s v

Pri pouziti Gcelovej funkcie (14.30) nastdva nespravna klasifikdcia, ak

u’z <e. Algoritmus 14.3 sa preto zmeni na algoritmus 14.4.

inicializuj up=0, i=0, k=0
opakuj

k=(k+1) mod N

ak ul’zg<e

Z=1Zj
T
— E—U"Z
Wi =u; +00) "2
i=i+1

koniec ak
kym usz >¢€ pre vSetky z;

Algoritmus 14.4: Algoritmus hl'adania vdhového vektora s okrajom.

14.4.5 Klasifikaciado K tried

Pri klasifikécii do viacerych tried méZeme postupovat’ dvomi sposobmi.

1. Prekazdu klasifikacnd triedu vytvorime rozhodovaciu funkciu, kto-
r4 oddeli vzorky tejto triedy od vzoriek ostatnych tried. V tomto pri-
pade mame K rozhodovacich funkcii.

2. Pre kazdu dvojicu réznych klasifikaénych tried vytvorime rozhodo-
vaciu funkciu oddel'ujicu vzorky tychto dvoch tried bez ohl'adu na
vzorky ostatnych tried. V tomto pripade médme K (K —1)/2 rozho-
dovacich funkcii.

Oba tieto pristupy mézu viest k situdcii, kde ¢ast priestoru priznakov nie
je zaradend do ziadnej klasifika¢nej triedy (pozri obrazok 14.11).

Tento problém vyriesi vytvorenie mnoZiny K rozhodovacich funkcii
{fr (x)}I,:=1 a zaradenie vzorky x do tej klasifika¢ne;j triedy, ktorej hodnota
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(@) (b)

Obrazok 14.11: Klasifikdcia do viacerych tried (a) oddelenim jednej triedy od os-
tatnych a (b) oddelenim dvojic tried.

po dosadeni je najviacsia
XEw; & Vg fi(®) > f; (). (14.32)

Takto vytvoreny klasifikdtor sa nazyva linedrny stroj. Tento stroj deli pries-
tor na K konvexnych regionov. Ak sa dva regiony %; a #; dotykaju, po-
tom hranica medzi tymito regiénmi leZi na nadrovine %; ; danej rovnicou
fi®) = fj (%), a teda plati

wi'x+b; =w; x+ bj, (14.33)

(wi—wj)'x+b; —b; =0. (14.34)

Podl'a (14.18) je vzdialenost’ vzorky x od &#;; dand
fix) - fix

, (14.35)
[lwi —wi |

Vidime, Ze v pripade linedrneho stroja nie si délezité samostatné vahové
vektory, ale ich rozdiel. Pre K klasifika¢nych tried existuje K(K—1)/2 nad-
rovin &, ale nie vSetky regiony musia byt’ susedné, preto hranic medzi
regionmi je vacsinou menej (pozri obrazok 14.12).

V pripade linedrneho stroja, ak by bola kazda trieda reprezentovand
jednou vzorkou, klasifikécia je rovnaka ako pri technike jedného najbliz-
Sieho suseda (pozri kap. 14.2, obrazok 14.5).

14.5 Mechanizmy podpornych vektorov

Linearny klasifikdtor z predchadzajtcej kapitoly vyberie niektory z vdho-
vych vektorov leZiacich v oblasti rieSeni. Vysledkom méZe byt' rozdel'u-
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(a) Nadrovina prili§ blizko (b) Nadrovina prili§ (c) Nadrovina dostato¢ne
trénovacich dat. blizko trénovacich dat. d’aleko od trénovacich dat.

Obrazok 14.13: Nadrovina urcend perceptrénom moze byt prili§ blizko trénova-
cim ddtam.

jlca nadrovina, ktord sice dobre klasifikuje trénovacie data, ale pri testo-
vacich datach dosahuje vel'kt chybu (pozri obr. 14.13). Ciatoénym riese-
nim je pouzie Gcelovej funkcie O, avSak optimélna hodnota parametra
€ nie je urCend.

Tento problém rieS§ia mechanizmy podpornych vektorov (support vec-
tor machines - SVM). SVM urcujui rozdel'ujicu nadrovinu tak, aby testo-
vacie data mali ¢o najvacsiu vol'nost. Snazia sa néjst nadrovinu ¢o naj-
viac vzdialent od trénovacich vzoriek (pozri obr. 14.13(c)). Podpornymi
vektormi st potom tie vzorky kaZzdej triedy, ktoré st najbliZsie k rozdel'u-
jucej nadrovine. Vzdialenost’ medzi podpornymi vektormi r6znych tried
sa nazyva rozpitie (margin, pozri obr. 14.14). NaSou dlohou je néjst’ taki
nadrovinu reprezentovanu vdhovym vektorom, ktord tato vzdialenost
maximalizuje. Rovnica nadroviny maé tvar (14.13). Bez ujmy na vSeobec-
nosti mézeme predpokladat’, Ze pre podporné vektory plati w’x+b = +1
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nadrovina

rozpatie

Obrazok 14.14: Podpornymi vektormi st tie vzorky kazdej triedy, ktoré si najbliz-
Sie k rozdel'ujicej nadrovine. Vzdialenost medzi podpornymi vektormi réznych
tried sa nazyva rozpétie (margin).

(podl'a prislusnosti k triede w1, resp. w). Potom podl'a vzt'ahu (14.18) je
vel'kost' rozpitia rovna

2
—. (14.36)
[l
Nas$a optimaliza¢na tloha je teda
X 2
W =argmax-—-. (14.37)
lwll
To je ekvivalentné k minimaliza¢nej tilohe
EE . 1 2
(w",b") =argmin > lwl=, (14.38)
aby
wlix; +b=1prexe w, (14.39)
wlix; +b<-1prexe w;. (14.40)

Podmienky (14.39) a (14.40) m6Zeme vyjadrit jednou podmienkou

wlix; +b)k; =1, (14.41)
kde
ki = { 1 pre xew, (14.42)
-1 pre x€ w;y.
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Minimaliza¢na tlohu (14.38) vyrieSime pomocou Lagrangeovej met6dy
neurcitych koeficientov

1 N
Lw,b,a;) = 5 Iwlli> =Y a;(w'x; + b)k; — 1)
i=1

1 N N
= 5||W||2—Zai(WTX,‘+b)k,‘+Zai, (14.43)
i=1 i=1
aby
a; =0. (14.44)

RieSenie hl'addme pomocou derivécii Lagrangidnu

oL N
Ev:w_i;aikixigo (14.45)
% =—§ia,~ki50 (14.46)
w!x;+b)k;i—1=0 (14.47)
a;=0 (14.48)
a;(wix;+b)k;j—1)=0 (14.49)

Podmienky (14.45)-(14.49) sa nazyvaju Kuhn-Tuckerove (KT) podmienky.
Z (14.45) vidime, ze vahovy vektor vypocitame ako

N
w=) aikix;. (14.50)
i=1

Dalej zo vzt'ahov (14.47)-(14.49) vyplyva
a;=0ow'x;+bk;-1)>1, (14.51)
a;>0ow'x;+bk;-1)=1, (14.52)
CiZe pre body leziace vnitri oblasti w; alebo w; sti Lagrangeove multip-
likatory nulové (vzt'ah (14.51)) a pre body leziace na okraji oblasti (pod-
porné vektory) st multiplikdtory nenulové (vzt'ah (14.52)). Této situacia

je zndzornend na obrazku 14.15. Preto vahovy vektor ovplyviiujui len pod-
porné vektoryx; € SV

w= Y aikix;. (14.53)
x;eSV
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Obrazok 14.15: Lagrangeove multiplikdtory st nenulové pre podporné vektory.

Aby sme nasli hodnoty «;, vyrieSime dudlny problém. Do rovnice (14.43)
dosadime vzt'ah (14.45) a s vyuzitim vzt'ahu (14.46) dostaneme dudlnu
maximaliza¢nd tlohu k minimaliza¢nej tilohe (14.38).

N

N N
1
a*=argmax|) a;— =Y Y a;ajkikjx}x;|, (14.54)
i=1 s |
aby
N
Y aiki =0, (14.55)
i=1
=0, (14.56)

Ku klasifikacii potom pristupujeme nsledovne

1. Ulohu (14.54) vyrie§ime metédami kvadratického programovania.
2. Ur¢ime mnozinu podpornych vektorovx; € SV, pre ktoré a; > 0.
3. Pomocou vzt'ahu (14.47) ur¢ime hodnotu

1
b= WXZ (kj— Z a’ikinTXj). (14.57)

j€SV x;eSV

4. Dosadenim (14.53) do (14.12) zistime hodnotu klasifika¢nej funk-
cie

f®=Y aikix;x+D. (14.58)
x;eSV

V nasledovnej kapitole sa pozrieme, ako pristupovat’ k neseparova-
telnym déatam.
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(a) Déata separovatelné, ak pripustime (b) Déta neseparovatelné ani pri nenulo-
malud nenulovii chybu. vej tolerancii.

Obrézok 14.16: Dva typy linedrne neseparovatel'nych dat.

14.5.1 Neseparovatelné data

Neseparovatelnost dat moZe mat viac pric€in. V pripade, Ze rozdelenie
pravdepodobnoti dat v jednotlivych triedach sa prekryva, data nie sa li-
nedrne separovatel né s nulovou chybou (obrdzok 14.16(a)). Ak zoslabime
podmienku nulovej tolerancie chyby, mo6ze pouzit modifikovany SVM
klasifikator s voI'nym rozpétim.

Druhym typom dét st déata, ktoré nie st linedrne separovatelné ani
prinenulovej tolerancii chyby (obrdzok 14.16(b)). Tento problém riesi ne-
linearny SVM Kklasifikétor.

SVM s voI'nym rozpitim

Podmienku nulovej chyby zoslabime zavedenim druhotnych premen-
nych &;, ktoré urcuji vol'nost’ chybnej klasifikacie. S tymito premennymi
sa minimaliza¢na tloha (14.38) zmeni na

1 N
(W, b",¢7) = argmin Iwli*+CY &, (14.59)
i=1
aby
wix; +b)k;=1-¢;, (14.60)

kde konstanta C urcCuje penalizaciu za chybnu klasifikdciu a ovplyviiuje
vel'kost rozpitia.

PririeSenitohto problému opét prejdeme cez Lagrangian k dudlnemu
problému (14.54). Této duélna tiloha sa nemeni, meni sa len podmienka
(14.56) na

O<sa;=C. (14.61)

Vhodnt hodnotu C ndjdeme vzdjomnou validaciou (pozri kap. 16).
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Obrazok 14.17: Data na obrazku vl'avo nie st v 2D priestore linedrne separova-
tel'né. Po prechode do 3D priestoru uz linedrne separovatel'né s, ako vidno na
obrazku vpravo.

Nelinearny SVM

Druhou moZnost'ou rieSenia pre linedrne neseparovatel né data je prejst’
do viacrozmerného priestoru. Na obrazku 14.17 vI'avo vidime priklad dat,
ktoré su separovatel'né, ale nie linedrne. Ak by sme tieto déta previedli do
trojrozmerného priestoru predpisom

X ¥
b: ( x; ) - x|, (14.62)
\/le X2
data by boli separovatel'né. Tato situdcia je zndzornend na obrazku 14.17
vpravo.
Duélna maximaliza¢né dloha (14.54) pre transformované data je na-
sledovna
N 1N N
at = argmax(z ai— Y Y ajajkikipx) T px)) |, (14.63)
i=1 i=1j=1
aby
N
Y aik; =0, (14.64)
i=1
a; =0. (14.65)

Po vyrie$eni tejto tlohy ur¢ime pomocou vzt'ahu (14.47) hodnotu

1
b Y (ki X aikipx) px)|. (14.66)

|SV| XJ'ESV x;eSV
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Hodnota klasifika¢nej funkcie je

f®= Y aikipx) X +b. (14.67)

x;eSV

Vidime, Ze vo vietkych vzt ahoch vystupuje vektor ¢ (x;) vZdy len v ska-
larnom stcine s inym transformovanym vektorom. T4to skuto¢nost’ sa
dé vyuzit' tak, Ze nemusime urcit’ ako presne vyzera transformdcia ¢, ale
staci urcit’ ako vyzera skaldrny sticin v transformovanom priestore

Kxy) =X oly). (14.68)

Uloha (14.63) sa zmeni na

N 1N N
at = argmax(z ai-> >y aiajkiij(xi,xj)). (14.69)
i=1 i=1j=1
Hodnotu b vypocitame ako
1
b=—— Z (kj— Z aikiK(x,-,xj)) (14.70)
|SV| Xj€SV x;eSV

a hodnotu klasifika¢nej funkcie ako

f®=Y aikKx;x)+b. (14.71)
x;eSV

TakZe namiesto transformacie kazdého priznakového vektora do viacroz-
merného priestoru pocitame hodnotu funkcie K() pévodnych vektorov.
Tento vypoctovy trik sa nazyva kernelovy trik a funkcia K () je kernelova
funkcia alebo jadro.

Priklad 14.1: Urcime funkciu K() pre transformacnii funkciu zo vzta-
hu (14.62).

2
K(x,y) = (x5, %3, \/Exlxz).( % ) = (14.72)
\/EJ/lyz
=Y} + X5V + 2011 X0y = (14.73)
= (1)1 + X2y2)° = (14.74)
= x"y)? (14.75)
| ]
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(a) Polynomidlne jadro. (b) Gausovské jadro.

Obrazok 14.18: Klasifikdcia linedrne neseparovatel' nych dat pomocou nelinedr-
nych SVM s réznymi jadrami.

Na to, aby funkcia K () bola platnou kernelovou funkciou, musi exis-
tovat’ funkcia ¢( ) takd, aby platil vztah (14.68). Podl'a Mercerovej pod-
mienky, kazda symetrickd, kladne semidefinitné funkcia je platnou ker-
nelovou funkciou. Funkcia je symetrickd, ak

K(xi,xj) = K(xj,%;) (14.76)
a kladne semidefinitna ak
vaeRY a’Ka=0, (14.77)

kde Ky« je Grammova matica s prvkami k;; = K(x;,X;).
Medzi najpouzivanejSie jadra patria polynomidlne jadra

Kxy) = (a+x"y)? (14.78)
a Gaussovské jadra
_Ix=yi?
Kxyy)=e 27 . (14.79)

Obrézok 14.18 ukazuje pouzitie tychto jadier na klasifikdciu linedrne ne-
separovatel'nych dat.

14.6 Neurdénové siete

Neurénové siete (artificial neural networks — ANN) su siete pospdjanych
uzlov (neurénov), medzi ktorymi sa prestva informdcia. Kazdy uzol vy-
Sle d’alej informéciu na zdklade vstupu, ktory dostane. Postup je opisany
algoritmom 14.5.




14.6. Neurénové siete

pre uzol U
vystupy z uzlov predchadzajicej vrstvy tvoria
vstupy do uzla U
tieto vstupy sa prendsobia vdhami a spocitaji
na tato sumu sa aplikuje nelinedrna aktivacna
funkcia ¢
tento vystup sa poSle dalej

Algoritmus 14.5: Postup prenosu informécie medzi uzlami v neurénove;j sieti.

(@) (b)

Obrazok 14.19: Rézne typy neurénovych sieti. (a) Dopredné siet’. (b) Spatn4 siet’
(Hopfieldova).

Existuje viacero druhov neurénovych sieti. Ak informécia v sieti po-
stupuje len jednym smerom od vstupov k vystupom, siet’ tvori oriento-
vany acyklicky graf. Tuto siet’ nazyvame dopredna (obr. 14.19(a)). V tejto
kapitole sa budeme hlbsie zaoberat len zdkladnym typom dopredne;j sie-
te — viacvrstvovym perceptrénom.

Kazd4 siet’, ktord netvori acyklicky graf, sa nazyva spéatnd. Prikladom
takejto siete je Hopfieldova siet’ (obr. 14.19(b)), ktoré tvori kompletny graf
a vahy sa symetrické w(i — j) = w(j — i).

Medzi neurénové siete patria aj neriadené metddy. Z nich sa budeme
v kapitole 15.3 zaoberat' Kohonenovou siet'ou.

14.6.1 Aktivacné funkcie

Existuje niekol'ko ¢asto pouzivanych aktiva¢nych funkcii. MézZe to byt
napriklad prahova funkcia, ktord mapuje kladné vstupy na hodnotu jedna
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(a) Logistickd funkcia pre réozne hodnoty (b) Hyperbolicky tangens pre r6zne hod-
parametra a. noty parametra f3.

Obrazok 14.20: Pouzivané aktivacné S-funkcie.

a zaporné na hodnotu nula alebo minus jedna

1 akx=0,

b (x) :{ 0 inak. (14.80)

Tato funkcia vSak nie je diferencovatel'nd, ¢o potom robi problém pri tré-
novani siete (viac v kapitole 14.6.3).

LepSou vol'bou aktivacnej funkcie je logisticka funkcia (pre a = 1 na-
zyvand sigmoida)

1
ola,x) = Trear’ (14.81)

alebo hyperbolicky tangens

ePx —e=hx
¢(B, x) =tanh(fx) = (14.82)
e

Obe tieto funkcie maju graf pripomimajtci tvar S, budeme ich preto na-
zyvat' S-funkcie. Presny tvar zavisi od parametrov a a 8 (obr. 14.20).

V problémoch rozpoznévania sa vdcsinou v skrytych vrstvach pou-
zivaju S-funkcie a vo vystupnej vrstve linedrna aktiva¢na funkcia. Neli-
nedrna funkcia v skrytych vrstvach umoZiuje sieti zachytit' nelinedrne
vzt'ahy medzi vstupom a vystupom siete.

14.6.2 Viacvrstvovy perceptron

Zakladnym typom neurénovej siete je doprednd siet nazyvand aj viac-
vrstvovy perceptrén (multilayer perceptron — MLP). Tato neurénova siet
ma4 niekol'ko vrstiev — vstupnd, vystupni a nula alebo viac skrytych vrs-
tiev. Schematické zndzornenie jednotlivych vrstiev neurénovej siete je na
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ST NN
((“V“)'{

W .¢x¢ O
YA

vstupy vystupna vrstva vystupy vstupy skryté vstvy vystupna vrstva  vystupy

Obrazok 14.21: Priklad Jednovrstvovej a viacvrstvovej siete.

obrazku 14.21. Vstupndu vrstvu tvoria priamo ddta z vektorov priznakov.
Z vystupnej vrstvy vychddzajui tdaje, na zéklade ktorych sa vstupné data
klasifikované.

14.6.3 Ucenie neurénovej siete

Podstatou ucenia neurénovej siete je urcenie vahovej matice (vdhovych
vektorov v jednotlivych vrstvach). Hodnoty vdhovej matice, ktoré mini-
malizuja zvolené optimaliza¢né kritérium, urujeme pomocou gradien-
tovej metédy. Gradientovd met6da hI'add minimum funkcie pomocou
derivécie. Jednoduchy gradientny algoritmus pre neurénové siete je spit-
né Sirenie (propagdcia) chyby.

Ucenie zacina inicializdciou ndhodnej vdhovej matice. Vektory pri-
znakov z trénovacej mnoziny postupne prichddzaji na vstup a ,,prebub-
laji“ siet'ou na koniec. Vystupny vektor sa potom porovna pozadovanou
klasifikdciou a urci sa hodnota kritéria E. Nésledne sa chyba spétne §iri
a upravuji sa hodnoty vdhovej matice.

Na urcenie jednotlivych vah pouZijeme gradientnd metédu (pozri aj
vzt'ah (14.21))

W —W+ AW, (14.83)
kde

AW = -7 VE|y,,. (14.84)

Oznatme wgc) vahu od i-teho neurénu v (k-1)-vej vrstve do j-teho
neurénu v k-tej vrstve (pozri obrazok 14.22).
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Obrazok 14.22: Presun medzi vrstvami siete. Ovdhované vystupy z vrstvy k —1
vstupuji do neurénov vrstvy k, kde sa spocitaju a na tento stucet sa aplikuje akti-
vacnd funkcia.

Potom pre konkrétnu vahu w;;
Aw® =y OE

iy 0 wxc)

(14.85)

Dalej oznacme y}k) vystup j-teho neurénuv k-tej vrstve. Potom vstup
do tohto neurénu tvori

NGk-D
(k) (k) (k=1) 4 (k)
Z w;; Vi W » (14.86)

kde N*~1 je potet neurénov v (k-1)-vej vistve a w(k) je prah. Na tento
vstup aplikujeme aktiva¢ni funkciu ¢, a teda V}’rstupom tohto neurénu je

PP = (u89). (14.87)
Vzt'ah (14.85) moZeme pomocou derivécie zloZenej funkcie teraz na-
pisat’ ako
(k)
Aw® = - 0]:; %) —-. (14.88)
/ ov® 6w(. )
Pre posledni parcidlnu derivéciu vo vzt ahu (14.88) plati
(k)
ai = yk=D (14.89)
aw(k) i : .

1]
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Oznacme
(k)
o0 __OF _ OF %V, 14.90
j __av(k) - ay(k) PRCK (14.90)
j j J
potom
Awf =7 8%y, (14.91)

Problémom zostava vycislit’ 6;’“). Rozoberieme si situdciu pre viac-
vrstvové siete. V takomto pripade musime rozliSovat medzi Sirenim chyby
vo vystupnej vrstve a v skrytych vrstvach.

Sirenie chyby vo vystupnej vrstve

Vycislime jednotlivé parcidlne derivacie vo vzt'ahu (14.90). Pre vystupna
vrstvu k = m plati, Ze

(m)
sm__0E _ OE % (14.92)
j 6v(m) 0 (m) 0U(m)' .
j Yj j
Potom

Oy(.m)

. im) :(p'(v;m)). (14.93)

v

J
Vo vystupnej vrstve je chyba neurénu dané chybou, aku jeho vystup
nadobiida voci o¢akdvanému vystupu. Casto poZivanym optimaliza¢nym
kritériom je stredna kvadratickd chyba (MSE)

M
E(W) = % > 0" =0)? (14.94)
j=1

kde pre dany vstup a vahy W, o; je otakdvany vystup neurénovej siete
vuzle j a M je pocet neurénov vo vystupnej vrstve. Potom
OE
—o7 = V" - 0j, (14.95)

(m)

6yj

8" = (0; = y{™¢' W™, (14.96)
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Obrizok 14.23: Sirenie chyby spitne medzi vrstvami.

Sirenie chyby v skrytych vrstvich
Pre k-tu vrstvu plati
0 y(k )

I _ ey, K
J

Chyba j-teho neurénu v k-tej skrytej vrstve sa propaguje zo vsetkych
neurénov (k+1)-vej vrstvy (obr. 14.23). Preto s vyuzitim vzt'ahov (14.90)
a (14.86)

OF NE+D OE 6U(k+1)
— h —
k)~ (k+1) (k)
Gyj h=1 0v, Gyj
N(Ic+1)
- _ Z 5;lk+l)w;/;l+1)_ (14.98)
h=1
Z toho vyplyva, Ze
k k N k+1) , (k+1
8P =¢'w) ¥ & wi. (14.99)
h=1

14.6.4 Rychlost ucenia sa neurénovej siete

Na rychlosti ucenia sa zdavisi, ¢i siet’ pri trénovani dosiahne globédlne mi-
nimum chybovej funkcie. Obrazok 14.24 ilustruje rézne pripady volby
rychlosti ucenia sa. Chybova funkcia je zndzornen4 ciernou a krok uce-
nia sa Cervenou farbou. VeI'mi nizka rychlost’ ucenia sa (obr. 14.24(a))
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(a) Nizka rychlost’ ucenia sa. (b) Optimadlna rychlost’ ucenia sa.
\ /\/\
N\
<
[ [
(c) Vysokd rychlost’ u€enia sa. (d) Vel'mi vysoka rychlost’ ucenia sa.

Obrazok 14.24: Rychlost’ ucenia sa neurénove;j siete. Chybova funkcia je znézor-
nend ¢iernou a krok (rychlost) ucenia sa ¢ervenou farbou. Pri nizkej rychlosti
moZe rieSenie uviaznut' v lokdlnom minime. Pri optimélnej rychlosti dosihneme
globédlne minimum. Privysokej rychlosti tieZ, ale rieSenie moZe predtym oscilo-
vat'. Pri vel mi vysokej rychlosti u¢enia sa moze rieSenie divergovat'.

znamend pomaly tréning, ktory moéZe skoncit’ vlokdlnom minime, z kto-
rého sa uz nedostane. Pri optimélnej rychlosti (obr. 14.24(b)) je tréning
sice tieZ pomaly, ale dosiahne globdlne optimum. Vysoka rychlost u¢enia
sa (obr. 14.24(c) a 14.24(d)) zabezpeci rychlejsi tréning, ale moze proces
hl'adania moZe oscilovat’ a pri vel'mi vysokych rychlostiach az divergo-
vat'.

Vel'mi Casto sa pouziva premenliva rychlost u€enia sa dand heuristi-
kou, Ze vahy ANN maju byt malé. Na zaciatku procesu nastavime rych-
lost’ u¢enia sa na urciti hodnotu a vypocitame nové vahy. Ur¢ime chybu,
aku siet’ dosiahne pri tychto novych vdhach.

Ak nova chyba prevysi start o stanoveny prah, ideme zlym smerom.
Preto sa nové vahy zahodia a rychlost’ ucenia sa sa zniZi.

Malé zvysenie chyby povolime kvoli moznosti dostat sa z lokdlneho
minima. V pripade, Ze nova chyba je vyssia ako stard o menej nez stano-
veny prah, véhy sa upravia.

Ak by nova chyba bola niz$ia nez star4, tak smerujeme k minimu, mo-
Zeme upravit' vdhy a zvysit' rychlost’ ucenia sa.
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(b) Testovacie ddta.

Obrazok 14.25: Ukazka preuceného klasifikatora. Chyba dosiahnutd na trénova-
cich détach je sice nizka, ale chyba na testovacich détach je vel' mi vysoka.

14.6.5 Ukoncenie u€enia sa neurénovej siete

Jednou z moznosti kedy ukoncit' tréning je nastavit maximélny pocet
iteracii. Tento pristup neberie vobec do tivahy, ako sa vyvija dosiahnuta
chyba siete, a preto moze skoncit' d’aleko od optimélneho vysledku.

Zdalo by sa, Ze idedlnym kritériom zastavenia je, ked’ dosiahneme
globalne minimum chybovej funkcie. Problémom je vel mi dlhy cas tré-
ningu, pricom dosiahnutie globalneho optima nie je zaruc¢ené. Ked’ z po-
ziadavky globédlneho minima zl'avime, zastavime ucenie, ked' chyba kles-
ne pod stanoveny prah. Co to ale znamena z hl'adiska kvality klasifiké-
tora?

Kvalitu klasifikdtora hodnotime podl'a toho, ako dobre klasifikuje ne-
zndme ddta. Nizka chyba dosiahnutd pri tréningu nezarucuje spravnu
klasifikdciu nezndmych dat. Klasifikator sa totiz moze dostat do stavu
preucenia. Pripadne, ked’' trénovacia mnozina nezodpovedala rozdele-
niu redlnych dét, niektoré vzt'ahy medzi ddtami sa klasifikdtor nemusel
»naucit’ “.
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Chyba

testovacie data

trénovacie data

6
Trénovacie epochy

Obrazok 14.26: Chyba pri u¢eni ANN dosiahnutd na trénovacich a testovacich
détach. Vidime, Ze koniec trénovania by mal nastat’ v epoche 7, ked’ chyba na
testovacich détach zacala narastat’.

Problém preucenia ilustrujeme na obrazku 14.25. VI'avo vidime mno-
Zinu trénovacich dat, a vysledny klasifikator, ktory sa snaZil minimalizo-
vat’ dosiahnutt chybu. Na pravom obréazku sti rozhodovacie hranice pre-
uceného klasifikatora aplikované na testovacie data. Vidime, Ze chyba,
ktoru tento klasifikator na tychto datach dosiahne je vel'mi vel'ka.

RieSenim tohto problému je rozdelit mnoZinu dit na trénovaciu a tes-
tovaciu a pocas tréningu vyhodnocovat’ chybu na oboch mnozindch. Ty-
picky priebeh tychto chyb je zndzorneny na obrazku 14.26. Na zatiatku
tréningu chyba oboch mnozin klesd az do okamihu, ked’ klasifikator vsti-
pi do stavu preucenia. Tréning ukon¢ime, ked’ sa chyba v testovacej mno-
Zine zacne zvySovat.

Spdsobom, ako rozdelit mnoZzinu na trénovaciu a testovaciu cast’, sa
venujeme v kapitole 16.
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KAPITOLA

15

Neriadené klasifikatory

Neriadené met6dy klasifikdcie pouzivame, ked’ k vstupnym datam ne-
existuje informdcia o tom, do ktorej klasifikacnej triedy patria. Tieto me-
tédy sa snazia odhalit’ vnttornu Struktiru dét a rozdelit’ data do zhlukov
zodpovedajucich jednotlivym klasifika¢nym triedam. V oblasti pocitaco-
vého videnia sa pouzivaju v klasifikdcii objektov pri hl'adani reprezenta-
tivnych vektorov tried, pri kvatovani farieb na urcenie palety alebo pri
segmentdcii obrazu na oddelenie objektov. Zhlukovacie met6dy sa daja
podl'a typu vysledného rozdelenia priestoru rozdelit' nasledovne.

Nehierarchické metédy su najpouzivanej$imi metédami, ktoré vytvara-
ju rozdelenie priestoru na kone¢ny pocet zhlukov. Zhluky sa tvo-
ria na zdklade ur¢enych metrik (vzdialenost’, podobnost, ...) a po-
stupne sa iterativne zlepsuji, kym nie je dosiahnut4 stabilita zhlu-
kov. Prikladom je met6da K priemerov (kap. 15.1).

Hierarchické met6dy vytvoria hierarchicki stromovu $truktiaru rozde-
leni priestoru. Pouzivaju sa pristupy zhora nadol (rozdel'ujici pri-
stup — zhluky sa postupne delia) a zdola nahor (aglomerativny pri-
stup — zhluky sa postupne spojuji). Hierarchické metédy su blizsie
opisané v kapitole 15.2.

15.1 Metbdda K priemerov

Najpouzivanej$ou a najjednoduchsou metédou hl'adania zhlukov v da-
tach patri met6da K priemerov. Jej zdkladnou myslienkou je urc¢enie zhlu-
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(a) Inicializécia prie- (b) Priradenie vekto- (c) Urcenie novych (d) Priradenie vekto-
merov. rov k priemerom. priemerov. rov k priemerom.

Obrazok 15.1: Prvé 4 kroky algoritmu K priemerov (alg. 15.1).

kov a ich priemerov. Pocet zhlukov K je dany vopred. Je to iterativna me-
téda, kde zhluky a ich priemery sa postupne upravuju (algoritmus 15.1).

Inicializdcia priemerov

Iterovanie, kym nenastane konvergencia
1. Priradenie vektorov k jednotlivym priemerom
2. Urcenie novych priemerov

Algoritmus 15.1: Zdkladny algoritmus metédy K priemerov.

Prvym krokom je inicializdcia priemerov pu (10) , [L;O), . uﬁ?) . Vklasickom
algoritme sa zoberie prvych K vektorov x;, alebo sa priemery urcia na-
hodne (rovhomerne z oboru hodnédt dat).

V iterativnej Casti algoritmu striedame dva kroky. Najprv sa priradia
vektory do zhlukov ur¢enych priemermi. Vektor x; priradime do zhluku
C\" s priemerom p", ak pre vetky j € {1,...K}

I = 0l < lixi = . (15.1)
Po priradeni vSetkych vektorov vypocitame nové priemery
1
pitl=—— % x (15.2)

(1)
CP1 &

Tustrécia inicializacie a prvych troch krokov algoritmu je na obrazku
15.1.

Algoritmus K priemerov konverguje k lokdlnemu optimu, globélne
optimum nie je zaru¢ené. Ucelova funkcia je

K
0=Y ¥ Ix—pyl.
k

=1xeCy

(15.3)
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Na dosiahnutie globdlneho minima tcelovej funkcie ndvod neexistuje.
Klasifikdcia zélezi na pocte zhlukov K a na inicializ4cii priemerov. Na
urcenie ,spravneho“ poctu zhlukov mézeme pouzit' vzdgjomndu valida-
ciu (kap. 16). Na urcCenie pociato¢nych priemerov existuju r6zne heuris-
tiky, ktoré vyuZzivaju znalosti o datach (napriklad rozdelenie pravdepo-
dobnosti).

15.1.1 Metdéda C priemerov

VylepSenim met6dy K priemerov je pouzitie neurcitych (fuzzy) zhlukov.
Zakladny algoritmus je rovnaky ako pri metéde K priemerov (alg. 15.1),
avsak vektor x; nie je striktne priradeny zhluku Cy, ale pomocou funkcie
Clenstva Ry (x;) € (0,1) je ur€end pravdepodobnost’ priradenia vektora x;
do zhluku Cy. Plati, ze

K
Rp(x;) = 1. (15.4)
k=1

Ucelova funkcia v tomto pripade je

K
0=3) ) Re®lx—pl. (15.5)
k=1xeCy

Pri iterovani algoritmu sa vektorom zmeni funkcia ¢lenstva

2\~
e A

R V) =) | —E— : (15.6)
£ . (1)

=\ =l

kde m € (1,00) je parameter urcujici vahu, akou vektory prispievaju k ur-

Ceniu Clenstva a priemeru. V literatdre sa uvadza (1,1;5) ako vhodny in-

terval na vyber m. V pripade, Ze vektor x; koliduje s priemerom y, tak

lakk=j,
Naésledne sa vypocitaji nové priemery
N (pt+D o )" .
(t+1) Lisy (Rk (x’)) Xi
= (15.8)

C R




15.2. Hierarchické zhlukovanie

(0 (e@0)

A BCD

A B CD

Obrézok 15.2: Postupnost’ vytvarania zhlukov vyjadrend dendrogramom.

15.2 Hierarchické zhlukovanie
Hierarchické zhlukovacie met6dy sa delia podl'a pristupu na

Aglomerativne: Pritomto type zhlukovania za¢iname s poctom zhlukov
rovnym poctu dét. Kazdy vektor priznakov tvori zhluk. Postupne
spdjame najblizsie zhluky a tym vytvarame stromovu Struktiru zva-
nd dendrogram (obr. 15.2). Na konci postupu je jediny zhluk, obsa-
hujuci vSetky vektory priznakov. V d’alSom texte opiSeme met6dy
spdjania zhlukowv.

Rozdelujice: Tento pristup je opa¢ny — zaciname s jedinym zhlukom
a postupne ho delime. Nevyhodou tohto pristupu je, Ze hl'adanie
optimélneho rozdelenia mnoziny na dve podmnoziny ma vysoki
zlozitost' (treba preskiimat’ 271 _1 moznosti, kde n je mohutnost’
mnoziny). Preto sa tieto metédy vyuZivaja len pre malé mnoZiny
dat.

Nevyhodou oboch pristupov je, Ze v kazdom kroku hl'adaju lokdlne opti-
malne rozdelenie. V d’al§ich krokoch sa zhluky nedaju preskupit’, aj keby
to rozdelenie v tomto kroku zlepsilo.

Pri aglomerativnom pristupe musime v kazdom kroku urcit’ dva naj-
podobnejsie zhluky. Po kazdom vytvoreni nového zhluku musime prepo-
¢itat’ podobnost’ s ostatnymi zhlukmi, ktorych vzajomné podobnosti zo-
stavaji nezmenené. Podobnost’ sa urcuje vzdialenost'ou medzi zhlukmi.
Vzdialenost’ moZze byt definovana rozne. Nech S(C;, C;) je podobnost
zhlukov a d() zvolena metrika (Euklidovskd, Hammingova, Manhattan,
...). Potom najpouZzivanejSie met6dy na urcenie podobnosti st

Centroidna: Podobnost’ je definovana vzdialenost'ou priemerov zhlu-
kov

S(Ci, Cj) = d(p;, ). (15.9)
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Obrazok 15.3: Pri metéde maximélnej vzdialenosti bude pre body z obrazka 15.2
v druhom kroku vytvoreny ,nepravy“ zhluk. Vidime, Ze body B, C a D tvoria pri-
rodzeny zhluk, avSak met6da maximélnej vzdialenosti vytvori zhluk naznaceny

Cervenou farbou.

@

Obrazok 15.4: Met6da minimadlnej vzdialenosti identifikuje zhluky, ktoré kom-
pletné linkovanie ani cetroidnd met6da neodhalia.

Maximadlna: Spocitaji sa vzdjomné vzdialenosti vSetkych prvkov zhlu-
kov a vyberie sa najvacsia

S(C;, Cj) = Icnax dx,y). (15.10)

xeC;,yeC;

Nazyva sa aj metéda najvzdialenéjsieho suseda (Gplné linkovanie).
Vytvéra skoro sférické zhluky priblizne rovnakej vel'kosti. Zabra-
nuje vzniku zret'azenych zhlukov. Vyskyt odl'ahlych hodn6t moze
viest’ k vzniku ,nepravych“ zhlukov (obr. 15.3).

Minimalna: Podobnd met6da ako predchéddzajica, ale vyberie sa naj-
mensia vzdialenost’

S(C;,Cj) = min d(x,y). (15.11)

xeC; ,yECj

Je to metdda najblizsieho suseda (jednoduché linkovanie). Nevy-
hodou je, Ze sa mézu zret'azit' zhluky, ktoré st na vzdialenejsich
koncoch vyrazne nepodobné. Na druhe;j strane dokéze identifiko-
vat’ zhluky, ktoré kompletné linkovanie ani cetroidnd metéda ne-
odhalia (obr. 15.4).

Priemerna: V tomto pripade sa spocita nevazeny priemer vzdialenosti

S(C;, Cj) = Z dx,y). (15.12)

ICHIC) ] xecec,
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(a) Pri met6de minimélne;j (b) Pri metéde maximadlnej
vzdialenosti budd v dru- vzdialenosti budd v dru-
hom kroku spojené zhluky hom kroku spojené zhluky
A+B a C+D. A+CaB+D.

Obrazok 15.5: Porovnanie zhlukov pri metéde minimélnej a maximdlnej vzdiale-
nosti.

O(ty)
« [TV TE e o) o) ofty
O(tg) ‘e ‘e °! o

Obrazok 15.6: Usporiadanie neur6nov SOM do mriezky alebo linedrne.

Tato metdda nie je prili$ citlivd na odchylky. Odl'ahlé hodnoty ne-
maju vyrazny vplyv na vysledné rozdelenie priestoru. Existuje aj
metdda vyuZzivajica vazeny priemer, kde sa vel'kost' (mohutnost’)
zhluku berie ako véha.

PouZitie r6znych met6d vedie k r6znym vyslednym rozdeleniam. Na
obréazku 15.5 je porovnanie rozdeleni pre minimdlnu a maximalnu me-
tédu.

15.3 Samoorganizujice sa mapy

Samoorganizujice sa mapy (SOM, alebo Kohonenove siete) st typom ne-
riadenych neurdlnych sieti, v ktorych st neurény v urcitom topologic-
kom vzt'ahu. Pri ANN (kap. 14.6) sti neur6ény vo vrstvach nezavislé a vahy
sa upravuju bez ohl'adu na susedné neurény.

SOM st jednovrstvové siete, kde si neurény umiestnené v mriezke
(vdcsinou 1D alebo 2D, pozri obr. 15.6). Kazdy neurén teda obsahuje in-
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(b)

Obrazok 15.7: Dva priestory SOM. V priestore véh (a) m6Zu byt na zaciatku tré-
novania siete védhy topologicky blizkych susedov d’aleko od seba. Farebné spoj-
nice ilustrujd polohu uzlov jedného riadka mriezky SOM v priestore vah (b).

formdciu o svojom topologickom okoli. Vstupné data st porovnavané
s vahovym vektorom kazdého neurénu a siet’ je trénovand algoritmom
,vit'az berie vSetko“.

Inicializacia

UCenie siete:
1. Vstup vektora priznakov
2. Urclenie vitazného neurdnu
3. Vitaz berie vSetko

Algoritmus 15.2: Zdkladny algoritmus ucenia sa SOM.

Zakladny postup pri u¢eni SOM je opisany v algoritme 15.2. Prvym
krokom je inicializacia vdhovych vektorov. Tieto inicializujeme ndhod-
nymi hodnotami z daného intervalu (podl'a rieSeného problému). Va-
hové vektory maju rovnaky rozmer ako vektory priznakov. Pri SOM mu-
sime rozliSovat' medzi topologickym vzt'ahom dvoch neurénovv mriezke
a vztahom ich vdhovych vektorov v Euklidovskom priestore (obr. 15.7),
a to hlavne pri 2D vektore priznakov.

Vo faze ucenia sa siete prichddzajui na vstup jednotlivé vektory pri-
znakov x a ur¢i sa vitazny neurén i*, ktorého vdhovy vektor je v zmysle
Euklidovskej vzdialenosti najblizsie x

i* = argmin ||lx —w;|. (15.13)
1

Dalsim krokom je tiprava vahového vektora vitazného neurénu, ako
aj neurénov v jeho topologickom okoli (obr. 15.8). Tieto vahové vektory
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Obrizok 15.8: Uprava vdhového vektora vitazného neurénu a neurénov v jeho
topologickom okoli.

sa posund smerom k x podl'a vzt'ahu
w;(t+1) =w;(0) +a(0) 03, i, Hlx—-w; (D], (15.14)

kde O(i, i*, t) je funkcia urcujica okolie vitazného neurénu a a(t) € (0,1)
je rychlost’ ucenia. Funkcia okolia aj rychlost’ u€enia sa s ¢casom zmen-
$ujuq, ¢im zarucia ukoncenie ucenia. Na zaciatku procesu sa rychlo meni
dostatocne vel'ké okolie vitazného neurénu. Tu sa ndhodne inicializo-
vané vahové vektory dostanu do priblizne vysledného usporiadania a po-
tom s postupne zmens$ujicim sa okolim a pomal$ou zmenou vektorov sa
dolad'uji presné hodnoty. V uceni teda rozpoznavame fazu usporiadava-
nia a fdzu dolad’ovania.

Okolie méze byt pravouhlé (ak st neurény usporiadané v pravouhlej
mrieZke), definované funkciou

e | lak|wp () —wi (Dl <o(2),
O(,i ,t)—{ 0 inak (15.15)
alebo gaussovské, definované ako
s (1) —wi(t 2
O(i,i*,t)zexp(M) , (15.16)
o

pricom hodnota parametra o(t) klesd so zvySujicim sa t, a tym sa okolie
v ¢ase zmensuje. Pri pravouhlom okoli sa vSetky body okolia menia s rov-
nakou vdhou, pri gaussovskom st body na okraji okolia menej vyznamne
posunuté.

Priklad trénovania siete je na obrazku 15.9. Mriezka je $tvorcova s roz-
mermi 10 x 10. Vstupnymi vektormi st rovnomerne rozdelené ndhodné
¢isla z oblasti (—1,1) x (—1,1). V prvej etape st vahy ndhodne inicializo-
vané na hodnoty v oblasti (—0,5;0,5) x (—0,5;0,5). V d’alSich etapach sa
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(@) Ndahodné cisla (b) Véhy po 100 iterd-
z oblasti (-0,5;0,5) x ciach. ciach.
(=0,5;0,5).

(d) Vahy po 600 itera- (e) Véhy po 3000 itera- (f) Vahy po 7000 itera-
ciach. ciach. cidch.

Obrazok 15.9: Tréning SOM na rovnomerne rozdelenych détach. (a) Inicializ4cia.
(b), (c) a (d) Faza usporiadavania. (e) a (f) Fdza dolad ovania.

(a) Inicializdcia pravidelnej mriezky. (b) Usporiadanie po 250 iteracidch.

Obrazok 15.10: SOM tréning pre nerovnomerne rozloZené ddta. Body mriezky
(védhové vektory) sa prestvaju smerom k zhlukom dat.

vahové vektory usporiadavaju (etapy 200-600), potom nastdva faza dola-
d’'ovania. Vidime, Ze vdhové vektory sa upravia tak, aby odhalili Struktiru
trénovacich dat.

V pripade nerovnomerne rozdelenych vstupnych dat sa vahové vek-
tory presuni smerom do jednotlivych zhlukov dét, ako vidno na obrazku
15.10.







KAPITOLA

16

Hodnotenie kvality
klasifikacie

Aby sme vedeli urcit’ kvalitu klasifikdcie, musime definovat’ a vediet’, ako
sa klasifikdtor sprava pri datach, s ktorymi sa doteraz nestretol. Chybou
je ked’ ma klasifikator 100% ti¢innost’ na détach, na ktorych bol natréno-
vany a na nezndmych datach zlyhda. Takémuto stavu sa hovori preucenie.
Klasifikdtor sa naucil ,naspamaét “ ur¢iti mnozinu dat. Preto pri ur¢ovani
kvality klasifikdtora pouZivame dve mnoZiny dat — trénovacie a testovacie
data. Trénovacie data sa pouZzivajui na ucenie (trénovanie) klasifikatora.
Testovacie data na urCenie chybovosti (error rate) uz natrénovaného kla-
sifikdtora.

Aby sme mohli ur¢it chybu, musime aj pri testovacich datach poznat
triedu, do ktorej data patria. Preto trénovaciu aj testovaciu mnozinu dat
vyrobime z poévodnej mnoziny dat (s ur€enou klasifika¢nou triedou).

Problém moZe nastat’, ak mame napriklad madlo dét, alebo sa pri roz-
deleni dostant do trénovacej mnoziny data jedného typu a do testova-
cej data druhého. Preto existuji met6dy ako vybrat' vzorky do testovacej
mnoziny. Medzi ne patria napriklad met6dy vzdjomnej validacie alebo
bootstrap.

Okrem odhadu chyby klasifikdtora sa met6dy vzdjomnej validacie po-
uzivaju aj na urcenie optimélnych parametrov klasifikatorov. Pri pouziti
jednotlivych moznych hodné6t skimaného parametra odhadneme chybu
vysledného parametra metédou vzdjomnej validdcie a nasledne vybe-
rieme td hodnotu parametra, ktord ddva najmensiu odhadnuti chybu.

Prikladom méze byt urcenie vstupnej hodnoty K v metéde K najblizsich
susedov (obr. 16.1), alebo v met6de K priemerov.
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(a) K=1, tréning, dosiahnutd chyba 0 (b) K=1, testovanie, dosiahnutd chyba
0,1667

(c) K=7, tréning, dosiahnuté chyba 0,0565 (d) K=7, testovanie, dosiahnutd chyba
0,1637

(e) K=15, tréning, dosiahnuté chyba 0,0565  (f) K=15, testovanie, dosiahnutd chyba
0,1488

(g) K=51, tréning, dosiahnutd chyba 0,0734 (h) K=51, testovanie, dosiahnutd chyba
0,1339

Obrazok 16.1: Dosiahnutd chyba pri trénovani a testovani metédy K najblizsich
susedov.
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data s ur€enou klasifika¢nou triedou

t’ah3| ||| |||| ||

Obrazok 16.2: Nahodné prevzorkovanie pre K = 4. Cerveno oznatené vzorky boli
vybrané do testovacej mnoZiny.

16.1 Vzajomna validacia

Pri vzdjomnej validacii sa rozdelenie pévodnej mnoZziny na trénovaciu
a testovaciu vykond K-krat za sebou. Pre kazdé rozdelenie sa zisti dosiah-
nutd chyba E;. Odhadnutd chyba E klasifikdtora je potom priemerom
jednotlivych zistenych chyb

)
E=—Y E. (16.1)
Ki—l

Medzi met6dy vzdjomnej validacie patria ndhodné prevzorkovanie,
K-ndsobna vzdjomna validécia, vrstvend K-ndsobna vzdjomna validacia
a vzdjomnad validacia s vynechanim jednej vzorky.

16.1.1 N&hodné prevzorkovanie

Ako ndzov met6dy napovedd, data sa z pdvodnej mnoZziny do testova-
cej vyberaju ndhodne, bez vratenia naspit’. Pri kazdom z K vyberov (t'a-
hov) sa vytvori testovacia mnozina M vzoriek, ktora v jednotlivych vybe-
roch méze obsahovat’ aj rovnaké vzorky a niektoré vzorky sa do testova-
cej mnoziny vobec nedostant. Této situdcia je zndzornend na obréazku
(16.2).

16.1.2 K-nasobna vzajomna validacia

Aby sme zabrénili opakovaniu sa vzoriek v jednotlivych testovacich mno-
zinéch, rozdelime p6vodni mnozinu na K rovnako vel'kych podmozin.
Kazd4 z tychto podmozin je raz pouZitd ako testovacia mnozina. V tomto




16.2. Bootstrap

data s uréenou klasifikaénou triedou data s uréenou klasifikaénou triedou

et [T IPTPTT TP OTOE e LEATERTETTTRTE T
ez [ [PTPTTITRITOTOR ez (L TERLEL TR T

ena ([ TITTTTEOPRTTOTTR eene CELERRELRTTTEERTT TR
ens [[ITTITTTIIOITTOTN  cene | [T

(a) Déta vyberdme zaradom. (b) Data vyberdme tak, aby zopovedali
rodeleniu pravdepodobnosti.

Obrizok 16.3: Oby¢ajnd a vrstvend 4-ndsobnd vzdjomna validdcia. Cerveno
oznacené vzorky boli vybrané do testovacej mnoziny.

pripade je kazda vzorka pouzitd na trénovanie aj testovanie, ako vidime
na obrazku 16.3(a).

16.1.3 Vrstvena K-nasobna vzajomna validacia

Aby sme zabezpecili, Ze trénovacie a testovacie mnoZiny st vyvaZené,
rozdelime mnozinu déat X tak, aby podmnoziny zachovavali distribiciu
jednotlivych tried. Podiel (pravdepodobnost’) vzoriek jednotlivych tried
je rovnaky v pévodnej mnozine X aj v kazdej z jej podmnozin Xj,... Xg
tak, ako je zndzornené na obréazku 16.3(b).

16.1.4 Vzajomna validacia s vynechanim jednej vzorky

Ak mame k dispozicii mélo dét, snazime sa trénovat’ klasifikdtor na ¢o
najvacsej mnozine, aby zachytil vietky vzt'ahy medzi ddtami. V tomto
pripade testujeme na jedinej vzorke. Tato situdcia zodpovedd K-ndsobnej
vzdjomnej valid4cii, kde K je rovné poctu vzoriek.

16.2 Bootstrap

Aj pri metéde bootstrap delime mnoZinu dat K kréat a pocitame prie-
mernt dosiahnutii chybu. Rozdiel je v tom, Ze pri tejto metdde sa v jed-
nom vyber moze v trénovacej mnozine jedna vzorka vyskytovat viackrat.
Do trénovacej mnoziny vyberdme vzorky ndhodne s opakovanim. V kaz-
dom vybere je vel'kost’ trénovacej mnoziny rovnd vel'kosti p6vodnej mno-
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trénovacia mn.  testovacia mn.

tah 1 | |

Obrazok 16.4: MoZné realizdcia vyberu vzoriek do trénovacej a testovacej mno-
ziny metédou bootstrap. Vzorky, ktoré sa nedostant do ténovacej mnoziny tvoria
testovaciu mnozinu.

===

Ziny. Vzorky, ktoré sa nedostant do trénovacej mnoZziny sa pouZiji na tes-
tovanie. Velkost testovacej mnoZiny sa tak vjednotlivych vyberoch meni.
Priklad moznej realizacie met6dy je na obrazku 16.4.

Pri tejto metéde sa pravdepodobnost, Ze vzorka skonci v testovacej
mnozine, rovnd 0,368. Pozrime sa na jednu konkrétnu vzorku. Pravde-
podobnost), Ze ju nevyberieme do trénovacej mnoZiny je 1 —1/N. Ked'Ze
vyber opakujeme N-krat, pravdepodobnost’, Ze vzorku nevyberieme ani
raz je

1 N
(1 - —) ~e ' =0,368. (16.2)
N
Klasifikator teda trénujeme na 63,2% dét. Preto sa tejto metéde hovori aj
0,632 bootstrap.

16.3 Chybova funkcia klasifikatora

Chyby klasifikdtora sa delia na dva typy. Povedzme, Ze sa v obraze sna-
zime detegovat’ konkrétny objekt. Ak sa tento objekt v obraze vyskytuje
a nés klasifikator ho deteguje, dosiahne spravne pozitivny vysledok (true
positive — TP). Ak by ho nedetegoval, dopusti sa chyby typu II a jeho vy-
sledok je nespravne negativny (false negative — FN). V pripade, Ze objekt
sa v obraze nevyskytuje a klasifikator ho deteguje, nastdva chyba typu I
a vysledok je nespravne pozitivny (false positive — FP). V pripade, Ze kla-
sifikator urci, Ze objekt nie je pritomny, dostdvane spravne negativny vy-




16.3. Chybova funkcia klasifikdtora

sledok (true negative — TN). Tabul'ka 16.1 ddva nazorny prehl'ad moznych
vysledkov klasifikatora.

Tabul'ka 16.1: Typy a identifikdcia moznych vysledkov klasifikétora.

Skuto¢nost’ Rozhodnutie - objekt sa
objekt sa vyskytuje nevyskytuje
vyskytuje Sp,ravna klgs,lﬁkam,a ,Chyba typl,l I )
Spréavne pozitivny vysl. Nespréavne negativny vysl.
nevyskytuje ’Chyba typu I ) Sp’ravna klaS}ﬁkaCIfl
Nespravne pozitivny vysl. Spravne negativny vysl.

Niektoré chyby klasifikdcie m6zu byt zdvaznejSie (maji horsie na-
sledky) — napriklad neodhalenie smrtel'nej choroby v medicine, ktora by
sa dala I'ahko liecit' liekmi, ktoré nemaji vedl'ajSie ucinky. Teda nekla-
sifikovanie choroby v pripade chorého ¢loveka ma horsie nasledky ako
nasadenie liekov u zdravého ¢loveka. Ciselne moZzeme ,stratu* v pripade
spravnej klasifikdcie vyjadrit' nulou a v pripade nesprévnej klasifikacie
nejakou nenulovou hodnotou. Toto ohodnotenie sa nazyva funkcia straty

L(s,a):Sx A— Ry, (16.3)

kde S je priestor stavov (skuto¢nych klasifika¢nych tried) a A je priestor
akcii (vystupov klasifikdtora). NajcastejSie pouzivanou funkciou straty je
0-1 funkcia L(s,a) =1 - 354, kde 6, je Kroneckerova delta (tab. 16.3(a)).
V niektorych aplikdcidch (detekcia spamu, medicina atd’.) sa pouziva ne-
symetrickd funkcia straty (tab. 16.3(b)).

Tabulka 16.2: Ohodnotenie chyb klasifikdtora.

Rozhodnutie Rozhodnutie
Skuto¢nost’ | zdravy | chory Skuto¢nost’ | nie tvar | tvar
zdravy 0 1 nie tvar 0 1
chory 1000 0 tvar 1 0
(a) Rozne hodnotené chyby. (b) Rovnako hodnotené chyby.

Pomocou funkcie straty L( ) mdZeme vyjadrit' o¢akdvani podmie-
nenu stratu pri klasifikdcii vzorky x patriacej triede w nasledovne

Ry =Y. L,9)Pylx). (16.4)
WweA
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Tabulka 16.3: Priklad matice zdmen pre klasifikaciu ¢islic.

klasifikacia
Cislica 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 R
1 87 | 0 0 0 1 0 0 0 0 0|0
2 0 88 1 0 0 0 0 0 1 1 1
3 0 0|75 1 0 0 0 |10 | 4 0|3
4 0 0 0 79 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0|79 6 0 0 0 4 |1
6 0 0 0 0 8 80 1 0 0 2 0
7 0 1 0 0 0 0 |83 0 0 0|0
8 0 0 15 0 0 1 0 65 7 0 0
9 0 0 4 0 0 0 0|10 |71 ] 0 |1
0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 9 | 1

Celkova ocakdvand podmienend strata pri pouziti tohto klasifikétora je

R= ngz R,x)dx= ) Y f% L(w,y)P(yIx)dx, (16.5)

weS weSYeA

kde 2, je rozhodovacia oblast’ triedy w.

16.4 Metbdy porovnavania klasifikatorov

Okrem vycislenia ocakdvanej straty mdZeme klasifikdtory porovndvat na
zdklade inych vlastnosti. Jednou z nich je matica zdmen (alebo kontin-
gencnd tabul'ka). Z matice zimen moZeme pre binarne klasifikatory (kla-
sifikujd do dvoch tried) vypocitat’ niekol'ko koeficientov kvality klasifika-
cie.

16.4.1 Matica zdmen

Matica zdmen je kontingne¢nou tabul'kou, do ktorej zapisujeme pocty
vzoriek klasifikované do jednotlivych tried. Prikladom matice zdmen pri
Klasifikacii &islic je tabul'ka 16.3. V tejto matici je $pecidlny stipec ozna-
ceny R, ktory dovol'uje klasifikdtoru ,nevyjadrit' sa“ (reject option), ak
hodnota klasifikacného kritéria nepresiahla stanovany prah klasifikacie
pre ziadnu triedu.

Z tejto matice mozeme vidiet, Ze klasifikdtor nie je Gplne dobre na-
trénovany, lebo si zamiena cislice 3, 8 a 9 a tiezZ 5 a 6. Mohlo by sa zdat/,
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k440
0 0 o 0o 0 0 o0

30
0 17.05 0 0 1136 0 peRdd7.955 0 0

0 4651 O 0 0 0 1163 0 1.163

] 0 1075 0 1075 O 0 0 1.075

Obrazok 16.5: Vizualizacia percentudlnych podielov matice zdmen z tabulky
16.3.

ze klasifikator rozpoznéva rovnako dobre Cislice 4 a 5, lebo maji na dia-
gondle rovnaky pocet vzoriek. Problémom tejto matice vsak je, Ze pocet
vzoriek v jednotlivych triedach nie je konstatny. V takomto pripade sa
niekedy do matice zdmeny ddva miesto absolitnych poctov klasifikova-
nych vzoriek, ich percentuélny podiel v jednotlivych triedach. Mnoho-
rozmerné matice zamen sa lep$ie vizualizuji pomocou teplotnych mép,
ako vidno na obrazku 16.5.

Pre binérne klasifikatory, ktoré klasifikuji déata do dvoch tried, zod-
povedajui tidaje v matici zdmen jednotlivym typom klasifikdcie TB TN,
FB EN.

16.4.2 Koeficienty kvality klasifikacie

Z hodnot TR TN, FR FN mo6zeme vypocitat nasledovné koeficienty kva-
lity klasifikacie.

Citlivost’ testu

Citlivost’ klasifikdtora je dand pomerom spravne pozitivnych vysledkov
k poc¢tu hl'adanych objektov skuto¢ne sa vyskytujtcich v datach

P

TPR= ———. (16.6)
TP+ FN
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vx2

Této hodnota je ovplyviiovand hodnotou FN. Cim vy$§i pocet nesprav-
ne negativnych vysledkov, tym niz$ia citlivost’ klasifikdtora. Znamena to,
ze klasifikator nevie odhalit' vSetky vyskyty objektu. Idedlny klasifikator
nemad nespravne negativne vysledky a dosahuje 100% citlivost'.

Citlivost’ sa nazyva aj senzitivita, miera skuto¢nej pozitivity (true po-
sitive rate — TPR) a v oblasti ziskavania informadcii tiplnost’ alebo zachyt
(recall).

Vyluénost testu

Vylucnost' klasifikdtora sa meria pomerom skuto¢ne negativnych vysled-
kov k poctu vzoriek neobsahujtcich hl'adany objekt

N

TNR= ———.
TN + FP

(16.7)

Je to miera ako dobre dokéZe klasifikator urcit’ negativne vzorky. Cim
viac nespravne pozitivnych, tym niz3ia hodnota TNR. Vysokd vylu¢nost’
sa vyzaduje napriklad pri testovani vyrobkov na vyrobnej linke, kde sa
vyrobky, ktoré neprejdu testom, zahadzujua. Pri nizkej vylu¢nosti je medzi
zahodenymi vel'ké mnozstvo fungujicich vyrobkov. Idedlny klasifikator
m4d 100% vylucnost'.

Vylucnost' sa nazyva aj Specificita alebo miera skuto¢nej negativity
(true negative rate — TNR).

S vylu¢nost'ou klasifikatora stivisi aj miera nespravnej pozitivity

FPR =1-TNR. (16.8)

~FP+IN

Prediktivna hodnota

V medicine sa pouziva prediktivna hodnota testu, €o je vlastne poste-
riérna pravdepodobnost. Pozitivna prediktivna hodnota (PPH) testu je
pravdepodobnost’, Ze pacient skuto¢ne md danu chorobu, ked' test vy-
Siel pozitivne. Cim menej je nespravne pozitivnych vysledkov, tym viac
sa hodnota PPH bliZi k jednotke

P

PPH = .
TP+ FP

(16.9)

PPH sa v oblasti ziskavania informdcii nazyva presnost’ (precision).
Negativna prediktivna hodnota testu urcuje pravdepodobnost’, Ze pa-
cient je skutoéne zdravy, ak test vysiel negativne. Cim menej nespravne




16.4. Met6dy porovnavania klasifikdtorov

negativnych vysledkov, tym vyssia hodnota NPH

TN

NPH= ———.
TN+ FN

(16.10)

Prediktivna hodnota zavisi od rozdelenia pravdepodobnosti choroby
v skiimanej populdcii (apriérna pravdepodobnost’).

Utinnost’

Pocet spravnych vysledkov klasifikdcie (pozitivnych alebo negativnych)
v pomere k poctu vietkych skiimanych vzoriek nazyvame t¢innost’. Cim
menej nespravnych vysledkov, tym vyssia i¢innost

TP+ TN
TP+ FP+ TN +FEN’

Bff = (16.11)

Utinnost voldme aj efektivnost’ alebo spravnost’ (accuracy).

F, skére

V oblasti ziskavania informdcii sa na hodnotenie kvality dolovacich me-
téd pouZziva vdZeny harmonicky priemer tplnosti a presnosti nazyvany
F skoére

_ (1+p*)(PPH.TPR)
F = " p2pPPH+ TPR

(16.12)

Najcastejsie sa pouziva F; skére, kde vaha presnosti a tiplnosti je rovnaka

B=1

2PPH.TPR

== (16.13)
PPH+ TPR

1

16.4.3 ROC krivky

Povodne z oblasti radiolégie sa do oblasti klasifikdcie dostal pojem ROC
krivka. ROC je z anglického Receiver Operating Characteristics — hodnota
opisujtca prevadzkovi charakteristiku prijimaca (radaru).

ROC krivka opisuje vzt'ah citlivosti a miery nespravnej pozitivity, kde
na x-ovej osi je FPR a na y-ovej TPR. ROC krivka je vhodnd pri binér-
nych klasifikdtoroch, ktoré klasifikacné kritérium vyhodnocuji voci ne-
jakému prahu, pripadne obsahuji nejaky premenny parameter, ktorého
optimélna hodnota sa d4 urcit’ prave z analyzy ROC krivky.
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. FPIFN
) )
-, objekt = pozadie

Obrazok 16.6: Rozdelenie pravdepodobnosti s vyznacenym klasifikacnym pra-
hom a ur¢enymi hodnotami TR TN, FB FN.

Vytvorenie ROC krivky

Ako priklad si uved’'me klasifikétor, ktory zaradi vzorku do klasifika¢nej
triedy na zdklade hodnoty jediného priznaku. Ak x < h, tak vzorka patri
do triedy w1, inak do w». Parametrom tohto klasifikdtora je hodnota prahu
h. Nech trieda w; reprezentuje objekt a trieda w, pozadie obrazu. Potom
obrazok 16.6 ilustruje hodnoty TR TN, FR FN pri danom rozdelen{ prav-
depodobnosti.

Ked menime prah i, menia sa hodnoty FPR a TPR. Pre kazdud hod-
notu prahu zanesieme bod (FPR, TPR) do grafu, ako je vidno na obrazku
16.7. Pri h = 0 st vSetky vzorky klasifikované ako pozadie (negativne).
To zanmend, Ze FP=0aaj TP =0 a teda aj FPR=0a TPR= 0 (bod A
na obréazku). Postupnym zvySovanim prahu sa zvySuje hodnota TPR, pri-
¢om FPR méze byt nulovd, pripadne skoro nulova (bod B na obrazku).
Pri urcitej hodnote prahu sa za¢ne zvySovat aj hodnota FPR (bod C na
obréazku). V bode D na obréazku je prah Bayesovho klasifikdtora (porov-
naj s obrdzkom 14.1(b)). Od bodu E je hodnota FPR priblizne 100%, CiZe
vsetky objekty mame spravne klasifikované. Poslednym bodom ROC kriv-
ky je bod (100%,100%), ked’ vSetky vzorky su klasifikované ako objekt.

V praxi nemézeme vyhodnotit’ v§etky mozné hodnoty parametra kla-
sifikdtora (napriklad, ked’ zmena parametra vyZaduje nové trénovanie kla-
sifikdtora) a vyslednd krivka je schodovita. Preto sa ROC krivka generuje
pomocou vzijomnej validécie, ked’ v niekol'kych behoch vygenerujeme
ROC krivky a spriemerujeme ich. Pripadne pouzijeme rozne Statistické
met6dy odhadov rozdelenia pravdepodobnosti, z ktorych potom vyge-
nerujeme ROC krivku.
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A
100%
P(x,w1) P(x,w5,)
c
TPR
B
[T I 1
A B C E FG
o’ :
0% FPR 100%

Obrazok 16.7: Body ROC krivky zodpovedaji roznym hodnotdm klasifika¢ného
prahu.

Vyber parametra klasifikatora pomocou ROC krivky

Oblast medzi bodom A a C na obrazku 16.7 je oblast’ prisneho klasifika-
tora, kde vel mi maélo vzoriek objektov je klasifikovanych ako objekt. Na
druhej strane v tejto oblasti nemame skoro Ziadne nespravne pozitivne
klasifikacie.

Oblast’ medzi bodmi E a G je oblast’ nedbanlivého klasifikdtora, kde
vsetky vzorky objektov klasifikujeme spravne, ale za cenu vel' mi vysokych
hodnot FP.

Oblast’ optimélneho klasifikatora leZi medzi bodmi C a E.

Parameter vysledného klasifikdtora potom mo6zZme vybrat podl'a toho,
¢o je ciel om klasifikécie. Ak je na3 klasifikdtor jednym z prvych v rade za
sebou iducich klasifikdtorov, m6Zzeme ho skonstruovat’ ako nedbaly, nie-
kde v okoli bodu E, pricom sa spol'ahneme na to, Ze nasledujtce klasifi-
katory postupne znizia FPR.

Ako najlepsi sa ¢asto vybera klasifikator, ktory lezi na ROC krivke ¢o
najblizsie k 'avému hornému rohu, a teda maximalizuje citlivost’ a zéro-
ven vylu€nost'. Dasim pouZivanym bodom je bod s rovnakou hodnotou
citlivosti a vylu¢nosti. Tento leZi na prieniku ROC krivky s druhou diago-
nélou.

Priebeh ROC krivky

Tvar ROC krivky zdvisi od toho, ako dobre sa daji odseparovat’ vzorky
jednotlivych tried. Na obrdzku 16.8 st uvedené tri zakladné typy ROC kri-
viek. V prvej situdcii vieme néjst’ idedlny prah, ked’ klasifikator spravne
identifikuje vSetky vzorky objektu aj pozadia. Tato situdcia je v redlnych
aplikdcidch vel'mi zriedkava. Prikladom typickej ROC krivky je krivka pre
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100%4 - Powy)  P(xw)
0% FPR 100% /\

Obrazok 16.8: Tvar ROC krivky zodpoveda rozdeleniu pravdepodobnosti.

100%}

TPR

0% FPR 100%

Obrazok 16.9: Porovnanie troch klasifikdtorov pomocou ROC kriviek.

rozdelenie v strede, kedy sa pri klasifik4cii snazime minimalizovat’ dosiah-
nutd chybu. Vnajhor§om pripade, ked’ rozdelenia pravdepodobnosti obi-
dvoch tried splyvaji, ROC krivka splyva s diagondlou a kvalita klasifikacie
je rovnakd, ako keby sme si hadzali mincou.!

Porovnanie kvality klasifikdtora pomocou ROC kriviek

Na obrazku 16.9 je porovnanie vysledkov réznych klasifidtorov. Problé-
mom je urcit, ktory z klasifikdtorov je lepsi. Vidime, ze klasifikator C do-
sahuje horsie vysledky nez klasifikatory A a B. Medzi tymito dvomi v§ak
nie je jeden jednoznacne lepsi. Pri nizkych hodnotich FPR sa javi ako
lepsi klasifikator B, ale klasifikator a dosiahne vyssiu citlivost, pre vyssie
hodnoty FPR. Jednou z moZnosti, ako urcit, ktory z A a B je lepsi, je spo-
citat’ obsah plochy pod krivkou.

1Ak by ROC krivka nasho Klasifikitora lezala v $edej oblasti, smutne sklopime hlavu
a ideme vratit’ titul.
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100%]
ROC(t;)

TPR

0% to  FPR 100%

Obrazok 16.10: Obsah oblasti pod ROC krivkou obmedzend maximéalne tolerova-
nou hodnotou FPR = 1.

AUC hodnota

Integral ROC krivky vyjadruje plochu pod ROC krivkou. Tomu zodpoveda
aj anglické oznacenie AUC (area under the curve). Hodnota AUC sa pohy-
buje v intervale (0,5;1), pricom hodnotu 1 dosahuje idedlny klasifikator
a 0,5 ndhodny. Kvalita klasifikdtora sa pomocou hodnoty AUC d4 vyjadrit’
pomocou stupnice v tabul'kdch 16.4. Zavisi od typu rieSeného problému,
ktort tabul'ku pouzijeme.

Tabulka 16.4: Dve pouzivané tabul'ky AUC hodnot.

Rozpitie | Stupnica — _
E— Rozpitie Stupnica

0,5-0,6 | zlyhdvajici d _

> 0,5-0,75 priemerny
06-07 slaby i
0,7-0,8 riemerny 0,75-0,92 dobry
0,8 _ 0,9 P dObr}'I Y 0,92-0,97 | velmi dObI’Y
0,9-1,0 | vynikajdci 097-10 | vynikajici

V niektorych aplikdcidch nemé zmysel uvazovat parametre klasifikd-
tora, pri ktorych sa dosahuje vysokd hodnota FPR. V tomto pripade sa
nepocita integral na celom obore (0, 1), ale len po nejaki maximalne to-
lerovant hodnota FPR = 1, ako je zndzornené na obréazku 16.10.
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Statistické porovnanie

Statisticky sa rozdielnost’ dvoch klasifikitorov pomocou hornoty AUC d4
porovnat’ pouZitim nasledovnej testovacej Statistiky

_ AUC -AUG,
T Std(AUC; — AUGy)’

(16.14)

ktord ma (0,1) normélne rozdelenie. Hypotéza Hj je, Ze rozdiel medzi
hodnotami AUC je nulovy.

16.4.4 McNemarov test

Majme klasifikatory K1 a K2, ktorych kvalitu chceme porovnat’. Na vypo-
Cet testovacej Statistiky McNemarovho testu pre oba klasifikdtory uré¢ime
nasledovné hodnoty

* ngo: pocet vzoriek spravne klasifikovanych oboma klasifikatormi,

* ng1: pocet vzoriek spravne klasifikovanych K1 ale nespravne K2,

* nyo: pocet vzoriek nespravne klasifikovanych K1 ale spravne K2,

* n1: pocet vzoriek nespravne klasifikovanych oboma klasifikdtormi.

Nésledne vypocitame testovaciu Statistiku

_ (Ingy — n1ol - 1)?
no1 + nio

M (16.15)

ktord ma y? rozdelenie s jednym stupfiom volnosti. To znamend, Ze ak
M > 3,84, potom s 95% spol'ahlivost ou mdZeme zamietnut' nulovi hy-
potézu, Ze oba klasifikdtory maji rovnaki chybovost'.
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CasT IV

FARBA A VIZUALNE VNIMANIE




KAPITOLA

17

Svetlo a farba

Osvetlenie je doleZitou a nepostradatelnou zlozkou Zivotného prostre-
dia. SliZi materidlnym aj kultirnym potrebam, jeho droven je vyznam-
nym ukazovatel om tirovne spolo¢nosti [CIE13].

rastuca energia

IAVAVAV N

rasttica vinova dizka

0,0001nm 0,01nm 10nm 1um 0,01cm icm 1m 100m
gama Rontgenové UV Infracervené mikrovinné radiové viny
Ziarenie Ziarenie  Ziarenie Ziarenie Ziarenie radar

viditel'né svetlo

1

400 500 600 700
vinova dizka (nanometre)

Obrazok 17.1: Viditelné spektrum elektromagnetické viny.interval farieb zodpo-
vedajiicim réznym vinovym dizkam spolu s menami neviditel nych vin.

Podl'a Maxwellovej teérie elektromagnetickych vin m4 svetlo charak-
ter elektromagnetického vinenia s rozliénymi dizkami. Fakt, ze dokaZeme
vnimat farby, spésobuje schopnost’ oka reagovat na elektromagnetické
viny ur¢itej dizky. Len vel'mi tizka ast’ elektromagnetického spektra (vi-

258




ditel'né cast’ spektra) sa nazyva svetlo. Nachddza sa v rozsahu vinovych
dizok medzi 360 nm a 780 nm. Viditelné farby v tomto rozsahu sa na-
zyvaju spektralne, €isté farby. Teda Cisté farby zodpovedaju jednotlivym
vinovym dizkam.

Presnejsie povedané tento rozsah vinovych diZok je viditel nym svet-
lom pre ¢loveka. Niektoré druhy Zivo¢ichov vnimaju iné rozsahy. Napri-
klad véely ho majii posunuty smerom ku kratsim vinovym dizkam, a teda
mozu “vidiet” ultrafialové Ziarenie. Naopak niektoré plazy vnimaji ako
viditeIné aj to, ¢o je pre Cloveka uz neviditeIné infracervené ziarenie.
Rozsah vnimanych vinovych dizok je dany predovietkym tym, Ze v oblasti
viditelného svetla je maximum elektromagnetického Ziarenia dopadaju-
ceho na zemsky povrch zo Slnka. Na obrazku 17.1 je zobrazeny interval
farieb zodpovedajtici r6znym vlnovym dizkam spolu s menami nevidi-
telnych vin.

Svetelné vlnenie je priecne vlnenie, pri ktorom intenzita elektrického
pola E a intenzita magnetického pol'a H st kolmé na smer postupu vl-
nenia a zaroveii vektory E a H sti na seba kolmé. Elektromagneticka vina
je zndzornend na obrazku 17.2. Svetelné vinenie mé periodickd povahu
a mozeme ho rozlozit' na zlozky so sinusovym priebehom monochro-
matického ziarenia. Monochromatické Ziarenie sa prejavuje vzdy jednou
urcitou farbou, preto sa nazyva aj jednofarebné svetlo alebo spektralna
farba. Spektralna krivka je graf intenzity v zavislosti od vinovej dizky.

Obrazok 17.2: Elektromagneticka vina.

Elektromagnetické vinenie, a teda aj svetlo, charakterizuju tri zaklad-
né vlastnosti:

e amplitida (svietivost’),
¢ frekvencia (alebo farba),

* polarizécia (uhol vinenia).
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Svetelné vinenie mozeme charakterizovat’ vinovymi dizkami A alebo
frekvenciami f. Vzt'ah medzi nimi je dany ako pomer

A=~ (17.1)

kde v je fazova rychlost. Elektromagnetické viny sa $iria dokonca aj vo
vékuu. Vtedy je vztah medzi frekvenciou a vinovou dizkou (A) elektro-
magnetického Ziarenia

fi=c, (17.2)

kde c je rychlost svetla vo vakuu.
Energia E vlny stvisi s jej frekvenciou podl'a vzt'ahu

E=hf, (17.3)

kde & je Planckova konstanta, nazvand podla nemeckého fyzika Maxa
Plancka.

Existuju optické javy, ktoré sa nedaji opisat pomocou Maxwellovej
elektromagnetickej teérie. Mozno ich vsak vysvetlit pomocou kvanto-
vého modelu svetla. Podl'a kvantovej teérie sa svetlo skladd z mnohych
diskrétnych svetelnych kvant — foténov. Energia foténu sa vyjadruje vjed-
notkéch elektrovolt (eV). Fotén ako Castica elektromagnetického pol'a je
dand okrem energie aj svojou hmotnost'ou a hybnost' ou. Pokojovd hmot-
nost foténu je nulov4, inak by sa nemohol pohybovat rychlost'ou svetla.

Kvoli dualite ¢astice a vinenia ma svetlo vlastnosti aj vlnové aj Casti-
cové.

17.1 VeliCiny opisujuce svetlo

Elektromagnetické vinenie je nositel om energie. D6leZitym faktorom po-
pri vel'kosti hustoty energie Ziarenia je aj jej priestorové rozloZenie. VI-
nenie sa moze lisit' tiez svojim spektrdlnym zlozenim. Aby bolo mozné
elektromagnetické Ziarenie vyuzit', je potrebné jeho energetické charak-
teristiky poznat' a vediet' ich merat’. Tymto meranim sa zaobera radi-
ometria.

Vlastnosti svetla, bez ohl'adu na detektor a jeho vlastnosti, opisuju
radiometrické velic¢iny. Ak chceme merat’ vlastnosti svetla podl'a jeho -
¢inku na I'udské oko, pouZivame fotometrické veli¢iny.




17.1. Veliciny opisujtice svetlo

17.1.1 Réadiometrické veli€iny

Radiometrické velic¢iny sa niekedy nazyvaju aj energetické, preto sanaich
oznacenie pouZiva index e. V nasledujicom texte si uvedieme zdkladné
rédiometrické veliciny.

Ziarivy tok

Ziarivy tok @, je energia vyZiarend telesom za jednotku ¢asu (resp. vykon
vyZiareny, absorbovany, alebo prendsany vinenim)

dE
D, = ra jednotka W.

Intenzita vyZarovania

Intenzita vyzarovania M, je energia vyziarend jednotkovou plochou za

jednotku ¢asu
do,

M=—, jednotka w.m™2.
ds

Ziarivost

Ziarivost' I, je energia vyZiarend bodovym zdrojom v danom smere do
malého priestorového uhla

do . -
I, = d—Qe’ jednotka W.sr 1
kde sr je oznacenie pre steradidn, jednotku priestorového uhla.
Doteraz definované veli¢iny opisuju Ziarenie ako celok, bez ohl'adu

na to, aké vinové dizky st v iom obsiahnuté.

Spektralna hustota Ziarivého toku

Spektralna hustota Zziarivého toku @, je energia vyziarené za jednotku
¢asu, ktord pripad4 na interval vinovych dizok dA

o 4%
el — ar
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Celkovy Ziarivy tok

Celkovy ziarivy tok ziskame integrovanim cez cely interval vinovych dizok
(A1, A2), v ktorom zdroj emituje Ziarenie

A2
O, = f O,y dA.
A

1

17.1.2 Fotometrické veliCiny

Vsetky fotometrické veliciny a jednotky sa definovali na zdklade fyzikal-
nych veli¢in a jednotiek prostrednictvom kriviek spektralnej citlivosti
Fudského oka V(1) pre denné (fotopické) a V’(1) pre nocné (skotopické)
videnie (vid'. kapitolu 18).

Svietivost’

Fotometrické veli¢ina charakterizujica bodovy zdroj je svietivost'. Je to
veli¢ina, ktord vyjadruje schopnost’ pribliZzne bodového zdroja vyvolat
v danom smere zrakovy vnem. Jej jednotkou je kandela (cd), ktord patri
medzi zédkladné jednotky ststavy SI a od nej sa odvodzujua jednotky os-
tatnych fotometrickych veli¢in. Je analégiou k Ziarivosti a zapisuje sa

do

I= ETo) jednotka cd (kandela).

Svetelny tok

Odvodené fotometrické jednotky st limen a lux. Ldmen (Im) je jednot-
kou svetelného toku. Ked’ bodovy zdroj svetla vysiela svetelné Ziarenie
v smere ur¢enom uhlom a do malého priestorového uhla, v ktorého vr-
chole sa nachadza, hovorime o svetelnom toku

dd = 1*dQ, jednotka cd.sr, tj. limen (Im).

Osvetlenie

Ak bodovy zdroj so svietivost'ou I vysiela svetelny tok d® do malého pries-
torového uhla dQ, pri kolmom dopade na mali plochu dS spésobuje na
nej osvetlenie

do

E = IS jednotka Im.m™2, tj. lux.

Jednotkou osvetlenia je lux.




17.2. Funkcie spektralnej hustoty

Jas

Plosné svetelné zdroje charakterizuje jas L. Jas vyjadrujeme ako podiel
svietivosti plo§ného elementu v danom smere k priemetu plo$ného ele-
mentu do roviny kolmej na uvaZzovany smer.

17.2 Funkcie spektralnej hustoty

V 17. storoci urobil Isaac Newton radikdlny objav, ked’ rozloZil biele svet-
lo na spojité spektrum farieb pri prechode svetla cez skleneny hranol
(vid'. obrdzok 17.3) a vyvrétil tak predchadzajicu teériu, Ze farby vzni-
kajti zmieSavanim svetla a tmy (temnoty).

Obrazok 17.3: Rozklad bieleho svetla na spektrum farieb po prechode cez skle-
neny hranol.

V sti¢asnosti pod pojmom spektrum rozumieme rozklad Ziarenia pod-
I'a vinovych diZok alebo frekvencii. Spektrum méze byt spojité alebo ne-
spojité v zavislosti od skupenstva latkovych objektov vysielajicich Ziare-
nie. Nespojité spektrum sa eSte rozdel'uje na ¢iarové a pasové spektrum.

Spektrum charakterizujeme pomocou pomerného spektralneho zlo-
Zenia ziarenia, ktoré zobrazuje zavislost pomernej spektrdlnej hustoty
ziarivého toku od vlnovej dizky.

Svetlo vyZarované zo zdroja vo vdcSine pripadov obsahuje Ziarenie
viacerych vinovych diZok. Spektrdlna krivka intenzity Ziarenia pre takéto
zdroje svetla je zndzornend na obr. 17.4. Energia svetla sa vypocita ako
plocha pod spektralnou krivkou.

17.3 Geometrické vlastnosti svetla

Zakladnym pojmom geometrickej optiky je svetelny la¢. Svetelny la¢ do-
padajici na povrch latky sa Ciasto¢ne odrazi, ¢iastocne prejde latkou
a Ciastocne ho latka pohlti. Dopadajtci lG¢ sa odrazi podl'a zdkonov od-
razu.
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Obrazok 17.4: Spektrélna krivka intenzity Ziarenia pre svetlo s viacerymi vlno-
vymi dizkami.

Svetlo riadia tieto zdkony geometrickej optiky

1. Zakon priamociareho $irenia svetla: V homogénnom prostredi sa
svetlo pohybuje po priamkach (svetelné lice).

2. Zakon odrazu: Odrazeny lG¢ lezi v rovine dopadu urc¢enej norma-
lovym vektorom dopadu v danom bode dopadu a uhol medzi nor-
madlou a oboma Iti¢mi je komplementarny.

3. Zakon lomu (Snell-Descartes): Li¢ prechddzajtci z jedného pro-
stredia do druhého meni na rozhrani tychto prostredi svoj smer.

Obrizok 17.5: Ciasto¢ny odraz a lom svetelného li¢a dopadajticeho na rozhranie
dvoch priesvitnych materialov.

Podl'a zdkona lomu, ak r je Id¢ dopadajtici na rozhranie dvoch pries-
vitnych materidlov s indexamilomu n; a ny (vid'. obr. 17.5), a ro je lomeny
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IG¢, potom ry, 1, anormadla na rozhranie sti koplandrne a pre uhly a; a a»
medzi normdlou a dvomi li¢mi plati vzt'ah

ni.sinaj = np.sinas. (17.4)

Proces formovania obrazu pozostdva z troch Casti: osvetlenie, odra-
zivost’ materidlu a pozorovanie. Materidly v scéne interagujui s priché-
dzajicim svetlom a spdsobuju jeho reflexiu, odraz. Farba objektu je dand
spektrom dopadajticeho svetla a svetlom absorbovanym a/alebo odraze-
nym (vlastnostami objektu). V pripade matnych materidlov pouzijeme
Lambertov model odrazu. Hovorime, Ze intenzita odrazeného svetla od
povrchu je nezavisld od uhla pozorovania.

17.4 Ziarenie &ierneho telesa

Kazdé teleso s teplotou vy$sou ako je absolttna nula (0 K tj. -273,15° C)
vyzaruje do okolia elektromagnetické Ziarenie. VInova dizka, na ktorej
toto teleso najviac vyZzaruje, zavisi od jeho teploty. Cim vicsia je teplota
telesa, tym kratsiu vinovi dizku m4 Ziarenie, ktoré vysiela do priestoru.
Této vinové dizka sa da jednoducho vypogcitat podl'a Wienovho zakona
posunu, ktory hovori, Ze vinova dizka A4y, na ktortd pripadd maximum
vyzarovania ¢ierneho telesa, je nepriamo iimernd termodynamickej tep-

lote T
b

Amax =T

T

kde b = 2,898.10~2 m.K je konstanta a T je teplota povrchu telesa v Kelvi-
noch.

Schopnost’ telesa vysielat' elektromagnetické Ziarenie tizko stivisi s je-
ho schopnost'ou pohlcovat Ziarenie, pretoze teleso pri konstantne;j tep-
lote je v termodynamickej rovnovahe so svojim okolim, teda ziskava po-
hlcovanim energie od okolia rovnaké mnozstvo energie, ako do okolia
odovzdéava.

Priklad: Zeleznu ty¢ v tme pri izbovej teplote okolo 20° C (293 K) ne-
uvidime. Do okolia vyzaruje elektromagnetické Ziarenie s vinovou
dizkou okolo 10um, €o je vinova dizka neviditelného, infracerve-
ného ziarenia. Ked’ ju v8ak zacneme zahrievat, zaCne sa jej teplota
zvy$ovat' a s fiou sa bude skracovat vinova dizka Ziarenia, ktord pri
urcitej teplote zacne patrit’ do viditel'nej Casti spektra, na ktort st
citlivé nase oci. RozZzeravent ty¢ zacne byt vidno a nadobudne cer-
venu farbu.
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Ako sme uz spomenuli vysSie, vicSina telies, ktoré pozndme, Cast’ Zia-
renia na ne dopadajiceho odrazi, ¢ast’ pohlti, a ¢ast’ ziarenia nimi prejde.
Aby bolo mozné jednoducho pracovat’ so ziarenim telies, bol zavedeny
fyzikdlny model — absoltitne €ierne teleso. Je to idealizované teleso, ktoré
Ziadne Ziarenie neodrazi ani cezen Ziadne neprejde, ale dokonale pohlti
vsetku energiu svetla, ktoré nan dopada a ti vysle v podobe tepelného
ziarenia. V praxi sa ako Cierne teleso sprava napriklad dutina so zacier-
nenymi vnitornymi stenami a malym otvorom, z ktorého Ziarenie vystu-
puje.

Ako sa meni teplota, odtien farby Ziarenia sleduje ¢iaru teplotnych
Ziaricov, tzv. Planckovu krivku (Planckian locus). Planckova krivka opi-
suje spektralne rozdelenie intenzity Ziarenia ¢ierneho telesa pri vyzna-
cenych teplotach. Ttto zéavislost' popisal v roku 1900 Max Planck (1858 -
1947), ktory ziskal za myslienku existencie kvant energii v roku 1918 No-
belovu cenu za fyziku.

S rastticou teplotou sa vinovd dizka maximalneho vyZarovania skra-
cuje a tiez sa zvacSuje mnozstvo vyzarovanej energie. To znamend, Ze ak
sa povie, Ze nejaké ziarenie zodpoveda ziareniu ¢ierneho telesa s teplo-
tou x Kelvinov, tak spektrédlna krivka tohto Ziarenia bude Planckova krivka
prislugnej vinovej dizky.

Opisali sme parameter farby svetla zodpovedajtci vyZarovaniu cier-
neho telesa, a to parameter teploty. MoZeme teda hovorit’ o farebnej tep-
lote svetelného zdroja. Je to teplota Cierneho telesa, ktorého farba Ziare-
nia sa nan najviac podoba. Svetlo urcitej farebnej teploty méa farbu te-
pelného Ziarenia vyddvaného Ciernym telesom, zahriatym na tuato tep-
lotu. Vel'a prirodzenych zdrojov svetla moZe byt’ aproximovanych Ziare-
nim idedlneho ¢ierneho telesa.
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Ludsky vizualny systém

Zrak je pre ¢loveka zo vSetkych zmyslov povaZovany za najddleZitejsi. Po-
mocou zraku vnima ¢lovek asi 80% vSetkych informadcii zo svojho okolia.
Zmyslovym orgdnom zraku je oko, ktorym ¢lovek vnima vizuélne obrazy
okolitého sveta.

Fakt, ze dokdZeme vnimat farby, spésobuje schopnost’ oka reagovat’
na elektromagnetické viny uréitej dizky. Svetlo, teda elektromagnetické
Ziarenie z okolitého sveta, sa cez nasu optickd ststavu ,0ko“ prendsa
na receptorové bunky (ty€inky a ¢apiky) na sietnici, kde vyvolavaju che-
mickd reakciu. Tieto potom prend$aji vyvolané vzruchy pomocou ner-
vovych vldkien do mozgu, ktory ich spracuje na vnimany obraz.

V réznych astiach oka nastéva pohlcovanie réznych vinovych dizok
Ziarenia. Tento fakt sa d4 vyuzit' napriklad pri operacidch oka, ale pre-
dovsetkym chrani oko pred poskodenim. Ziarenie je pohlcované pomo-
cou rozkladu proteinov a inych latok, ¢im sa spotrebovava energia. Vyssie
dévky nevhodného Ziarenia sposobuju slzenie, zvySenie teploty a tlaku
v oku, zdpaly a podobne.

e 100-315 nm - absorbuje sa prevazne v rohovke, zvySok sa rozptyli
v sklovci,

* 315-400 nm - absorbuje sa prevazne v §o3ovke za pomoci premeny
proteinoy,

* 400-780 nm - viditeIné svetlo je oko schopné v priebehu 0,25 se-
kundy zredukovat’ pomocou zreni¢ky na znesitelné mnozstvo, ale
na kratsich vinovych dizkach uz nedokaze tak rychle zareagovat,
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e 780-1400 nm - prechddza cez $oSovku a dopadd na sietnicu, kde
moze sposobit’ aj vdzne poskodenie.

e viac ako 1400 nm - je absorbované v rohovke. Sposobuje silné slze-
nie a zvySovanie teploty a tlaku sklovca.

18.1 Struktira oka

Svetlo vstupuje do oka cez $oSovku (lens). Zmenou tvaru SoSovky sa meni
ohniskovd vzdialenost’, zabezpecuje sa ostré premietnutie obrazu nasiet-
nicu. Toto prispdsobenie §oSovky sa nazyva akomodécia.

Pred SoSovkou sa nachddza kruhovity sval nazyvany dihovka (iris).
NajdolezitejSou tlohou dihovky je reguldcia mnoZstva svetla vstupuji-
ceho do oka. Dihovka mé centralny okrihly pohyblivy otvor - zrenicku
(pupil), ktord sa moze zuzovat alebo rozsirovat’. Vo vnutri oka sa nacha-
dza svetlocitlivA membrana - sietnica (retina). Sietnica je vlastnym or-
ganom zraku a tvori vnuitornua vrstvu oka. Pokryva celii dutinovi stranu
ocnej gule. Zachytava obraz a zrakovym nervom ho posiela do zrakovych
centier vmozgu. Je tvorend z dvoch druhov svetlocitlivych receptorov (fo-
toreceptorov) — Eapikov (cones) a ty€iniek (rods). Struktdra oka je znazor-
nend na obréazku 18.1.

sietnica

zrenicka Shes %
osovka Zlta Skvrna

sklovec

zrakovy nerv

Obrézok 18.1: Priecny rez okom zobrazujuci jeho Struktiru.

V strede sietnice, priblizne oproti zrenicke oka, lezi zlta Skvrna kru-
hovitého aZ eliptického tvaru o priemere asi 3 mm. V jej strede je pre-
liacina, ktord sa nazyva fovea centralis. Vacsina ¢apikov je ststredenych
vo vnltri tejto malej oblasti. Toto miesto lezi vo vrchole optickej osi oka
a predstavuje miesto najostrejsieho videnia, pretoZe sa do neho premieta
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Obriazok 18.2: Distribticia ty¢iniek a tapikov v sietnici. Capiky st végsinou si-

stredené v centre sietnice, v Zltej Skvrne. Priestorové rozliSovanie je preto vyrazne

slabsie na perifériach.

centrdlny l4¢. V oblasti Zltej Skvrny st nakopené len ¢apiky, ktoré tu maju
najvacsiu hustotu. Ty¢inky sa nachddzajui zvacsa na periférii sietnice. Dis-
tribtcia ty€iniek a ¢apikov v sietnici je zndzornend na obrazku 18.2.

Ty¢€inky a €apiky

Na sietnici je neuniformné rozloZenie capikov a ty¢iniek. Vo fovei pri ma-
ximdlnej hustote &apikov je ich 150 tis. — 200 tis./mm?.

Ty¢inky obsahuju latku citlivi na achromatické svetlo, nazyvanu ro-
dopsin. Na zdklade fotochemickych reakcii o¢ného rhodopsinu je vni-
man4 intenzita svetla. Capiky obsahujui obdobni latku iodopsin, ktory
je zlozeny z viacerych latok citlivych na svetlo modrej, zelenej a Cervenej
farby. Tieto organické farbivé senzibilizuju ¢apiky a tyCinky.

Capiky sltiZia na farebné videnie v jasnych svetelnych podmienkach,
pri svetlosti > 1cd/m?, ked’ st dobre viditeIné a rozpoznatel'né farby —
denné videnie (photopic vision). Ty¢inky neumozZnuja farebné videnie,
st pouzité pri vel'mi slabom svetle, priblizne pri svetlosti < 0,01cd/m?,
ked’ su viditel'né iba Sedoténové obrysy objektov — no¢né videnie (scoto-
pic vision). Ty¢inky su priblizne 25-krat citlivejsie nez ¢apiky. Na simrac-
nom videni (mesopic vision) sa podiel'aju ¢iastocne tyCinky aj ¢apiky, ak-
tivuje sa pri 0,01 — 1cd/m?, ked’ farby nie st jasne viditeIné.




18.2. Procesy prebiehajtice na sietnici

18.2 Procesy prebiehajuce na sietnici

Pocas histérie skimania farebného videnia sa formovali dve zakladné te-
orie a to trichromaticka teéria a te6ria oponentnych procesov, obe este
pred objavenim svetlocitlivych buniek v oku.

Trichromaticka tedria sa spdja s menami Th. Younga a H. Helmholtza.
Nezavisle na sebe dospeli k zaveru, ze vSetky farby spektra mo6zeme vy-
tvorit zmieSanim troch zdkladnych monochromatickych farieb. Young za
tieto tri zdkladné farby povaZzoval Cervend, zItt a modri, Helmholtz zase
Cervend, zelend a fialovu.

Filozofickym pozadim oponentnej tedrie je koncept J. W. Goetheho.
Goethe si v§imol, Ze niektoré farby sa k sebe vel mi dobre hodia a niektoré
sa spolu takmer nikdy nevyskytuji. Goetheho tedria je filozofickym pod-
kladom fyziologickych vyskumov, ktoré neskor zrealizoval Elwald Hering
a vytvoril teériu oponentnych farieb.

V I'udskom oku st skutocne préve tri typy farebnych receptorov, na
ktorych prebiehaji mechanizmy na bédze trichromatizmu, no spracova-
nie informdcie z nich, prebiehajtice v hlbsich struktirach sietnice a moz-
govej kore, ma charakter oponentnych procesov.

18.2.1 Trichromatické procesy

Ludsky vizudlny systém je zaloZeny na troch typoch ¢apikov uloZenych
na sietnici oka. Prvy typ ¢apikov reaguje na cervend cast’ farebného spek-
tra a teda na dlhé viny. Druhy typ reaguje na zelenu Cast’ spektra s vinami
strednej dizky. A treti typ reaguje na modrt ¢ast’ farebného spektra, kde
sa nachddzaju kratke viny. Maximélna odozva prvého typu ¢apikov je pri
vinovej dizke 559 nm, druhého typu pri 531 nm a tretieho typu 419 nm.
Na zéklade niektorych zisteni mézu mat’ niektoré Zeny tetrachromaticky
vizudlny systém — Styri typy ¢apikov. Pomer poctu capikov citlivych na
dlhé L, stredné M a kratke S viny je L:M:S = 60 : 30 : 5. Tento pomer sa
meni v zavislosti od ¢loveka, pomer L:M méze byt u 'udi s normalnym
videnim od 2,7:1 aZ po 16,5: 1.

Vnem z modrého kanélu ovplyviiuje aj tvorbu melatoninu a teda bio-
logické hodiny: spanok/bdenie. Dynamicky rozsah I'udského vizudlneho
systému pokryva rozsah intenzity svetla priblizne 10'?. Rozliujeme adap-
tdciu na svetlo a na tmu. Adaptédciu na svetlo méZeme merat’ v sekun-
déch, avSak adapticia na tmu trva mintty. Pri chromatickej adaptécii sa
samostatne prisposobuji jednotlivé primérne farebné kandly (L, M, S).
Svetlocitlivé receptory meraji mnozstvo svetla vstupujiceho do retiny.
Nech S;(A),i € {r, g, b} je krivka odozvy jednotlivych typov ¢apikov citli-
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vych na Cervend, zelenti a modru cast’ spektra. E(A) je (irradiance) sve-
telné Ziarenie s vinovou dlzkou A dopadajtice na receptor. Potom celkové
mnozstvo merané jednym receptorom mozeme vypocitat’

Q; =sz- (M) E(A)dA. (18.1)

Pri pozorovani matného povrchu je Ziarivost' E, dopadajtica na recep-
tor, vypocitand ako produkt medzi odrazenou energiou objektu Ra mnoz-
stva energie L dopadajticeho na objekt

EMA=RA)LW), (18.2)

takze celkovil energiu moZeme prepisat’ ako

Qi= f S; ()R LA dA. (18.3)

18.2.2 Oponentné procesy v sietnici

Trichomatické teéria farebného videnia nie je schopné vysvetlit' fenomén
oponentnych farieb. Tato skuto¢nost viedla Ewalda Heringa k navrhnu-
tiu oponentného principu kédovania farieb. Oponentné procesy prebie-
haji v sietnici.

Sietnica (obr. 18.3) je komplikovany viactiroviiovy organ. V zadnej ¢as-
ti sietnice st ulozené ¢apiky a ty¢inky. Gangliové bunky (ganglion retinal
cells) sa nachddzaju v prednej Casti sietnice a v strednej casti medzi ty-
mito dvomi Groviiami st bipolarne bunky (bipolar cells). V tejto Struk-
tare sa nachddzaju aj horizontdlne a amakrinné bunky, ktoré sliZia na
horizontdlnu vymenu informécii. Zaujimavé je, Ze prichddzajtice svetlo
musi najprv prejst’ cez Grovne v opacnom poradi, aby dosiahlo troven
kde sa nachddzaju fotoreceptory.

Odozva vychadzajica z fotosenzitivnych receptorv je kombinovana
v gangliovych bunkéch sietnice, kde sa formuju tri oponentské kanaly
(obr. 18.4). Jeden achromaticky ¢ierno-biely a dva chromatické ¢erveno-
zeleny a zIto-modry. Z gangliovej bunky sa posle pulzovy signél cez optic-
ky nerv do vizudlnej ¢asti mozgovej kory, kde je spracované samotné vni-
manie farieb.

V retine je 100 az 126 miliénov fotoreceptorov, z toho priblizne 95
— 120 miliénov tyc¢iniek a 5 — 6 miliénov capikov. Ked'Ze na prenos in-
formécie existuje len asi 1 milién gangliovych buniek, je zrejmé, Ze tato
musi byt nejakym sposobom komprimovand. Ak by bol kazdy fotorecep-
tor spojeny s individudlnou bunkou, neurénové vldkno by muselo mat’
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\»_ horizontalne

amakrinné
bunky

svetlo

Obrdzok 18.3: Strukttira sietnice pozostavajtica z troch tirovni. Svetlo musi prejst
najprv pomedzi gangliové a bipolarne bunky, aby sa dostalo k fotosenzitivnym
Capikom a ty¢inkdm. Informécia potom prechddza v opa¢nom poradi naspit’ do
gangliovych buniek a odtial' cez opticky nerv do mozgu. Informécia sa vymiena
aj postranne cez horizontdlne a amakrinné bunky.

%A

achromaticky chromatické
kanal kanaly

Obrazok 18.4: Tri oponentské procesy pozostdvajtice z jedeného achromatického
kandla a dvoch chromatickych. Chromatické kandly kombinuju ¢erveno-zelenti
a zlto-modry informdciu.

velkd hriabku. A teda je zrejmé, Ze predtym, ako sa zrakova informécia
z jednotlivych ¢apikov posle do mozgu, dochddza uz v sietnici na gag-
liovych bunkéch k jej vel'kému predspracovaniu. V mieste, kde opticky
nerv opust'a oko, sa nenachéddzajui ziadne fotoreceptory. Toto miesto sa
nazyva slepd Skvrna.
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18.2.3 Gangliové bunky a receptivne polia

Bipoldrne bunky prendsaji signély od receptorovych buniek ku gangli-
ovym bunkdm. Axény (nervové vybezky) gangliovych buniek formuju oc-
ny nerv. Jedna gangliovd bunka je spojend s viacerymi fotoreceptormi cez
bipoldrne bunky. Gangliové bunky prijimajui vstup okrem bipolarnych aj
z amakrinnych buniek.

VSetky receptory, ktoré ovplyviiuji vystup jednej gangliovej bunky;,
patria oblasti, ktora sa nazyva receptivne pole gangliovej bunky. Recep-
tivne polia susednych sietnicovych gangliovych buniek sa vyrazne pre-
kryvaju.

Vicsina gangliovych buniek mé priblizne kruhové receptivne pole. To
znamend, Ze maly kruh buniek na sietnici vysiela svoje signaly do jednej
gangliovej bunky. Tento kruh sa e$te deli na vnitorny (centrum) a von-
kajsi (okolie). Gangliové bunky vedia rozlisit, ¢i svetlo dopadd do cen-
tra alebo do okolia a podl'a toho reaguji. Ked svetlo dopada do centra
projekéného pol'a bunky, jedna skupina gangliovych buniek sa aktivizuje,
tieto sa nazyvaju bunky s aktivizovanym centrom (on-center cells). Ked’
svetlo dopadé na plochu ich okolia, sti inhibované. Bunky s neaktivnym
centrom (off-center cells) st inhibované, ked’ svetlo dopada na ich cen-
trum. AvSak, ked’ na centrum svetlo prestane dopadat, na chvil'u sa akti-
vizujui. Aktivne su vtedy, ked’ svetlo dopada na ich okolie [Dob05].

O - JOX -
Of - JOI -

Obrazok 18.5: Receptivne polia sietnicovych gangliovych oponentnych buniek
s aktivnym a s neaktivnym centrom. Styri ¢erveno-zelené a $tyri Zlto-modré typy
oponentskych buniek.

Ako mozno vidiet' na obrazku 18.5 receptivne polia buniek mézu byt
cerveno-zelené alebo Zlto-modré.

Z predchédzajiceho vyplyva, Ze vnem ,Cerveno-zelenej“ farby ne-
existuje, pretoZe ak je bunka excitovana ervenym svetlom, zapne sa Cer-
veny kandl a zaroven na druhom capiku je signdl zo zeleného kandla in-
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hibovany. Obidva kandly nepracujt synchrénne ale skor antagonisticky,
bud’ vnimame predmet cerveny, alebo zeleny.

Takisto existencia buniek citlivich na modru a zItG umoznuje vysvet-
lit', preco nikdy nevidime farbu, ktora by bola Zltkasto modra. Bud’ totiz
vidime modrd, alebo vidime Zlta.

18.3 Vizudlny kortex

Spracovanie vizudlnej informdcie sa deje v mozgovej kore (cortex). Tvar
objektu, jeho farba, smer pohybu sa spracovava v roznych castiach vizu-
4lnej Casti mozgovej kory. Tieto informécie sa delia na dve cesty - ,,Co°
a ,kde“. Tvar a farba sa spracovdva pomocou ,¢o “cesty a priestorova in-
formadcia sa spracovdva pomocou ,kde“ cesty, ktora taktieZ riesi pohyb.
Toto delenie sa zacina uz v sietnici.

Dalsie delenie sietnicovych gangliovych buniek je na M bunky (mag-
no — vel'ké) a P bunky (parvo — malé). Vel'ké bunky st citlivé na vel'ké
objekty a vedia sledovat rychle zmeny v podnetoch. Nesti najmi infor-
mdciu o hrubych ¢rtdch predmetov a pohybe. Malych buniek je viac,
maju mensie receptivne polia, nesti najmi informdciu o farbe a detai-
loch. V obidvoch skupindch sa vyskytuji ako off-center, tak on-center
bunky [Dob05]. Asi 80% sietnicovych gangliovych buniek si P bunky. Re-
aguji na vysoké frekvencie a st citlivé na rézne vinové dizky. Asi 10% bu-
niek je M buniek. Tie reagujui na nizke frekvencie a nie su citlivé na vinové
dizky. Zvy$nych 10% buniek je tvorenych asi 6smimi d’al§imi typmi bu-
niek [Ebn07].

«

Zaujimavost: Treba si uvedomit, Ze obraz na nasej sietnici sa neustéle
meni, pretoze nase o€i neustale vykondvaju sakédy, t.j. malé po-
hyby, ktorymi sa zameriavaju stdle na inu ¢ast’ okolia. Ak by sme sa
pozerali bez pohybu o¢i stdle na jedno a to isté miesto, bunky, ktoré
st zodpovedné za prenos zrakovej informadcie, by sa unavili, a obraz
by sa ndm pomaly vytratil. Tieto bunky potrebuji zmenu, aby boli
aktivne. Vyskusajte si napriklad uprene sa pozerat na bodku na ¢is-
tom liste papiera. Ak sa pozerate skutocne ststredene, po ¢ase vim
bodka zmizne.

Zrakové kora sa deli na viacero oblasti. Okrem primdrnej zrakovej ob-
lasti oznacovanej ako V1, rozozndvame este d'alSie dolezité oblasti ako
V2, V3, V4 a V5 (MT), ktoré prispievaji k d’alsSiemu spracovaniu zrakovej
informacie.
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Informéciu o pohybe prendsa najmi aktivita M-buniek. Prechddza
oblast'ou V2 do oblasti MT a d’alej do parietdlnej kory. Informdciu o tvare
nesie najma aktivita buniek P. Z oblasti V2 prechddza do oblasti V4 a d’alej
do tempordlnej kory.

Zo sietnice je informdcia o farbe (z troch typov ¢apikov, z ktorych je
kazdy citlivy na iné vinové dizky; typ S na kratke, M na stredné a L na
dlhé) vedend do kory P-bunkami, o ktorych sme hovorili vy$sie. AvSak
tieto bunky zaroven vedd aj informéciu o jase, respektive kontraste. Farba
sa v P-bunkdach spracovdva podobnym principom, na akom fungujt ,on-
center a ,off-center” neurdény. Jeden typ P-buniek miesa signdly zL aM
capikov, druhy zasa signdly z S ¢apikov oproti kombindcii signdluzLaM
capikow.

Vznik obrazov na sietnici sprevddza javiradidcie. Predmety, ktoré ma-
juvyssi jas ako okolie, sa zdaji byt o nie€o vacsie ako rovnako vel'ké pred-
mety niz$ieho jasu.

18.4 Poruchy farbocitu

Pri vnimani farieb mo6zu nastat’ r6zne poruchy. Porucha farbocitu méze
byt vrodenad alebo ziskand. Existuju tri druhy vrodenych portch.

Prvym typom je dichromazia, pri ktorej jeden druh capikov chyba.
Podl'a toho, ktory, rozlisujeme

Protanope - chybaju ¢apiky citlivé na ¢ervent farbu,
Deuteranope - chybaju capiky citlivé na zelent farbu,
Tritanope - chybaju capiky citlivé na modru farbu.

Ludia trpiaci na protanopiu alebo deuteranopiu nerozlisuju cervent
a zelenu farbu. Touto poruchou farbocitu je postihnutych priblizne 8%
muzov a 0,5% Zien.

Dalsim typom poruchy farbocitu je anomadlna trichromadzia. Pri tejto
poruche je znizena citlivost' jedného typu capikov, ¢o sposobuje posun
farebného spektra a ¢lovek ma posunuté vnimanie farieb.

Tretim typom je monochromazia, pri ktorej clovek nerozliSuje farby
vobec.

Existuju v8ak aj poruchy vnimania farieb, tvarov a pohybu spdsobené
poskodenim ¢asti mozgu, kde sa tato informécia spracovéva. Takou je na-
priklad achromatopsia, ked’ ¢lovek nerozoznéva farby z dévodu posko-
denia mozgu v oblasti V4. Poskodenie urcitych casti oblasti V1 a V2 spo-
sobuje chromatopsiu, kedy ¢lovek nie je schopny vidiet' tvary a formy,
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ale farbu rozoznéva. Alebo akinetopsia spésobend poskodenim oblasti
V5, ktora spracovéva informécie o pohybe a stereoskopickej hibke a pri
ktorej ¢lovek nie je schopny vidiet' objekty, ktoré st v pohybe.
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Kolorimetria

Za poslednych tristo rokov pozndme viacero pokusov definovat farebné
modely. Tie va¢§inou vychadzali z aktudlnych vedomosti o farebnom vni-
mani ¢loveka. V mnohych pripadoch préve farebné modely mali vysvet-
lit', ako vnimanie farieb funguje. V roku 1801 Thomas Young priSiel s te-
oriou, Ze iba tri primdrne farby st postacujice na vytvorenie vetkych
farieb. Této tedria bola potvrdend v roku 1960, ked’ boli objavené tri typy
fotoreceptorov v sietnici.

Na zaciatku 20. storocia bola vytvorend medzinarodnd vedecko-tech-
nickd organizécia zamerand na $tudijné rieSenie zdkladnych otdzok roz-
voja svetelnej techniky - Medzinarodna komisia pre osvetl'ovanie (Com-
mission Internationale de I'Eclairage - CIE). Aktudlne zdruZuje viac ako 40
krajin sveta.

Numerickym opisom I'udského vnimania farieb sa v sti¢asnosti za-
oberd kolorimetria. Dnedny kolorimetricky apardt vychddza vacSinou
z uzneseni CIE. Medzi jej najvyznamnejsie odporucenia patria:

e definicia parametrov Standardného pozorovatel'a,
* definicia Standardnych iluminantov,

* definicia priestorov farieb a

e diferen¢né formuly farby.

Az vroku 1931 bol na zdklade biologickych aspektov vnimania farieb,
navrhnuty prvy matematicky presny farebny model - CIE XYZ.
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Od roku 1993 nadvézuje na pracu CIE Medzinarodné konzorcium pre
farbu (International Color Consortium, ICC), a to metodikou farebného
manazmentu (color management).

19.1 Grassmanov experiment

V roku 1853 Hermann G. Grassmann urobil nasledujtci experiment. Po-
zorovatel'ovi ukdzal dva panely, jeden osvetleny nejakou farbou a druhy
tromi primarnymi svetelnymi zdrojmi cervenou (R), zelenou (G) a mod-
rou (B). Pozorovatel mal za tilohu menit intenzity troch primarnych zdro-
jov svetla tak, aby farba vzniknuté ich zmieSanim bola okom nerozozna-
tel'nd od danej farby. Experiment je zndzorneny na obrazku 19.1.

pozorovatel

Obrazok 19.1: Grassmanov experiment porovndvania farieb. Pozorovatel sleduje
cez maly otvor panel rozdelny na dve casti, kde dolné cast’ je osvetlend testova-
nou farbou a hornd ¢ast’ primdrnymi svetenymi zdrojmi, ktoré st zmiesavané
aditivne.

Tento experiment predpokladd metamerizmus farieb, co znamens,
Ze rovnaky farebny podnet méZe vzniknit posobenim farebnych pod-
netov rozneho spektrdlneho zloZenia. Takéto podnety potom nazyvame,
metamerné farebné podnety.

V uskuto¢nenom experimente zistili, Ze nie pre vSetky zvolené farby
vieme néjst’ vhodné intenzity primarnych zdrojov tak, aby sme tspesne
nasli ,rovnaky* farebny par. Preto presunuli cervent farbu na panel spolu
s hadanou farbou. A tak bolo zistené, ze pre uréitii éast’ vinovych dizok
viditelného spektra je hodnota koeficientov zdpornd, obzvlast' pre cer-
venu farbu.

Podobné experimenty sa neskor stali zdkladom kolorimetrie.
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19.2 Grassmanov zakon aditivneho mieSania farieb

Grassman na zdklade experimentu formuloval princip aditivneho mie-
$ania farieb (additive mixture):

» The total intensity of any mixture is the sum of the intensities
of the lights mixed.“ [Gra53]

Lubovol'nd farbu moézeme vyjadrit’ ako linedrnu kombinéciu troch
farieb, pricom Ziadna z tychto farieb nesmie byt  linedrnou kombinéciou
zostavajucich dvoch. Toto sa nazyva 1. Grassmanov zdkon mie$ania fa-
rieb (Grassman's assumption of additivity, alebo aj Grassman’s Law).

Grassmannov predpoklad aditivity je zdkladom systému kolometrie.
Napriek tomu, Ze v poslednych desat'ro¢iach bolo opakovane zistené zly-
hanie aditivity [VV11; Oic07; WS00; SB59], jeho platnost’ je vo vSeobec-
nosti axiomaticky akceptovand. Cena za zmenu celého CMS (color ma-
nagement system) by bola prili§ vysoka.

19.3 Kolorimetricky priestor

Farba Q moZe byt namie$and pomocou R jednotiek Cervenej, Gq jed-
notiek zelenej a By jednotiek modrej farby.

Q=RoR+G.G+By.B, (19.1)

kde Q je dany farebny podnet (color stimulus), R, G, B si primarne fa-
rebné podnety (primary stimuli of unit amounts) a R, Gg, B trichro-
matické zlozky (tristimulus values). Tato rovnica sa nazyva kolorimet-
ricka rovnica.

Kazdy farebny podnet m6Zeme teda reprezentovat’ vektorom v 3-di-
menziondlnom priestore nazyvanom kolorimetricky priestor (tristimu-
lus space). Osi v tomto priestore sd tvorené farebnymi podnetmi R, G a B.
Kolorimetricky priestor (R, G, B) spolu s farebnym podnetom Q je zné-
zorneny na obrazku 19.2.

Vyjadrenie v 3D priestore nie je v praxi vzdy vyhovujtice. LepSie sa
Q reprezentuje v 2D priestore. Takdto reprezenticia moze byt napriklad
pomocou jednotkovej roviny kde R + G + B = 1. Ak hodnoty R, G, B nor-
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malizujeme dostaneme chromatické stiradnice

R

"“R+G+B’
G

"R+G+B’
B

"R+G+B

8

(19.2)

Tak&to jednotkova rovina tvori trojuholnik — diagram chromatickosti,
ktory nazyvame aj Maxwellov farebny trojuholnik (Maxwell color trian-
gle).

Obrazok 19.2: (R, G, B)-kolorimetricky priestor. Primarne podnety R, G, B st re-
prezentované ako vektory jednotkovej dizky so spoloénym zaéiatkom v bode O.
Farebny podnet Q je reprezentovany ako trichromaticky vektor Q s komponen-
tami dlzky R@, G, Bg. Trichromaticky vektor pretina jednotkovii rovinu (R + G +
B =1) vbode Q. Jednotkovd rovina obsahuje (1, g, b)-chromaticky diagram, v kto-
rom Qreprezentuje chromaticky bod Q [WS00].

Ak testovany farebny podnet je monochromaticky, vysledkom je mno-
zina spektralnych trichromatickych zloZiek (spectral tristimulus values).
Vypocet (19.1) m6Zeme urobit’ postupne pre vSetky spektrdlne mono-
chromatické podnety s vinovou dizkou A. Potom moZeme zapisat’

QW) =RWA).R+GW).G+ B(A).B, (19.3)

kde R(A), G(A) a B(A) je mnozina spektralnych trichromatickych zloziek
namerand vzh'adom na primarne farebné podnety R, G and B.
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Nech Q dostaneme aditivnym mieSanim monochromatickych pod-
netov Q(A) vrozsahu farebného spektra 380 - 780 nm s delenim stupnice
vinovych dizok na 1 nm, potom

780
Q= ) QW. (19.4)
1=380
Obzvlast’ dolezitd je mnozina spektralnych trichromatickych zloziek
ziskand pre vSetky monochromatické podnety Q(1) daného farebného
stimulu Q, ktoré maju jednotkovi spektrdlnu hustotu Ziarenia, v kazdej
vinovej dizke A v celom viditeInom spektre. Takyto podnet sa nazyva pod-
net s izoenergetickym spektrom a oznacuje sa E. Trichromatické zlozky
takejto kolorimetrickej stistavy sa vyjadruju trichromatickymi €lenitel-
mi. Kolorimetricka rovnica pre farebny podnet izoenergetického spektra
E(A) je nasledova

EA) = F(A)R+ &(A)G+ b(L)B, (19.5)

kde F(1), g), b(L) je mnozina trichromatickych ¢lenitel ov namerana
vzhladom na primérne merné podnety R(1), G(A), B(A) a zdpis pomocou
malého pismenka s ¢iarkou nad pismenom je Standardné oznacenie pre
vyjadrenie pre Specidlny pripad izoenergetického spektra. Sihrn trichro-
matickych ¢lenitel ov pre vietky vinové dizky vytvara spektrélne krivky
trichromatickych €lenitelov (color matching functions - CMF).

Z obrazka 19.3 je zrejmé, Ze pre niektoré hodnoty A potrebujeme za-
porné mnozstvo ¢erveného farebného podnetu R. Pre hodnotu A = 475
st kolorimetrické hodnoty farebnych podnetov r(1) = —0,045, g(1) =
0,032 a b(A) = 0,186. TakZe mdZeme zapisat’

Ej =-0,045R +0,032G + 0, 186B. (19.6)

Zaporné mnozstvo cerveného farebného podnetu R znamen4, Ze pri
porovndvani farieb potrebujeme pridat’ 0,045R k E}, aby sme ju ,desatu-
rovali®.

Trichromatické zlozky kazdého podnetu Q(A) vzhl'adom na primarne
farebné podnety R(1), G(A1) a B(A) sa daju ziskat’ zo spektrélnych kriviek
trichromatickych €lenitel ov nasledovne:

R = F(AMQW),
G =g,
B(A) =bM)Q).
(19.7)
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Obrazok 19.3: Spektrélne krivky trichromatickych ¢lenitel ov 7(1), §(A), b(1) mo-
nochromatického podnetu E(A) v systéme redlnych primarnych podnetov R, G,
B s vinovymi dizkami Ap = 700, A = 546,1 a Ag = 435,8.

Nasledne z (19.3), (19.4) a (19.7)dostaneme

780 780 780 _
Q=( Y FMQW |R+| ) g(/l)Q(/l))G+( y b(/l)Q(/l))B
1=380 A=380 A=380

(19.8)

Z rovnice vyplyva, Ze ak madme dant krivku pomerného spektral-
neho zloZenia (spectral power distribution function — SPD) nejakého pod-
netu Q a mnozinu spektralnych kriviek trichromatickych clenitel ov na-
merantd vzhl'adom na primérne podnety R, G a B, trichromatické zlozky
podnetu Q vzhl'adom na R, G a B mdZeme vypocitat ako jednotlivé sumy
kazdej zlozky v celom rozsahu vinovych dizok.

Dva podnety Q; a Q2 s réznymi SPD vyvolaji rovnaky farebny podnet,
tj. st metamérmi, ak platia nasledujtice rovnice

780 780

Y FAQA) = Y FAQW),
A=380 A=380

780 780

Y g = Y g,
A=380 A=380

780 780

Y. bV = Y bAQA).

1=380 1=380
(19.9)
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Ak aplikujeme rovnice (19.2) na spektilne trichromatické hodnoty,
dostaneme chromatické stiradnice

FA)+gA)+bA)
g
A = - -
s = s+t
b(/l) = L,
FA)+gA)+bA)

(19.10)

kde (1) + g(A) + b(A) = 1.

Obrazok 19.4: Chromaticky diagram v systéme chromatickych stiradnicr, g, s vy-
znatenymi vinovymi dlzkami Ap = 700, A = 546,1 a A = 435,8 primarnych
podnetovR, G, B.

Na obrazku 19.4 je zndzorneny rg-diagram chromatickosti. Tvori ho
pravouhly trojuholnik a spektrdlna krivka (locus) monochromatickych
podnetov od 380 nm do 780 nm. Priamka spdjajica dva konce tejto krivky
sa nazyva priamka sytych purpurov (purple line). Chromatické body R,
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G, B monochromatickych primarnych podnetov R, G, B su reprezento-
vané vrcholmi trojuholnika. Chromaticky bod E podnetu s izoenergetic-
kym spektrom E sa nachddza v strede trojuholnika so stiradnicami rg =
8E = 1/3.

Trichromatické zlozky podnetu Q so spojitym pomernym spektral-
nym zloZenim Ziarenia (radiant power distribution) Py méZeme zapisat
Vv tvare

780

R = f Py F(D)dA,
A=380
780

G = f Py g(A)dA,
A=380

780 _
B = f Pyb(A)dA.
80

(19.11)

19.4 Standardny kolorimetricky pozorovatel

Ako je zrejmé z predchadzajicej kapitoly, medzi 'ud'mi s normdalnym fa-
rebnym videnim su stdle vyznamné individudlne rozdiely, preto je po-
trebné definovat’ nejaky Standard.

CIE ustanovila dvoch Standardnych kolorimetrickych pozorovatel ov.
Standardny kolorimetricky pozorovatel je mnoZina spektralnych kriviek
trichromatickych ¢lenitel' ov, ktoré reprezentuju vlastnosti trichromatic-
kych ¢lenitel ov ['udskej populédcie s normalnym farebnym videnim.

19.4.1 CIE 1931 Standardny kolorimetricky pozorovatel

Na zdklade experimentov Guilda a Wrighta [FBH97] definovala v roku
1931 Medzindrodnd komisia pre osvetl'ovanie krivky trichromatickych
&lenitelov #(A), g(A), a b(A), pre vinové dizky od A=380 po 780 nm, s de-
lenim stupnice vlnovych dizok AA=5 nm a tak ustanovila CIE 1931 §tan-
dardného kolorimetrického pozorovatela (standard colorimetric obser-
ver). Tieto krivky platia pre pozorovanie malych farebnych ploch s pozo-
rovacim uhlom 2°. Za zédklad kolorimetrickej stistavy RGB prijala trojicu
mernych podnetov s vinovymi dizkami 700 nm, 546,1 nm a 435,8 nm.
Tato sustava je prispdsobend tak, aby chromatické siradnice podnetu
s izoenergetickym spektrom boli rovnaké. Cinitele jasu v tomto systéme
st vpomere 1:4,5907 : 0,0601, co zodpoveda vyZiarenej energii v pomere
72,0962 : 1,3791 : 1. Kolorimetricku stistavu RGB méZeme charakterizo-
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vat hodnotami trichromatickych ¢lenitel'ov #(1), g(1) a b(A), ktoré platia
pre normélneho kolorimetrického pozorovatela.

Vroku 1971 odporucila CIE hodnoty standardného kolorimetrického
pozorovatel'a pre roz3ireny interval 360nm — 830nm a s delenim stupnice
vinovych dizok AA=1nm.

19.4.2 CIE 1964 doplnkovy Standardny kolorimetricky
pozorovatel

V praxi sa mozeme stretnit s pripadom, Ze viditené Ziarenie, ktoré vy-
vola farebny podnet, vnikd do oka pod va¢sim uhlom ako 2°. Preto bol
vroku 1964 ustanoveny CIE 1964 doplnkovy Standardny kolorimetricky
pozorovatel (supplementary standard colorimetric observer) pre vel'ké po-
zorovacie pole s uhlom 10° a trojica mernych podnetov s vinovymi diz-
kami R=645,2 G=526,3 B=444,4 nm.

Podrobny opis vyvoja a vlastnosti CIE standardného kolorimetrického
pozorovatel'a je v €asti 3.3.3 knihy Colour Science autorov Wyszecki a Sti-
les [WS00].

Najnovsie Specifikdcie pre spektrdlne krivky trichromatickych ¢leni-
tel' ov sti publikované na webstranke CIE!.

19.5 Kolorimetricka sustava CIE XYZ

Aby v3etky viditel'né farby mohli byt’ definované iba pomocou koeficien-
tov s nezdpornymi hodnotami, pévodné spektralne krivky trichromatic-
kych ¢lenitel ov boli modifikované na celo-pozitivny systém. V roku 1931
CIE zaviedla tri imaginédrne farebné podnety (imaginary primary stimu-
i) X, Y aZ a systém CIE XYZ (1931) sa stal zdkladom kolorimetrie. Tieto
podnety nie su fyzicky realizovatel'né, existujui iba ako matematickd kon-
Strukcia. Vyslednd mnoZina kriviek reprezentujicich kolorimetrické cle-
nitele priemerného pozorovatela namerand s ohladom na imagindrne
podnety X, Y, Z st oznacené x(1), y(A), and Z(1) (obr. 19.5). Systém bol
navrhnuty tak, aby ¢lenitel' (1) mal rovnaky priebeh ako krivka citlivosti
I'udského oka pri dennom videni.

Projekciou 3-D farebného priestoru do roviny X+Y+Z=1 dostaneme
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Obrazok 19.5: Spektralne krivky trichromatickych ¢lenitelov x(A), y(1), zZ(1)
podl'a CIE 1931 standardného kolorimetrického pozorovatel'a pre monochroma-
ticky podnet E(A) v systéme imagindrnych primarnych podnetovX, Y, Z.

(%, y)-chromaticky diagram (obr. 19.6). Projekcia je definovand ako

X
X = —-—,
X+Y+2Z
- Y
YT Xsv+z
Z
zZ = D———=1-x-y.
X+Y+2Z

(19.12)

Farba v tomto priestore je ur€end dvomi stiradnicami x, y. Tretia stirad-
nica z, moZze byt tieZ definovan4, ale vd'aka transformaécii je redundantna.

Nové primérne podnety X, Y, Z leZia zvonku mimo domény vektorov
reprezentujicich redlne podnety. Ich reprezentativne body v diagrame
chromatickosti nie st zahrnuté medzi redlnymi podnetmi. LeZia zvonka
chromatického regiénu ohraniceného spektralnou krivkou a ¢iarou sy-
tych purpurov, ktord spaja dva konce spektralnej krivky. Trojuholnik vy-
tvoreny z bodov XYZ tplne ohranic¢uje spektralnu krivku a ¢iaru purpu-
rov. Toto zaisti, Ze chromatické stiradnice xyz a koreSpondujtice trichro-
matické hodnoty XYZ akéhokol'vek farebného podnetu nebudd negativ-
ne.

Rovina XZ zobrazuje v kolorimetrickom priestore XYZ farebné pod-
nety s nulovym jasom. Pretina diagram chromatickosti v priamke, ktora

287




19. KOLORIMETRIA

288

460
0.0 -
(2) 01

02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
X >

Obrazok 19.6: CIE 1931 chromaticky diagram so stradnicovym systémom Xy
a vyznacenymi bodmi kadiel' prechddzaju osi stiradnicového systému XYZ. Dia-
gram je ohrani¢eny spektralnou krivkou s oznageniami vinovych dizok v nano-
metroch.

sa nazyva alychna. V kolorimetrickej stistave CIE XYZ 1931 diagram chro-
matickosti nie je rovinou rovnakych jasov.

Hodnoty trichromatickych ¢lenitel'ov, ktoré platia pre Standardného
kolorimetrického pozorovatel'a, st pouzité na stanovenie trichromatic-
kych zloziek podnetu so zndmym spektrdlnym zloZenim Ziarenia. Pri ur-
Covani trichromatickych zloZiek X, Y, Z rozliujeme vypocet pre farebny
podnet svetelného zdroja a pre farebny podnet objektu.

Nech Q je farebny podnet svetelného zdroja s krivkou pomerného
spektrélneho zloZenia Q(A), potom vzt'ahy pre stanovenie trichromatic-
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kych zloziek X, Y, Z pre podnet Q st:

780
kY QxAA,
1=380

780
kY QA
1=380

780
kY QUzWAAl,
1=380

b
I

~
Il

N
Il

(19.13)

kde k je normaliza¢ny faktor zvyc€ajne nastaveny na 683 Im/W, preto hod-
nota Y mo6ze byt pouzitd priamo na urcenie jasu L (luminance).

V pripade, ked’ je ziarenie odrazené od objektu je Q(A) sticinom spek-
tra iluminanta S(A) a spektralneho ¢initel'a B(A). Spektralny cinitel' S(1)
ovplyviuje vysledné spektrum v désledku odrazu alebo prechodu svetla
telesom. Vzt'ahy pre stanovenie trichromatickych zloZiek X, Y, Z pre fa-
rebny podnet objektu dostaneme

780
k Y. SA)PAEA)AA,
A1=380

780
k Y SABAFAAA,
A1=380

780
kY SBWZA)AA.
A1=380

>
Il

~
Il

N
Il

(19.14)

CIE vytvorila tento priestor farieb na zdklade imaginarnych farebnych
podnetov, a preto nie je Ziadne zariadenie schopné zobrazit' tieto farby.
VyuZiva sa zvdc$a na tiCely konverzie farieb medzi dvomi r6znymi pries-
tormi. Farebné podnety XYZ reprezentuji abstraktné farby.

CIE 1931 RGB and CIE 1931 XYZ st prvé matematicky definované
priestory farieb.

Mobzeme pracovat aj s alternativnym priestorom danym zlozkami x,
y, Y a oznacovanym ako CIE xyY. Chromatické stradnice x, y Specifikuja
odtien farby a saturdciu a Y zlozka reprezentuje jas. Tento priestor je ¢asto
pouZzivany v praxi na urcenie farieb.
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19.6 CIE diagram chromatickosti

CIE diagram chromatickosti je diagram v tvare podkovy, po obvode ohra-
niceny krivkou reprezentujticou €isté monochromatické farby od 380 nm
do 780 nm. Priamka spdjajtica dva konce tejto krivky sa nazyva priamka
sytych purpurov (purple line). Bielu farbu dostaneme zlozenim vsetkych
farieb a nachédza sa v t'azisku. Na obrazku 19.7 je zobrazeny reprezen-
tant bielej farby CIE §tandardny iluminant Dgs. V diagrame chromatic-
kosti sa nachddzajti iba farby s maximélnym jasom. Preto napriklad, hne-
da farba nie je v CIE diagrame, avSak je to oranZovo-Cervend so zniZenym
jasom.

V CIE diagrame urcujeme chromatickost’ farby pomocou dominant-
nej vinovej dizky (farebny tén/odtient) a &istoty farby (sytost’ farby). Sy-
tost’ farby, CiZe jej saturdcia, sa zvySuje od stredu oblasti bielych farieb
smerom k okraju diagramu. Na okraji sa nachddza spektralna krivka s ¢is-
tymi farbami. Farebny odtient sa meni pohybom po krivke. Chromaticky
bod E podnetu s izoenergetickym spektrom E sa nachddza v strede so si-
radnicami xg = yg = 1/3.

Dominantn4 a doplnkové vinova dizka

Dominantné4 vlnova dizka (dominant wavelength) farebného podnetu
je vlnova dizka monochromatického spektralneho podnetu, ktory ked’
zmie$ame s nejakym achromatickym podnetom v sprdvnom pomere, zis-
kame poZadovany farebny podnet. V CIE diagrame ndjdeme dominantni
vlnovii dizku, ak urobime spojnicu od bieleho svetla cez uvazovany fa-
rebny podnet. Achromatické podnety sa vac¢Sinou uddvaju ako CIE Stan-
dardny iluminant A alebo D65, ktoré maji neutrdlnu farbu a chyba im
odtien farby. Farebny podnet S; zobrazeny na obrdzku 19.7 m4 domi-
nantnt vinovi dizku, uréenti vzhadom k CIE §tandardnému iluminantu
Degs, Aa(S1).

Nie véetky farebné podnety maji dominantnt vinovi dizku. Pre pur-
purové farby ju nemozno urcit, pre tieto farby definujeme doplnkovti vl-
novi dizku (complementary wavelength). Ak tito zmieSame s uvazova-
nym farebnym podnetom v sprdvnom pomere, dostaneme achromatické
svetlo. Tato vinové dizka sa zapisuje so zdpornym znamienkom. Farebny
podnet Sy na obrazku 19.7 nema dominantnt vinovii dizku. Mézeme ho
vsak definovat,, vzhl'adom k CIE §tandardnému iluminantu Dgs, pomo-
cou doplnkovej vinovej dizky -A4(S2).
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Obrazok 19.7: CIE 1931 chromaticky diagram zobrazujici vlastnosti dominant-
nych a doplnkovych vinovych dizok. Dominantna vinova dfzka farebného pod-
netu S1, uréend vzhl'adom k CIE §tandardnému iluminantu Dgs je A;4(S1). K nej
doplnkova vinova dlzka je A (S1). Farebny podnet S, nema dominantnt vinovi
dfzku, je uréeny doplnkovou vinovou dfzkou —A,4(S2). Farby S3 a S» nazjvame
komplementdrne.

Cistota farby

Cistota farby je definovand v diagrame chromatickosti ako pomer vzdia-
lenosti, ktory udava posun chromatického bodu daného podnetu od a-
chromatického bodu smerom k spektralnej krivke alebo k priamke sytych
purpurov. Cistota farby stivisi so saturdciou farby vnimanou za uréitych
pozorovacich podmienok. Pre bod chromaticky S; na obrazku 19.7 ur-
¢ime Cistotu farby ako pomer |Dg5S1| : |Dg5A,4(S1)]. Pre urcenie Cistoty
farby bodu S, vSak potrebujeme najprv ndjst bod P(S>), ktory lezi na
priese¢niku priamky sytych purpurov a spojnice bodov S, a Dgs. Cistota
farby bodu S je potom pomer vzdialenosti | Dg5 S2| a | Dgs P(S2)|.
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Obrazok 19.8: CIE 1931 chromaticky diagram zobrazujtci pakové pravidlo. Fa-
rebné podnety na tisecke AB ziskame aditivhym zloZenim farieb A a B. Farebné
podnety vnutri trojuholnika Py P; P3 ziskame kombinéciou zédkladnych farieb P,
Py a P3.

Komplementarne farby

Pary farieb, ktoré ak zmieSame v sprdvnom pomere davaji achromatické
svetlo, sa nazyvaju komplementéarne farby. Na obrazku 19.7 st komple-
mentdrne farby S3 a S4. Vyznamné st monochromatické komplemen-
tarne farby. Komplementarne st aj farby dané vinovymi dizkami A,(S;)
a A.(S1). Pre farby s vinovymi dizkami od 493,3 nm po 566,5 nm neexis-
tujd monochromatické komplementarne farby, ich komplementérne far-
by leZia v oblasti purpurovych farieb. Bod na spektralnej krivke oznaceny
ako -1,4(S2) ma komplementarnu farbu P(S,) leZiacu na priamke purpu-
rov. Achromatické svetlo je vdacsinou definované pomocou CIE standard-
nych iluminantov, ktoré sa nachadzaji priblizne na Planckovej krivke.
Standardné biele svetlo (iluminant C) sa nachddza blizko bodu x = y =
z=1/3.




19.7. MacAdamove elipsy

Pakové pravidlo

Ak mame v diagrame chromatickosti dva body A a B, potom vsetky body
usecky AB, tj. farebné prechody z farby A do B ziskame aditivnym zlo-
Zenim tychto dvoch farieb (obr. 19.8). Toto nazyvame pakové pravidlo.
Podobne aj v pripade trojuholnika P; P, P3, kde vnitorné body trojuhol-
nika ziskame kombinéciou zédkladnych farieb P;, P, a Ps. Pri pohl'ade na
CIE diagram vidno, Ze nevieme zostrojit' trojuholnik, ktory by pokryval
celtd plochu. Z toho vyplyva, Ze nie je moZné ndjst’ také 3 zdkladné farby,
ktoré by urcovali vSetky farby. Farebny rozsah, ktory dostaneme zloZe-
nim zvolenych zdkladnych farieb sa nazyva gamut farieb. Farebny gamut
moze byt udany réznymi polygénmi umiestnenymi v diagrame chroma-
tickosti.

19.7 MacAdamove elipsy

Chromaticky diagram je zna¢ne nelinedrny. Vzdialenosti v CIE diagrame
chromatickosti nezodpovedaji vnimanému rozdielu medzi farbami. Ak
zmieSame farby s rovnakou troviiou jasu v rovnakom pomere, vyslednd
farba nebude vzdy lezat presne v strede medzi tymito dvomi farbami.
V 40-tych rokoch sa David MacAdam zaoberal vizudlnou citilivost ou na
rozdiel farieb a jeho zavery dnes pozndme pod ndzvom MacAdamove
elipsy. MacAdamove elipsy su regiény v diagrame chromatickosti, ktoré
obsahuju farby l'udskym okom nerozliSitel né. Teda na konture elipsy sa
nachddzajua sotva rozlisitel né farby (just noticeable differences).

MacAdamove elipsy su ziskané $tatistickymi meraniami vizudlnych
vlastnosti vzorky populdcie. Tvar a vel'kost’ elips zdvisi od umiestnenia
v CIE diagrame. Na obrdzku 19.9 je zobrazenych vSetkych 25 MacAdamo-
vych elips v pomere 10:1 v porovnani so skuto¢nymi vel'kost'ami. Vizu-
élna citlivost’ na malé rozdiely vo farbe je délezity faktor na urcenie pres-
nosti pri porovnavani farieb najma v priemysle. Na zéklade prace MacA-
dama boli vytvorené nové farebné priestory s ciel om dosiahnut percep-
tudlnu jednotnost’. Najvyznacnejsie si CIELUV a CIELAB, ktoré st opi-
sané v Castiach 20.1.4 a 20.1.5. Aj ked’ oproti CIE 1931 boli dosiahnuté vy-
lepsenia, MacAdamove elipsy st takmer kruhové, ziaden z tychto pries-
torov nie je Gplne bez distorzie.

19.8 Standardné iluminanty

Pri urCovani farby objektov je dolezité svetlo, ktoré tento objekt osvet-
I'uje. Aby sme mohli farbu presne merat’, potrebujeme poznat’ spektralne
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Obrazok 19.9: MacAdamove elipsy zobrazené v CIE 1931 chromatickom dia-
grame, 10 krat zvicSené oproti svojej skutocnej vel'kosti.

zloZenie tohto svetla. Medzindrodnd komisia pre osvetl ovanie definovala
mnozinu §tandardnych iluminantov pouzivanych v kolorimetrii.

Pod pojmom iluminant rozumieme prirodzeny svetelny zdroj, ktory
je urCeny pomernym spektrdlnym zlozenim Ziarenia dopadajticeho na
objekt, ktory je pozorovany pozorovatel om.

CIE $tandardny iluminant A
CIE $tandardny iluminant A (obr. 19.10) reprezentuje Ziarovkové svetlo
s farebnou teplotou 2856 K. Bol definovany CIE v roku 1931.

CIE iluminanty Ba C

V roku 1931 spolu so Stadardnym iluminantom A boli definované aj ilu-
minanty B a C (obr. 19.10).




19.8. Standardné iluminanty

Iluminant B reprezentuje priame slne¢né svetlo s korelovanou fareb-
nou teplotou 4874 K.

Iluminant C reprezentuje priemerné denné svetlo s korelovanou fa-
rebnou teplotou 6774 K.

Obidva st v8ak povaZované za nevhodné pre reprezentovanie priro-
dzeného denného svetla kvoli ich nepresnosti v oblasti ultrafialového
spektra. V stcasnosti sa nepouzivaju a podl'a odporicania CIE z roku
2004 [CIE04], iluminant C nie je standardom CIE.

300
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——3tandardny iluminant A

«—|luminant B
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—|luminant C

150
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50 |
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Obrézok 19.10: Relativne spektrdlne krivky CIE iluminantov A, Ba C.

CIE iluminanty D

Iluminanty D (obr. 19.11) tvoria hlavni skupinu iluminantov zodpove-
dajicich r6znym typom denného svetla (priame slne¢né svetlo, slnecné
svetlo s roznymi stupniami obla¢nosti, svetlo za jasného dna, zatiahnuta
obloha).

CIE $tandardny iluminant D65 reprezentuje denné svetlo v nulovej
nadmorskej vyske s farbou teploty priblizne 6504K. Bol odporuceny CIE
vroku 1964 ako hlavny iluminant pre aproximdciu priemerného denného
svetla pre kolorimetriu. CIE ho odportca pouzit vzdy, ked’ je to mozné.
V pripade ak sa pouZit' nedd, treba brat do tivahy D50 (5000 K), D55
(5503 K) alebo D75 (7504 K).

D50 svetlo na obzore (Horizon Light)
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D55 ranné/poobednajsie svetlo (Mid-morning/ Mid-afternoon Daylight)
D65 svetlo na poludnie (Noon Daylight)

D75 svetlo zo severnej oblohy na severnej pologuli (North Sky Daylight)
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Obrazok 19.11: Relativne spektralne krivky CIE iluminantov skupiny D.

CIE iluminant E

Iluminant E je teoreticky iluminant s izoenergetickym spektrom, CiZe je-
ho pomerné spektralne zloZenie je uniformné cez viditeIné spektrum.
Iluminant E nezodpoved4 Ziareniu Cierneho telesa, a preto sa nevyjad-
ruje vo farebnej teplote.

CIE iluminanty F

Iluminanty F je séria zodpovedajtica r6znym fluorescenénym lampam
s oznaceniami F1 az F12.

19.8.1 Standardné zdroje svetla

CIE rozliSuje medzi iluminantami a zdrojmi svetla. Kym iluminant je dany
$pecifickym spektralnym zloZenim Ziarenia dopadajiceho na pozorovany
objekt, pod zdrojom svetla rozumieme fyzické zariadenie vyZarujtice
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svetlo, ako lampa alebo slnko. Iluminanty st délezité pre kolorimetrické
vypocty, a preto potrebujeme mat’ aj ich fyzikalne realizacie.

Iluminant nie je vzdy presne realizovany svetelnym zdrojom. CIE od-
portca nasledovné standardné zdroje pre aproximaciu iluminantov.

Standardny zdroj A

Standardny zdroj A je plynom plnend Ziarovka s volfraimovym vldknom
(500 W) s farebnou teplotou 2854 K.

Standardné zdroje D, simuldtory denného svetla

Pre iluminanty skupiny D CIE neodporica Ziadne umelé svetelné zdroje,
kvoli ich zlozitému spektralnemu zloZeniu. CIE vSak odportica simula-
tory denného svetla pre ticely kolorimetrie. Kvalita simuldtora méze byt
merand pomocou CIE indexu metamerizmu. Podl'a knihy [WS00] je vhod-
nym simuldtorom iluminantu D65 napriklad xenénova vybojka s filtrom
(filtered high-presure xenon arc lamp - Xe5).

Standardné zdroje F

V pripade, Ze treba vybrat iba zopar typickych fluorescen¢nych lamp, CIE
odportica pouzivat’ prioritne iluminanty F2, F7 a F11.

CIE v technickej sprave CIE15:2004, uvddza aj novi mnoZinu fluores-
cen¢nych lamp s oznacenim FL3.1 — FL3.15, kde FL3.15 je odporucena
ako simulator iluminantu D65.
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20

Modely a priestory farieb

20.1 Homogénne priestory farieb

V priestore XYZ aj v CIE diagrame nezodpovedaji linedrne vzdialenosti
naroznych miestach priestoru subjektivne vhimanym rozdielom vo farbe
anaopak. Takdto nehomogénnost’ je problémom pre aplikacie, kde je po-
trebné merat’ rozdiel farieb. Vyvoj formuly pre vypocet rozdielu dvoch
farieb (color difference formulae), ktord bola nevyhnutné najma pre prie-
mysel, bol problematicky. N4jst’ veli¢inu, ktord by uspokojivo opisala roz-
diel vnimany pozorovatel om medzi dvoma danymi farebnymi podnetmi,
spociva v schopnosti pozorovatel'a posudit relativnu vel'kost’ farebného
rozdielu tychto dvoch farebnych podnetov. Hodnotenie pozorovatel'a sa
meni v zavislosti od pozorovacich podmienok. Preto boli pre r6zne expe-
rimentdlne podmienky vyvinuté rozne formuly.

Boli snahy vyvinut farebny priestor, ktory bude vnemovo rovnomer-
ny, ¢o znamend, Ze rozdiel farieb medzi dvoma bodmi (dvomi farbami)
jednotkovej vzdialenosti v takomto priestore je rovnako vnimany pre vset-

ky farby.

Tieto vlastnosti sa nepodarilo dosiahnut’ v Ziadnom z fyzicky a tech-
nicky orientovanych priestorov. Treba si ale uvedomit, Ze neexistuje fa-
rebny priestor, ktory by nebol skresleny. Preto, ak hovorime o ,homogén-
nom*“ priestore, myslime ,viac-menej“ homogénny priestor. Homgénne
priestory farieb st zaujimavé v r6znych oblastiach pocitacového videnia,
obzvlast, ak porovndvame podobné farby. Tieto modely st nezavislé od
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zariadenia. AvSak transformadcie do inych priestorov farieb st vypoctovo
vel'mi narocné. Toto moze byt problémom najmai vtedy, ked' spracova-
vame video v redlnom case.

Homogénne priestory farieb majui vyuZitie najma v tych aplikaciach
pocitacového videnia, v ktorych sa snazime priblizit' k 'udskému spo-
sobu vnimania farieb, ako je vyber obrazov z databazy (image retrieval),
alebo ohodnotenie kvality obrazu (image quality assessment). Nie je vy-
hodné pouzit’ ich tam, kde nie je priame spojenie medzi I'udskym vizual-
nym systémom ako v pripade sterea, alebo sledovania pohybu (motion
tracking) kvoli vel'kej Casovej narocnosti pri nelinedrnych transformé-
cidch z RGB.

Bolo vyvinutych viacero homogénnych priestorov farieb, v ktorych sa
chceli ich autori priblizit' k homogénnosti. Prvy pokus urobil v roku 1935
D. B. Judd. V nasledujicom texte uvedieme tie priestory, ktoré boli prijaté
komisiou CIE. Najvyznamnejsie z nich st priestory CIELAB a CIELUV. Fa-
rebny priestor CIELAB sa pouZiva pri opise farieb matnych materidlov
a povrchov, kym CIELUV je obvykle vhodny pre opis farby svetla.

20.1.1 CIE 1960 Yuv

V roku 1937 navrhol David MacAdam farebny priestor Yuv, ktory CIE pri-
jala vroku 1960 ako Standardny homogénny farebny diagram. V literattre
sa moOzeme stretnuit’ s oznaceniami CIEYUV (1960), CIE—uv (1960) alebo
CIE UCS 1960 (uniform chromaticity-scale) diagram. Nové stradnice u a
v st dosiahnuté pomocou linedrnej transformécie

2x
U= ——,
6y—-x+1,5

3
po ¥
6y—-x+1,5

(20.1)

kde x, y st z priestoru Yxy. Transformdcia 20.1 ma zabezpecit, Ze v no-
vovzniknutom chromatickom diagrame bude vektor jednotkovej vel'kosti
vnimany pre v$etky farby rovnako. Rozdielovd nerovhomernost’ je znacne,
ale nie dostatoc¢ne, redukovanad. Tretia stiradnica je redundantna.

20.1.2 CIE 1964 U*V*W*

Giinther Wyszecki na zéklade CIE 1960 UCS vytvoril farebny priestor CIE
1964 (U*V*W™), tieZ oznaCovany skratkou CIEUVW, v ktorom bola neli-
nearita oproti CIE 1960 UCS lepsie redukovand. Neskor ho nahradil CIE
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1976 L*u*v*. Wyszeckeho priestor je definovany nasledovne

U* = 13W*(u-u),
‘/4< = 13W*(U— UO)v
w* = 25yM¥_17 (1=Y<100),
(20.2)
kde u, v sarovna
4X 4x
u= = ,
X+15Y +3Z2 -2x+12y+3
6Y 6y

V= = ,
X+15Y+3Z —-2x+12y+3

a up, vp si hodnoty premennych u, v, pre achromatickd farbu umiest-
nenu v zaciatku (U*, V*) - systému. Pre farby objektov je postacujtce, ak
vyber uy, vgp zodpovedd iluminantu. X, Y, Z st trichromatické zlozky a x,
¥ st chromatické sturadnice.

20.1.3 CIE 1976 Yu'V’

Na zéklade neskorsich vyskumov CIE v roku 1976 modifikovala UCS 1960.
ISlo o linedrnu transformdciu priestoru Yuv, kde Y a u zostdva nezme-
nené a v’ stradnica je 1,5 ndsobkom v. V CIE 1976 UCS je rozdielova ne-
linearita v porovnani s UCS 1960 mierne redukovan4, ale stdle nie dost'.
Hodnoty u/, v’ mozu byt definované pomocou trichromatickych zloZiek
X, Y, Z alebo pomocou chromatickych sdradnic x, y nasledovne

_ 4X _ 4x

T X+15Y+3Z  -2x+12y+3’
9y B 9y

X+15Y +3Z —2x+12y+3°

u =u

vV =1,5v=

(20.3)

20.1.4 CIE 1976 L*u*v*

CIE 1976 L*u*v* je prvy takmer homogénny priestor farieb odporuceny
CIE, urceny pre farebné svetelné zdroje. Je vylepSenou verziou CIE 1964
U*V*W*. Je to nelinedrny farebny priestor, ale konverzie sd vratné. De-
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finovany je nasledovne

y 1/3 v
116(Tn) ~16, ak L >0,008856,

L* =

903,3 (Yl) ak - <0,008856,
ut = 13L*(u —u),
vt o= 1310V -,

(20.4)

kde hodnoty «/, v’ si definované podl'a 20.3 a hodnoty u)},, v}, dosta-
neme, ak do 20.3 dosadime za X, Y, Z trichromatické hodnoty X,,, Y;,
Z,, opisujice biely referené¢ny bod. Obvykle sti dané spektralnym zlo-
Zenim Ziarenia jedného zo Standardnych CIE iluminantov D65 alebo A.
Pri tychto podmienkach su X, Y,, Z, trichromatické zlozky Standard-
ného iluminanta s Y;, rovnym 100. Krivka pre L* je pre hodnoty mensie
ako 0,008856 linedrna. Podl'a Standardizacie CIE je najlep$ia aproximaécia
tejto krivky funkcia x>*. Nelinedrny vzt'ah s Y je pouZity na priblizenie sa
k logaritmickej odozve oka. Hodnoty L* sa pohybujt v rozmedzi 0 az 100
arelativny jas Y /Y, vrozmedzi0 az 1.

V priestore L* u* v* je pre konstantné L* zapracovany (u/, v')-chroma-
ticky diagram, ktory je projektivnou transforméciou CIE 1931 (x, y)-chro-
matického diagramu. Priamky v (x, y)-chromatickom diagrame zostanu
po transformdcii do (¢, v')-diagramu zachované. Toto je délezita vlast-
nost’ v pripade, Ze farebné podnety st zmieSavané aditivne. Ked'Ze pozi-
cia bodov v (u*, v*)-diagrame zévisi od hodnoty L*, nie st v jednoznac-
nom vzt'ahu k chromaticite. AvSak pre konstantné L, priamky z (x, y)-
chromatického diagramu alebo z (u/, v')-chromatického diagramu zo-
stand priamkami aj v (u*, v*)-diagrame.

Rozdiel farieb

Nech [L1, uy, 1] a [Ly, up, V2] sd dve rozne farby z L* u* v* priestoru. Po-
tom rozdiel tychto dvoch farieb je jednoducho Euklidovska vzdialenost

AEg, = \/(L1 = L)2 + (uy — up)? + (v1 — v2)2. (20.5)
Rozdiel AE};, mensi ako 1 je nepostrehnutel'ny, rozdiely v rozmedzi 1 az
4 mézu a nemusia byt’ postrehnutelné v zavislosti od toho, z ktorej ¢asti

farebného priestoru pochddzaji. Rozdiel vacsi ako 4 je postrehnutel'ny.
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Polarne sdradnice

V praxi je ¢asto vyhodnejsie pouZit' poldrne stiradnice, ktoré lepsie vysti-
huji vnimanie 'udského oka, ako kartezidnske. St vyjadrené prostred-
nictvom oddelenych komponentov ako vnimana svetlost’ (lightness L*),
chroma (C*) a tén farby (hue h,,). Niekedy sa pouziva aj psychomet-
rické nasytenie (saturation s,;), ¢o je vlastne pomer chromy a svetlosti.
Aby tento priestor bol viac priaznivy pre pouzivatel'a, CIE definovala dva
analogické priestory CIELCH,,, a CIELHS,,,,. Chroma, t6n farby a satu-
raciu pre L* u* v* vypocitame nasledovne

0,5
C* — (u*2+ U*Z) ,
U*
hyy = arctan(—),
u*
C*
Suy = L_*

(20.6)

Vyhodou takejto reprezentdcie je, Ze je oddelend jasova zlozka od fa-
rebnej, ¢o moéze byt vyhodou napriklad pri segmentécii objektov, kde
nechceme, aby jas (osvetlenie, tiennovanie) ovplyviioval vysledok.

20.1.5 CIE 1976 L*a*b*

V roku 1976 bol vytvoreny aj model CIE L* a* b*, ktory je urCeny pre fa-
rebné objekty s diftiznym povrchom. Takyto priestor prvykrat navrhol
Hunter v roku 1948 a ide o d’'al$iu transforméciu kolorimetrického pries-
toru CIEXYZ. V sti¢asnosti pod skratkou Lab rozumieme priestor CIE 1976
L*a*b* oznatovany aj skratkou CIELAB, ktory je podobny Hunterovmu
Lab priestoru. Rozdiel je iba v spdsobe, ako vypocitame koeficienty.

CIE L*a*b* je oponentny trojdimenziondlny farebny priestor, ktory
sa sklada z jasovej zlozky L* a dvoch farebnych zloZiek a* a b*. Hodnoty
jasovej zlozky L* sa pohybujut od 0 (¢ierna) po 100 (biela). Farebné zlozky
tvoria dve osi, pricom zdporné hodnoty osi a* zodpovedaju zelenej farbe
a oproti tomu kladné hodnoty komplementarne;j fialovej farbe. Na osi b*
zodpovedaji zdporné hodnoty modrej a kladné k nej komplementarnej
7ltej farbe.
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L* = n
903,3 (Yl) ak L =0,008856,
X Y
= 500 f| == rl=]],
“ [f(X) f(Yn)
y A
p* = 200|fFl—|-r[Z]],
(%)-(%)
20.7)
kde
173, ak Yl >0,01,
fl=

7,787t + 1%, ak - <0,008856.

Xn, Yu, Z, st trichromatické hodnoty opisujtce biely referen¢ny bod,
ktory reprezentuje perfektne matné biele teleso osvetlené CIE Standard-
nym iluminantom D65, A alebo C. Pri tychto podmienkach st X, Y, Z,
trichromatické zlozky Standardného iluminanta s Y, rovnym 100. Treba
si vSimnut vo vzorci tretiu odmocninu, ktord bola zavedena z dovodu zis-
kania homogénneho izotropného farebného telesa (isotropic color solid).

L* ma skélurozdelent priblizne rovnomerne podl'a vnimane;j sensiti-
vity. Treba podotkniit, Ze rozdiely medzi rovnako vzdialenymi bodmi na
osi Y st viac postrehnutel'né v tmavsich €astiach neZ vo svetlych.

L* je identicka s L* v CIELUV, ale pre a* a b* neexistuje jednoduchy
vzt'ah k zlozkdm u* a v* z CIELUV. Ked'Ze pozicia a* a b* zavisi od hod-
noty L*, nie je mozné ich zakreslit do roviny, a preto na rozdiel od CIE-
LUV, CIELAB nemd chromaticky diagram. V priestore CIELAB priamky
Z (X, y)-chromatického diagramu nie si namapované na priamky ako
v CIELUV, ale ich obrazy st zakrivené.

Polarne sidradnice

Podobne ako pre CIELUYV, CIE definovala analogicky priestor CIELCH vy-
jadreny pomocou polarnych stradnic, ktoré moézeme vypocitat nasle-
dovne:

0,5
C* — (a*Z + b*Z) ,
d*
hgp = arctan(F).

(20.8)
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Ked'Ze CIELAB nema chromaticky diagram, saturdcia nie je vtomto pries-
tore definovana.

Rozdiel farieb

Formula pre rozdiel farieb je definované ako Euklidovskd vzdialenost v3D
priestore CIELAB

AE!, =VAL? + Aa*? + Ab*2. (20.9)

20.1.6 CIE CAMO2

CIE sa snazila zakomponovat do svojich modelov ¢oraz viac fenomén
vzhl'adu farby, aby lepSie modelovali 'udské vnimanie farieb. Ako vysle-
dok takéhoto snazenia vznikol v roku 2002 model CIECAMO2.

Model vzhladu farby (Color appearance model - CAM) modeluje sp6-
sob, akym I'udsky vizualny systém vnima farby objektov pri r6znych sve-
telnych podmienkach a s réznym pozadim. Farby v obraze, ktory sledu-
jeme, mdZu byt v takomto modeli prisposobené, aby vyzerali rovnako pri
roznych svetelnych podmienkach. Toto umoziuje vyvinit spdésob ukla-
dania obrazov nezavisly od zariadenia. Napriklad, ak je obraz naskeno-
vany do pocitaca a st zndme osvetl ovacie podmienky, pomocou CAM ho
mébZeme transformovat’ do internej reprezentécie a nasledne, ak ma byt
tento obraz zobrazeny na monitore alebo vytlaceny pri zndmych svetel-
nych podmienkach, méze byt transformovany z jeho internej reprezen-
tacie do takej, aby bol vizudlne rovnaky ako povodny - skenovany.

CIECAMO2 je momentdlne najzloZitejsi pouzivany farebny model. Be-
rie do tvahy osvetl'ujici zdroj, osvetlenie okolia, pozadie, farebnu skélu
a mnoho d’alsich vplyvov. Jeho predchodcom bol CIECAM97.

20.2 Hardvérovo orientované modely

V nasledujicom texte budeme pouzivat' pojmy farebny priestor a fa-
rebny model. Preto si najprv vysvetlime rozdiel medzi nimi. Farebny mo-
del je abstraktny matematicky model, opisujtci spdsob, ako moZeme far-
by reprezentovat’ pomocou n-tic ¢isiel. Obvykle su to tri alebo Styri hod-
noty alebo farebné komponenty. Ak je takyto model asociovany s pres-
nym predpisom, ako st jednotlivé komponenty interpretované, hovorime
o farebnom priestore. Napriklad AdobeRGB a sRGB st dva rozne farebné

priestory, obidva zaloZené na RGB modeli.
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Niektoré farebné priestory, ako ProphotoRGB, obsahuju vsetky farby,
ktoré si v Adobe RGB a Adobe RGB obsahuje takmer vsetky farby z sRGB.
Vo vSeobecnosti, ak konvertujeme jeden farebny priestor do druhého,
mobZeme dostat’ farby, ktoré si mimo ciel'ového priestoru. Takéto farby
nemozu byt reprezentované v novom priestore farieb presne, oznacu-
jeme ich ,farby mimo gamut*.

20.2.1 Linearny model RGB
Zakladnymi (priméarnymi) farbami modelu RGB sd

R - (Red) Cervena,
G - (Green) zelena,
B - (Blue) modra.

Ostatné farby sa vyjadruji aditivnym skladanim tychto farieb. Vyjad-
rujeme ich pomocou vdhového stctu jednotlivych zloZiek. M6Zeme to
prirovnat’ k rozsvecovaniu farebnych svetiel. Cim maju zlozky jednotli-
vych farieb va¢s§iu hodnotu, tym je vyslednd farba svetlejsia. Skladanim
primérnych farieb tvorime takzvané sekundérne farby. V tomto modeli
st to modrozelend (cyan), fialovéd (magenta) a ZIt4 (yellow).

Model RGB je reprezentovany jednotkovou kockou umiestnenou v za-
¢iatku suradnicovej sistavy Euklidovského priestoru, E3, v jeho prvom
oktante (obr. 20.1). Jednotlivé osi siradnicového systému reprezentuji
mnozstvo prislusnej farebnej zlozky vo vyslednej farbe. Intenzita zaklad-
nych farieb sa v tomto modeli pohybuje v intervale (0, 1). Z toho vyplyva,
7e mnozina zdkladnych farieb vo vrcholoch kocky predstavuje 8 farieb,
ktoré tvoria primérne, sekundérne farby, biela a ¢ierna. Vrchol [0, 0, 0] (t.j.
stred sdiradnicového systému) zodpoveda Ciernej farbe (black). Naproti
tomu vrchol [1,1,1] zodpovedd bielej farbe (white). Farby leziace na dia-
gondle medzi tymito vrcholmi zodpovedaji odtieniom Sedej (gray).

Pri technickej implementécii je rozsah najcastejSie kédovany pomo-
cou 8-bitov (t.j. 256 dielov). Intenzitu kazdého obrazového bodu méZzeme
teda opisat’ 24 bitmi, &o predstavuje presnost’ resp. farebnt hibku ,true
color“. V RGB farebnom modeli méZzeme vytvorit’ 256° = 16,8 miliéna
farieb. Pre I'udské oko by postacovalo aj delenie na 100 dielov namiesto
256. Pri praktickom nastavovani sa preto pouZiva percentudlne nastave-
nie jednotlivych zloZiek.

Dany model je v porovnani s inymi modelmi najviac technicky orien-
tovany. Tento model sa pouZziva pre farebné monitory. VSetky monitory
a televizory tvoria farby tak, Ze na obrazovke na kazdy bod svietia tri ltice:
Cerveny, zeleny a modry. AvSak RGB model nie je velmi efektivny pri
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0
‘ (0,1,0)
(1,0,0)./‘ VR

e

Obrazok 20.1: Model RGB reprezentovany jednotkovou kockou. V osiach sa na-
chéddzaju primdrne farby R, G, B a v pociatocnom bode [0,0, 0] sa nachddza ¢ierna
farba.

préci s redlnymi obrazmi. Medzi zlozkami v RGB modeli je vel'k4 korela-
cia a pri akejkol'vek modifikécii obrazu treba spravidla modifikovat’ vietky
tri zlozky.

20.2.2 Model RGBA

V tomto pripade je k ¢ervenému, zelenému a modrému kanélu pridany
d’alsi, tzv. alfa-kandal. Ten uchovava informéciu o priehladnosti (trans-
parency). Alfa-kandl ma vacsinou rovnaky rozsah ako ostatné tri kanaly
a urcuje, v akom pomere bude dand farba zmiesand s farbou na pozadi
obrazu

* Hodnota 0 znamend tplne priehl'adny objekt,
* Hodnoty z intervalu (0, 1) znamenaju Ciasto¢ne priesvitny objekt,
e Hodnota 1 znamend tplne nepriesvitny objekt.

20.2.3 Nelineéarne priestory RGB

Aby sme mohli jednozna¢ne definovat farebny priestor, potrebujeme
chromatické stiradnice troch primérnych farieb a referencnu bielu farbu.
V praxi bolo vyvinutych mnozstvo RGB priestorov s roznymi primarnymi
farbami a referen¢nou bielou, aj ked’ vac¢sinou ich hodnoty nie st pri-
stupné pre pouzivatel' a. Pri manipulécii s multimédiami pouZzivatelia va¢-
Sinou predpokladajy, Ze vSetky obrazy st reprezentované rovnakym RGB
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priestorom, av§ak ak nemdme k dispozicii chromatické sdiradnice pri-
marnych farieb, akékol'vek manipulovanie s obrazom nie je presné.

Gama korekcia

Roézne zariadenia maji odlisné fotosenzory. Aby sme dostali presni re-
produkciu farby na r6znych zariadeniach, pridava sa tzv. gama korekcia.
Gama korekcia sltZi na kompenzdaciu nelinearity televiznej obrazovky,
kde napriklad trojndsobne silnejSiemu napétiu nezodpoveda 3x jasne;jsi
svit daného miesta obrazovky. P6vodné linedrne signdly sa oznacuji RGB,
po gama korekcii R’G’B’. Pre rozne zariadenia moze byt pouzitd ré6zna
hodnota gama.

Aj ked bybolo mozné zvolit' tri primdrne farby tak, aby pokryli ¢o naj-
vacsiu plochu v CIE xy-diagrame, st vda¢§inou volené tak, aby luminofory
boli vyrobiteIné a energetické naroky neboli prili§ vysoké. Zakreslenim
bodov reprezentujticich jednotlivé primarne farby do CIE xy-chromatic-
kého diagramu dostaneme paletu farieb zobrazitel nych na danom zaria-
deni. Toto sa nazyva gamut zariadenia.

Kazdy RGB farebny priestor je definovany pre 3pecifické zariadenie
so svojimi RGB a gama hodnotami. Referen¢nd biela je farba referenc-
ného bieleho podnetu. Ako referencnd biela sa via¢sinou pouziva jeden
z CIE §tandardnych iluminantov (D65, C, D50...). Bolo navrhnutych vel a
rozlicnych mnoZzin kriviek trichromatickych ¢lenitelov, aby sme mohli
spravne vizualizovat' farbu na displejoch, ¢o m4 za nésledok r6zne RGB
Standardy, napr. NTSC-RGB, PAL-RGB a sRGB. Proces prisposobenia hod-
nét farieb pre r6zne zariadenia (napr. kameraRGB, monitorRGB, prin-
terRGB) m4 na starosti systém spravy farieb (CMS).

Farebny priestor sRGB

Farebny priestor sSRGB mé primdarne farebné podnety definované v tan-
darde ITU-R BT.709 (tab. 20.1).

Na rozdiel od inych RGB priestorov, gama pre sRGB sa neda vyjad-
rit’ jednym cislom. Gama korekcia pozostava z linedrnej casti (gama 1,0)
v tmavych hodnotéch a nelinedrnej ¢asti na zvysku intervalu. Hodnoty
gama prechddzaji od 1,0 az po 2,4. Celkova pribliznd gama hodnota je
2,2.

Transformécia z CIE XYZ na sRGB je nasledovna

RsrGB 3,2410 -1,5374 -0,4986 X
Gsre| = [—0,9692 11,8760 0,0416 |.(Y|. (20.10)
BsrGB 0,0556 —-0,2040 1,0570 Z
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Tabul'ka 20.1: Chromatické suradnice primdrnych podnetov R, G, B priestoru
sRGB dané vo farebnom priestore xyY.

Chromatické | Cervend | Zelena | Modréd | Biely bod
stradnice R G B Des
X 0,6400 0,3000 | 0,1500 0,3127
y 0,3300 0,6000 | 0,0600 0,3290
Y 0,2126 0,7153 | 0,0721 1,0000

sRGB je odportcany farebny priestor pre Internet a od roku 2007 je
najviac pouzivanym RGB priestorom. M6zZe byt pouzity pre editovanie
a ukladanie obrazov ur¢enych na publikovanie na webe, avSak jeho fa-
rebnd $kdla je limitovand. Pokryva priblizne 36% viditeInych farieb. Ob-
razy urCené na profesiondlnu tla¢ moZzu preto stratit' na kvalite. V tom
pripade je lepsie pouzit' iny farebny priestor, napr. Adobe RGB, ktory ma
int farebnu skélu.

Farebny priestor Adobe RGB

Farebny priestor Adobe RGB vyvinula firma Adobe Systems v roku 1998
tak, aby obsahoval vd¢$inu farieb dosiahnutelnych v CMYK tlaciarnach
pomocou reprezenticie hodnot RGB na monitore. Tento priestor obsa-
huje priblizne 52% viditel'nych farieb, a oproti SRGB ma rozsiahlejsi ga-
mut hlavne v oblasti fialovo — zelenych farieb.

Farebny priestor Adobe Wide Gamut RGB

Spolo¢nost’ Adobe System navrhla aj d’al§i RGB priestor Adobe Wide Ga-
mut RGB. Tento pokryva az 77,6% viditelnych farieb vd’aka ¢isto spek-
trdlnym primdrnym podnetom, ktorych chromatické stradnice spolu s
bielym bodom D5 st v tabul'ke 20.2.

20.2.4 Model CMY
Zakladnymi farbami modelu CMY st
C - (Cyan) modrozelen3, tyrkysova,

M - (Magenta) fialovd, purpurova,
Y - (Yellow) ZIta.
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Tabul'ka 20.2: Chromatické suradnice primdrnych podnetov R, G, B priestoru

Adobe Wide Gamut RGB.

Chromatické | Cervend | Zelend | Modra | Biely bod

stradnice R G B Dsp
CIEx 0,7347 0,1152 0,1566 0,3457
CIEy 0,2653 0,8264 0,0177 0,3585

Vlnové dlzky | 700nm | 525nm | 450 nm

Model CMY vychéddza z maliarskeho mieSania farieb, pri ktorom pri-
dévanim hodnét jednotlivych farebnych zloziek dostdvame vyslednt far-
bu tmavsich odtienov, ide o tzv. subtraktivne mieSanie farieb. MoZeme
si to predstavit' ako nandS$anie filtrov, kde napr. ZIty pri dopade bieleho
svetla vietky vinové dizky pohlti, odrazi iba ZIti (obrazok 20.2).

Y
AQ’
9

NS
b\@

farebny filter

Obrazok 20.2: Princip maliarskeho mieSania farieb. Z bieleho svetla sa po dopade
na Zlty filter odrazia iba vinové dlzky zodpovedajtice Zltej farbe, vietky zvysné vl-
nové dlzky pohlti filter.

Farebny model CMY sa najcastejSie reprezentuje ako jednotkova koc-
ka umiestnend v osiach C, M, Y (obr. 20.3). Intenzita zakladnych farieb sa
v tomto modeli pohybuje v intervale (0, 1). Vo vrcholoch kocky sa nachaé-
dzajua tzv. zédkladné farby. Vrchol [0,0,0] zodpoveda bielej farbe a vrchol
[1,1,1] Ciernej farbe. Farby leZiace na diagondle medzi tymito vrcholmi
zodpovedaju odtienom Sedej. Ich ndrast je v opa¢nom smere ako v mo-
deli RGB.

Transformacie medzi modelom RGB a modelom CMY

Transformdcia RGB na CMY je dana
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Obrazok 20.3: Model CMY reprezentovany jednotkovou kockou. V osiach sa na-
chéddzaju sekunddrne farby C, M, Y a v pociatocnom bode [0,0,0] sa nachddza
biela farba.

Cyan = 1-Red,
Magenta = 1-Green, (20.11)
Yellow = 1-Blue.

Inverznd transformécia CMY na RGB je nasledovna

Red = 1-Cyan,
Green = 1-Magenta, (20.12)
Blue = 1-Yellow.

20.2.5 Model CMYK

z ¥

Subtraktivne mie$anie je vhodné na tlaciarenské ticely, hlavne pri atra-
mentovych tlac¢iarnach, kde sa uplatiiuje model CMYK (K - black or key),
v ktorom je pridand Cierna farba. Pri tlaci sa vyslednd farba v skuto¢nosti
nemiesa, ale postupne sa nanésaju jednotlivé farby v podobe vzorov na-
tocenych pod réznym uhlom. Takyto postup ale nie je dostato¢ne presny
a pri tlaceni Ciernej farby dostaneme skor tmavohnedd, resp. tmavosedd.
Preto sa priddva zvlast Cierna farba, ktord je vd¢sinou v samostatnom to-
neri a tla¢i sa samostatne. Dalsi dovod je ekonomicky, pri tvorbe &iernej
sa minaja vSetky tri farebné tonery, o je finan¢ne naro¢né. Vytlaceny do-
kument alebo obraz odraza svetlo, ktoré ho osvetl'uje. Niektoré svetlo je
pohltené, zvysné odrazené.

Priestor CMYK je taktiez neintuitivny pre pouzivatel'ov a takisto ako
iné uvedené modely farieb nelinedrny na vnimanie.
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Farebné priestory RGB a CMYK st zavislé od zariadenia, na ktorom
sa pouzivaju. CMYK taktiez zavisi od atramentu a od pouzitého papiera.
S rozliénymi zariadeniami dostaneme rézne prenosové charakteristiky
medzi $pecifikovanymi CMY(K) hodnotami a mnoZstvom farby na pa-
pieri. Konverzie st dané systémom spravy farieb (CMS), ktoré vyuZivaju
profily farieb. Napriek tomu konverzie nemézu byt tplne presné, pretoze
st tu vel'mi odli$né gamuty.

Transformacie medzi CMY a CMYK

Na prevod farieb medzi CMY a CMYK je ¢asto uvddzand nasledovnd vel mi
jednoducha transformdcia
Transformédcia CMY na CMYK je dana

= min(C,M,Y),

= (C-K)/(1-K),
M-K)/(1-K),
= (Y-K)/(1-K).

~ X o X
1

(20.13)

Transformédcia CMYK na CMY je nasledovna

min(1,C(1-K)+K),
min(l, M(1-K) +K),
min(1,Y(1 - K) + K).

C
M
Y

(20.14)

Tato nendrocnd transformdcia je skor ilustrativna, ak sa pouZije na
tlac, vyslednd reprodukcia farieb bude vel'mi zla. Vhodnejsie je vypocitat
konverziu z RGB do CMY(K) cez trichromatické zlozky XYZ.

20.3 Modely farieb v televiznej a videotechnike
Modely farieb opisané v tejto Casti sii asi najmenej zndme zo vSetkych

uvedenych v tejto kapitole. PouZzivaji sa najmé tam, kde sa spracovanie
obrazu a pocitacové videnie stretdva s televiznou alebo videotechnikou.
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Po rozsireni Ciernobieleho televizneho signilu na farebny bolo po-
trebné ndajst’ sposob, ako tento signdl komprimovat, pretoZe prenos fa-
rebného signélu v podobe RGB by vyzadoval trikrat vac¢siu kapacitu Cier-
nobieleho signdlu. S vyuzitim vlastnosti l'udského oka, ktoré je ovel'a cit-
livejsie na zmeny v jase ako vo farbe bola oddelend jasové zloZka od zlo-
ziek vyjadrujicim farebu. Zaroven bolo treba zachovat' spatnd kompa-
tibilitu, aby sa mohli nad’alej pouZzivat’ aj ¢iernobiele prijimace. Pridany
farebny signdl nesmel viditelne ovplyviiovat' kvalitu ¢iernobieleho sig-
nélu a zérovenl tento musel byt jednoducho vyfiltrovatel'ny. V réznych
Castiach sveta vznikli viaceré systémy na kédovanie farebného signélu
a kazdy riesil spatni kompatibilitu na ¢iernobiely signdl po svojom.

Spolo¢nou vlastnost'ou vetkych modelov je ich oddelend jasové zloz-
ka (luma) od chromatickej. Ked'Ze vel'ké percento jasu je tvorené zelenou
primédrnou farbou, chromatické zlozky su zalozené na zvy$nych dvoch
primérnych farbach ¢ervenej a modrej. Prva chromatickd zlozka je vytvo-
rend odpocitanim hodnoty lumy od nelinedrnej modrej (B’-Y’) a druhd
odpocitanim lumy z nelinedrnej cervenej (R’-Y’). Tieto zlozky sa nazy-
vaji chroma. ZloZky modelov st pocitané z nelinedrnych gama korigova-
nych hodnoét R'G’'B’ a preto, vzdy ked’ je pouzitd gama korekcia, pouziva
sa apostrof vac¢Sinou pri jasovej zlozke, napriklad Y CbCr.

V réznych aplikdcidch sa pouzivaji rozdielne $kdlovacie faktory na
(B’-Y’) a (R’-Y’). Skélovacie faktory Y PbPr sii optimalizované pre ana-
l6gové video. V modeli Y'CbCr je s$kdlovanie vhodné pre digitdlne video
ako Stidiové video, JPEG a MPEG. Kodak Photo YCC pouZiva Skédlovacie
faktory optimalizované pre gamut farebného filmu. Y'UV je Skdlovanie
vhodné pre medzikrok vo formovani kompozitnych NTSC a PAL video
signdlov.

Vo vSeobecnosti mdzeme zapisat’

Y = kR+kgG+kpB,
Cb = B-Y,
Cr = R-Y,

(20.15)
kde k;, kg a kj st vhodné koeficienty a k; + kg + kp = 1.

Polarne stradnice

Chromatické komponenty (B’-Y’) a (R’-Y’) mdZeme vyjadrit pomocou
polarnych sdradnic, aby sme lepSie reprezentovali perceptudlne atributy
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ako odtien farby a saturdciu. Hodnoty moézeme vypocitat’ nasledovne:

B -Y'
H o= tan’l(—),
R -Y'
S = V(B -Y)2+ (R -Y"2.

(20.16)

Tieto modely st vnemovo nehomogénne, takze nie je vhodné pouzi-
vat’ na meranie rozdielu medzi dvomi farbami euklidovsku vzdialenost'.

20.3.1 Model YIQ

Farebny model YIQ bol zavedeny americkou komisiou NTSC (National
Television Standard Committee) vroku 1953. Je tu oddelend jasové zloZzka
od farebnych. Y zloZka (luma) zodpovedd vnimanému jasu a je to zlozka,
ktord vyuzivaju Ciernobiele televizne prijimace, kym zlozky I a Q kéduja
chromatickd informdciu. Vd’'aka oddelenej jasovej zlozke je moznéa mani-
puldcia s jasom bez ovplyvnenia farebnej zlozky, napriklad pri ekvalizacii
histogramu.

Zlozka I znamend in-phase (€innd zlozka) a nesie informaciu o téne
farby v rozmedzi medzi oranzovou a modrozelenou. Zlozka Q znamena
quadrature (kvadrant), a nesie informdciu o téne farby medzi zelenou
a purpurovou. Chromatické zlozky spolo¢ne kéduji odtien farby aj satu-
réciu.

Tento model berie do tvahy fakt, Ze 'udské oko je vyrazne citlivejsie
na zmeny v jase ako v odtieni farby alebo saturdcii, a preto sa pouZziva
vacsia §irka padsma pre Y ako pre I a Q. Vécsia Sirka pasma pre zlozku Y
umoziuje aj lepsie vysporiadanie sa s vizudlnymi chybami spdsobenymi
kvantizaciou pocas prenosu alebo spracovania. Zlozka Y je vytvorena tak,
Ze gama korekcia sa najskor aplikuje na linedrny model RGB a potom
sa vypocita vdhovany stiCet nelinedrnych komponentov R’G’B’. Vysledna
zlozka vyjadruje jas, nie je vSak rovnaké ako CIEY, napriek tomu, Ze pou-
Zité oznacenie je rovnaké.

Presné skdlovanie farebnych osi bolo definované tak, aby zodpove-
dalo spektram Ziarenia luminoforov pouZivanym v televiznych obrazov-
kach v roznych castiach sveta. Gama korekcia pouzivana NTSC pre CRT
je 2,2. Biely bod systému je Standardny iluminant C. Koeficienty, ktoré
zodpovedaji NTSC cervenému, zelenému a modrému luminoforu CRT
obrazovky, st §tandardizované v ITU-R Rec. BT. 601. Luma je vypocitana
z nelinedrnych komponentov R’G’B’ nasledovne

Y401 = 0,299R' +0,587G’ +0,114B'. (20.17)
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Transformacie medzi RGB a YIQ

Transformécia z R°G’B’ do Y'IQ je dana

Yy’ 0,299 0,587 0,114] [R
I|=1059 -0,274 0,322 |G']. (20.18)
Q 0,211 -0,523 0,312] [B’
Inverznd transformécia z Y'IQ do R°'G'B’ je
R 1,000 0,956 0,621 Y’
G'| =[1,000 -0,272 -0,647 I (20.19)
B’ 1,000 -1,105 1,702 Q
Poléarne stradnice

Ak uvazujeme poldrne stiradnice, transformdciu pre odtieni farby a satu-
rdciu mézeme vyjadrit nasledovne

Hyiq = tan_l(g),
Sy = \/ I? + Q2.

(20.20)

20.3.2 Model YUV

Tento model sa pouZzival na prenos televizneho signélu v eurépskej norme
PAL a SECAM. Podobne ako pri modeli YIQ, aj vtomto modeli je oddelena
jasova zlozka od farebnej. Zvy$né dva signaly obsahuji informéciu o vel -
kosti farebnych zloZiek obrazu. Symboly U a V tu nesmieme spdjat’ s U
a V CIE YUV (1960).

Zlozka Y priestoru YUV je identickd s Y v priestore YIQ. ZloZka U sa
niekedy oznacuje aj ako B-Y a V ako R-Y. Farebné zlozky sa pohybujt
vrozsahu -0,5 do +0,5 a jasova zlozka mé rozsah 0 az 1.

YUV je podobny priestoru YIQ, rozdiel je iba v 33-stuptiovom otoceni
farebnych osi

I=-U.sin(33°) + V.cos(33°),
Q =U.sin(33°) + V.cos(33°).
(20.21)

Norma pre YUV bola $pecifikovand Eurépskou vysielacou tniou (Eu-
ropean Broadcasting Union — EBU).
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Transformadcie medzi RGB a YUV

Biely bod systému je D65 a stiradnice farieb YUV dostaneme transforma-
ciou z RGB nasledovne

Y 0,299 0,587 0,114 R
Uul=1-0,147 -0,289 0,436 G|. (20.22)
14 0,615 -0,515 -0,100f |B

Inverzna transformaécia je potom dana

R 1,000 0,000 1,140 Y
G| =11,000 -0,395 -0,581| |U (20.23)
B 1,000 2,032 0,000 14

YUV nie je absolitny farebny priestor. Je to v podstate sposob ko-
dovania RGB informdcie a aktudlna zobrazend farba zavisi od mnoZziny
primdarnych farebnych podnetov RGB.

20.3.3 Model YPbPr

Y’PbPrje model luma-chroma pre prenos analégového videa cez siet'. Po-
uzivaju sa rozdielne koeficienty pre SDTV a HDTV, ktoré upravuju Stan-
dardy ITU (International Telecommunication Union). Koeficienty pre
Standardné video SDTV st dané normou ITU-R BT.601-5, a pre HDTV ich
upravuje Standard ITU-R BT.709-5.

Transformadcie medzi RGB a YPbPr

Nasledujtci vzt'ah opisuje konverziu z RGB formatu do farebného for-
matu YPbPr. V pripade SDTV je pouzitd nasledovnd matica

Y 0,299 0,587 0,114 R
Pb| =1-0,169 -0,331 0,500 G (20.24)
Pr 0,500 -0,419 -0,081] |B

Stcet koeficientov v prvom riadku matice je 1. V kazdom zo zvy$nych
dvoch riadkov je stcet koeficientov rovny 0. Hodnota 0,5 vyjadruje ma-
ximélny rozsah zloZiek Pb a Pr pre modrt a ¢ervent primarnu farbu. In-
verznd transformadcia pre SDTV je dand vzt ahom

R 1,000 0,000 1,402 Y
G| ={1,000 -0,334 -0,714| [Pb]|. (20.25)
B 1,000 1,772 0,000 Pr
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20.3.4 Model YCbCr

Tento medzindrodny $tandard pre digitdlne video nezdavisi od Standardu
skenovania a primarnych parametrov systému, preto nema chromatické
stradnice, CIE XYZ matice ani tivahu o bielom bode, ¢i CRT gama. Za-
oberd sa len digitdlnym vyjadrenim R’G’B’ signdlov v Y’CbCr podobe. S
tymto modelom sa m6Zeme stretntt’ napriklad pri zépise rastrovych ob-
razov do JPEG formatu.

Existuje viacero spdsobov vzorkovania kompletnej farebnej informa-
cie obrazu. Uvedieme si tie najpouzivanejsie:

4:4:4 nekomprimovany obraz, $irka pasma pre farebné zlozky je rovnaka
ako pre jasovu, teda pre kazdy pixel mdme aj jasovi aj kompletni
chromatickd informéciu

4:2:2 farebné zlozky st skomprimované na polovicu, tj. pre kazdy druhy
pixel mame iba jasovi informdciu

4:1:1 horizontdlne rozliSenie farby je Stvrtinové, ¢iZe $irka padsma pre far-
bu je polovi¢na oproti Sirke pasma pre zlozku luma

4:2:0 horizontdlne vzorkovanie je oproti 4:1:1 dvojndsobné, ale Cb, Cr fa-
rebné zlozky st vzorkované iba vkazdom druhom riadku, teda ver-
tikdlne rozliSenie je oproti 4:1:1 polovi¢né. TakZe celkové mnozstvo
dét je rovnaké ako pri4:1:1

Y'CbCr je definované v standarde Rec. ITU-R BT. 601 pre $tidiovi
kvalitu komponentného digitdlneho videa. Signdl pre jas je kédovany 8
bitmi. Nie je v§ak vyuZity cely rozsah 256 hodnot. Y’ s ofsetom 16 ma roz-
sah 219, od hodnoty 16 pre Ciernu po 235 pre bielu farbu. Chromatické
zloZky s ofsetom 128 majti rozsah £112, od 16 po hodnotu 240 vrétane.

Transformdacie medzi RGB forméatom a YCbCr pre SDTV

Nasledovné rovnice opisuji konverziu farby z RGB formatu do YCbCr pre
TV so §tandardnym rozlisenim (SDTV) (podl'a ITU-R BT.601)

Y 16 0,257 0,504 0,098 R
Cb| =128+ (-0,148 -0,291 0,439 | |G|. (20.26)
Cr 128 0,439 -0,368 -0,071] |B
Inverznd konverzia je dané vzt ahom
R 1,000 0,000 1,140 Y-16
G| ={1000 -0,395 -0,581| [Cb—128]. (20.27)
B 1,000 2,032 0,000 | [Cr—128
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Rozsah hodnot pre jasovi a chromatické zlozky rezervuje priestor,
ktory je potrebny pri preteceni napriklad v kombinécii so zariadenim
analégového videa. Pre pocitacové aplikacie pouzivajtice farebné formaty
RGB a YCbCr je v mnohych pripadoch pouzity plny 8-bitovy rozsah bez
rezervovaného priestoru. Farebny formét s plnym rozsahom sa pouZziva
napriklad v JPEG obrazoch.

Transformdacie medzi R°'G’B’ a Y’CbCr s vyuZitim 8-bitového rozsahu

Konverzia R'G'B’ farieb do Y’CbCr s vyuZitim celého 8-bitového rozsahu
je nasledovna

Y’ 0 0,229 0,587 0,114 R
Cb| =1(128| +|-0,169 -0,331 0,500 G|. (20.28)
Cr 128 0,500 -0,419 -0,081] |B’

Inverzna transformécia farebného formatu YCbCr s vyuzitim celého 8 bi-
tového rozsahu naspét’ do RGB je

R 1,000 0,000 1,400 Y
G| =(1,000 -0,343 -0,711| [Cb—128]. (20.29)
B 1,000 1,765 0,000 | [Cr—128

Y’CbCr pre HDTV

Pre HDTV sa pouzivaji odlisné koeficienty ako pre SDTV, rozsah pouzi-
tych hodnét je vSak rovnaky ako pre SDTV s rezervovanym priestorom
v zédhlavi a péte. Parametre priestoru Y CbCr pre HDTV st definované
v §tandarde ITU-R BT.709.

20.3.5 Model Kodak Photo YCC

Tento farebny priestor vyvinuli vo firme Kodak na kédovanie obrazov sys-
témom FotoCD. Je odvodeny z gama korigovanych R“"G"B” hodn6t s pou-
zitim bieleho bodu, primarnych podnetov a hodnoty gama definovanych
v §tandarde ITU-R BT.709. Je podobny priestoru Y CrCb, rozdiel je len
v gamute tychto priestorov. Gamut priestoru YCC bol prispdsobeny fa-
rebnému gamutu fotografického filmu, zatial' ¢o gamut Y'CrCb je orien-
tovany na luminofory NTSC systému.

Transformdacia RGB dat na 8-bitovy format Y’C1C2

Pri kédovani dat najprv aplikujeme gama korekciu na hodnoty RGB. Po-
tom R'G’'B’ déta transformujeme na zloZky luma a dve chroma zloZzky
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takto
Y = 0,299R'+0,587G' +0,114B,
Cl = -0,299R -0,587G’ +0,886B,
C2 = 0,701R' -0,587G —0,114B'.

(20.30)

Koeficienty pre C1 dostaneme, ak uvazujeme, Ze signdl (B-Y) dosahuje
extrémne hodnoty v modrej tj. R=0, G=0, B=1 a teda Y=0,114 a B-Y=0,886,
avzltejtj. R=1, G=1, B=0, Y=0,886 a B-Y=-0,886. Podobne dostaneme hod-
noty pre C2. Extrémy signélu (R-Y) st pre ¢ervent a modrozelend a teda
+0,701.

Nasledne déta s redlnymi hodnotami prevedieme na FotoYCC déta
s celoCiselnymi hodnotami, ktoré st uloZené ako 8-bitové Cisla.

255

! —
YSbit - 1,402 Y ’
Clap; = 156+111,4.C1,
C2api; = 137+135,64.C2.

(20.31)

Obidve chroma zlozky st komprimované faktorom 2 horizontalne aj
vertikdlne. Asymetrickd $kdla medzi C1 a C2 je navrhnutd firmou KODAK
tak, aby zachytila rozsiahly farebny gamut podobne ako fotograficky film
a vystihla typické rozloZenie farieb v redlnych scénach.

Kodak YCC mozZe obsiahnut viac informécii neZz beZné zobrazovacie
jednotky. Prevod z YCC do RGB preto nie je jednoduchy opak prevodu
RGB na YCC, ale zavisi od ciel ového zobrazovacieho systému.

Inverzna transformadcia 8-bitového formatu Y’C1C2 na 24-bitové RGB

Prevod dat z formétu FotoYCC naspét’ na 24-bitové RGB dostaneme tak,
Ze najprv obnovime zlozky luma a chroma s redlnymi hodnotami nasle-
dovne

Y = 1,3584.Yapis,
Cl = 2,2179.(Clgp;; —156),
C2 = 1,8215.(C2gpi; —137).

(20.32)
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A potom vypocitame nelinedrne R’'G’B’ zlozky

R = Y+C2
G = Y-0,194C1-0,509C2,
B = Y+Cl.

(20.33)

Treba dbat na dve skuto¢nosti

a) vysledok RGB hodnét je v rozsahu 0 az 346 (namiesto zvycajne po-
uzivaného rozsahu 0 az 255). Na konverziu pomocou nelinedrnej funkcie
na 8-bitové déta je obycajne pouzitd vyhl'ad4vacia tabul'ka.

b) ak sa luminofory displeja li§ia od ITU-R BT.709 primdarnych zloZiek,
potom bude potrebnd d’al§ia konverzia cez farebny priestor nezavisly od
zariadenia, ako napriklad CIE XYZ.

20.4 Pouzivatel'sky orientované modely

Doposial opisané modely st hardvérovo orientované a pre bezného po-
uzivatela mdzZe byt vel'mi t'azké vyjadrit' niektoré farby (napr. hnedu)
pomocou jednotlivych zloZiek napriklad v systéme RGB. Preto boli na-
vrhnuté takzvané pouzivatel'sky orientované farebné modely, vhodnej-
Sie pre intuitivne vnimanie farieb. Zdkladnymi pouzitymi parametrami
v nich st

 farebny odtien (hue),
e sytost farby (saturation),
* jasova zlozka (value, lightness, brightness, luminance).

Tieto modely umoznuja pouzivatel'ovi intuitivne $pecifikovat’ farby
a jednoducho si vybrat' danu farbu. Vychadzaji z maliarskeho spdsobu
vnimania farieb. Tieto modely st v3ak len jednoduchou linedrnou trans-
formdciou z RGB priestoru, a tak maja aj podobné vlastnosti. St vhodné
napriklad na vyber farieb (color picker) alebo v softvéroch zameranych
na editovanie obrazu. VSetky pouzivatel'sky orientované modely st vne-
movo nehomogénne.

PouZivatel'ské modely na rozdiel od hardvérovo orientovanych ako
RGB alebo CMY, umoZiuji menit’ iba jeden parameter farby, kym zvysné
dva zostanu zachované. Tuto délezitd vlastnost mozeme vyuzit napri-
klad pri ekvalizacii histogramow.

Predstavitel mi tejto skupiny st modely HSV (HSB), HSL (HLS), HSI
a HCI (Hue Chroma Intensity). Model HSV (V - value) sa niekedy nazyva
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HSB (B - brightness). Model HSL pouziva ako tretiu zlozku svetlost’ (L
— lightness), zatial ¢o model HSI intenzitu. VSetky tieto modely st po-
dobné, vyraznejsie sa liSia v jasovej zlozke. V nasledujicom texte uva-
dzame stru¢né vysvetlenie jednotlivych pojmov.

Intenzita svetla (Intensity) alebo aj svietivost’ je celkové mnoZstvo svetla
prechédzajice cez urc€itt oblast. Meria sa v kandel4ch (cd).

Jas (Luminance) je fotometrickd veli¢ina, definovand ako merné veli¢ina
svietivosti. Oznacuje sa L a vyjadruje sa vkandeldch na meter §tvor-
covy (cd/mz2).

Jasnost' alebo aj vnimany jas (Brightness) je absolitna vnimand inten-
zita svetla v psychologickom zmysle.

Svetlost’ (Lightness) je vnimana intenzita svetla vzhl'adom k referencnej
bielej farbe.

Intenzita a jas su fyzikdlne veli¢iny, zatial ¢o vnimany jas a svetlost
st atributy vizudlnej percepcie.

20.4.1 Model HSV

Hlavnymi parametrami v modeli HSV st odtien farby (H-hue), sytost’ (S-
saturation) a jasova hodnota (V-value). Odtien farby urcuje dominantnt
spektrédlnu farbu, sytost’ urcuje primes ostatnych farieb a jasova hodnota
mnoZstvo bieleho (bezfarebného) svetla.

Model HSV pochddza zo 70-tych rokov. Formélne ho prvykrat opisal
Alvy Ray Smith v roku 1978 v augustovom cisle ¢asopisu Computer Grap-
hics. V rovnakom ¢isle opisali Joblove a Greenberg model HSL — ktorého
dimenzie oznacili ako hue, relative chroma, a intensity.

Pre priestorové zobrazenie HSV modelu vi¢sinou pouZivame tvar ob-
rateného pravidelného Sest'bokého ihlana (hexcone model), ktorého vr-
chol lezi v zaciatku stradnicovej stistavy, vbode [0,0,0] a predstavuje Cier-
nu farbu. HSV ihlan vytvorime deformdaciou RGB kocky (obr. 20.4). Ak
si predstavime RGB kocku, potom hlavna diagondla vedtca z ¢ierneho
bodu do bieleho bodu definuje jasovii os. Ked' pozerame pozdiz tejto
diagondly na RGB kocku, vidime Sestuholnik. Je to vlastne premietnutie
RGB kocky na rovinu kolmu na telesovii uhlopriecku. Ak pozerdme na
mensiu kocku, vidime mensi Sest'uholnik. Kazda rovina s konstantnou
stradnicou Vv priestore HSV vytvara Sest'uholnik.

Saturicia (sytost' farby) sa urcuje ako vzdialenost od stredovej osi
jasu po danu farbu. Tén farby, stiradnica H je vSak uhlovd z intervalu
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H odtien farby

Obriazok 20.4: VI'avo: projekcia RGB kocky pozdlz hlavnej diagonaly. Vpravo: HSV
model.

(0°,360°). Jasova hodnota V je ur¢end stredovou osou. Hodnoty jasu na
nej klesaju od bielej farby v strede podstavy ihlanu az k ¢iernej vo vrchole
ihlanu. V ostatnych vrcholoch $est'uholnika na obvode podstavy ihlana
st umiestnené zdkladné farby (Cervend — R, ZItd - Y, zelend — G, modro-
zelend — C, modré - B a fialovd — M), kde Cervend je pri 0°, a zvy$né sd
rozdelené po 60°. Komplementarne farby st od seba vzdialené 180°. Pri
cyklickej zmene farby H sa meni vzdy len jedna zo stiradnic RGB. Vel'kost
najvécsej zo stiradnic RGB je zhodné s hodnotou V. Farby s plnou satura-
ciou sa nachéddzaju na plasti ihlanu.

Vzhl'adom na to, Ze odtien farby sa meria ako uhol, je nespojity v ob-
lasti Cervenych farieb v bode 0° = 360°. Toto si treba uvedomit’ pri rieSeni
uloh pocitacového videnia.

Obrézok 20.5: Saturécia a odtien farby ur¢eny v modeli HSV.
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Nedostatky modelu HSV

Nedostatkom tohto modelu je jeho ihlanovy tvar, ktory spésobuje, Ze bod
s konstantnou hodnotou jasu V a konstantnou saturdciou S sa pri zmene
hodnoty H pohybuje po Sestuholniku a preto zmena farebného odtiefia
nie je plynuld (obr. 20.5). Tento nedostatok odstraniuje HSL model, kde
je "Sestuholnik nahradeny kruhom". Plynuly nie je ani prechod medzi
¢iernou a bielou farbou.

Farby s nizkou intenzitou mézu byt’ zobrazené ako plne saturované.
Napriklad farba [R, G, B] = [0,01;0;0] ma saturdciu 1, aj ked' pre vSetky
praktické tcely je nerozlisiteInd od Ciernej, ktord ma saturéciu 0. A preto
tmavé regiény obrazu maji casto velmi zaSumené hodnoty saturécie.
Dalsim problémom tohto modelu st singularity. Pre achromatické farby
je saturdcia 0 a odtien farby je nedefinovany.

Prevod z RGB do HSV

Uvedieme vzt'ahy pre konverziu z RGB do HSV podl'a Travisa ([Tra91]).
Pri konverzii RGB na HSV (uvaZujic normalizované hodnoty RGB) najprv
ndjdeme maximélne a minimdlne hodnoty z RGB trojice. Potom Satura-
ciaSje

max — min
S= (20.34)
max
a hodnota (Value) V sa rovna maximu
V = max. (20.35)

’

Hue H sa potom vypocita takto. Najprv vypocitame R'G'B

p max—R
R = - . )
max—min
max—-G
G = ———,
max—min
B = max—B
max—min’
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Ak Saturdcia S = 0, potom Hue nie je definované (farba nemaé ziadne za-
farbenie, preto je achromatickd).

AkR=max aG=min, tak H=5+B'
AkR=max aG#min, takH=1-G
AkG=max aB=min, tak H=R'+1
AkG=max aB#min, tak H=3-B'
Ak R = max, tak H=3+G'
Inak H=5-FR.

Hue je potom konvertovand na stupne vyndsobenim 60, ¢im dosta-
neme HSV s Smedzi0a 1, a Hmedzi 0 az 360.

Spitna konverzia z HSV do RGB

Na spétnu konverziu z HSV na RGB najprv zoberieme odtient farby H
vrozsahu 0 az 360 a vydelime 60

H
Hex=—.
60
Potom vypocitame hodnoty a, b, ¢, p, q

= |Hex],

= Hex-p,
V-39,

= VA-Sx¢q)),

= VA-S*x(1-q).

o T QXN T
1l

kde | | je dolna celd cast’ ¢isla. Nakoniec vypocitame RGB takto:

Akp=0, takI[R,G,Bl=1V,cal
Akp=1, tak|[R,G,B]=[bV,al
Akp=2, tak|[R,G,Bl=1Ia,V,c]
Akp=3, tak[R,G,Bl=]Ia,bV]
Akp=4, tak [R,G,B]l=I[ca,V]
Ak p=5, takI[R,G,B]=[V,a,b]

Treba si pamitat’, ze HSV je iba mapovanie urcitého RGB farebného
priestoru. Je to viac-menej vyjadrenie origindlneho RGB priestoru vinom
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stradnicovom priestore. Saturované farby v HSV st farby nachéadzajtice
sa na hrane zodpovedajticeho RGB trojuholnika v chromatickom diagra-
me. Ked'Ze sa neuvadza, ¢i je HSV odvodené od linedrneho alebo neline-
arneho priestoru RGB a vdc¢sinou nevieme ani presné hodnoty trichro-
matickych zloZiek RGB, hovorime, Ze HSV je systém zavisly od zariade-
nia, vo vyzname, Ze nie je absolttny kolorimetricky priestor, ale relativny
vzhl'adom ku gamutu RGB, ktory opisuje.

20.4.2 Model HSL

Podobny modelu HSV je aj model HSL, ktory je na rozdiel od HSV re-
prezentovany dvojitym kuZzel'om (bi-cone model) (obr. 20.4). Niekedy re-
prezentuje aj pomocou kuzel'a alebo gule. Vo vrcholoch hore a dole sa
nachddza biela a ¢ierna farba. Stredovi os tvori svetlost’ (lightness). Svet-
lost’ pouzivame v stivislosti s farbami, napriklad svetlozelend, tmavoze-
lend farba.

VHSL dvojitom kuZeli klesd pocet farieb od stredu smerom hore k bie-
lej farbe aj smerom dole k Ciernej farbe. Maximum farieb v tomto modeli
je pri hodnote svetlosti 0,5. V HSV ihlane pocet farieb klesa s hodnotou
parametra jasu. Hore pri zdkladni, kde je aj najvacsi pocet farieb, je hod-
nota parametra jasu rovnd 1, ¢iZe najvyssi jas. Zatial co HSV ma vel'ké
mnozstvo farieb s maximédlnou hodnotou jasu, HSL m4 iba jednu - bielu.
Dosledkom tohto je, Ze dve farby s rovnakym odtietiom farby a maximal-
nou saturdciou budi v modeli HSV svetlejsie nez v modeli HSL. Tvar mo-
delu HSL zodpoveda viac skutoc¢nosti, Ze najviac réznych farieb vhimame
pri priemernej svetlosti. Schopnost’ rozliSovania farebnych odtietiov sku-
tocne klesd so stmavovanim aj so zosvetlovanim zdkladnej Cistej farby.
V HSV 100% jas zodpovedda velmi saturovanym farbam, o ich robfi ne-
prirodzenymi.

Saturacia v modeli HSL sa pohybuje pri danej svetlosti od plne nasy-
tenej farby po sivii. V modeli HSV sa saturdcia pohybuje hore na zakladni
od plne nasytenych az po bielu farbu.

Nedostatky

Nevyhodou priestorov HSV a HSL je, Ze odtien farby v tychto priesto-
roch nie je linedrne zavisly od hodnoty farebného odtienia v priestore
RGB a ani jeho zmena nie je spojitd. Preto sa hrana v kocke RGB zobrazi
ako oblik v modeloch HSV a HSL. Toto je nevyhoda hlavne pri interpola-
cidch. Ked'Ze obidva farebné modely st odvodené od RGB modelu, maja
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180°

H odtieni farby

Obrazok 20.6: Model HSL. Po obvode sa meni odtien farby, na strednej osi sa
meni svetlost’ (lightness) a saturdcia sa pohybuje od strednej osi po okraj.

aj jeho gamut. Transformécia medzi nimi prebieha v konstantnom case
bezstratovym algoritmom.

Pri prevode HSL na RGB musime davat' pozor, aby sme netransfor-
movali hodnoty mimo RGB kocky. Predpokladajme, Ze mame cervenu
farbu s [R,G,B] = [1,0,0]. Ak ju transformujeme do HSL, dostaneme
[H,S,L] =[0,1,1/2]. Toto je maximdlne saturovana farba pri intenzite 1/2
a je nemozné d’alej zvySovat’ intenzitu na hodnotu 1 a zaroven zachovat
rovnaku saturéciu.
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Vizualne vnimanie
a pozornost

V tejto Casti sa budeme venovat' vizudlnemu vnimaniu a pozornosti. Do
'udského oka vstupuje kazdu sekundu velké mnozstvo dat (108 — 10 bi-
tov). Ked'Ze I'udské vnimanie je obmedzené a I'udia nedokdzu vnimat’
vsetky tieto vstupné informdcie naraz, je vel'mi dolezité informdcie trie-
dit' na zdklade ich délezitosti. Tento proces prebieha v 'udskom vizuél-
nom systéme automaticky, avSak z hl'adiska aplikacii je potrebné zistit',
na ktoré oblasti v scéne sa upriamuje pozornost’ ¢loveka a kde v scéne sa
tieto oblasti nachddzajui. Takéto oblasti st oznacované ako vyznamné.

Ludské vizudlne vnimanie z4visi od mnoZstva faktorov — vizualnych
vlastnosti pozorovanej scény, medzi ktoré patri napr. farba, texttra, in-
tenzita, orientdcia. Preto treba zohl'adiiovat tieto faktory pri skiimani scé-
ny a ur¢ovani vyznamnych oblasti v nej. AvSak I'udia pri vnimani scény
vyuZivaju aj vnemovu inteligenciu — vedomost, ktora ziskavaja skuse-
nost'ami pri pozorovani. Tdto vedomost’ vel'kou mierou prispieva ku ko-
necnému vizudlnemu vnemu.

Vyznamné oblasti scény nesu pre pozorovatel'a potencidlne doélezitda
informéciu a poznatky o ich vyskyte v obraze maji vel' mi Siroké vyuzitie
v praxi, napr. pri kompresii a kédovani obrazu, v rozpozndvani, detekcii,
kategorizécii objektov, pri segmentécii obrazu, odstrafiovani artefaktov,
renderovani, spracovani multimédii, orezavani obrazu [Gol08].

V nasledujtcich castiach si objasnime pojem vizuélnej pozornosti.
Budeme sa blizsie venovat’ dvom najzakladnej$im spdsobom urcovania
oblasti, ktoré prit'ahuji I'udskd pozornost’: sledovaniu pohybu o¢i a tvor-
be map vyznamnych oblasti.
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<

Vizudlna
pozornost’
Psychofyzika) ( m\g%%?g:/%ﬁe) ( Neurofyziolég@
Modely odely vyuzivajuce
vyuzivajuce filtre neurénové siete
Pristup Pristup
zdola-nahor zhora-nadol

Vizualne Kontextové Ulohovo
vyhladavanie modely orientované model

Obrazok 21.1: Graf rozdelenia stadii vizualnej pozornosti.

A

21.1 Vizuélna pozornost

Vizudlna pozornost' vel' mi vplyva na vnimanie, na pamét’ (I'udia st schop-
ni si nieCo zapamitat, len ak na to ststredia svoju pozornost’), na jazyk
(Citanie zahfnia pozornost’ na text slovo po slove) aj na rieSenie problé-
mov (Gspech v rieSeni problémov zavisi od toho, ktory problém zaujme
pozornost’ ¢loveka) [Gol08].

Na obrazku 21.1 je zobrazeny graf, ktory zndzormuje rozdelenie stadii
vizuélnej pozornosti. Z neho je zrejmé, Ze vizudlna pozornost’ je oblast’
vyskumu, ktord je vel'mi zaujimava a zaoberajui sa fiou vedci z r6znych
vednych odvetvi [BI13].

Pri vnimani scény sa rozliSuja dva hlavné pristupy

¢ zdola-nahor (bottom-up),
e zhora-nadol (top-down).

Pomocou tychto dvoch pristupov sa vizudlna pozornost' rozdel'uje
na endogénnu, ktord vyuziva pristup zhora-nadol a exogénnu zalozenu
na pristupe zdola-nahor. Exogénna pozornost’ je zamerand na vonkaj-
Sie podnety, upozoriuje na vyrazné casti automaticky a ma rychly ¢asovy
priebeh. Existuje Sirokd s§kéla exogénnych vizudlnych atribtitov na zachy-
tenie pozornosti, ako su napriklad priestorové vnemy, néhle vizudlne
zmeny jasu, farby atd'.

V endogénnej Casti je pozornost’ urcovand subjektom. Je zndma ako
ciel'ovo riadend pozornost. Endogénna pozornost’ je riadend pozorova-
telom, zavisld na iom a je pomald z dlhodobého ¢asového hl'adiska.
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Existuje viacero modelov vizudlneho vnimania, ktoré vyuzivaju tieto
pristupy oddelene. AvSak vo vSeobecnosti takmer kazdy model vizudl-
neho vyhl'adavania je zaloZeny na vzdjomnej interakcii medzi tymito pri-
stupmi. Oba hlavné pristupy st navzdjom nezavislé.

Pristup zdola-nahor

Postupnost’ udalosti, ktoré sa zacali stimuldciou receptorov, je zarad o-
vané medzi exogénne. Je riadend stimulmi, kde sa automaticky, bez von-
kajsich podnetov, pozornost zameriava na vyraznejsie casti obrazu. Ttito
pozornost mdze ovplyvnit' velké mnoZstvo podnetov, ako st napriklad
zmeny vo farbe, zmena polohy, intenzity. VSetky tieto zmeny 'udské oko
zachytdva a podvedome upriamuje pozornost’ prave na ne.

MnozZstvo psychologickych vyskumov ukdzalo, Ze vizudlny systém je
vysoko citlivy na vlastnosti v obraze, ako sti napriklad hrany, ndhle zmeny
vo farbe, intenzite, ndhle pohyby.

Procesy zdola-nahor st nezavislé na tlohe, ktorti pozorovatel riesi.
Snazia sa predvidat’, ktoré ¢asti pozorovanej scény mozu pritiahnut viac
pozornosti, a podl'a toho vytvdraji mapy vyznamnych oblasti v obraze.
Tieto procesy mdzu byt vyuZzivané napriklad pri automatickej detekcii
vyznamnych oblasti v scénach, v strojovom videni, pri inteligentnej kom-
presii obrazu atd’. Pri analyzovani scény pomocou pristupov zdola-nahor
st medzi vjznamné objekty zaradené napriklad cervené jablko na zele-
nom strome, horiaca sviecka vtmavej miestnosti, alebo pery a o¢ina tvari,
ktoré st povaZované za jej najvyraznejsie Casti.

Pri pozorovani scény, v ktorej sa nachadza vel'’ké mnoZstvo rovnakych
objektov, ktoré by samostatne boli ur¢ené ako vyrazné, sa tieto objekty
stavaji nevyraznymi. Ked’' pozorovatel porovnava dve fotografie jabloni
s Cervenymi jablkami, kde na jednej je iba jedno a na druhej je vel'ké
mnozstvo jablk, v prvom pripade si jablko viimne, ale v druhom pripade
st jablka odfiltrované a pozorovatel si v§ima iné vyrazné oblasti a ob-
jekty [CCMO3].

Pristup zhora-nadol

Vizudlne vnimanie je ovel'a komplikovanejsie, neZ len vnimanie energie
na receptoroch, ¢o sa deje pri procesoch zaloZenych na pristupe zdola-
nahor. Preto je pri procesoch zaloZenych na pristupe zhora-nadol pozo-
rovanie scény Ciastocne ovlddané pozorovatel om. Toto ovladanie sa deje
pridanim dodato¢nej informécie ako napriklad tym, Ze ¢lovek je pri po-
zorovani novych scén ovplyvneny vecami, ktoré uz videl v minulosti. Toto
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b) pridané vedomosti
(zhora nadol)

a) vstupné data
(zdola nahor)

elektrické
signaly

Obrazok 21.2: Pozorovanie mole je ovplyvnené kombindciou a)vstupnych dét
a b) predoslych vedomosti.

pozorovanie zahina skisenosti pozorovatel'a, avsak mo6Ze byt vel'mi po-
malé.

Ako priklad pristupov zhora-nadol je moZné pouZit pozorovanie kory
stromu. Pri procesoch zdola-nahor sa urci farba kéry, rozliSuji sa hrany
a texttra, ale az pri pridani d’al$ej informécie je mozné urcit, Ze na kore
stromu sa nachadza mola (obr. 21.2).

Pri vyuzivani pristupov zhora-nadol méze byt’ ako pridavnd informa-
cia pouzitd tloha, ktorti ma pozorovatel vyriesit'. Avsak, ak ma pozorova-
tel napriklad ndajst’ urcity objekt v scéne, moZe prehliadnut’ iné vyrazné
oblasti v nej. Preto moZe nastat’ situdcia, kde niektoré objekty vyznamné
pri detekcii pomocou pristupov zdola-nahor nemusia byt povazované za
vyznamné pri pristupe zhora-nadol.

Skiimanim vizudlnej pozornosti a procesov zhora-nadol sa zaoberal
aj rusky psycholég Yarbus uz v roku 1965. Jeho vyskum spocival v zazna-
mendvani fixdcii a skokov oka pozorovatel ov, ktori mali dlohu skimat
dant scénu a odpovedat na poloZené otazky. Pohyby oci sa vyrazne me-
nili v zavislosti od danych otdzok [CCMO03].

21.2 UrCovanie vyznamnych oblasti v obraze

Pri mnohych aplikdcidch z oblasti grafiky, dizajnu a HCI je vel'mi d6-
lezité porozumenie tomu, kam ¢lovek zameriava svoju vizudlnu pozor-
nost’. Tieto informdcie sa vyuZivaji napriklad pri automatickom oreza-
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vani obrazu, vytvarani ndhl'adov, pri vyhl'addvani konkrétneho obrazu
v databdze. M6zu byt pouzité taktiez pri kompresii videa, nefotorealistic-
kom renderingu, adaptivhom zobrazovani obrazu na malych displejoch.

Vo vSeobecnosti je vzhI'adom na uvedené aplikdcie potrebné co naj-
lepsie, najpresnejSie a najrychlejSie detegovat’ oblasti zdujmu. Na urCenie
takychto oblasti st k dispozicii dva hlavné pristupy

¢ sledovanie pohybu o¢i (,eye tracking“),
* modely na detekciu vyznamnych oblasti.

Pre niektoré aplikdcie st pouzivané déta ziskané pomocou sledova-
nia pohybu o¢i. Hlavny princip spociva v sledovani a zaznamendavani po-
hybov o¢i pozorovatel'a. Pozorovatel sleduje scénu a systém zazname-
nédva pohyby jeho oka, ¢im sa zist'uje, kam sa zameriava jeho pozornost'.
Avsak takyto sposob zist ovania vyznamnych oblasti je finan¢ne a ¢asovo
néarocny, a preto nie je vzdy mozné ho pouzivat. Z tychto doévodov je
vel'mi potrebné detegovat’ vyznamné oblasti aj inym spésobom. Ako al-
ternativa su preto navrhované a pouzivané modely na detekciu pravde-
podobnosti vyskytu vyznamnych oblasti v obraze.

21.2.1 Sledovanie pohybu o¢i

OC¢i a ich pohyby sti vel'mi doélezité pri vyjadreni potrieb, tizob a emoci-
onélneho rozpolozenia ¢loveka. Z toho dévodu navrh robustnych technik
na detekciu o¢i a ich pohybu zohrava kI'icovii tilohu pri vyvoji réznych
technik interakcie ¢loveka s pocitacom, vytvaranie pouZivatel'skych roz-
hrani, zist' ovani oblasti zdujmu pozorovatel a.

Detekcia oc¢i a sledovanie ich pohybu je atraktivnou oblast'ou vysku-
mu uz mnoho rokov a v sti¢astnosti je vyuzivand v mnohych aplikéciach.
Je to jedna z netradi¢nych technik, ktora sa vyuziva pri interakcii ¢loveka
s pocitacom.

Prehlad technik na sledovanie pohybu o¢i

Geometrické a pohybové charakteristiky o¢i st unikédtne, ¢o umoziuje
vyuzitie ich detekcie pri roznych aplikdcidch. Hardvérovy systém na sle-
dovanie polohy a pohybu oc¢i sa nazyva ,eye tracker“. Vo vSeobecnosti
existuju dva hlavné pristupy na monitorovanie pohybov o¢i — meranie
pozicie oci v zavislosti na hlave pozorovatela a meranie orientacie o¢i
v priestore. V rdmci softverového rieSenia ,eye trackera“ existuje vel'ké
mnozstvo réznych pristupov [AF13]. V tejto Casti si blizsie opiSeme dva
znich
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Obrazok 21.3: Sledovanie pohybov o¢i s fixnou polohou hlavy.

¢ sledovanie pohybu o¢i pomocou senzorov,
¢ sledovanie pohybu o¢i pomocou technik pocitacového videnia.

Sledovanie pohybu o¢i pomocou senzorov

Niektoré systémy analyzuji pohyby o¢i na zdklade elektrickych potencia-
lov pomocou elektrookulogramu (EOG). Pre kazdé oko st v jeho blizkosti
umiestnené dva pdry elektréd, ktoré zaznamendvaju elektricky potencial.
Na zéklade tychto informadcii je mozné urcit polohu o¢i.

Sledovanie pohybu o¢i pomocou technik poc¢itacového videnia

Vel'ké mnozstvo metdd na sledovanie polohy a pohybu o¢i vyuZziva tech-
niky pocitacového videnia s pouzitim kamery, ktord snima jedno, alebo
obe oci a nasledne spracovdva tieto informécie. Pozicia kamery moze byt
rozna. V niektorych pristupoch sa vyuziva kamera pripevnena k hlave po-
zorovatel'a, ¢o je vel'mi vihodné pri systémoch, kde pouZivatel pozoruje
svoje okolie. V pripade sledovania obrazov na monitore sa bezne vyuziva
fixné postavenie kamery a hlavy pozorovatel'a (Obrazok 21.3). Pomocou
tychto technik sa riesia dve hlavné otazky

* urcovanie pozicie o¢i vzhladom na pozorovant scénu,
* sledovanie pohybu o¢i.

Urcovanie pozicie o¢i a sledovanie ich pohybu je stdle velmi ndro¢na
dloha, pri ktorej je potrebné riesit viacero problémov ako napriklad stu-
pen otvorenia oci, variabilita vo vel'kosti o¢i, pozicia hlavy a podobne.
Rozne techniky rozpoznavania obrazcov a redukcie dimenzie pri-
znakov sa ukézali ako vel' mi efektivne pri sledovani pohybu o¢i. Redukcia
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Obrazok 21.4: Ukédzka systému na sledovanie pohybov o¢i pomocou technik po-
¢itacového videnia.

priznakov pomocou PCA efektivne pomohla zniZit' pocet hlavnych kom-
ponentov obrazu oka pre lepsiu detekciu. Taktiez sa vyuziva neurénova
siet, ktord je trénovand pocas kalibracie kamery, kde sa pouzivatel ovi po-
stupne zobrazuje niekol'’ko bodov, ktoré ma pozorovat. Av§ak vyuzivanie
klasifikacie ¢iastocne spomal'uje cely proces urcovania pozicie a pohybu
oClL.

Jednym z d’alSich pristupov st systémy vyuZivajtice kruhovy tvar zre-
nicky a detekciu hran. V [CK07] bol navrhnuty systém vyuZivajtci detek-
ciu tvare a Gaborove filtre. Potencidlna oblast zodpovedajtca tvari je ur-
covand detekciou pokozky a nasledne sa tento predpoklad overis geomet-
rickym vzorom $truktiry tvare. Dalej st na oblasti s pravdepodobnym
umiestnenim o¢{ aplikované styri Gaborove filtre (0, 7/4, w/2, 3n/4), ked'-
Ze zrenicka nemd Ziaden dominantny smer, a teda ich kombindciou méze
byt jednoducho ur¢end. V pripade [KBWO08] je vyuZivany algoritmus de-
tekcie najdlhsej Ciary, ktory je zaloZeny na predpoklade, Ze zrenicka ma
kruhovy tvar. Je ndjdend najdlhsia vertikdlna a horizontdlna ¢iara, kde ich
prienik urcuje stred zrenicky. Vel ké mnoZstvo systémov vyuZiva tiez kru-
hovi Houghovu transforméciu a jej kombindéciu s detekciou hran.

Dalii sposob detekcie pohybu o¢i je uréovanie polohy zrenicky, kde
existujui dva hlavné pristupy: metéda tmavej zrenicky a svetlej zrenicky.
Met6da vyuzivajica tmavi zrenicku je zaloZzend na kontraste zrenicky
s ddhovkou. AvSak v tomto pripade moze nastat’ problém pri pouZivate-
I'och s vel mi tmavymi o¢ami, kde je kontrast prili§ nizky. Met6da svetlej
zrenicky vyuziva odraz infracerveného svetla od sietnice, co sposobuje,
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Ze zrenicka sa zd4 byt biela v obraze oka, ¢im sa rie$i problém s kontras-
tom.

Niektoré zo systémov si zaloZené na porovnavani oka s jeho vzorom.
Pomocou tohto pristupu bol navrhnuty aj systém, ktory umoznoval pri-
rodzené pohyby hlavy pri sledovani o¢i a minimalizoval potrebu kalibra-
cie systému.

Kombinéciou réznych technik sledovania pohybu o¢i st vytvarané
hybridné systémy. Jeden z takychto systémov je zaloZeny na detekcii zre-
nicky. Vychddza z jej intenzity, tvaru a velkosti. Je vyuZivané Specidlne
infracervené osvetlenie, pri ktorom sa zrenicka javi svetlejsia ako zvySok
snimanej tvdre. Jej intenzita je pouzivand ako primarny priznak pre de-
tekciu, av§ak v snimanom obraze sa m6Zu objavit’ iné rovnako svetlé ob-
jekty. Preto sa vyuZzivaju aj pridavné informdcie o zrenicke, ako jej vel' kost’
a tvar. V inych pripadoch sa vyuZiva napriklad kombin4cia systémov za-
chytdvania tmavej a svetlej zrenicky, odrazu od rohovky s metédou itera-
tivnej krivky na efektivnu detekciu zrenicky a mnoho d’alsich.

VyuZitie systémov na sledovanie pohybu o¢i

Oblast’ vyskumu urcovania polohy a pohybu o¢i sa stala atraktivnou hlav-
ne kvoli velkému mnoZstvu aplikdcii, ktoré moéZu vyuZivat' robustné me-
tédy sledovania pohybu o¢i. Jednou z hlavnych oblasti vyuZitia st al-
ternativne spésoby pre komunikéciu ¢loveka s poc¢itatom. Povazujui sa
za jednoduchsie ako napriklad ovlddanie hlasom, alebo EEG/ECG sig-
ndlmi. TaktieZ dosahujui vyssiu presnost’. Ako priklad moZeme uviest’ sys-
témy, ktoré sa vyuZzivajui pre kontrolu pristupu a podpory technolégii
pomocou snimania o¢i. Jeden z takychto systémov je ureny na pisanie
pomocou pohybov o¢i, ktorého vystupom je text konvertovany na rec.
Rovnako je mozné pomocou oci kontrolovat rézne systémy vratane elek-
tronickych vozikov, alebo televizneho ovlddaca.

Detekcia o¢i moze byt taktiez vyuzivanda pri biometrickom rozpoz-
névani pouzivatelov. V tomto pripade sa systém pouZiva na lokalizdciu
o¢i a nasledne duhovky, ¢o je prvy a velmi délezity krok pri rozpoznani
pouzivatel'a na zédklade diihovky.

Dal$ou vel' mi zaujimavou aplikdciou tychto systémov je vyuZitie v op-
tometrii. PouZitie tychto systémov moZe dopomdct’ k odhadu zorného
uhla jednotlicva, najma urcit’ jeho slepy uhol.

E-learningové systémy st v sticastnosti vel mi rozsirené. Avsak aj na-
priek tomu, Ze pouzivatelia st vd¢$inou zvyknuti na pricu s pocitacom,
ucenie s pouzitim takychto systémov moze byt dost’ odli$né. Pri interak-
cii pouzivatel'a s vyuc€ujiicim je vel mi d6leZitd emocné cast tohto vzt'ahu,
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ktora vSak v takomto pripade chyba. Preto je mozné vyuzivat snimanie
oc¢iaich pohybu na sledovanie pouZivatel ovych aktivit, spravanie a emoc-
né rozpoloZenie pouzivatel'a. Na zdklade tychto informdcii moze byt ur-
Ceny ¢as na vykondvanie danej tilohy. Na zdklade interpretacie pohybov
oc¢i mdZe byt rozpoznédvané, ¢i ma pouZivatel t'azkosti s porozumenim
dlohy, je unaveny alebo v strese.

Vautomobilovom priemysle sa sledovanie pohybu o¢ivyuziva na roz-
voj monitorovania a asistencie pri systémoch vyuZivanych v autach.
Sledovanie pohybu o¢i je napriklad vyuZivané na varovanie vodica v pri-
pade, Ze zacne byt velmi unaveny alebo zaspi pocas jazdy. Unava vo-
dica méze byt detekovand analyzou prahu zmurkania, stavu o¢i (otvo-
rené / zatvorené) a rovnako aj urcovanim casu, kedy pohl'ad vodica zo-
stava v rovnakom smere.

21.2.2 Modely na detekciu vyznamnych oblasti

Model vizuélnej pozornosti je opis pozorovaného a predpovedaného spra-
vania I'udskej vizualnej pozornosti. Modely na detekciu vyznamnych ob-
lasti mo6Zu vyuZivat' prirodzeny jazyk, blokové diagramy, matematické
pristupy, algoritmy alebo vypocty. Ich dlohou je detegovat’ oblasti, ktoré
s najvacsou pravdepodobnost’ou prit'ahuji pozornost’ pozorovatel'a.

Modelovaniu systémov na simuldciu vizuédlnej pozornosti sa vedci ak-
tivne venuji uZ vyse 25 rokov. Bolo vytvorené velké mnoZstvo modelov,
ktoré sa tispesne pouzivaji v pocitacovom videni, robotike, kognitivnych
systémoch. Tieto modely sa zameriavaji na zachytenie vyznamnych ob-
lasti v obraze a ich d’alSie pouzitie [BI13], [Gol08].

V stcasnosti existuje vel'ké mnoZstvo modelov na detekciu vyznam-
nych oblasti in§pirovanych biologickymi procesmi, ktoré sti zaloZené na
pristupe zdola-nahor (napr. [IKN98], [HRCO05]). Tieto modely st vSak iba
zékladnym opisom spréavania sa I'udského vizudlneho systému. Deteguji
vyznamné oblasti pouZitim nizkotroviiovych priznakov, ako st farba, in-
tenzita, orientdcia, textira, pohyb. TaktieZ pouZivajui stratégiu vit'aza, ne-
moZznost’ névratu, detekciu na réznych tdrovniach a podobne. Najva¢sim
obmedzenim tychto modelov je nepritomnost’ d'alSej informaécie, ktora
by v kombinécii s nizkotiroviiovymi priznakmi pomohla presnejsie urcit
vyznamné oblasti v obraze. Preto je pri navrhovani novych a presnejsich
modelov vel'mi doleZity kognitivny proces a vyuZitie sémantickej infor-
madcie.

Prvé otdzka, ktora sa naskytne pri uvazovani nad vyuzitim kognitiv-
neho procesu, je existencia miesta v 'udskom mozgu, kde sa lokalizuje
mapa vyznamnych oblasti. Aviak podl'a doterajsich vyskumov také mie-
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sto neexistuje. Toto vysvetl'uje fakt, Ze vyznamnost oblasti v pozorova-
nom obraze neurcuju iba nizkotroviiové priznaky, ale taktiez nase vedo-
mosti, spomienky, o¢akavania.

Vizudlne a kognitivne procesy su vel' mi tizko prepojené a v stiicasnosti
nie je mozné urcit, ktoré z nich vdanom ¢ase pozorovania urcuju rozlo-
Zenie vizudlnej pozornosti. Pri ur€ovani presnosti modelov zaloZenych
na procesoch zdola-nahor sa preto vyuZziva sledovanie o¢i. Avsak aj pri
sledovani o¢i nemdZeme zabtidat na procesy, ktoré ovplyviiuji vnimanie
zo sémantického hl'adiska. Napriklad pri volnom pozorovani scény su
vyrazné iné oblasti ako pri pozorovani scény s urcitou tlohou. Vyraznost
tychto oblasti je ovplyvnena aj spravanim, myslienkami a spomienkami
pozorovatel'a. Vel mi dobrym pristupom je charakterizacia vyznamnosti
oblasti pomocou analyzy dat ziskanych sledovanim o¢i. Tento bol vyuZity
v préci [Jud+09] a ddva vel' mi dobré vysledky.

Rozdelenie modelov na detekciu v§znamnych oblasti

V roku 1998 bol vytvoreny jeden z prvych modelov zaloZeny na simulé-
cii biologického vnimania scény vyuzivajici procesy zdola-nahor, detek-
ciu nizkotiroviiovych priznakov [IKN98]. Odvtedy vzrastal zdujem o tému
detekcie vyznamnych oblasti. Niektoré d’alsie modely uz vyuzivaji kom-
bindciu nizkoudrovnovych a vysokotroviiovych priznakov (napr detekcia
pokozky, tvare, textu). Tieto kombinécie dokdzu poméct pririeSeni vel mi
Specifickych tloh ako napriklad detekcia chodcov. V sticasnosti sa vy-
skum nachédza iba na zaciatku tvorby tychto vypoctovych modelov, ktoré
by popri nizkotroviiovych priznakoch vyuzivali aj pridant informdciu,
¢im by sa zlepsila a spresnila detekcia vyznamnych oblasti obrazu.

Existuju dva hlavné pristupy vo vyskume vizudlnej pozornosti. Prvy
z pristupov sa zameriava na vyuZitie metéd pozornosti v poc¢itacovom vi-
deni. Tato ¢ast demonstruje délezitost' redukcie informdcii pre d'alsie
spracovanie. Hlavnou motivaciou pre druhy pristup, ktory skiima pozor-
nost’ v biologickom videni, je vysvetlenie procesov pozornosti pre cha-
rakteristiky biologického, Specidlne I'udského videnia (obr. 21.5). Vypoc-
tové modely patria do prieniku tychto dvoch pristupov skiimania pozor-
nosti. Tieto modely zahfnajt forméalny popis vizudlnej pozornosti. Hlav-
nou motivaciou pre ich vytvorenie je redukcia mnozstva informaécii, ktoré
je potrebné spracovat’ [Tsoll].

Modely na detekciu vyznamnych oblasti v obraze mozu byt katego-
rizované na zédklade velkého mnozstva réznych priznakov a pristupov.
V [BI13] bolo preskiimanych viac ako 65 modelov na detekciu vyznam-
nych oblasti. Ndsledne bol navrhnuty pristup kategorizacie tychto mo-
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Obrazok 21.5: Diagram znézornujuici vyskum vizuédlnej pozornosti.

delov, ktory na zaklade 13 roznych faktorov rozdel'uje modely do 8 za-
kladnych skupin.

Faktory rozdelenia modelov do skupin st nasledovné:
1. Procesy zdola-nahor
2. Procesy zhora-nadol
3. Informécia o priestore a Case

4. Typ tlohy (vol'né pozorovanie scény, vizualne vyhl'addvanie, inter-
aktivna tloha)

5. Priestorovo alebo objektovo zaloZené

6. Priznaky (intenzita, farba, textura, orientécia, pohyb, tvare, detek-
cia horizontu, opticky tok atd’.)

7. Typ modelu
8. Statické vizudlne stimuly (napr. fotografie)
9. Dynamické vizudlne stimuly (napr. vided, hry)

10. Syntetické stimuly (hry, virtudlne prostredie, mal'by)
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11. Prirodné stimuly (fotografie, vided prirodnych scén)

12. Spo6sob hodnotenia modelu (Kullbackova-Leiberova divergencia,
pouzitie RO]J, ...)

13. Pouzita databaza

Faktory 1 aZ 8 priamo opisuju vlastnosti modelov a faktory 9 az 13 s nimi
nie st priamo spojené.

Na zéklade predchddzajuicich faktorov méZzeme modely rozdelit’ do
o0smich katego6rii, avSak niektoré modely mo6zu patrit’ aj viacerym kate-
goriam.

Prvou z katego6rii st kognitivne modely. Skoro vSetky modely st pria-
mo, alebo nepriamo spojené s kognitivnymi procesmi. Jeden z najzna-
mejsich modelov patriaci do tejto kategérie [[KN98] je zaloZeny na spra-
vani a neurénovej architektire vizudlneho systému primétov. Tento mo-
del sa stal zdkladom pre mnoho d’al§ich modelov (napr. [Dha03]) a stal sa
Standardom pre porovnavanie novych modelov. Existuje vel mi vel'a jeho
modifikécii ako napriklad pridanie detekcie kontrastu v pohybe, sliZia-
ceho na detekciu vyznamnych oblasti vo videu.

Bayesovské modely (napr. [Oli+03]) vyuZivaji kombindciu pristupu
zdola-nahor s predchéddzajicimi znalostami, napriklad kontext scény.
Pretoze maji moznost ucit sa z dat, mozu napriklad vyuzit' Statistiku
prirodnych scén alebo inych priznakov, ktoré pritahuji pozornost’ po-
zorovatel'a.

Informaéné modely st zaloZené na predpoklade, Ze urcend poloha
vyznamnych oblasti slizi na maximalizaciu informdcie ziskanej z pro-
stredia. Tieto modely (napr. [BT05]) vyberaju tie oblasti v obraze, ktoré
nesu najviac informadcii a ostatné vyradia.

Modely patriace do kategérie rozhodovacich modelov (napr. [GV04])
boli vel'mi tspedné v aplikdcidch pocitacového videnia, ako je klasifikd-
cia, ked’'Ze dosahovali vysoku presnost’ v predpovedi fixacii pohl'adu po-
uzivatel'a.

Grafové modely (napr. [AL10]) vyuZivaju techniky ako skryté Marko-
vove modely, dynamické bayesovské siete a podmienené ndhodné polia
na urcenie vzt ahov medzi ndhodnymi premennymi. Na zdklade tychto
vzt'ahov sa tvoria mapy vyznamnych oblasti.

Medzi modelmi vyuZivajicimi spektralnu analyzu a modelmi os-
tatnych kategorii je vel'ky rozdiel. Kym iné modely spracovévaji obraz
v priestorovej doméne, tento typ modelov (napr. [Ach+09]) deteguje vy-
znamné oblasti v obraze vo frekven¢nej doméne.
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Obrazok 21.6: Modely na detekciu vyznamnych oblasti: a)Origindlny obraz,
Mapa vyznamnych oblasti detekovand pomocou: (b) [IKN98], (c) [HKPO7],
(d) [Zha+08], (e) [EE13], (f) [GZT10].
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Vmodelovani vizudlnej pozornosti sa vyuzivaju aj pristupy strojového
ucenia s vyuzitim ucenia modelov na zdklade inform4cii ziskanych po-
uzitim sledovania pohybov o¢i alebo vyznamnych oblasti oznacenych po-
uzivatel'mi. V tomto pripade je dbleZité podotknit’, Ze modely patriace
do kategérie modelov s vyuZzitim klasifikacie priznakov (napr.[Kie+09]),
nemusia byt zaloZené len na pristupe zdola-nahor, ked'Ze vyuZzivaji pri-
znaky, ktoré sd vyznacné pre pristupy zhora-nadol (napr detekcia tvari,
textu).

Modely, ktoré nepatria do Ziadnej z predchéddzajicich kategorii tvo-
ria skupinu inych modelov. Napriklad v [RC02] bolo predstavené mera-
nie vyznamnosti oblasti pouzitim viacndsobnych priznakov zalozenych
na koncepte teérie hier. Dalsi spdsob detekcie vyznamnych oblasti bol
postaveny na zdklade porovnévani s predlohou [Rao+02]. Schéma detek-
cie viznamnych oblasti zaloZend na hrandch v §edoténovom obraze bola
navrhnutd v [Ros09].

Na obrézku 21.6 st zndzornené mapy vyznamnych oblasti. Kazdy zo
zobrazenych modelov patri do inej kategérie. Vysledné mapy vyznam-
nych oblasti (saliency maps) st vel mi rozdielne v zavislosti od pristupu
a v sticasnosti nie je mozné presne urcit' najlepsi pristup na urCovanie
vyznamnych oblasti v obraze.

21.2.3 Model pre rychlu analyzu scény

V tejto Casti si opiSeme jeden zo zdkladnych modelov [IKN98]. Bol na-
vrhnuty v roku 1998 a slizi ako zdklad pre velky pocet modelov, rov-
nako ako aj referen¢ny model pre porovnavanie tispesnosti detekcie. Je
zaloZeny na sprdvani a $truktire neurénov vizudlneho systému primatov.
Kombinuje viactroviiové priznaky do jednej mapy vyznamnych oblasti.
Pouziva dynamickd neurénovu siet’, ktord vyberd oblasti zdujmu v poradi
od najvyraznejsich po menej vyrazné. Tento systém riesi zloZzity problém
porozumenia scény vypoctovo efektivnym spésobom.

Na vstupe st pouZité farebné obrazy vrozliSeni 640 x 480 pixelov, z kto-
rych je pomocou Gaussovych pyramid vytvorenych 9 obrazov ré6znych
vel'kosti uréenych na d’al$ie spracovanie. Tieto sti zmensenou képiou po-
vodného obrazu v pomere 1:1 (§kdla 0) az 1:256 (Skéla 8).

KaZzdy priznak je vypocitany pomocou operécii zameranych na stred
(center-surround), ked'Ze vizudlne neurény su najcitlivejSie v malej ob-
lasti (stred), zatial ¢o na podnety zo SirSej oblasti si neurény menej cit-
livé. Zameranie na stred je v tomto modeli implementované pomocou
rozdielu medzi jemnymi a hrubymi mierkami. V strede je reprezentéacia
pixela s vel'kost'ou c € {2,3,4}, v SirSom okoli je pixel reprezentovany vel -
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Obrazok 21.7: Zakladnd architektira modelu pre rychlu analyzu scény.

kostami s = ¢+ 9, kde 6 € {3,4}. Rozdiel medzi dvoma mapami ,e“ je
ziskany pomocou interpolécie na jemnejsiu velkost a ndslednym odci-
tanim. Na obrdzku 21.7, je zndzornend schéma modelu [IKN98].

Urcovanie priznakov

Zo vstupného obrazu vo formate RGB (r-Cervend, g-zelend, b-modrd) je
ziskand mapa pre intenzitu I = (r + g + b)/3, ktord slizi ako vstup na vy-
tvorenie Gaussovskej pyramidy 1(9), kde ¢ € {0, ..., 8}. Kandly r,g,b st nor-
malizované. Ndsledne st vytvorené farebné kandly: R = r — (g + b) /2 pre
cervend, G = g— (r+b)/2 pre zelend, B=b—(r+g)/2 premodria Y =
(r+g)/2—|r—gl/2—b pre zIti (zdporné hodnoty si nastavené na 0).
Z tychto kandlov sd vytvorené Styri Gaussovské pyramidy R(6), G(6), B(0)
aY().

Neurény cicavcov st citlivé na ndhlu zmenu intenzity ako napriklad
tmavy stred obklopeny svetlym okolim, alebo svetly stred obklopeny tma-
vym okolim. Oba spomenuté typy citlivosti na zmenu intenzity model
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prepéja, ¢im vznikne 6 mdp I(c, s), kde c€{2,3,4} as=c+6, kde b € {3,4}
I(c,s) = I(c) e I(s)]. (21.1)

Druhou mnoZinou si mapy pre farebné kandly, ktoré si v mozgo-
vej kore reprezentované pomocou systému ,dvojic oponentov“. V strede
oblasti vnimania st neurény stimulované jednou farbou (napr. ¢ervend)
a potlac¢ané druhou farbou (napr. zelend), avsak v SirSej oblasti je to na-
opak. Takto navzdjom pésobiace dvojice farieb st cervend/zelen4, zele-
nd/cervend, modra/zIt4 a zltd/modra. Toto viedlo k vytvoreniu RG(c, s)
mapy pre ¢ervenu a zelent farbu a BY (¢, s) mapy pre modru a Zltd farbu

RG(c,s) = |(R(c) - G(c)) © (G(s) = R(s))], (21.2)

BY (¢, s) = (B(c) - Y (c)) e (Y (s) = B(s))I. (21.3)

Poslednd mnoZina mép pre orientéciu je ziskand z I pomocou orien-
tovanych Gaborovych pyramid O(,0), kde 6 € {0, ..., 8} reprezentuje vel -
kost’ a 8 € {0°,45°,90°,135°} orientdciu. Mapy pre orientdciu predstavuji
lokédlne zmeny medzi stredom a okolim

O(c, s,0) =10(c,0) © O(s,0)]. (21.4)

Pomocou tychto vzt'ahov je vytvorenych 42 mép priznakov: Sest’ pre in-
tenzitu, dvandast’ pre farbu a dvadsat’styri pre orientaciu.

Tvorba mapy vy§znamnych oblasti

Pri kombindcii vSetkych map nastdva situdcia, ktord sposobuje, Ze ob-
lasti, ktoré st vel mi vyrazné iba v niektorych z kombinovanych mép, mé-
zu zaniknit'. Preto treba uplatnit normaliza¢ny operétor .A4'(), ktorého
aplikacia pozostdva z troch krokov

1. normalizovanie hodn6t mapy na pevny rozsah v rozmedzi {0, ..., M}
s cielom odstranit rozdiely medzi mapami,

2. najdenie pozicie lokdlneho maxima M a vypocitanie priemerne;j
hodnoty m vSetkych tychto maxim,

3. globélne vynasobenie mapy (M —m)?.

V pripade, Ze je v mape vel'ky rozdiel, najvyraznejsia oblast’ vysttpi
do popredia. Ak je rozdiel maly, mapa neobsahuje ni¢ vyrazné a je potla-
Cend.
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Obrazok 21.8: Normalizacny operator A ().

Mapy st néasledne kombinované do troch , mép viditelnosti“ pre in-
tenzitu I, farbu C a orientaciu O s velkost' ou § = 4. Tieto mapy st ziskané
pomocou scitania ,&“, ktoré sa sklada z redukcie kaZzdej mapy na rov-
naku vel'kost’ a ndslednom scitani pixel po pixeli.

Mapy pre intenzitu I a farbu C st ziskané nasledovne

T=o! 0 s N U(c,9), (21.5)
C=a!_,0 [N (RG(c,s) + N (BY(c,9)]. (21.6)

Pre orientdciu st najprv vytvorené Styri mapy kombinéciou Siestich
mdp s danou orientdciou 6, ktoré st ndsledne s¢itané

0= Y Jv(eaﬁzz et . N (O(c, 5,9))). 21.7)
0€{0°,45°,90°,135°}

Tieto tri mapy st normalizované a s¢itané do vyslednej mapy vyznam-
nych oblasti

S= %(W(T) +JV(6)+JV(6)). (21.8)
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Maximum vyslednej mapy v danom ¢ase ukazuje najvyznamnejsie mies-
to, na ktoré by mala byt zamerand pozornost'.

Ludska vizudlna psychika funguje na principe skiimania scény so za-
kazom vracat' sa na uZ navstivené oblasti. Tento fakt je vyuZity v danom
modeli, kde je najprv spustend stiibeznd extrakcia priznakov, vystupom st
tri mapy kontrastov pre farbu C, intenzitu I a orientaciu O. Tieto mapy st
kombinované, ¢im vznikne mapa vyznamnych oblasti. Nésledne sa tato
mapa prechddza a pomocou kroku IOR sa postupne urc¢uji najvyznam-
nejsie oblasti.

Vneurénovej implementécii, bol vytvoreny model mapy vyznamnych
oblasti (saliency map, SM) ako 2D vrstvy presakujticich neurénov s vlast-
nostou ,integrate-and-fire“ a s velkost'ou Styri. Tieto neurény maju ka-
pacitu, ktora zahina urcitd hodnotu a prah. Ked’ je dany prah dosiahnuty,
vytvori sa ,hrot“ a kapacitny ndboj je nastaveny na nulu. Potom je SM
dand ako 2D vit'az berie vSetko (winner take all, WTA) neurénove;j sieti,
v ktorej ndjdend vyrazna oblast’ ostdva a ostatné st potlacené.

Neurdny dostavaju vstupy z mapy S a su vSetky nezavislé. Potencidl
neur6énovv SM patriacich najvyraznejsej oblasti vzrasta najrychlejsie. Kaz-
dy SM neurdn excituje jeho prislusny WTA neurén. Vsetky WTA neurény
sa tiez vyvijaju nezdavisle od seba pokial jeden (,vitaz“) nedosiahne pra-
hovii hodnotu. Toto vyvola tri sibezné mechanizmy

1. oblast’ pozornosti (focus of attention, FOA) je posunutad na miesto
vitazného neurénu,

2. globélne sa spusti WTA a inicializuje na predvolent hodnotu vSetky
neurény,

3. v SM sa docasne aktivuje lokdlne potlacenie v oblasti s vel'kost'ou
a umiestnenim novej FOA. Takto je moZnd dynamicka zmena FOA
prostrednictvom povolenia nasledujtcej vyraznej oblasti stat’ sa “vi-
tazom”. TaktieZ sa nevraciame na uz spracované FOA.

Tento model je vypoctovo nendrocny a md jednoduchu architektiru.
Dokéaze dobre detegovat’ oblasti vizudlnej pozornosti v scéne. Rychlo ur-
cuje napriklad dopravné znacky réznych tvarov, farieb a texttru aj na-
priek tomu, Ze nebol navrhnuty na tito dlohu. Z vypoctového hl'adiska
je hlavnou vyhodou tohto modelu paralelnd implementécia nielen vo vy-
poctovo narocnej faze extrakcie priznakov, ale aj v systéme zaostrovania
na vyrazné oblasti. Vyuzitie neurénovych sieti sa ukdzalo ako Gc€inné pri
reprodukcii niektorych vykonov vizudlneho systému primétov. Jeho Gi¢in-
nost vSak zavisi od implementovanych priznakov.
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21.3 Vyuzitie detekcie vyznamnych oblasti v obraze

Detekcia vyznamnych oblasti v obraze a sledovanie pohybu o¢{ maju $i-
roké vyuzitie. Sledovanie pohybu o¢i sa vyuZiva aj pri zist ovani choréb
pacientov, ktoré sa moéZu prejavovat’ napriklad pomal$imi pohybmi o¢i.
Detekcia vyznamnych oblasti v obraze ma4 Siroké vyuzitie v pocitacovom
videni, segmentécii obrazu, detekcii objektov, dynamickom osvetl'ovani,
interakcii medzi ¢lovekom a pocitatom, kompresii obrazu, pri tvorbe né-
hl'adov, retargetingu. Rovnako sa vyuZiva pri navrhovani reklamnych pla-
gatov, dizajne webovych strdnok. V tejto casti si podrobne opiSeme nie-
ktoré spdsoby vyuzitia detekcie vyznamnych oblasti v obraze.

21.3.1 Hrladanie najlepSich pohlfadov na objekty

V pripade virtudlnych muzei a tvorbe ciest po tychto mizeach je vel mi
uzitoné ndjst’ najlepsie pohlady na zobrazované exponaty, pomocou
ktorych méZeme €o najlepsie navrhnit virtudlnu prechddzku danym mu-
zeom. Jeden zo spésobov hl'adania najlepsich pohl'adov na objekty je za-
loZeny na detekcii vyznamnych oblasti v obraze [KVC13]. Hlavnd mys-
lienka spociva v predpoklade, Ze ¢im viac detailov mdzeme vidiet' na da-
nom objekte, tym je pohl'ad nan lepsi. V pripade, Ze mdme viacero moz-
nych pohl'adov na dany objekt detegujeme vyznamné oblasti na kazdom
z nich. Néasledne pouZijeme segmentdciu obrazu pomocou povodi (wa-
tershed). Cim viac segmentov ziskame, tym je dany pohl'ad na objekt de-
tailnejsi.

21.3.2 Kompresia obrazu

Existujd dva hlavné spésoby kompresie dat: stratova a bezstratova. Stra-
tovd kompresia sa pouziva v pripade informadcii ako napriklad zvuk a ob-
raz. AvSak pri vel mi vel'’kej kompresii strdcame potrebnt informéciu. Ten-
to problém riesi kompresia obrazu, ktord vyuZiva oblasti zdujmu (regoin
of interest ROI). Jej princip spociva v ur¢eni ROI a kédovani tychto oblasti
s vacSou kvalitou v porovnani s ostatnymi oblastami v obraze. Existuje
viacero sposobov na urcovanie tychto oblasti a jednym z nich je prave
vyuzitie detekcie vyznamnych oblasti v obraze. Jednym z najrozsirene;j-
$ich spdsobov kompresie dat s pouzitim ROI je §tandard JPEG 2000.
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21.4 Priklad vyuZzitia: Hodnotenie kvality videa

Video je jednym z najrozsirenejsich spésobov zachytdvania vizudlnej in-
formaécie. Pre vicsinu populdcie slizi na relax, zdbavu, av§ak vel'mi d6-
lezitd tlohu zohréava pri komunikécii sluchovo hendikepovanych oso6b.
Ked'Ze je vizudlna informadcia rozhodujtca pre sluchovo hendikepova-
nych l'udi, umoziiuje im komunikovat' osobne pouZivanim posunkovej
reCi, niektoré Casti hovoriacej osoby st dolezitejsie, ako iné. Preto je in-
formaécia o tychto vizudlne relevantnych castiach vel'mi dolezitd. S pou-
zitim informdcie o vyskyte tychto oblasti mézu byt navrhnuté objektivne
met6dy hodnotenia kvality videa, ktoré mozu pomoct’ k skvalitneniu ko-
munikécie nielen sluchovo hendikepovanych osob.

Existuje velké mnozstvo objektivnych metrik na hodnotenie kvality
videa. Medzi takéto metriky patria napriklad SSIM (Structural Similarity),
VQM (Video Quality Metrics), PSNR (Peak signal-to-noise Ratio). VSetky
zo spominanych met6d vSak pracuju s obrazom ako s celkom. Existuje
niekol'ko modifikécii ako napriklad metrika 3SSIM, ktora obraz rozdeli
na zdklade textiry na 3 trovne, kde kazdej z Girovni prideli urciti vahu.
Avsak ani toto rozdelenie nie je dostatocné.

Zrozumitel'nost’ posunkovej reci je vel'mi dbleZitd pre dorozumieva-
nie sa sluchovo hendikepovanych os6b. Preto bola navrhnuté technika
hodnotenia kvality videa, ktord berie do tivahy informdciu o vyznamnych
oblastiach v obraze. Pomocou tejto techniky je kazdému pixelu obrazu
pridelend vdha s hodnotou od 0 do 255. Toto zvySenie poctu vah na pixel
déava vel'mi dobré vysledky v porovnani s inymi technikami [KPT12].

21.4.1 Detekcia vyznamnych oblasti

Pre pozorovatel'a st velmi délezité zmeny v nizkodroviiovych prizna-
koch, ako st farba, intenzita, textdra. Av§ak zo sémantického hl'adiska sa
pozorovatelia zameriavaji na osoby, tvéare, objekty. Pri komunikacii slu-
chovo hendikepovanych su z tohto hl'adiska najddleZitejsie ruky a tvar,
ktoré je mozné spolocne urcit pomocou detekcie pokozky.

V navrhnutom pristupe bol na detekciu vyznamnych oblasti pouZity
model, ktory je zaloZeny na kombindcii priznakov farby, intenzity, texttiry
a detekcie pokozky. Zdkladny model pozostava z nasledovnych krokov

1. Tvorba map priznakov pre farbu, intenzitu, textiru a detekciu po-

kozky,

2. Tvorba mapy potlacenia,
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(@) (b) (©

Obrazok 21.9: UkaZzka detekcie vyznamnych oblasti na ticely hodnotenia kvality
videa: (a) vstupnd snimka, (b) mapa vyznamnych oblasti, (c) kombindcia Y kandla
vstupnej snimky z modelu YUV s mapou vyznamnych oblasti.

3. Tvorba vyslednej mapy vyznamnych oblasti.

V prvom kroku sa vytvoria mapy pre priznaky farby, intenzity, textiry
a pre detekciu pokoZky. Ndsledne sa z tychto mdp vytvori mapa potlace-
nia a mapa kombinécii. Mapa kombindcii vznikd stictom vsetkych map
priznakov. Tato mapa obsahuje vyznamné oblasti, avSak obsahuje aj ne-
spravne urcené vyznamné oblasti. Preto je vytvorend mapa potlacenia,
ktord potlaci tieto nespravne vyznamné oblasti. Kombinédciou mapy po-
tlacenia a mapy kombindcii vznikd vyslednd mapa vyznamnych oblasti
(obr. 21.9(b)).

21.4.2 Hodnotenie kvality videa

Hlavna myslienka tohto pristupu spociva v pouziti mép detegovanych
vyznamnych oblasti na urcenie vah pre hodnotenie kvality videa. Pomo-
cou tejto mapy moze byt kazdd snimka videa rozdelené na 256 ré6znych
drovni podl'a vyznamnosti.

Pristup bol testovany na videdch zachytavajicich osobu komuniku-
jucu slovenskou znakovou rec¢ou, ktoré mali rozne drovne kvality. Vys-
ledky ziskané pomocou objektivnych metrik hodnotenia kvality videa sa
pomocou Pearsonovho korela¢ného koeficientu porovnavali s hodnote-
nim sluchovo hendikepovanymi pouzivatel'mi, ktorych tilohou bolo pre
kazdé video urcit’ mieru zrozumitel'nosti. Zdkladné metriky, ako SSIM,
VQM a PSNR boli modifikované pouzitim mép vyznamnych oblasti. Tieto
nové metriky st oznacené ako S-SSIM, S-VQM a S-PSNR. V tabul'ke 21.1
st zndzornené vysledné hodnoty Pearsonovho korelacného koeficientu
pre porovnavané techniky. Cim je jeho hodnota blizsia 1, tym je dand
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metrika Gspesnejsia. Z vysledkov zobrazenych v tabul'ke je zrejmé, Ze po-
uzitie map detekcie vyznamnych oblasti na urcenie vih pre kazdy pixel
v obraze znacne zvy$uje tispesnost’ danych metrik.

Objektivna Pearsonov Poradie

metrika korela¢ny koeficient

S-VQM 0,98447 1

S-SSIM 0,97869 2
vQM 0,97624 3
SSIM 0,964678 4
3SSIM 0,93052 5

S-PSNR 0,91398 6
PSNR 0,91 7

Tabul'ka 21.1: Porovnanie objektivnych metrik na ohodnocovanie kvality videa

pomocou Pearsonovho korela¢ného koeficientu
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CAST V

DODATKY




DODATOK

A

Vybrané témy
Z pravdepodobnosti

A.1 Pravdepodobnost

Pravdepodobnost’ méZeme definovat’ r6znymi spdsobmi.

Klasicka (Laplaceova) definicia. P(A) = % Pravdepodobnost’ je dana
relativnou pocetnost'ou vysledku A v N pokusoch.

Limitna definicia. P(A) =limy_o % Pravdepodobnost’ intuitivne cha-
peme ako relativnu pocetnost’ vnekonecne vel kom pocte pokusov.

Axiomaticka (Kolmogorovova) definicia. Pole javov &/ je o-algebra na
Q, t.j. systém podmnoZin priestoru Q obsahujtci Q a uzavrety voci
doplnku a zjednoteniu

Qed, (A1)

Acod = ACe o, (A.2)

(VneN:Aped) = |J Aned. (A.3)
neN

Pravdepodobnost je funkcia P : .« — (0, 1), ktord spliia nasledovné

vlastnosti
P(Q) =1, (A.4)
P(U A = Y. P(An), (A.5)
neN neN

ak javy A, st po dvoch disjunktné.
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A.1. Pravdepodobnost’

Usporiadana trojica (Q, <, P) tvori tzv. pravdepodobnostny priestor.
Funkcia P moze predstavovat’ mieru na o-algebre «f . Ostatné definicie st
$pecidlnymi pripadmi axiomatickej definicie, v praxi sa vSak pri vypocte
pravdepodobnosti ¢asto vyuZzivaju.

MnoZina vSetkych moznych vystupov ndhodnej premennej sa nazyva
vyberovy priestor. Jednotlivé (rovnako pravdepodobné) prvky sa nazy-
vaju elementdrne javy. Kazdi podmnozinu vyberového priestoru nazve-
me (ndhodny) jav. Jav moze byt diskrétny (napr. hod kockou alebo min-
cou, pocet deti vrodine...) alebo spojity (napr. rozmer nejakého vyrobku,
vyska hracov basketbalového muZstva...).

Nech A je jav reprezentujici hod kockou. Potom vyberovy priestor
je 1,2,...6 a elementarne javy st pocty bodov na strandch kocky. Javom
moze byt ,padne parne ¢islo“.

Rozkladom vyberového priestoru nazyvame stibor vzajomne disjunkt-
nych neprazdnych javov, ktorych zjednotenim je cely vyberovy priestor.

Opaiény jav k javu A, t.j. A€, sa nazyva aj jav doplnkovy alebo komple-
mentarny. Zrejme A a A€ je najjednoduchsi rozklad. Pre kazdy jav plati
P(A®)=1-P(A).

Prienik An B nastdva prave vtedy, ked’ nastanti obajavy A a B. Pravde-
podobnost’ P(AnN B) sa nazyva vzdjomnd alebo zdruZend pravdepodob-
nost’ a oznacuje sa aj P(A, B).

Zjednotenie AU B nastdva prave vtedy, ked’ nastane aspon jeden z ja-
vov AaB.

Vlastnosti pravdepodobnosti

Nech A, B € &/, potom

P(@)=0 (A.6)

P(A%) =1-P(4) (A7)

A< B= P(A) < P(B) (A.8)

P(B\A) = P(B) - P(ANB) (A.9)

Ac B= P(B\A) = P(B)— P(A) (A.10)
P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(ANB) (A.11)
ANB=@¢= P(AUB) = P(A) + P(B) (A.12)

P(AUB)=1-P((AuB)®)=1-P(A°nBY) (A.13)
P(ANB)=1-P((AnB)°)=1-P(A°uUBY) (A.14)
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A.1.1 Nezavislost javov, podmienena pravdepodobnost
Podmienend pravdepodobnost P(A|B) je definovand vzt ahom

P(AnB)
P(AIB) = ———, (A.15)
P(B)
kde P(B) # 0. Podmienend pravdepodobnost’ hovori o pravdepodobnosti,
7e nastane jav A za podmienky, Ze nastal jav B. Z tejto definicie vyplyva
P(AnB) = P(A|B).P(B) = P(B|A).P(A).

Javy A a B nazveme nezavislé, ak plati P(An B) = P(A).P(B). Pre ne-
zavislé javy preto plati P(A|B) = P(A). To znamen4, Ze to, €i nastane jav
B neovplyvni pravdepodobnost’, Ze nastane jav A. A plati to aj naopak
P(B|A) = P(B).

Priklad 1.1: Akd je pravdepodobnost, Ze pri hode mincou padne hlava
dvakrdt za sebou?

Pri férovej minci je pravdepodobnost, Ze padne hlava 0,5. Vysledok dru-
hého hodu (B) je nezavisly od vysledku prvého hodu (A). Preto vysledna
pravdepodobnost’ P(An B) = P(A).P(B) =0,5.0,5 =0,25. ]

Priklad 1.2: Z krabice, v ktorej sa nachddza 10 cervenych a 5 modrych

ponoziek vytiahneme naslepo postupne dve ponozky. Akd je pravdepodob-
nost, Ze sme ako druhii vytiahli modrii ponoZku?
V tomto pripade sa nejednd o nezavislé javy, lebo vytiahnutim prvej po-
nozky sa zmeni pocet kusov v krabici a tym aj pravdepodobnost’ vytia-
hnutia druhej ponoZzky. Ozna¢me si A jav, ked’ bola vytiahnuté ako prva
Cervend a B, ked’ modré ponozka. Jav C je vytiahnutie modrej ponozky
v druhom t'ahu. Potom plati P(A) = 10/15 a P(B) = 5/15. Podmienené
pravdepodobnosti st nasledovné P(C|A) = P(C n A)/P(A) a P(C|B) =
P(C n B)/P(B). Po vytiahnuti prvej ponozky zostane v krabici uz len 14
kusov. Ked’ sme vytiahli cervent ponozku, zostalo 9 ¢ervenych a 5 mod-
rych ponoZiek, a preto P(C|A) = 5/14. Ked’ sme vytiahli modr, zostalo
10 cervenych a 4 modré ponozky, preto P(C|B) = 4/14. Vysledna prav-
depodobnost’, Ze v druhom t'ahu vytiahneme modri ponozku je P(C) =
P((C n A)u(C n B)), pretoze bud’ vytiahneme Cerventi a modri (C N A)
alebo (U) dve modré (C n B). Tieto javy s nezlucitelné (nemo6Zu nastat’
obanaraz), a preto P(C) = P(C n A)+P(C n B).Z definicie podmienenej
pravdepodobnosti potom vyplyva

P(C)=P(C|A).P(A)+P(C|B).P(B) = > 10 + 15 7.1 (A.16)
B ' 1415 1415 21 37

Teda pravdepodobnost’, Ze v druhom t'ahu vytiahneme modrt ponozku,

je 1/3. ]




A.1. Pravdepodobnost’

Nech {Ai}f.‘il je rozkladom priestoru Q (teda Zf.":’l P(A;) =1). Potom
pravdepodobnost’ javu B je dana

M
P(B) =Y P(BIA)P(A)). (A.17)
i=1

Je zrejmé, Ze I'ubovolny jav B € Q je zjednotenim javov (B N Aj),
...(Bn Ap), CiZe B = Ué\il (BN A;). Tieto javy su disjunktné, preto P(B) =
Zﬁ‘i | P(Bn A;). Z definicie podmienenej pravdepodobnosti (A.15) potom
vyplyva (A.17).

V redlnych aplikdcidch nés Casto zaujima, ktory z javov {Ai}ﬁ\i , viedol
kjavu B. Hladdme teda P(Ag|B). Z (A.15) a (A.17) vieme, Ze

P(B|Ay).P(Ay)
P(B) -

_ _ P(BIAK).P(AY) (A.19)
TM P(BIA)P(A) '

P(Ay|B) = (A.18)

Vzt'ah (A.19) sa nazyva Bayesov vzorec a uddva, ako zistime aposteriérnu
pravdepodobnost’ javu Ay za predpokladu, Ze nastal jav B (P(Ag|B)), ak
prejavy {A,-}f.":’ , bozname apriérnu pravdepodobnost’ javov (P(4;)) a pod-
mienené pravdepodobnosti P(B|A;).

Priklad 1.3: Na konci vyrobnej linky je tester, ktory s pravdepodob-

nostou 0,999 vyradi chybny vyrobok. S pravdepodobnostou 0,01 vsak vy-
radi aj kvalitny vyrobok. Kazivost vyrobkov je 0,1 (jeden z desiatich vyrob-
kov je chybny). Akd je pravdepodobnost, Ze vyradeny vyrobok je skutocne
chybny?
Priestor vyrobkov rozloZime na chybné P(A.;) = 0,1 a kvalitné P(Ay,) =
0,9. Vyradenie vyrobku je jav B, pricom podmienené pravdepodobnosti
st P(B|Acp) =0,999 a P(B|Ag,) = 0,01. Pomocou Bayesovho vzorca hl'a-
dédme pravdepodobnost’

P(B|A¢p).P(Ach) _
P(B|A:p)P(Acp) + P(BlAgy) P(Aky)
~ 0,999.0,1
©0,999.0,1+0,01.0,9

P(AcplB) =

(A.20)

Pravdepodobnost’, Ze vyradeny vyrobok je skutocne chybny, je priblizne
0,9174. L]
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P(X=b) F(d)
P(bsX<d)
P(X=b) F(b) )
P(X<b) II o :_.
0 a b ¢c d e X

Obrazok A.1: Distribu¢nd funkcia diskrétnej premenne;.

A.2 Nahodna premenna

Pojmom ndhodnd premennd (veli¢ina) oznacujeme funkciu, ktorej hod-
nota je ur¢end vysledkom ndhodného pokusu. Prirad'uje ¢iselnd hod-
notu kazdému elementarnemu javu.

Pre ndhodnud premennd X : Q — R plati, Ze mnoZina {w € Q| X (w) < x}
je ndhodny jav.

Hodnota funkcie sa nedd pred uskuto¢nenim pokusu uréit, ale doka-
Zeme ju opisat' rozdelenim pravdepodobnosti. Rozdelenie pravdepodob-
nosti ndhodnej premennej definovanej na pravdepodobnostnom pries-
tore (Q, &7, P) opisujeme pomocou distribu¢nej funkcie F : R — (0, 1) de-
finovanej ako

F(x)=P(X <x). (A.21)

P(X < x) znamend pravdepodobnost’, s akou ndhodnd premennd X na-
dobtda hodnotu mensiu ako x. Distribu¢na funkcia je neklesajtica a zl'a-
va spojitd a plati limy_._, F(x) =0 alimy_c F(x) = 1.

Nédhodné premennd méze byt diskrétna alebo spojitd. Distribu¢na
funkcia pre diskrétne premenné je ,schodovita“ funkcia ako na obr. A.1.
Priklad distribu¢nej funkcie spojitej premennej je na obr. A.2.

Vzt'ahy medzi pravdepodobnostou a distribu¢nou funkciou st nas-
ledovné (ako vidno na obrazkoch A.1a A.2)

Ya <b;a,beR
o0
P(X=a)=1-F(a) =f fx)dx (A.22)
a
b
P(aSX<b)=F(b)—F(a)=f flodx (A.23)
a
P(X=a)= { lim,_ 4+ F(x) — F(a), dlskfe,tne premel}ne (A24)
0, spojité premenné.




A.3. Ciselné charakteristiky ndhodnej premennej

1
P(X=b) Fd)
P(b<X<d)
F(b)| .
P(X<b) T ‘
0 é b c d e X

Obrézok A.2: Distribu¢nd funkcia spojitej premenne;j.

0.4 1
° —

0.8

0.3 .
= _06
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302 ° . & -
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0.1 . 02
o 2 3 4 5 5 0 2 4 6 8
X X
(a) Pravdepodobnostné funkcia. (b) Distribu¢na funkcia.

Obrazok A.3: Priklad pravdepodobnostnej a zodpovedajticej distribu¢nej funkcie
diskrétnej premenne;j.

Distribu¢nt funkciu diskrétnej premennej ur¢ime ako

F(x)= ) P(x;) (A.25)
a pre spojiti premennu
F(x) :f f(nde, (A.26)

kde f(¥) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti (ekvivalent pravdepo-
dobnostnej funkcie P(x)). Hustota pravdepodobnosti je nezdpornd fun-
kcia a plati ff’gof(x)dx =1, limy__ f(x) = 0 a limy_ f(x) = 0. Tieto
vzt'ahy opisuji obrazky A.3 a A.4.

A.3 Ciselné charakteristiky ndhodnej premennej

Charakterizuji vlastnosti ndhodnej premennej a umoziuji porovnévat
premenné. V d’alSom texte opiSeme len charakteristiky spojitych premen-
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0
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(a) Hustota rozdelenia pravdepodobnosti. (b) Distribu¢nd funkcia.

Obrazok A.4: Vzt'ah hustoty rozdelenia pravdepodobnosti a zodpovedajticej dis-
tribu¢nej funkcie spojitej premenne;.

nych. Pre diskrétne premenné platia obdobné vzt'ahy.

A.3.1 Momenty

Zaciato¢ny moment r-tého radu je definovany ako

o0

ur =EX") =f x" f(x)dx. (A.27)

Okrem zaciato¢nych momentov sa pouZivaju aj centrdlne momenty,
kde od hodno6t pévodnych dét od¢itame ich priemer

o0

1 =E(X -E(X)") =f (x—EX))" f(x)dx. (A.28)

Vyuzivaji sa najmé centrdlne momenty druhého, tretieho a Stvrtého radu.

Stredna hodnota

Vyjadruje hodnotu, ,0kolo“ ktorej sa ststred’uju vsetky hodnoty ndhod-
nej premennej. Nazyva sa aj priemer (expected value, mean), znaci sa
E(X) alebo u

(o0}
u= f xf(x)dx. (A.29)
—00
Vidime, Ze zaciato¢ny moment prvého rddu je vlastne priemer.

Rozptyl

Rozptyl (tiez variancia, disperzia, strednd kvadratickd odchylka) je cen-
tralny moment druhého rddu a vyjadruje variabilitu hodnét dat okolo




A.3. Ciselné charakteristiky ndhodnej premennej

(a) Pozitivne zoSikmené (b) Symetrické rozdelenie. (c) Negativne zoSikmené
rozdelenie. rozdelenie.

Obrazok A.5: Sikmost'.

strednej hodnoty. Oznacuje sa o alebo V (X), pripadne Var(X)

o0

(x— E(X))zf(x)dx. (A.30)

Var(X) = f

Pri praktickych vypoctoch sa pouZziva vzt'ah
Var(X) = E(X?) - (E(X))°. (A.31)

Smerodajna (alebo standardnd) odchylka oznacovana o alebo Std(X)
je dand druhou odmocninou rozptylu

Std(X) = v/ Var(X). (A.32)
Sikmost

Podiel tretieho centrdlneho momentu a tretej mocniny smerodajnej od-
chylky vyjadruje mieru symetrie rozdelenia pravdepodobnosti vzhl'adom
na normované (Standardné) normadlne rozdelenie N (0, 1) (pozri kapitolu
A.6)
_H
o3’
Podl'a hodnoty, akii nadobtida a3 hovorime o symetrickom (a3 = 0),
negativne (a3 < 0) alebo pozitivne (a3 > 0) zoSikmenom rozdeleni (obr.
A.5).

as (A.33)

Spicatost’

Podiel stvrtého centrdlneho momentu a §tvrtej mocniny smerodajnej od-
chylky vyjadruje relativnu plochost' rozdelenia pravdepodobnosti vzhl'a-
dom na normované (Standardné) normadlne rozdelenie N(0,1)

_Ha

ay = .
ot

(A.34)
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<0\

Obrazok A.6: Normadlna (0), mensia (< 0) a vdcsia (> 0) Spicatost rozdelenia.

Pre N(0,1) je a4 = 3, preto sa pouziva normovand hodnota a4 — 3
a podla tejto hodnoty hovorime o normalnej (0), mensej (< 0) alebo vac-
Sej (> 0) Spicatosti rozdelenia (obr. A.6).

A.3.2 Kvantily

Kvantil Q je hodnota, pre ktort plati, Ze pravdepodobnost’, Ze ndhodna
veli¢cina X ma hodnotu mensiu ako Qp, je 100p%

P(X<Qp) =p. (A.35)

Kvantily tvoria vlastne inverznu funkciu k distribu¢nej funkcii. Pre
spojité rozdelenie je kvantil Q) Cislo, pre ktoré plati

F(Qp) = p. (A.36)

Hodnoty kvantilov jednotlivych rozdeleni ndjdeme v $tatistickych ta-
bul'kach. Hodnoty charakterizuji polohu dét. Ich rozdiel (rozpétie) pou-
zivame na charakteristiku variability.

Niektoré doélezité kvantily maji vlastné mena.

Medidn

Medidn je kvantil deliaci sibor na dve polovice. Je to teda Qp 5. Znamena
to, Ze polovica hodnét dat je mensia a polovica vacsia ako medidn.
Kvartil

Kvartily delia stibor na §tvrtiny. St to Qg5 (dolny kvartil), Qo5 a Qo,75
(horny kvartil). Rozdiel horného a dolného kvartilu urcuje medzikvarti-
lové rozpétie Qo 75 — Qo,25, ktoré je zndzornené na obrazku A.7.

Decil

Decily delia sibor na desatiny. St to Qp,1, Qo,2,-.. Qo,9. Medzidecilové roz-
pétie je rozdiel Qg9 — Qo,1-




A.4. Nahodné vektory

Qg 5 - median

QOZ Q07

5 5
medzikvartilové
rozpatie

Obrazok A.7: Medzikvartilové rozpitie.

modus
priemer

modus
priemer

median median

(a) Pozitivne zoSikmené (b) Symetrické rozdelenie. (c) Negativne zoSikmené
rozdelenie. rozdelenie.

Obrazok A.8: Modus, medidn a priemer pre rozne zoSikmené rozdelenia pravde-
podobnosti.

Percentil

Percentily delia sibor na stotiny. St to Qg 01, Qo,02,. - - Qo,99. Medzipercen-
tilové rozpdtie je rozdiel Qg 99 — Qo,01-

A.3.3 Modus

Modus je najcastejsie sa opakujica hodnota v stibore. Vzt'ah medzi prie-
merom, modusom a medidnom je zndzorneny na obrazku A.8.

A.4 Nahodné vektory

Néhodni veli¢inu chdpeme ako vysledok ndhodného pokusu. Takyto vy-
sledok v§ak nemusi byt’ opisany jednym ¢islom, ale usporiadanou n-ticou
cisiel. Prikladom je kontrola produkcie v potravindrskom priemysle, kde
napriklad pri médsovych vyrobkoch sa pri merani zist'uje mnozstvo soli,
obsah vody, obsah tuku, obsah dusitanov. CiZe kazdé meranie je repre-
zentované usporiadanou Stvoricou.

Podobne ako rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej de-
finujeme zdruZené rozdelenie pravdepodobnosti ndhodného vektora. Pre
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N-rozmerny vektor (X, ... Xy) plati

F(xl,...xN) = P((X1 < xl)&...&(XN < XN)) =
=P(X; <x1,...XN < XN). (A.37)

Zdruzenu distribu¢ni funkciu diskrétneho nahodného vektora uréime
ako

F(x1,...Xxn)= Y, ... Y. P(x1,...xn) (A.38)

X1<x1 Xn<xn
a pre spojitd premennu

X1

xN
F(xl,...xN):f f f(tl,...tN)dtl...dtN, (A.39)
—00 —00
kde f(11,... ty) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti (ekvivalent prav-
depodobnostnej funkcie P(x,... xn)).
A.4.1 Marginalne rozdelenie pravdepodobnosti

Prindhodnych vektoroch (v oblasti poc¢itacového videnia a klasifikdcie st
to vektory priznakov) potrebujeme ¢asto poznat’ aj marginalne rozdele-
nie jednotlivych zloziek vektora. Marginélne rozdelenie zlozky i vypoci-
tame pomocou zdruZenej hustoty pravdepodobnosti nasledovne

Fi(xi)ZP(Xl <OO,...Xi <Xi,...XN<OO)=

0o Xi 0o
=f f f f(t,...tn)dn ... diy. (A.40)

Zlozky ndhodného vektora st vzdjomne nezavislé, prave vtedy ked’

F(xl,...xN)=F1(X1)...FN(XN). (A.41)

A5 Ciselné charakteristiky nahodného vektora

Aj ndhodné vektory opisujeme Ciselnymi charakteristikami. Rodel'ujeme
ich na skaldrne, vektorové a maticové charakteristiky.

A.5.1 ZdruZzené momenty
Obecny zdruzeny moment (ry, ... ry)-tého raddu je definovany ako

fr..ry =B X2 XN) =

_ o o rn N
= XXy f(xy,... xNn)dxy ... dxpn. (A.42)
—0o0 —00
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A.5. Ciselné charakteristiky ndhodného vektora

Ked od hodnot dét od¢itame priemer, mézeme vypocitat’ centralny
zdruzeny moment (ry, ... ry)-tého rddu definovany ako

Hry, .y = B((X1 = B(X1)) (X2 —E(X2)) "2 ... (Xn —E(Xn)'™) =

:f f (x1—E(Xl))rl...(xN—E(XN))er(xl,...xN)dxl...de.
(A.43)

Prikladom pouzitia momentov v 2D tlohéch pocitacového videnia st
skalovo invariantné momenty (i, j)-teho radu

M

Koo

(A.44)

a Huove momenty, ktoré su $kalovo, translacne aj rotac¢ne invariantné

I =120 +102

L =020 -102)* + 477%,1 (A.45)

Zvy$né Huove momenty st uvedené v [Hu62].

A.5.2 Marginélne charakteristiky

Marginalne charakteristiky opisujti jednotlivé zlozky ndhodného vektora.

OpiSeme si stredni hodnotu a rozptyl, momenty vy$sich rddov ziskame
obdobne.

Stredna hodnota

Strednd hodnota E(X) ndhodného vektora X je vektor strednych hodnot
jednotlivych zloZiek

EX) = (E(X1),...E(XN)). (A.46)
Strednd hodnota E(X) je vlastne vektorom zaciato¢nych zdruzenych

momentov (ry,...7y)-tého rddu, kde jeden z indexov r; je rovny 1 a os-
tatné s nulové.
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Rozptyl

Podobne, rozptyl Var(X) ndhodného vektora X je vektor rozptylov jednot-
livych zloziek

Var(X) = (Var(Xj)...Var(Xy)). (A.47)

Rozptyl Var(X) je vlastne vektorom centralnych zdruzenych momen-

tov (ry,...7n)-tého radu, kde jeden z indexov r; je rovny 2 a ostatné su
nulové.

A.5.3 Kovariancia

Vzt'ah medzi dvomi ndhodnymi veli¢inami X;, X; urcuje kovariancia
Cov(X;, X;) = E((X; — E(Xy)(X; — E(X;)), (A.48)

ateda centrdlny moment (r1,...7n)-téhorddu, kdeindexy r; = r; = 1a os-
tatné su nulové.

Kladna kovariancia hovori, Ze hodnoty ndhodnych premennych sa
pohybuji rovnakym smerom (zvySenim jednej sa zvysi aj druhd).

Z vlastnosti kovariancie vyplyva aj vzt'ah, ktory sa pouZziva na prak-
ticky vypocet jej hodnoty

Cov(X;, X}) = B(X; Xj) - E(X;))E(X)). (A.49)
Dalej plati
Cov(X;, X;) = E(X?) - (E(X;))? = Var(X;) (A.50)
a
Cov(X;, Xj) = Cov(Xj, X;). (A.51)

Na opis vzt'ahov jednotlivych zloziek ndhodného vektora X sa pouziva
kovarian¢na matica X, kde

2ij = Cov(Xi, Xj) = B((X; — ) (X = 1)), (A.52)
ateda
Var(X3) Cov(X1,X2) -+ Cov(X1,Xn)
Cov(Xp, X1)  Var(Xp) -+ Cov(Xz, Xn)
z= : - . . (A.53)
Cov(Xpy, X7) Cov(Xpy,Xo) - Var(Xy)




A.6. Normalne rozdelenie

Obrazok A.9: Dvojrozmerné normélne rozdelenie so nulovym priemerom a jed-
notkovou kovarian¢nou maticou.

A.6  Normalne rozdelenie

V oblasti spracovania obrazu, pocitacového videnia a rozpoznévania ob-
jektov pracujeme vicsinou s predpokladom, Ze ddta maji normélne roz-
delenie.

Hovorime, Ze ndhodné premennd md normdlne (Gaussove) rozdele-
nie s parametrami py a o (X ~ N(u, 0)), ked’ pre jej funkciu hustoty plati

_ (x—u)z

e 27 . (A.54)

1
fx)=
o

21

A.6.1 Viacrozmerné normalne rozdelenie

Zapis X ~ N(u,X) znamend, Ze N-rozmerny vektor X = (Xj,... Xy) mé
normadlne (Gaussove) rozdelenie s parametrami g a Z. Toto plati, ak zdru-
zend funkcia hustoty vektora X je

1 1
f(X) = ————exp —E(X—p)TZ_l(x—p) ) (A.55)

VemNiz|

kde p je vektor strednych hodnot a Z je kovarianéna matica vektora X.

Pre dvojrozmerné normélne rozdelenie mé funkcia hustoty pravde-
podobnosti kopcovity tvar (obr. A.9), ktory zavisi na kovarian¢nej matici,
ako je zndzornené na obrazku A.10.
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3 0.1 3 0.1
2 2
0.08 0.08
1 1
> 0 0.06 > 0 0.06
-1 -1
0.04 0.04
-2| -2|
-3 0.02 -3 0.02
4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 “4 -3 -2-1 0 1 2 3 4
X X

(a) Var(X)=2,Var(Y)=1,Cov(X,Y)=0 (b) Var(X)=1, Var(Y) =2, Cov(X,Y)=0

0.14

o B N @ b

> @ 0.08
-1
-2|

-3

T4 32 -1 0 1 2 3 4
X

(c) Var(X)=Var(Y)=1,Cov(X,Y)=0

4 0.12 4 0.12
3 3
0.1 0.1
2 2
1 0.08 1 0.08
> 0| > 0
1 0.06 1 0.06
-2 -2
0.04 0.04
-3 -3
oo 0 12 3 4 o2 o 0 12 3 4 o2
X X

(d) Var(X) =2,Var(Y) =1,Cov(X,Y) =-0,5 (e) Var(X)=2,Var(Y)=1, Cov(X,Y)=0,5

Obrazok A.10: Vrstevnice dvojrozmerného normélneho rozdelenia so stredom
(0,0) a roznymi kovarianénymi maticami.
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DODATOK

Vybrané témy z maticového
pocCtu

B.1 Singularny rozklad matice

Singuldrne ¢islo a singuldrne vektory matice A st nezdporné ¢islo o a ne-
nulové vektory u a v také, Ze

Av =0ou, (B.1)

Afu =gv, (B.2)

kde A" je Hermitovsky (komplexne zdruZzend) transponovand matica. Pre
redlne matice, s ktorymi budeme pracovat,, plati A" = AT. Z toho vyplyva,
7evje vlastny vektor matice AT A a u vlastny vektor matice AA” prislicha-
jce vlastnému ¢&islu A = o2, Dokaz uvedieme neskor v kapitole B.1.2.

V maticovom zépise:

AV = US, (B.3)
ATu=vsT, (B.4)

kde U = [uy,...uy], V=[vy,...vp] a S=diag(oy,... Orank@a))-
Zapis

A=Usv’ (B.5)
sa nazyva singuldrny rozklad matice A. Rozmerovo

[Alnxp = Ulnun SIvsp [V! ] - (B.6)
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B.1. Singularny rozklad matice

B.1.1 Usporna forma SVD

Ak r = rank(A) < min(N, D) a matice U, S a V sa daju zapisat’ ako blokové
nasledovne

[ U1 |0
U= U, | U, ], (B.7)
[ diag(o1,...o,) [0 ] [ S |0
5= 0 o] "l o]o [ B8
Vi |V
T_| V1| Vs
V' = Vo [V ], (B.9)
kde 0 je nulova matica, potom
U | U, Hs1|oHV1|V3]
A: = BIO
[U3|U4 00 [ V2|V, (B.10)
U
= [U—l (S1lgrxr) V1IV3]rxpy - (B.11)
3 Tavxn

Takémuto vyjadreniu sa hovori isporna forma SVD, pretoZe ratame len r
stlpcov matice U a r riadkov matice V7.
B.1.2 Vlastnosti SVD
Ak A je redlna §tvorcova symetrickd matica, potom
A=Usu’, (B.12)

kde S mé na diagonadle vlastné ¢isla matice A a U st ortonormaélne vlastné
vektory matice A.

Doékaz. S ma na diagondle vlastné ¢isla matice A, U st ortonormadlne
vlastné vektory matice A, potom

AU =TS, (B.13)

A=USU". (B.14)

Pre ortonormalne matice plati U = U~! ateda A = USU”. O
Ak A je redlna matica, tak

A=UsV’, (B.15)

kde S ma na diagonéle odmocninu vlastnych &isel matice AAT, U st vlast-
né vektory matice AA” a V st vlastné vektory matice ATA.
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Dékaz. Pre singuldrny rozklad matice plati
AV = US,
ATu=vsT,
ateda
ATAV=ATus=vs’s,
AATU =AvST = uss’.
Z toho vyplyva
ATA=VSTsv,
AAT =uss’u’,

(B.16)
(B.17)

(B.18)
(B.19)

(B.20)
(B.21)

ateda U sti vlastné vektory matice AAT a V sd vlastné vektory matice AT A.
Ozna¢me o ; vlastné ¢isla matice AA” . PretoZe plati eig(AB) = eig(BA),

o st zarovei vlastné ¢isla matice ATA. Potom $”S = SS” = diag({o;}).
Nech S = diag({A;}). Z toho vyplyva, ze 8*S = 8S” = diag({17}), a teda

Ai = /0, a teda S mé na diagondle odmocniny vlastnych ¢isel matice

AAT.

a







DODATOK

C

Vybrané kapitoly z linearnej
algebry

Pre hlbsi popis uvedenych pojmov odkéZeme citatel'a na podrobnejsiu
literattiru teérie maticového poctu ([Edu06]).
C.1 \Vektorovy priestor (Linearny priestor)

Redlny vektorovy priestor Redlny vektorovy priestor V je neprazdna
mnozina prvkov nazyvanych vektory, v ktorej je definovana operacia sci-
tanie, ktora kazdej dvojici vektorov u € V, v € V prirad'uje vektor u+ve VvV
a operécia nasobenia vektorov redlnym c¢islom, ktora kazdej dvojici a €
R,u € V, prirad’'uje vektor au € V; pricom tieto operacie maju tieto vlast-
nosti:

1. u+v=v+uprevietky u,ve V.
2. (u+v)+w=u+(v+w)previetky u, v, we V.

3. Existuje vektor o € V; zvany nulovy vektor, tak, Ze v+ o = v pre
vSetky ve V.

4. Ku kazdému vektoru v € Vexistuje jednoznacne urceny vektor—v
tak, Ze v+ (—v) = o.

5. (aB)v=a(Bv) prevsetky a,f € Raprevsetky ve V.

6. l.v=vprevsetky ve V.
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C.2. Linearna kombinacia vektorov

7. (a+pB)v=av+ Pvprevsetky a, B € R apre vietky ve V.

8. a(u+v)=au+avprevsetky u,veV.

Komplexny vektorovy priestor Analogicky sa definuje komplexny vek-
torovy priestor. Redlny a komplexny vektorovy priestor budeme nazyvat’
spolo¢nym ndzvom vektorovy priestor.

Cislo potom bude v pripade redlneho vektorového priestoru znamenat’
reélne cislo, v pripade komplexného vektorového priestoru ¢islo bude
znamenat’ komplexné &islo. Cisla budeme tieZ nazyvat skalary.

C.2 Linearna kombinacia vektorov

Operdcie scitanie vektorov a ndsobenie vektorov ¢islami umoznuja za-
viest pojem linedrna kombindcia vektorov.

Akst ay, ..., a, 'ubovolné ¢isla avy, ..., v, lubovol' né vektory, tak vek-
tor

aivy+..+ayvy (C.1)

nazyvame
linedarnou kombindaciou vektorov vy, ..., v, s koeficientami a, ..., a,.

C.3 Linearna transformacia

Pojmom linedrne zobrazenie (linedrna transformadcia) sa v matematike
oznacuje také zobrazenie medzi vektorovymi priestormi V1 a V2, ktoré
zachovava vektorové operécie s¢itanie a ndsobenie skalarom.

C.4 Béza vektorového priestoru

Bazou vektorového priestoru V nazyvame taky sytém @ vektorov vo V, pre
ktoré su splnené nasledovné podmienky:

1. ®jelinedrne nezavisly

2. @ generuje cely priestor V (Gplné baza)
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C. VYBRANE KAPITOLY Z LINEARNEJ ALGEBRY

Nech ay...ay € V. Potom a_{1}...a_{N} tvoria bazu V prave vtedy, ked’
kazdy vektor z V je mozné vyjadrit' ako linedrnu kombindciu vektorov
ay...ay ato jednoznacne.

Ak vektory a,...an tvoria bdzu priestoru 'V, a pre s € V plati, Ze s =

s1a1 +...+syay. Potom koeficienty s, ...sy sanazyvaja stiradnice vektora
s vzhfadom k danej baze.
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