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Predhovor

Pre laickii verejnost sa moézu dudlne éisla, podobne ako napriklad
aj komplexné, javit ako zbytoéné rozsirenie, uz aj tak obrovskej
Ciselnej ststavy.

Ved', tymto spésobom by sme mohli vymyslat stile nové a nové
¢iselné mnoziny, ktoré nikdy nenajdu uplatnenie, mozno ak tak ako
zaujimavost spominanii v popularizaénej literatiire, pretoze exis-
tujua len v mysliach matematikov a fyzikov.

To vsak nie je pravda. Ciselné siistavy nevznikaju z ¢istého roz-
maru matematikov, ktori si potrebujii dokazat, Ze nie¢im prispeli.
Vznikaji z potreby a neodvratnej nutnosti zaéat si ich vsimat.
Matematici ich totiz nevymyslajd, oni st tu totiz stile pritomné,
staé¢i ich len objavit.

Tento proces viak nemodze trvat donekoneéna. Po objaveni kom-
plexnych cisel, W. Hamilton eSte uverejnil pojem kvaterniony
( ktoré éislami vlastne nie si, ale si im velmi blizke), ktoré sa po-
mocou dudlnych ¢isel rozsirili na oktoniony. Aj napriek pokusom
spolo¢nost &isel este obohatif, sa napokon ukézalo, Ze ni¢ nové sa
do nej uz priniest neda.

Moja bakaldrska praca sa snazi ukazat, Zze dudlne ¢isla, nech si
akokolvek abstraktné, st plnohodnotnymi ¢islami a nachidzame

pre ne Siroké uplatnenie, najmé na poli fyziky.

To by som uz ale predbiehal, takze sa smelo pustite do, difam
poucného a zaujimavého, citania.

Jakub MiSun
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Abstrakt

Této bakaldrska praca ma za tlohu objasnit vlastnosti dudlnych é&fsel, ktoré
sa v mnohych pripadoch dost znaé¢ne lisia od vlastnost{ klasickych éfselnych
sustav, s ktorymi sa bezne pracuje.

Na 1vod si predstavime dualne ¢isla ako také a pozrieme sa blizsie ako
sa spravaju pri najbeznejsich matematickych operaciach. Neskor sa budeme
zaoberat geometrickou interpretdciou dudlnych ¢&fsel pomocou Pliickerovych
sturadnic a Studyho sféry. Nasledne zavedieme pojem dualneho uhla a podobne
ako v predchédzajicom, sa budeme zaoberat jeho vlastnostami a jeho geo-
metrickou interpretaciou. Na zaver uvedieme priamu aplikaciu dualnych c¢isel
do praxe, ktort ale nebudeme skiimat hlbgie.

Na zaver treba dodat, Ze bakaldrska praca vychddzala hlavne z knihy Com-
putional line geometry autorov Pottmann a Wallner. Tento ako aj ostatné
zdroje su uvedené na konci prace.



Kapitola 1

Uvod do dualnych cisel

Definicia 1:

Duélnymi ¢islami nazyvame ¢isla tvaru a + e.b, kde a,b € R , teda (a, b)
je vektor v R? a ¢ je prvok s nasledujiicou vlastnostou:

g2 =0. (1.1)

Mnozinu takto definovanych ¢isel znacime D. Vsimnime si, ze tymto
zépisom sme dvojrozmerny vektor z R? previedli na prvok z D.

Na mnozine dudlnych cisel si zadefinujeme operacie s¢itania a nasobenia
predpismi:
(a+¢eb)+ (c+ed)=(a+b)+e(b+d) €D, (1.2)
(a+eb)(c+ed) = (ac) +e(ad + be) + €*(bd) = (ac) +e(ad + bc) € D. (1.3)
Vidime, ze s¢itanie je klasické scitanie vektorov po zlozkéch, ako ho

pozname v pripade redlnych cisel.

Nésobenie je zrejme komutativne, asociativne aj distributivne, a to vdaka
tymto vlastnostiam nasobenia a s¢itovania v . Navyse ma jednotku, ktorou
jel+4+e0=1.

Overme si to:

(a+¢eb) = (a+eb)(1+e0)=(al)+e(a0+bl)=a+cbe D (1.4)



Z hore uvedeného vyplyva, ze (D, +,.) je komutativny okruh s jednotkou.
Napriek tomu nem4 kazdy jeho prvok, prvok inverzny vzhladom na siéin.

(0+¢eb)(c+ed) =0+e(0+ bc) = ebc € D (1.5)
Co sa nemoze rovnat 1 pre ziadnu dvojicu b, ¢ € R, pretoze z definicie €
je zrejmé, Ze je delitelom nuly.
Priklad 2.a:

Skisme zistit ako vyzerd delenie v D.

Delenie je ndsobenie inverznym prvkom, preto staci ndjst inverzny prvok
k prvku a + €b. Nech je to prvok ¢ + ed, potom

1
1:(a~|—6b)(c—|—5d):(ac)+€(ad+bc)@c:g,ad+bc:0

b —b
ad—l—bc:O@acH—g:O,@an—l—b:O(:)b:—an(:)d:?.

Teda inverzny prvok ma tvar i — 5a% eD.

Preto delenie v D ( pre prvky, kde y je nenulové ) mé nasledujice vyja-
drenie:

b 1 d b d
are —(a+5b).(f—5—):g+s(f—a—)ED

c+ed c c? c c 2

Priklad 2.b:

Pozrime sa ako vyzera zobrazenie mnoziny bodov na mnozinu bodov k
nim inverznym.
Je zrejmé, ze priamka (0,y) takéto zobrazenie nemd, pretoze k jej bodom
inverzné neexistuju.
Priamka (z, k) kde k je konstanta sa zobraz{ na (1,—%) ¢o je parabola.
Jediny bod ktory sa nezobrazi je priesecnik priamky (z,k) s osou y a teda
parabola nie je definovana v bode (0,0). Zmenou konStanty k sa zrejme
parabola splosti alebo zuzi.

1 7kx2) —

Obrétene ak zobrazujeme parabolu (z, —2*) dostdvame inverziu (1, —=4

(1, k) ¢o je priamka tvaru (z, k) ktord sme na tiito parabolu zobrazovali. Teda

vidime ze inverzny prvok inverzného je v stulade s predpokladom povodny
prvok.
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inverzné zobrazenie priamok rovnobeznych s osou x

Priamka (/,y) kde 1 je konstanta sa zobrazi na (3, —#) ¢o je priamka

rovnobezna s priamkou (I, y), pricom nova priamka (%, —#) je naskdlovanim
priamky ([, y) zlozené s osovou simernostou podla osi x. Osovéd stimernost

priamku posunie po osi x a naskalovanie skaluje druhu siuradnicu bodov.

A
y
22 ?
Y 9
"<l U
y1 )
L)
K
1 1 [k X
k

inverzné zobrazenie priamKky rovnobezZnej s osouy
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Skuisme este zobrazit funkciu (z,1). Podla definicie inverzné¢ho prvku

1
dudlnych ¢fsel sa tato zobrazi na (1, —2%) = (%, —=5).

inverzné zobrazenie funkcie 1/x
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Kapitola 2

Analyticka funkcia dualnych
Cisel

Veta 3:

Redlnu analyticki funkciu konvergujicu na nejakom intervale mozno rozsirit
na okruh dudlnych cisel.
Kazda realna analytickd funkcia je reprezentovana radom konvergujucim na
nejakom intervale. Tento polyném je tvaru:

o0

flz) =" ap(z — o). (2.1)

k=0

Preto vieme funkciu upravit pre duélne ¢isla:

flx+ey) = i ap(x + ey — xo)* = i ap[(x — o) + (e9)]F =
k=0 k=0
=S e — o)t S kau(e — w0y = fl) + ey (o).
k=0 k=0
Priklad 4:

Vypoéitajme (a + b)*.
Vdaka binomickej vete vieme, Ze

(a+eb)* = a* + eka™ b+ k2" 20 + ... = aF +eka" T b+ £2(.)
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Zo vsetkych ¢lenov postupnosti, okrem prvych dvoch, sme vynali £2.
Takze vidime, ze vdaka rovnosti (1.1) sa ndm tieto ¢leny vynuluji. Preto
dostavame.

f(a,b) = (a +eb)* = f(a) +<f'(a)b = a* + cka*"b.

Priklad 5:

Vyratajme hodnoty goniometrickych funkcif sinx, cos z a exponencialnej
funkcie e* rozsirenych na mnozinu D.

Tentoraz pouzijeme vysledok tvrdenia vety 3.

sin (z + ey) = sinx + ey cosx (2.2)

cos (z +ey) = cosx — eysinx (2.3)
et =% e = e".(1 + ey) = e” + eye” (2.4)
ViTey= v+ L (2.5)

2\/x
Mobzeme si este overit spravnost vysledku z prikladu 4. pouzitim vety 3.
(a+eb)* = a" + cka"'b.

Pozrime sa ako vyzerd derivdcia analytickej funkcie f vo vztahu k jej
rozsireniu na D:

flx+ey) = fz) +eyf(z).
Potom po vyjadreni f(x) dostavame:

fa+ey) = f@) | f+h) - f@)

gy h—0 h

f'(x) =

kde h = ey. Co je pre nas znamy vyraz z definicie derivacie.
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Kapitola 3

Pliickerove suradnice

Definicia 6:

n-rozmerny euklidovsky priestor E” = (R",V(R"),+) sa nazyva oriento-
vanym, ak v nom mame vybrantu siuradnicovi sustavu, ktora urcuje kladnu
orientaciu.

Definicia 7:

Jednotkovy vektor v € V*(R) definovany na n-rozmernom euklidovskom
priestore je vektor, ktorého dlzka je rovna jednej v pevne zvolenej norme ||.||.

V klasickej euklidovskej norme to pre vektor ¥ = (xy, 23, ..., T, ) znamena,
ze:

(21, 22, o )| = 2/ (@0)2 4 (22)2 + oo + (220)?

Definicia 8:
Priamka p v n-rozmernom euklidovskom priestore
E™ = (R",V(R"),+) doplnend o jednotkovy vektor rovnobezny s touto
priamkou sa nazyva orientovanou priamkou (niekedy aj sipom).
Orientovanu priamku znac¢ime p.

Poznamka 9:

Pre kazdu priamku existuju prave dva vektory ktoré si s nou rovnobezné.
Tieto vektory st navyse navzajom opacné (opacne orientované). Preto kazd4a
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priamka definuje prave dve orientované priamky.

Mnozinu orientovanych priamok v E" = (R",V(R"),+)
budeme znacit L.
(L- znadi lines, sipka nad L znaéi orientaciu.)

Definicia 10: (Pliickerove stiradnice)

Majme orientovantd priamku G z E® uréent bodom P € R3, ktory lezi
na G a jednotkovym vektorom § € V(R®), rovnobeznym s G. Vektor § je
smerovym vektorom G. Oznaéme vektor (P—0) ako p. Toto znacenie budeme
pouzivat aj v dalsom texte.

Potom jej Pliickerove stiradnice su uréené vektorom (§,g) € RS, kde g je
vektorovy stcin

g=(rxg) (3.1)
Pliickerove siradnice viem normalizovat nasledovnym sposobom
1
Il
Tieto suradnice sa nazyvaju normalizované Pliickerove suradnice.

(9,9) (3-2)

Z definicie normalizovanych Pliickerovych siradnic vidime, Ze prva cast
je jednotkovy vektor.

Priklad 11: (Pliickerove siradnice)
Majme vektor § = (0,1,0) a bod P=(1,1,0).
Potom g = (7 x §)=(1.0-0.1,0.0-1.0,1.1-1.0) =(0,0,1).
Pliickerove siradnice teda su ((0,1,0),(0,0,1)).
Tieto suradnice st uz aj normalizované.
Obrazky 12: (Pliickerove stradnice)

Majme kartezidnsku suradnicovi sustavu v E" = (R™, V(R"™), +) so zac¢iatkom
O a bazovymi vektormi é7, €5, €.

16



Nasledujuce obrazky znézornuju Pliickerove sturadnice.

4
€; vl
S5
g
- (1,1,0)
O —p
_ €
[E] !
a) véeobecné zobrazenie Pliickerovych stradnic b) zobrazenie Pliickerovych siradnic z prikladu

Poznamky 13: (k obrazkom 12)
a) g je momentovy vektor sily posobiacej v P, danej vektorom g.
b) Béza p,g, g je kladne orientovana.

c) Dlzka vektora g je vzdialenost priamky G od zaciatku O. Tento fakt
vyplyva zo samotnej definicie vektora g. Potom

g1l = 11G"< @)l = 121l |gll] sin 23],

kedze || (5% )| je obsah rovnobeznika so stranami dizky ||#]| a ||7]|, zvierajtcimi
uhol /pg respektive uhol (7 — /pg) a kedze ||g|| = 1, potom jeho obsah je

rovny jeho vyske. Velkost tejto vyiky je vzdialenost priamky G od zaciatku

O. Zrejme

g1l = Nl sin 2pg].
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Kapitola 4

Studyho sféra

Definicia 14:

Normalizované Pliickerove stradnice sa dajui spojit do dudlneho vektora

§=9+ecg= (g +edi, 9>+ gz, 93 + £gs) € D°. (4.1)
Ako prvy toto spojenie aplikoval E. Study.

Suradnice (g1 +¢€41, 92 + g2, g3 +£g3) dudlneho vektora (g+eg) patria D,
pretoze g; aj g; patria R pre ¢ = 1,2, 3 a teda spliiaju definiciu dualnych ¢isel.

7Z toho vyplyva, Ze dudlny vektor ¢ patri D3.
Tento vektor ma dimenziu 6 ako vektor priestoru nad realnymi ¢islami.

Poznamka 15:

V d'alsom texte budeme pouzivat dva druhy siéinov, preto si ich teraz
zavedieme ich definicie a oznacenie, ktoré bude platné v celom nasledujiicom
texte.

Klasicky sucin: Je suc¢inom jednorozmernych vektorov a,b € R. Znacime
ho ab
Skaldrny sucin : Je suc¢inom viacrozmernych vektorov a,b € R", kde
a = (a,as,...,a,) ab=(by,by,....,0,) aa;,b; € Rprei=1,2 ..n.

Zna¢ime ho a.b € R a ma tvar a.b = (a1by + asbs + ... + a,by,)

18



Definicia 16:
Definujme dudlnu bilinedrnu formu ¢ : D3 x D?® — D ako

gh = g.h+¢e(g.h+h.g). (4.2)

T4to forma zobrazuje dva trojrozmerné vektory v R3 na dvojrozmerny
vektor v R2.

Vsimnime si normu dudlneho vektora

15l = 3.9 = llglI* + 2¢9.9 = 1. (4.3)

Rovnost plati pretoze ||g]] = 1 ( kedZe je to normalizovany a teda jed-
notkovy vektor ) a navyse vektory g a g st na seba kolmé (4.1), preto ich
stcin je rovny nule.

2eg.g = 0.

Poznamka 17:

Vidime, ze vSetky dudlne vektory maju dizku 1. Teda reprezentuji mnozinu
bodov vzdialenych jedného bodu o jednotku dfiky. Preto reprezentuji nad-
plochu.

Tito nadplochu nazyvame Studyho sférou.

Definicia 18:

Zobrazenie, ktoré prirad uje orientovanej priamke euklidovského priestoru
dudlny vektor ¢ = g + g , kde (g,g) su je jej normalizované Pliickerove
sturadnice, sa nazyva Studyho zobrazenim. Jeho obrazom je Studyho model
mnoziny orientovanych priamok v E3.

Studyho model je len iny nazov pre Studyho sféru.

Priklad 19:
Pozrime sa teraz ako vyzeraju niektoré bezné konfiguracie priamok na

Studyho sfére.
To znamenad, ze najdem ich Pliickerove sturadnice, z ktorych ziskame dualne
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vektory. Tie ale maji dimenziu RS a preto ich dudlnou bilinedrnou formou
prenesieme do R?, ktord uz vieme pekne zobrazit.

Urobime to pre nasledujice 3-rozmerné konfigurdcie v E® = (R®, V(R?), +)
s euklidovskou normou ||.||.
i) Zvizok priamok so spolotnym bodom

ii) Rovina, ako mnozina rovnobeznych priamok s rovnakou orientéciou

Neskor si eSte zobrazime

iii)Rovinne utvary ako kruznica, parabola.
i) Zvézok priamok so spolotnym bodom.

Majme zvézok priamok prechédzajuicich jednym bodom. Nech ich spoloé¢nym
bodom je zaciatok O=(0,0,0). Zvolme si za smerové vektory tie, ktoré maji
zaéiatok v O. Teda vektory st tvaru — 222 Zoberme

/12+y2+22
- (xuywz) 7 _ _ _ _
P =(0,0,0), g= , h = (2,7, 2 42 4 22,
( ). g T (T, 9,2+ >+ 2

Ich Pliickerove stradnice su, podla vzorca (g, (7 X §))

_ 1 1
g=(Pxg)= (y.O—z.O,z.O—x.O,x.O—y.O)m = (0,0,0)m = (0,0,0),

)
- - 1 1

7 z,y, 2)
(. h) = (1 0.0.0),

Potom ich duélne vektory su nasledovné

(0,0,0)),
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<x7yaz) (x7yaz)
0,0,0) =
( /$2+y2 +_22 +8( » ) ( Fx2+y—2+22>7

—( (2,9, 2) (,9, 2) )

/i’Q—’—gQ—’—EQ /i.2+?j2+22'
Vidime, ze dualne vektory reprezentuju ten isty priestorovy utvar, ako aj
jednotkové vektory, ktoré nam urcovali Pliickerove stradnice. Teda Studyho

sféra je jednotkova gula so stredom v zaciatku.
Pozrime sa ¢o ndm da dudlna bilinedrna forma.

9

>

) +£(0,0,0) = (

Ggh=gh+¢e0=3gh

Ked'Ze vektory g, h st jednotkové je tato norma rovna kosinusu uhla medzi
tymito vektormi. Norma nadobtda hodnoty z intervalu (—1,1).
To znaci, ze dudlne vektory zvieraju uhly z intervalu (0,27). Teda v dvo-
jrozmernom priestore urcuju jednotkovi kruznicu. A to tak, ze si zvolime
jeden z dualnych vektorov za pevny a ostatné k nemu ukladdame otocené o
prislusny uhol.

v

-1 SiILI(X) 1

Na obrazku vidime fixovany vektor § a vektory ﬁ, s ktorymi zviera vSetky uhly
od 0 po 360 stupriov. Vektory su jednotkové a teda tvoria kruZnicu s polomerom 1.
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b)
Teraz urobime analogicky priklad pre Iubovolny spoloény bod zvizku pri-

amok. Nech je to P=(a,b,c). Smerové vektory si jednotkové vektory vychadzajice
z bodu P. Potom

P=(abc), g=(x,4,2), h=(z,7,72),

g=(px g = (yc— 2b,za — xc,zb — ya),
(d,9) = ((z,y, 2), (yc — 2b, za — xc, b — ya)),
h=(pxh) = (yc— zb, za — Zc, zb — fa),

X
(l_7:7 }_l) = ((_7 g? 2)7 (QC - 2b7 za — i‘C, Tb — ga))u

g = (z,y,2) +e(yc — zb, za — xc, xb — ya),
h = (&7, %) + (jc — zb, Za — Tc, Zb — ja).

V tomto pripade je Studyho sféra 6-rozmernd kruznica, pretoze vektory
uréujtice Pliickerove siradnice reprezentuji gulu so stredom v bode P rov-
nako ako aj vektory (p’x §) pretoze tieto st kolmé na smerové vektory priamok
zo zvazku a teda tvoria td istd gulu.

Takze ako teraz vyzeraju ich dudlne bilinearne formy? Pocitajme

gh = gh+te((zyc—zzbtyza—yzc+zab—zya)+(Tje—T2b+§za—yTe+2Tb—zja)),

gh = gh.

Teda vidime, ze aj napriek posunutiu spolo¢ného bodu zvézku priamok
sa ni¢ nezmenilo. Vysledok je
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\ }
-1 sin(x) 1

Obrazok je rovnaky ako v minulom pripade, az na posunuty stred kruznice.

ii) Rovina, ako mnozina rovnobeznych priamok

Majme rovinu v priestore. Zvolme si siradnicovi ststavu tak, aby nasa
rovina bola totozna s rovinou xy. Za body reprezentujice priamky si zvolime
ich prieseéniky s osou x. Teda body su tvaru (x,0,0). Smerové vektory si
zvolime dfiky jedna a navyse nech su rovnako orientované. Vektory su tvaru
d=1(0,1,0).

P = (,0,0), R=(y,0,0), §=h=(0,1,0),

g=(pxg) =(01-0.0,0.z —2.0,0.0—2.1) = (0,0, —x),

§=1(0,1,0) + (0,0, —z),
h=(0,1,0) 4+ £(0,0, —y).

Prvé tri suradnice si konsStantné a meni sa len piata suradnica a to
linedrne. Studyho sféra je teda priamka v 6-rozmernom priestore, rovnobezné
s osou piatej suradnice. Vyjadrime dudlnu bilinearnu formu
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gh = gh +¢(0) = gh

KedZe sme opét dostali uhol medzi vektormi g a h a tieto vektory maji
bud rovnaky smer, kosinus uhla moéze nadobudnit iba hodnotu 1.

Preto sa nam tento krat utvar zobrazi na jediny bod vzdialeny od zaciatku
o jednotku dlzky.

-1 0

~¢

Aby sme mohli pristipit k rieSeniu stvrtej casti prikladu, musime si
najprv vektorovy suéin zizit na priestor E2.

Priklad 20:

V E? majme dva dvojrozmerné vektory § = (z,y) a h = (a,b), kde
a,b,x,y € R.

Ich vektorovym suc¢inom nazveme vektorovy sucin rozsirenych vektorov g
a h, ktoré ziskame pridanim tretej suradnice nula, t.j.

g = (z,9,0) , h=(a,b,0).
Potom

(g x h) = (y0 — 0b,0a — 20, 2b — ya) = (0,0, xb — ya).

Priklad 19:

iii) Rovinné utvary ako kruznica, parabola.

Majme v E? parametrizaciu krivky dané predpisom f : R — R2, kde
f(t) = (fi(t), f2(t)) , t € R a f je prirodzend parametrizicia.

Bodu krivky priradime dotycnicu ku krivke v tomto bode. Toto zobraze-
nie prirad{ kazdej diferencovatelnej krivke jej dudlnu krivku, t.j. t — I(t), kde
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[(t) je dotycnicou krivky v bode f(t)
Preto mame nasledujice body a vektory:

P = (fi(z), fa)) , R=(fily). foy)) - §= (fi(@). fo(2)) . B = (fi(v). f3(y))

Vseobecne si vsetko vyratajme az po dudlnu bilinearnu formu, teraz uz
ale musime ratat s rozsfrenymi siradnicami.

9= (x39) = (0,0, f(x).fo(x) = fi(z).fa(x))

71)2(0 0, fu(w)-f2(y) = fi(v)-f2(v))
) + (0,0, fi(2).fo(x) = fi(2).fa(x))
) +(0,0, Ai(y).fa(y) — fi(y)-f2(y))

I
—~
=
8
S X
/‘\
B
Q\.O

gh = f1(@) fily) + f3(2) fo(y) + €(0) = fi(=) fi(y) + fo(2) f5(y)

Teda dudlna bilinearna forma dvoch dudlnych vektorov je rovna skaldrnemu
stcinu prislusnych dotyénic v E2. Opét sa teda jednd o kosinus uhla medzi
tymito dotycnicami. Obor hodnot oboch dualnych kriviek je R a teda dotycnice
medzi sebou zvieraju vsetky uhly z intervalu (0, 7). Preto dostavame ten isty
vysledok ako aj v prvej casti prikladu.

-1 sin(x) 1
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Kapitola 5

Dualny uhol

Definicia 21:

Vzdialenost medzi dvoma neprazdnymi mnozinami A a B v E? je rovna
minimu vzdialenosti bodov tychto mnozin

inf([lx —ylliz € A,y € B). (5.1)

a oznacujeme ju d(A, B). o
Specidlne to plati pre aj pre orientované priamky G, H, ktoré su Specidlnym
pripadom mnoziny.

Vzdialenost priamok d(G, H) je dlzka tsecky xy, kde re€Gaye€H su
body, ktorych spolotnd spojnica je kolmé na obe priamky G aj H. Spolo¢nu
spojnicu nazyvame aj prieckou priamok G, H

Samozrejme, ak sa priamky G a H navzajom pretinaju t.j. si roznobezné,
potom ich vzdialenost je nulovi.

Spolocnej priecke usporiadanej dvojice orientovanych priamok (C_j , H ) vieme
priradit orientaciu. Ak (g,3) — G a (h, h) — H st normalizované Pliickerove
sturadnice, potom spoloéna kolmica N m4 priradent orientaciu urcenu vek-
torom g X h. Pre lepsiu ilustraciu pozrite obrazok 22.
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Obrazok 22:

H
a
d(G.F)
b =
— G
N

Vzdialenost dvoch mimobeznych priamok

Definicia 23:

Majme orientovant spolo¢nt kolmicu N dvoch orientovanych priamok (é
a H). Nech ich vzdialenost d(G,H) =|a—bla€e Gabe H.
Potom orientovand vzdialenost medzi priamkami G a H je definovand vztahom:

d(G, H) = 0.d(G, H) (5.2)
kde o = 1, ak vektor (b — a) mé rovnaku orientdciu ako N . Ak ma (b — a)
orientaciu opa¢ni, potom o = —1.

Pripomenme, Ze orientécia priamky b—a je urcend Pliickerovymi sturadnicami
(9,9) = G a (h,h) — H. Pre lepsiu ilustraciu pozrite obrazok 24.

Obrazok 24:

Orientované vzdialenosti dvoch mimobeznych priamok
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Definacia 25:

—

Duélny uhol dvoch orientovanych priamok G a

anf]

je definovany vztahom

/(G H) = /(G,H) +ed(G, H) (5.3)

Poznamka 26:

Orientovani vzdialenost v definicii 25 mézeme chépat aj nasledovne:

—

(G,H) = /(G,H) = (L(G,H) x X).

kde X je vrchol uhla Z(é , H ) Tento z&pis samozrejme nemozno chapat doslovne,
pouzil som ho len preto, aby som mohol ndzornejsie poukézat na analégiu s
dudlnym vektorom. Grafické znazornenie tejto analdgie je na obrazku 27.

Obrazok 27:

Interpretacia dualneho uhla ™ ~ -

~

Pred nasledujicou lemmou si musime najprv zaviest pojem skaldrneho
stucinu na dualnych vektoroch D™.

Poznamka 28:
Vyratajme ako vyzera skalarny sucin dvoch dudlnych ¢isel
a+eb= (CLl + 81)17 ay + Ebg, veey Ay Ebn) e D",
ac+ed=(c +edy,co+edy,....c, +edy,) € D",
(ay + by, ag + by, ..., a, + €by).(c1 + €dy, co + €ds, ..., ¢ + £d,) =
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(arc; + eaydy + ebicy + €2bydy + ... 4 anCy + candy, + ebycy + 2bdy) =
(arc1 4 eardy + ebiey + ... + ancn, + cand, + ebyey) =
(arc1 + ages + ... + ancy) + (ardy + €byey + ... + eand, + €bye,) =
(arc1 4 ages + ... + ancy) + e(ardy + bicy + ... + apd, + byey) =

a.c + e(a.d+b.c) (5.4)

Definicia 29:

Skalarny siucin v D™, dvoch dudlnych vektoroch x = a + b € D" a
y=c+ed e D" je dudlne ¢islo z D, dané predpisom

(a1c1 + ages + ... + ancy) + e(ardy + biey + ... + apd, + byey) =

a.c+e(a.d+b.c). (5.5)

Lemma 30:

Skaldrny sicin v D3 je euklidovsky invariantny. Ak G a H st dve orien-
tované priamky, ktorych Studyho obrazy si § a h , potom plat{ rovnost:

gh = cos® = cos® — edsin P, (5.6)

kde

&= /(G H), d=1(G H)ad=dG, H). (5.7)

Dokaz:

Predpokladajme, ze a € C_j, be H také, ze su prienikom spolocénej kolmice
a tychto priamok.

Potom podla definicie dudlneho vektora
gh = g.h+e(7.h+ h.g) (5.8)
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Vieme, ze oba vektory ¢ aj h st normalizované a teda g.h =cos/g,h

Pouzijuc definiciu 15 Pliickerovych siradnic dostdavame

Gh+hg=g.(bx h)+ (@ x g§).h=

—det(vech, G, h) + det(a, g, k)
kde, det(x,y, z) = T1Y223 + T3y122 + Toysz1 — T3Y221 — T1Y322 — Tolh123 € R

pre © = (z1,22,23) € R*, y = (y1,Y2,y3) € R* a z = (21, 22, 23) € R?

=det(b—a,g,h) = —dsin . (5.9)

Poslednii rovnost sme dostali rozvojom determinantu podla prvého vek-
tora a faktu, ze d(a,b) = |(b—a).e|, kde € je smerovy vektor spolo¢nej kolmice.
Teraz uz iba stacf nahradif v (5.7) g.h kosinusom a gh+hg hodnotou ziskanou
v (5.8). Nésledne dostavame hladanti rovnost (5.5) t.j.

gh = cos ® — edsin ®. (5.10)
QED
Priklady 31:
Overme si, ¢i aj pre dudlne uhly plati zndma goniometrick4 rovnost:
cosx? +sinz? =1
Nech Z(é, ﬁ) =aa H(C_j, ﬁ) = d , pouzijeme pritom Lemmu 30.
cos*(2(G, H)) +sin?(2(G, H)) =
cos?(a + ed) + sin’(a + ed).

Podla definicie dudlneho uhla 25 a lemmy 30 sa to rovna
(cosa — edsin a)? + sin*(a + ed).
My ale z vysledkov v priklade 5 vieme, ze

sin(a + ed) = (sina + ed cos ),

teda
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sin?(a + ed) = (sina 4 ed cos a)?.

Celkovo teda dostavame
(cosa — edsina)? + sin®*(a + ed) =

(cosa — edsina)® + (sina + ed cos a)® =

cos? o + sin® o — 2e sin av cos o + 2e sin a cos o =

2

cos’a +sina = 1.

Lemma 30 ma pre nas zaujimavy dosledok.
Doésledok 32:

Dve orientované priamky G a H v euklidovskom priestore &3 dané bodmi
a € G abe H s Pliuckerovymi stradnicami (¢g,g) — G a (h,h) — H sa

pretinaji prave vtedy, ked

gh+hg=0 (5.11)
Dokaz:

Najprv dokéZeme implikdciu smerom dolava:
Ak rovnost gh + hg = 0 plati potom sa GaH pretinaju.
0= gh+ hg
Ako sme ukézali v dokaze lemmy 31
gh +hg = —det(b—a,g,h).

Potom nutne plati

—det(b—a,g,h) =0.
Ale, to plati vtedy a len vtedy, ked vektory (b — a), g a h st linedrne

zavislé.
To plati vtedy a len vtedy, ak a = b alebo g = k.h .
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a.) Ak a=b potom sa pretinaji prave v tomto bode

b.) Ak g=k.h potom st rovnobezné alebo totozné (teda uhol medzi nimi
je nulovy).

7 lemmy 31 vieme, Ze
cos® = cos ® — ed'sin P.
KedZe uhol @ je nulovy, potom plati
cos® =cosO0=1a sin® =sin0 = 0.
A teda
cosd=1-0=1

Preto ® = 0. Z definicie 25 duélneho uhla vieme, ze

(G, H)= /(G H)+=d(G, H).
Ale mi uz vieme, ze

d=0ad=0.

Po dosadeni do definicie 25 duélne uhla dostdvame

— —

0=0+ed(G, H)=ed(G, H)

—

0=ed(G,H) < dG,H)=0
7, coho vyplyva, ze priamky G a H s totozné.
Teraz ukazeme implikaciu smerom doprava:
AksaGa H prenikaji, tak plati rovnost gh + hg = 0.
Ked7e sa prenikaju, tak ich vzdialenost je nulové. A z rovnosti
gh+hg=—dsin®=0sin® =0

jasne vyplyva pravdivost tvrdenia.
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Obrazok 33:

a=b

5* H

Sprievodny obrazok k dosledku 33 lemmy 31

Obrézok zndzornuje, ze sklarne suciny g.ha h.g vyjadruju kosinusy uhlov
medzi (g, h) a (h, g), ktoré st pravé. Preto je gh + hg nulové.

Opit, tito interpretdciu nemozno brat doslovne, iba sa snazi popisat
vztah z dosledku.
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Kapitola 6

Dodatky

Definicia 34:

Grupu bijektivnych transformécii v D3, ktoré si invariantné vzhladom
na dudlny skalarny sicin nazyvame dudlne sférické posunutia.

Veta 35:

Studyho zobrazenie generuje izomorfizmus medzi grupou posunuti v E3
a grupou dualnych sférickych posunuti.

Dokaz.:

Lemma 31 nam ukazuje, ze posun v E? definuje ( pomocou Studyho zo-
brazeni ) dudlny sféricky posun. Zobrazenie je taktiez jednoznacne urcené:

Invariantnost dudlneho skaldrneho siéinu totiz sposobuje invariantnost
vzdialenosti a uhlov. Takato bijekcia na mnozine priamok v euklidovskom
priestore 2 musi byt tvorens euklidovskym posunom.

A QED
Poznamka 36:

Kazda priamka G ma prave dve orientacie G; a (Go. Preto méa priradené
dva dualne vektory g, a ¢, , pricom plati, Ze si opacné

g1 = —Go-
Potom Studyho model pre neorientované priamky sa d4 skonstruovat z
modelu pre orientované priamky, a to tak, Ze najdeme opacné ( protilahlé )
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body Studyho sféry pre orientované priamky. Tieto dva body potom urcuju
neorientovanu priamku na Studyho sfére.

Poznamka 39:

Kinematika priamky popisuje pohyb priamky v priestore. Je blizka kine-
matike hmotného bodu z klasickej mechaniky vo fyzike, avsak tato popisuje
priamku ako mnozinu bodov namiesto jediného hmotného bodu.
Poznamka 39:

Kinematika priamok euklidovského priestoru je ekvivalentna s dualnou

sférickou kinematikou. Tento fakt sa velmi dobre vyuZiva na budovanie teorie
priestorovej kinematike a na praktické vypocty v priestorovej mechanike.
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Kapitola 7

Z.aver

V bakaldrskej praci som sa pokusil objasnit zaklady dudlnych éfsel. Difam,
ze uspesne.

Hned na zaciatku prace sme si ukdzali ¢o st to dudlne éfsla. Potom sme
rozoberali ich zakladné vlastnosti, ich je spravanie sa pri beznych operaciach
ako s¢itanie ¢éi ndsobenie. Ked sa ndm podarilo zadefinovat zdkladné matem-
atické ndstroje, ktoré boli potrebné v d’alsom texte, pustili sme sa do ap-
likacie dualnych cisel v Pliickerovych siradniciach. Tieto sa stali zakladom
pri vystavbe Dudalnych vektorov a dualnych uhlov. Na zaver prace sme si
ukazali niektoré praktické aplikacie dualnych cisel.

Toto vsetko je vsak len §pickou Tadovca. Mnohé oblasti dudlnych ¢isel
som bol ntiteni vypustit, pretoze ich pre mnozstvo tidajov nebolo mozne do
prace zahrnit. Jednou z najzatijmavejsich oblasti, ktoré sa do mojej prace
nedostali st oktoniény ( duélne ¢isla na kvaterniénoch ). Preto by som rad
pokracoval prave oktoniénmi pri pisani svojej diplomovej prace.

Dakujem vam za vasu pozornost pri ¢itanie tejto bakaldrskej prace.

Jakub Misun

36



Zoznam pouzitej literatury

(1) POTTMANN H. & WALLNER J., Computional line geometry, Springer
Berlin, 2001

(2) BRODSKY V. & SHOHAN M., Dual numbers representation of body
dynamics

(3) pozndmky z predmetu Geometria pre grafikov.

(4) http://www.euclideanspace.com/maths/algebra/realNormedAlgebra/
other/dualNumbers/index.htm

(5) http://en.wikipedia.org/wiki/Dual number

37



