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Pod’akovanie
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Predhovor

Pre laickú verejnost’ sa môžu duálne č́ısla, podobne ako napŕıklad
aj komplexné, javit’ ako zbytočné rozš́ırenie, už aj tak obrovskej
č́ıselnej sústavy.

Ved’, týmto spôsobom by sme mohli vymýšl’at’ stále nové a nové
č́ıselné množiny, ktoré nikdy nenájdu uplatnenie, možno ak tak ako
zauj́ımavost’ spomı́nanú v popularizačnej literatúre, pretože exis-
tujú len v mysliach matematikov a fyzikov.

To však nie je pravda. Č́ıselné sústavy nevznikajú z čistého roz-
maru matematikov, ktoŕı si potrebujú dokázat’, že nieč́ım prispeli.
Vznikajú z potreby a neodvratnej nutnosti začat’ si ich vš́ımat’.
Matematici ich totiž nevymýšl’ajú, oni sú tu totiž stále pŕıtomné,
stač́ı ich len objavit’.

Tento proces však nemôže trvat’ donekonečna. Po objaveńı kom-
plexných č́ısel, W. Hamilton ešte uverejnil pojem kvaterniony
( ktoré č́ıslami vlastne nie sú, ale sú im vel’mi bĺızke), ktoré sa po-
mocou duálnych č́ısel rozš́ırili na oktoniony. Aj napriek pokusom
spoločnost’ č́ısel ešte obohatit’, sa napokon ukázalo, že nič nové sa
do nej už priniest’ nedá.

Moja bakalárska práca sa snaž́ı ukázat’, že duálne č́ısla, nech sú
akokol’vek abstraktné, sú plnohodnotnými č́ıslami a nachádzame
pre ne široké uplatnenie, najmä na poli fyziky.

To by som už ale predbiehal, takže sa smelo pustite do, dúfam
poučného a zauj́ımavého, č́ıtania.

Jakub Mǐsún



.
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7



Abstrakt

Táto bakalárska práca má za úlohu objasnit’ vlastnosti duálnych č́ısel, ktoré
sa v mnohých pŕıpadoch dost’ značne ĺı̌sia od vlastnost́ı klasických č́ıselných
sústav, s ktorými sa bežne pracuje.

Na úvod si predstav́ıme duálne č́ısla ako také a pozrieme sa bližšie ako
sa správajú pri najbežneǰśıch matematických operáciách. Neskôr sa budeme
zaoberat’ geometrickou interpretáciou duálnych č́ısel pomocou Plückerových
súradńıc a Studyho sféry. Následne zavedieme pojem duálneho uhla a podobne
ako v predchádzajúcom, sa budeme zaoberat’ jeho vlastnost’ami a jeho geo-
metrickou interpretáciou. Na záver uvedieme priamu aplikáciu duálnych č́ısel
do praxe, ktorú ale nebudeme skúmat’ hlbšie.

Na záver treba dodat’, že bakalárska práca vychádzala hlavne z knihy Com-
putional line geometry autorov Pottmann a Wallner. Tento ako aj ostatné
zdroje sú uvedené na konci práce.
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Kapitola 1

Úvod do duálnych č́ısel

Defińıcia 1:

Duálnymi č́ıslami nazývame č́ısla tvaru a + ε.b, kde a, b ∈ R , teda (a, b)
je vektor v R2 a ε je prvok s nasledujúcou vlastnost’ou:

ε2 = 0. (1.1)

Množinu takto definovaných č́ısel znač́ıme D. Všimnime si, že týmto
zápisom sme dvojrozmerný vektor z R2 previedli na prvok z D.

Na množine duálnych č́ısel si zadefinujeme operácie sč́ıtania a násobenia
predpismi:

(a+ εb) + (c+ ε.d) = (a+ b) + ε(b+ d) ∈ D, (1.2)

(a+ εb)(c+ εd) = (ac) + ε(ad+ bc) + ε2(bd) = (ac) + ε(ad+ bc) ∈ D. (1.3)

Vid́ıme, že sč́ıtanie je klasické sč́ıtanie vektorov po zložkách, ako ho
poznáme v pŕıpade reálnych č́ısel.

Násobenie je zrejme komutat́ıvne, asociat́ıvne aj distribut́ıvne, a to vd’aka
týmto vlastnostiam násobenia a sčitovania v R. Navyše má jednotku, ktorou
je 1 + ε.0 = 1.

Overme si to:

(a+ εb) = (a+ εb)(1 + ε0) = (a1) + ε(a0 + b1) = a+ εb ∈ D (1.4)
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Z hore uvedeného vyplýva, že (D,+, .) je komutat́ıvny okruh s jednotkou.

Napriek tomu nemá každý jeho prvok, prvok inverzný vzhl’adom na súčin.

(0 + εb)(c+ εd) = 0 + ε(0 + bc) = εbc ∈ D (1.5)

Čo sa nemôže rovnat’ 1 pre žiadnu dvojicu b, c ∈ R, pretože z defińıcie ε
je zrejmé, že je delitel’om nuly.

Pŕıklad 2.a:

Skúsme zistit’ ako vyzerá delenie v D.

Delenie je násobenie inverzným prvkom, preto stač́ı nájst’ inverzný prvok
k prvku a+ εb. Nech je to prvok c+ εd, potom

1 = (a+ εb)(c+ εd) = (ac) + ε(ad+ bc)⇔ c =
1

a
, ad+ bc = 0

ad+ bc = 0⇔ ad+
b

a
= 0,⇔ a2d+ b = 0⇔ b = −a2d⇔ d =

−b
a2
.

Teda inverzný prvok má tvar 1
a
− ε b

a2
∈ D.

Preto delenie v D ( pre prvky, kde y je nenulové ) má nasledujúce vyja-
drenie:

a+ εb

c+ εd
= (a+ εb).(

1

c
− ε d

c2
) =

a

c
+ ε(

b

c
− ad

c2
) ∈ D

Pŕıklad 2.b:

Pozrime sa ako vyzerá zobrazenie množiny bodov na množinu bodov k
ńım inverzným.
Je zrejmé, že priamka (0, y) takéto zobrazenie nemá, pretože k jej bodom
inverzné neexistujú.
Priamka (x, k) kde k je konštanta sa zobraźı na ( 1

x
,− k

x2 ) čo je parabola.
Jediný bod ktorý sa nezobraźı je priesečńık priamky (x, k) s osou y a teda
parabola nie je definovaná v bode (0, 0). Zmenou konštanty k sa zrejme
parabola splošt́ı alebo zúži.

Obrátene ak zobrazujeme parabolu (x,−x2) dostávame inverziu ( 1
x
,−−kx2

x2 ) =
( 1
x
, k) čo je priamka tvaru (x̄, k) ktorú sme na túto parabolu zobrazovali. Teda

vid́ıme že inverzný prvok inverzného je v súlade s predpokladom pôvodný
prvok.
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Priamka (l, y) kde l je konštanta sa zobraźı na (1
l
,− y

l2
) čo je priamka

rovnobežná s priamkou (l, y), pričom nová priamka (1
l
,− y

l2
) je naškálovańım

priamky (l, y) zložené s osovou súmernost’ou podl’a osi x. Osová súmernost’

priamku posunie po osi x a naškálovanie škáluje druhú súradnicu bodov.
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Skúsme ešte zobrazit’ funkciu (x, 1
x
). Podl’a defińıcie inverzného prvku

duálnych č́ısel sa táto zobraźı na ( 1
x
,−

1
x

x2 ) = ( 1
x
,− 1

x3 ).
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Kapitola 2

Analytická funkcia duálnych
č́ısel

Veta 3:

Reálnu analytickú funkciu konvergujúcu na nejakom intervale možno rozš́ırit’

na okruh duálnych č́ısel.
Každá reálna analytická funkcia je reprezentovaná radom konvergujúcim na
nejakom intervale. Tento polynóm je tvaru:

f(x) =
∞∑
k=0

ak(x− x0)k. (2.1)

Preto vieme funkciu upravit’ pre duálne č́ısla:

f(x+ εy) =
∞∑
k=0

ak(x+ εy − x0)k =
∞∑
k=0

ak[(x− x0) + (εy)]k =

=
∞∑
k=0

ak(x− x0)k +
∞∑
k=0

kak(x− x0)k−1y = f(x) + εyf ′(x).

Pŕıklad 4:

Vypoč́ıtajme (a+ εb)k.

Vd’aka binomickej vete vieme, že

(a+ εb)k = ak + εkak−1.b+ ε2k2ak−2.b2 + ... = ak + εkak−1.b+ ε2(...)
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Zo všetkých členov postupnosti, okrem prvých dvoch, sme vyňali ε2.
Takže vid́ıme, že vd’aka rovnosti (1.1) sa nám tieto členy vynulujú. Preto
dostávame.

f(a, b) = (a+ εb)k = f(a) + εf ′(a)b = ak + εkak−1b.

Pŕıklad 5:

Vyrátajme hodnoty goniometrických funkcíı sinx, cosx a exponenciálnej
funkcie ex rozš́ırených na množinu D.

Tentoraz použijeme výsledok tvrdenia vety 3.

sin (x+ εy) = sinx+ εy cosx (2.2)

cos (x+ εy) = cos x− εy sinx (2.3)

ea+εy = ex.eεy = ea.(1 + εy) = ea + εyea (2.4)
√
x+ εy =

√
x+

εy

2
√
x

(2.5)

Môžeme si ešte overit’ správnost’ výsledku z pŕıkladu 4. použit́ım vety 3.

(a+ εb)k = ak + εkak−1b.

Pozrime sa ako vyzerá derivácia analytickej funkcie f vo vzt’ahu k jej
rozš́ıreniu na D:

f(x+ εy) = f(x) + εyf ′(x).

Potom po vyjadreńı f(x) dostávame:

f ′(x) =
f(x+ εy)− f(x)

εy
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
(2.6)

kde h = εy. Čo je pre nás známy výraz z defińıcie derivácie.
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Kapitola 3

Plückerove súradnice

Defińıcia 6:

n-rozmerný euklidovsky priestor En = (Rn, V (Rn),+) sa nazýva oriento-
vaným, ak v ňom máme vybranú súradnicovú sústavu, ktorá určuje kladnú
orientáciu.

Defińıcia 7:

Jednotkový vektor ~v ∈ V n(R) definovaný na n-rozmernom euklidovskom
priestore je vektor, ktorého d́lžka je rovná jednej v pevne zvolenej norme ‖.‖.

V klasickej euklidovskej norme to pre vektor ~x = (x1, x2, ..., xn) znamená,
že:

‖(x1, x2, ..., xn)‖ =
√

(x1)2 + (x2)2 + ...+ (xn)2

Defińıcia 8:

Priamka p v n-rozmernom euklidovskom priestore
En = (Rn, V (Rn),+) doplnená o jednotkový vektor rovnobežný s touto
priamkou sa nazýva orientovanou priamkou (niekedy aj š́ıpom).

Orientovanú priamku znač́ıme ~p.

Poznámka 9:

Pre každú priamku existujú práve dva vektory ktoré sú s ňou rovnobežné.
Tieto vektory sú navyše navzájom opačné (opačne orientované). Preto každá
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priamka definuje práve dve orientované priamky.

Množinu orientovaných priamok v En = (Rn, V (Rn),+)

budeme značit’ ~L.
(L- znač́ı lines, š́ıpka nad L znač́ı orientáciu.)

Defińıcia 10: (Plückerove súradnice)

Majme orientovanú priamku ~G z E3 určenú bodom P ∈ R3, ktorý lež́ı
na ~G a jednotkovým vektorom ~g ∈ V (R3), rovnobežným s ~G. Vektor ~g je

smerovým vektorom ~G. Označme vektor (P−O) ako ~p. Toto značenie budeme
použ́ıvat’ aj v d’aľsom texte.
Potom jej Plückerove súradnice sú určené vektorom (~g, ḡ) ∈ R6, kde ḡ je
vektorový súčin

ḡ = (~p× ~g) (3.1)

Plückerove súradnice viem normalizovat’ nasledovným spôsobom

1

‖ḡ‖
.(g, ḡ) (3.2)

Tieto súradnice sa nazývajú normalizované Plückerove súradnice.

Z defińıcie normalizovaných Plückerových súradńıc vid́ıme, že prvá čast’

je jednotkový vektor.

Pŕıklad 11: (Plückerove súradnice)

Majme vektor ~g = (0, 1, 0) a bod P=(1,1,0).

Potom ḡ = (~p× ~g)=(1.0-0.1,0.0-1.0,1.1-1.0) =(0,0,1).

Plückerove súradnice teda sú ((0,1,0),(0,0,1)).

Tieto súradnice sú už aj normalizované.

Obrázky 12: (Plückerove súradnice)

Majme karteziánsku súradnicovú sústavu v En = (Rn, V (Rn),+) so začiatkom
O a bázovými vektormi ~e1, ~e2, ~e3.
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Nasledujúce obrázky znázorňujú Plückerove súradnice.

Poznámky 13: (k obrázkom 12)

a) ḡ je momentový vektor sily pôsobiacej v P, danej vektorom ~g.

b) Báza p,g, ḡ je kladne orientovaná.

c) Dĺžka vektora ḡ je vzdialenost’ priamky ~G od začiatku O. Tento fakt
vyplýva zo samotnej defińıcie vektora ḡ. Potom

‖ḡ‖ = ‖(~p× ~g)‖ = ‖~p‖‖~g‖| sin 6 ~p~g|,

kedže ‖(~p×~g)‖ je obsah rovnobežńıka so stranami d́lžky ‖~g‖ a ‖~p‖, zvierajúcimi
uhol 6 ~p~g respekt́ıve uhol (π − 6 ~p~g) a ked’že ‖~g‖ = 1, potom jeho obsah je

rovný jeho výške. Vel’kost’ tejto výšky je vzdialenost’ priamky ~G od začiatku
O. Zrejme

‖ḡ‖ = ‖~p‖| sin 6 ~p~g|.
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Kapitola 4

Studyho sféra

Defińıcia 14:

Normalizované Plückerove súradnice sa dajú spojit’ do duálneho vektora

ĝ = g + εḡ = (g1 + εḡ1, g2 + εḡ2, g3 + εḡ3) ∈ D3. (4.1)

Ako prvý toto spojenie aplikoval E. Study.

Súradnice (g1 +εḡ1, g2 +εḡ2, g3 +εḡ3) duálneho vektora (g+εḡ) patria D,
pretože gi aj ḡi patria R pre i = 1, 2, 3 a teda sṕlňajú defińıciu duálnych č́ısel.

Z toho vyplýva, že duálny vektor ĝ patŕı D3.

Tento vektor má dimenziu 6 ako vektor priestoru nad reálnymi č́ıslami.

Poznámka 15:

V d’aľsom texte budeme použ́ıvat’ dva druhy súčinov, preto si ich teraz
zavedieme ich defińıcie a označenie, ktoré bude platné v celom nasledujúcom
texte.

Klasický súčin: Je súčinom jednorozmerných vektorov a, b ∈ R. Znač́ıme
ho ab
Skalárny súčin : Je súčinom viacrozmerných vektorov a, b ∈ Rn, kde
a = (a1, a2, ..., an) a b = (b1, b2, ..., bn) a ai, bi ∈ R pre i = 1, 2, ...n.
Značime ho a.b ∈ R a má tvar a.b = (a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)
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Defińıcia 16:

Definujme duálnu bilineárnu formu ϕ : D3 ×D3 → D ako

ĝĥ = g.h+ ε(g.h̄+ h.ḡ). (4.2)

Táto forma zobrazuje dva trojrozmerné vektory v R3 na dvojrozmerný
vektor v R2.

Všimnime si normu duálneho vektora

‖ĝ2‖ = ĝ.ĝ = ‖g‖2 + 2εg.ḡ = 1. (4.3)

Rovnost’ plat́ı pretože ‖g‖ = 1 ( ked’že je to normalizovaný a teda jed-
notkový vektor ) a navyše vektory g a ḡ sú na seba kolmé (4.1), preto ich
súčin je rovný nule.

2εg.ḡ = 0.

Poznámka 17:

Vid́ıme, že všetky duálne vektory majú d́lžku 1. Teda reprezentujú množinu
bodov vzdialených jedného bodu o jednotku d́lžky. Preto reprezentujú nad-
plochu.
Túto nadplochu nazývame Studyho sférou.

Defińıcia 18:

Zobrazenie, ktoré prirad’uje orientovanej priamke euklidovského priestoru
duálny vektor ĝ = g + εḡ , kde (g, ḡ) sú je jej normalizované Plückerove
súradnice, sa nazýva Studyho zobrazeńım. Jeho obrazom je Studyho model
množiny orientovaných priamok v E3.
Studyho model je len iný názov pre Studyho sféru.

Pŕıklad 19:

Pozrime sa teraz ako vyzerajú niektoré bežné konfigurácie priamok na
Studyho sfére.
To znamená, že nájdem ich Plückerove súradnice, z ktorých źıskame duálne
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vektory. Tie ale majú dimenziu R6 a preto ich duálnou bilineárnou formou
prenesieme do R2, ktorú už vieme pekne zobrazit’.

Urob́ıme to pre nasledujúce 3-rozmerné konfigurácie v E3 = (R3, V (R3),+)
s euklidovskou normou ‖.‖.

i) Zväzok priamok so spoločným bodom

ii) Rovina, ako množina rovnobežných priamok s rovnakou orientáciou

Neskôr si ešte zobraźıme

iii)Rovinne útvary ako kružnica, parabola.

i) Zväzok priamok so spoločným bodom.

Majme zväzok priamok prechádzajúcich jedným bodom. Nech ich spoločným
bodom je začiatok O=(0,0,0). Zvol’me si za smerové vektory tie, ktoré majú

začiatok v O. Teda vektory sú tvaru (x,y,z)√
x2+y2+z2

. Zoberme

P = (0, 0, 0) , ~g =
(x, y, z)√
x2 + y2 + z2

, ~h = (x̄, ȳ, z̄)
√
x̄2 + ȳ2 + z̄2,

Ich Plückerove súradnice sú, podl’a vzorca (g, (~p× ~g))

ḡ = (P×g) = (y.0−z.0, z.0−x.0, x.0−y.0)
1√

x2 + y2 + z2
= (0, 0, 0)

1√
x2 + y2 + z2

= (0, 0, 0),

(~g, ḡ) = (
(x, y, z)√
x2 + y2 + z2

, (0, 0, 0)),

h̄ = (~p×~h) = (ȳ.0−z̄.0, z̄.0−x̄.0, x̄.0−ȳ.0)
1√

x̄2 + ȳ2 + z̄2
= (0, 0, 0)

1√
x̄2 + ȳ2 + z̄2

= (0, 0, 0),

(~h, h̄) = (
(x̄, ȳ, z̄)√
x̄2 + ȳ2 + z̄2

, (0, 0, 0)),

Potom ich duálne vektory sú nasledovné
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ĝ = (
(x, y, z)√
x2 + y2 + z2

+ ε(0, 0, 0) = (
(x, y, z)√
x2 + y2 + z2

),

ĥ = (
(x̄, ȳ, z̄)√
x̄2 + ȳ2 + z̄2

) + ε(0, 0, 0) = (
(x̄, ȳ, z̄)√
x̄2 + ȳ2 + z̄2

).

Vid́ıme, že duálne vektory reprezentujú ten istý priestorový útvar, ako aj
jednotkové vektory, ktoré nám určovali Plückerove súradnice. Teda Studyho
sféra je jednotková gul’a so stredom v začiatku.
Pozrime sa čo nám dá duálna bilineárna forma.

ĝĥ = ~g.~h+ ε0 = ~g.~h

Ked’že vektory ~g,~h sú jednotkové je táto norma rovná kośınusu uhla medzi
týmito vektormi. Norma nadobúda hodnoty z intervalu 〈−1, 1〉.
To znač́ı, že duálne vektory zvierajú uhly z intervalu 〈0, 2π〉. Teda v dvo-
jrozmernom priestore určujú jednotkovú kružnicu. A to tak, že si zvoĺıme
jeden z duálnych vektorov za pevný a ostatné k nemu ukladáme otočené o
pŕıslušný uhol.
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b)
Teraz urob́ıme analogický pŕıklad pre l’ubovol’ný spoločný bod zväzku pri-
amok. Nech je to P=(a,b,c). Smerové vektory sú jednotkové vektory vychádzajúce
z bodu P. Potom

P = (a, b, c) , ~g = (x, y, z) , ~h = (x̄, ȳ, z̄),

ḡ = (~p× ~g) = (yc− zb, za− xc, xb− ya),

(~g, ḡ) = ((x, y, z), (yc− zb, za− xc, xb− ya)),

h̄ = (~p× ~h) = (ȳc− z̄b, z̄a− x̄c, x̄b− ȳa),

(~h, h̄) = ((x̄, ȳ, z̄), (ȳc− z̄b, z̄a− x̄c, x̄b− ȳa)),

ĝ = (x, y, z) + ε(yc− zb, za− xc, xb− ya),

ĥ = (x̄, ȳ, z̄) + ε(ȳc− z̄b, z̄a− x̄c, x̄b− ȳa).

V tomto pŕıpade je Studyho sféra 6-rozmerná kružnica, pretože vektory
určujúce Plückerove súradnice reprezentujú gul’u so stredom v bode P rov-
nako ako aj vektory (~p×~g) pretože tieto sú kolmé na smerové vektory priamok
zo zväzku a teda tvoria tú istú gul’u.
Takže ako teraz vyzerajú ich duálne bilineárne formy? Poč́ıtajme

ĝĥ = gh+ε((xyc−xzb+yza−yxc+zxb−zya)+(x̄ȳc−x̄z̄b+ȳz̄a−ȳx̄c+z̄x̄b−z̄ȳa)),

ĝĥ = gh.

Teda vid́ıme, že aj napriek posunutiu spoločného bodu zväzku priamok
sa nič nezmenilo. Výsledok je
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ii) Rovina, ako množina rovnobežných priamok

Majme rovinu v priestore. Zvol’me si súradnicovú sústavu tak, aby naša
rovina bola totožná s rovinou xy. Za body reprezentujúce priamky si zvoĺıme
ich priesečńıky s osou x. Teda body sú tvaru (x,0,0). Smerové vektory si
zvoĺıme d́lžky jedna a navyše nech sú rovnako orientované. Vektory sú tvaru
~g = (0, 1, 0).

P = (x, 0, 0) , R = (y, 0, 0) , ~g = ~h = (0, 1, 0),

ḡ = (~p× ~g) = (0.1− 0.0, 0.x− x.0, 0.0− x.1) = (0, 0,−x),

(~g, ḡ) = ((0, 1, 0), (0, 0,−x)),

h̄ = (~r × ~h) = (0.1− 0.0, 0.y − y.0, 0.0− y.1) = (0, 0,−y),

(~h, h̄) = ((0, 1, 0), (0, 0,−y)),

ĝ = (0, 1, 0) + ε(0, 0,−x),

ĥ = (0, 1, 0) + ε(0, 0,−y).

Prvé tri súradnice sú konštantné a meńı sa len piata súradnica a to
lineárne. Studyho sféra je teda priamka v 6-rozmernom priestore, rovnobežná
s osou piatej súradnice. Vyjadrime duálnu bilineárnu formu
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ĝĥ = gh+ ε(0) = gh

Ked’že sme opät’ dostali uhol medzi vektormi g a h a tieto vektory majú
bud’ rovnaký smer, kośınus uhla môže nadobudnút’ iba hodnotu 1.

Preto sa nám tento krát útvar zobraźı na jediný bod vzdialený od začiatku
o jednotku d́lžky.

Aby sme mohli pristúpit’ k riešeniu štvrtej časti pŕıkladu, muśıme si
najprv vektorový súčin zúžit’ na priestor E2.

Pŕıklad 20:

V E2 majme dva dvojrozmerné vektory ~g = (x, y) a ~h = (a, b), kde
a, b, x, y ∈ R.

Ich vektorovým súčinom nazveme vektorový súčin rozš́ırených vektorov ḡ
a h̄, ktoré źıskame pridańım tretej súradnice nula, t.j.

ḡ = (x, y, 0) , h̄ = (a, b, 0).

Potom

(ḡ × h̄) = (y0− 0b, 0a− x0, xb− ya) = (0, 0, xb− ya).

Pŕıklad 19:

iii) Rovinné útvary ako kružnica, parabola.

Majme v E2 parametrizáciu krivky dané predpisom f : R → R2, kde
f(t) = (f1(t), f2(t)) , t ∈ R a f je prirodzená parametrizácia.

Bodu krivky prirad́ıme dotyčnicu ku krivke v tomto bode. Toto zobraze-
nie prirad́ı každej diferencovatel’nej krivke jej duálnu krivku, t.j. t→ l(t), kde
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l(t) je dotyčnicou krivky v bode f(t)

Preto máme nasledujúce body a vektory:

P = (f1(x), f2(x)) , R = (f1(y), f2(y)) , ~g = (f ′1(x), f ′2(x)) , ~h = (f ′1(y), f ′2(y))

Všeobecne si všetko vyrátajme až po duálnu bilineárnu formu, teraz už
ale muśıme rátat’ s rozš́ırenými súradnicami.

ḡ = (~p× ~g) = (0, 0, f1(x).f ′2(x)− f ′1(x).f2(x))

h̄ = (~r × ~h) = (0, 0, f1(y).f ′2(y)− f ′1(y).f2(y))

ĝ = (f1(x), f2(x), 0) + ε(0, 0, f1(x).f ′2(x)− f ′1(x).f2(x))

ĥ = (f1(y), f2(y), 0) + ε(0, 0, f1(y).f ′2(y)− f ′1(y).f2(y))

ĝĥ = f ′1(x)f ′1(y) + f ′2(x)f ′2(y) + ε(0) = f ′1(x)f ′1(y) + f ′2(x)f ′2(y)

Teda duálna bilineárna forma dvoch duálnych vektorov je rovná skalárnemu
súčinu pŕıslušných dotyčńıc v E2. Opät’ sa teda jedná o kośınus uhla medzi
týmito dotyčnicami. Obor hodnôt oboch duálnych kriviek jeR a teda dotyčnice
medzi sebou zvierajú všetky uhly z intervalu 〈0, π〉. Preto dostávame ten istý
výsledok ako aj v prvej časti pŕıkladu.
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Kapitola 5

Duálny uhol

Defińıcia 21:

Vzdialenost’ medzi dvoma neprázdnymi množinami A a B v E3 je rovná
minimu vzdialenost́ı bodov týchto množ́ın

inf([[x− y]];x ∈ A, y ∈ B). (5.1)

a označujeme ju d(A,B).
Špeciálne to plat́ı pre aj pre orientované priamky Ḡ, H̄, ktoré sú špeciálnym
pŕıpadom množiny.

Vzdialenost’ priamok d(Ḡ, H̄) je d́lžka úsečky xy, kde x ∈ G a y ∈ H sú
body, ktorých spoločná spojnica je kolmá na obe priamky Ḡ aj H̄. Spoločnú
spojnicu nazývame aj priečkou priamok Ḡ , H̄

Samozrejme, ak sa priamky Ḡ a H̄ navzájom pret́ınajú t.j. sú rôznobežné,
potom ich vzdialenost’ je nulová.

Spoločnej priečke usporiadanej dvojice orientovaných priamok (~G, ~H) vieme
priradit’ orientáciu. Ak (g, ḡ)→ G a (h, h̄)→ H sú normalizované Plückerove

súradnice, potom spoločná kolmica ~N má priradenú orientáciu určenú vek-
torom ~g × ~h. Pre lepšiu ilustráciu pozrite obrázok 22.
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Obrázok 22:

Defińıcia 23:

Majme orientovanú spoločnú kolmicu ~N dvoch orientovaných priamok (~G

a ~H). Nech ich vzdialenost’ d(~G, ~H) = |a− b| a ∈ G a b ∈ H.
Potom orientovaná vzdialenost’ medzi priamkami G a H je definovaná vzt’ahom:

~d(~G, ~H) = σ.d(G,H) (5.2)

kde σ = 1, ak vektor (b − a) má rovnakú orientáciu ako ~N . Ak má (b − a)
orientáciu opačnú, potom σ = −1.
Pripomeňme, že orientácia priamky b−a je určená Plückerovými súradnicami
(g, ḡ)→ G a (h, h̄)→ H. Pre lepšiu ilustráciu pozrite obrázok 24.

Obrázok 24:
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Definácia 25:

Duálny uhol dvoch orientovaných priamok ~G a ~H je definovaný vzt’ahom

ˆ6 (~G, ~H) = 6 (~G, ~H) + ε~d(~G, ~H) (5.3)

Poznámka 26:

Orientovanú vzdialenost’ v defińıcii 25 môžeme chápat’ aj nasledovne:

~d(~G, ~H) = ¯6 (~G, ~H) = ( 6 (~G, ~H)×X).

kde X je vrchol uhla 6 (~G, ~H) Tento zápis samozrejme nemožno chápat’ doslovne,
použil som ho len preto, aby som mohol názorneǰsie poukázat’ na analógiu s
duálnym vektorom. Grafické znázornenie tejto analógie je na obrázku 27.

Obrázok 27:

Pred nasledujúcou lemmou si muśıme najprv zaviest’ pojem skalárneho
súčinu na duálnych vektoroch Dn.

Poznámka 28:

Vyrátajme ako vyzerá skalárny súčin dvoch duálnych č́ısel
a+ εb = (a1 + εb1, a2 + εb2, ..., an + εbn) ∈ Dn,
a c+ εd = (c1 + εd1, c2 + εd2, ..., cn + εdn) ∈ Dn,

(a1 + εb1, a2 + εb2, ..., an + εbn).(c1 + εd1, c2 + εd2, ..., cn + εdn) =
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(a1c1 + εa1d1 + εb1c1 + ε2b1d1 + ...+ ancn + εandn + εbncn + ε2bndn) =

(a1c1 + εa1d1 + εb1c1 + ...+ ancn + εandn + εbncn) =

(a1c1 + a2c2 + ...+ ancn) + (εa1d1 + εb1c1 + ...+ εandn + εbncn) =

(a1c1 + a2c2 + ...+ ancn) + ε(a1d1 + b1c1 + ...+ andn + bncn) =

a.c+ ε(a.d+ b.c) (5.4)

Defińıcia 29:

Skalárny súčin v Dn, dvoch duálnych vektoroch x = a+ εb ∈ Dn a
y = c+ εd ∈ Dn je duálne č́ıslo z D, dané predpisom

(a1c1 + a2c2 + ...+ ancn) + ε(a1d1 + b1c1 + ...+ andn + bncn) =

a.c+ ε(a.d+ b.c). (5.5)

Lemma 30:

Skalárny súčin v D3 je euklidovsky invariantný. Ak ~G a ~H sú dve orien-
tované priamky, ktorých Studyho obrazy sú ĝ a ĥ , potom plat́ı rovnost’:

ĝĥ = cos Φ̂ = cos Φ− ε~d sin Φ, (5.6)

kde

Φ = 6 (~G, ~H) , Φ̂ = ˆ6 (~G, ~H) a ~d = ~d(~G, ~H). (5.7)

Dôkaz:

Predpokladajme, že a ∈ ~G, b ∈ ~H také, že sú prienikom spoločnej kolmice
a týchto priamok.

Potom podl’a defińıcie duálneho vektora

ĝĥ = ~g.~h+ ε(~g.h̄+ ~h.ḡ) (5.8)
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Vieme, že oba vektory ~g aj ~h sú normalizované a teda g.h = cos 6 g, h

Použijúc defińıciu 15 Plückerových súradńıc dostávame

~gh̄+ ~hḡ = ~g.(~b× ~h) + (~a× ~g).~h =

−det(vecb,~g,~h) + det(~a,~g,~h)

kde, det(x, y, z) = x1y2z3 + x3y1z2 + x2y3z1 − x3y2z1 − x1y3z2 − x2y1z3 ∈ R
pre x = (x1, x2, x3) ∈ R3, y = (y1, y2, y3) ∈ R3 a z = (z1, z2, z3) ∈ R3

= det(b− a, g, h) = −d sin Φ. (5.9)

Poslednú rovnost’ sme dostali rozvojom determinantu podl’a prvého vek-
tora a faktu, že d(a, b) = |(b−a).e|, kde ~e je smerový vektor spoločnej kolmice.
Teraz už iba stač́ı nahradit’ v (5.7) g.h kośınusom a gh̄+hḡ hodnotou źıskanou
v (5.8). Následne dostávame hl’adanú rovnost’ (5.5) t.j.

ĝĥ = cos Φ− ε~d sin Φ. (5.10)

QED

Pŕıklady 31:

Overme si, či aj pre duálne uhly plat́ı známa goniometrická rovnost’:

cosx2 + sinx2 = 1

Nech 6 (~G, ~H) = α a ~d(~G, ~H) = d , použijeme pritom Lemmu 30.

cos2(ˆ6 (~G, ~H)) + sin2(ˆ6 (~G, ~H)) =

cos2(α + εd) + sin2(α + εd).

Podl’a defińıcie duálneho uhla 25 a lemmy 30 sa to rovná

(cosα− εd sinα)2 + sin2(α + εd).

My ale z výsledkov v pŕıklade 5 vieme, že

sin(α + εd) = (sinα + εd cosα),

teda
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sin2(α + εd) = (sinα + εd cosα)2.

Celkovo teda dostávame

(cosα− εd sinα)2 + sin2(α + εd) =

(cosα− εd sinα)2 + (sinα + εd cosα)2 =

cos2 α + sin2 α− 2ε sinα cosα + 2ε sinα cosα =

cos2 α + sin2 α = 1.

Lemma 30 má pre nás zauj́ımavý dôsledok.

Dôsledok 32:

Dve orientované priamky ~G a ~H v euklidovskom priestore E3 dané bodmi
a ∈ ~G a b ∈ ~H s Plückerovými súradnicami (g, ḡ) → ~G a (h, h̄) → ~H sa
pret́ınajú práve vtedy, ked’

gh̄+ hḡ = 0 (5.11)

Dôkaz:

Najprv dokážeme implikáciu smerom dol’ava:

Ak rovnost’ gh̄+ hḡ = 0 plat́ı potom sa ~G a ~H pret́ınajú.

0 = gh̄+ hḡ

Ako sme ukázali v dôkaze lemmy 31

gh̄+ hḡ = −det(b− a, g, h).

Potom nutne plat́ı

−det(b− a, g, h) = 0.

Ale, to plat́ı vtedy a len vtedy, ked’ vektory (b − a), ~g a ~h sú lineárne
závislé.
To plat́ı vtedy a len vtedy, ak a = b alebo g = k.h .
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a.) Ak a=b potom sa pret́ınajú práve v tomto bode

b.) Ak g=k.h potom sú rovnobežné alebo totožné (teda uhol medzi nimi
je nulový).

Z lemmy 31 vieme, že

cos Φ̂ = cos Φ− ε~d sin Φ.

Ked’že uhol Φ je nulový, potom plat́ı

cos Φ = cos 0 = 1 a sin Φ = sin 0 = 0.

A teda

cos Φ̂ = 1− 0 = 1

Preto Φ̂ = 0. Z defińıcie 25 duálneho uhla vieme, že

ˆ6 (~G, ~H) = 6 (~G, ~H) + ε~d(~G, ~H).

Ale mi už vieme, že

Φ̂ = 0 a Φ = 0.

Po dosadeńı do defińıcie 25 duálne uhla dostávame

0 = 0 + ε~d(~G, ~H) = ε~d(~G, ~H)

0 = ε~d(~G, ~H)⇔ ~d(~G, ~H) = 0

Z čoho vyplýva, že priamky ~G a ~H sú totožné.

Teraz ukážeme implikáciu smerom doprava:

Ak sa ~G a ~H prenikajú, tak plat́ı rovnost’ gh̄+ hḡ = 0.

Ked’že sa prenikajú, tak ich vzdialenost’ je nulová. A z rovnosti

gh̄+ hḡ = −d sin Φ = 0 sin Φ = 0

jasne vyplýva pravdivost’ tvrdenia.
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Obrázok 33:

Obrázok znázorňuje, že sklárne súčiny g.h̄ a h.ḡ vyjadrujú kośınusy uhlov
medzi (g, h̄) a (h, ḡ), ktoré sú pravé. Preto je gh̄+ hḡ nulové.

Opät’, túto interpretáciu nemožno brat’ doslovne, iba sa snaž́ı poṕısat’

vzt’ah z dôsledku.
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Kapitola 6

Dodatky

Defińıcia 34:

Grupu bijekt́ıvnych transformácíı v D3, ktoré sú invariantné vzhl’adom
na duálny skalárny súčin nazývame duálne sférické posunutia.

Veta 35:

Studyho zobrazenie generuje izomorfizmus medzi grupou posunut́ı v E3

a grupou duálnych sférických posunut́ı.

Dôkaz.:

Lemma 31 nám ukazuje, že posun v E3 definuje ( pomocou Studyho zo-
brazeńı ) duálny sférický posun. Zobrazenie je taktiež jednoznačne určené:

Invariantnost’ duálneho skalárneho súčinu totiž spôsobuje invariantnost’

vzdialenost́ı a uhlov. Takáto bijekcia na množine priamok v euklidovskom
priestore E3 muśı byt’ tvorená euklidovským posunom.

4 QED

Poznámka 36:

Každá priamka G má práve dve orientácie G1 a G2. Preto má priradené
dva duálne vektory ĝ1 a ĝ1 , pričom plat́ı, že sú opačné

ĝ1 = −ĝ2.

Potom Studyho model pre neorientované priamky sa dá skonštruovat’ z
modelu pre orientované priamky, a to tak, že nájdeme opačné ( protil’ahlé )
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body Studyho sféry pre orientované priamky. Tieto dva body potom určujú
neorientovanú priamku na Studyho sfére.

Poznámka 39:

Kinematika priamky popisuje pohyb priamky v priestore. Je bĺızka kine-
matike hmotného bodu z klasickej mechaniky vo fyzike, avšak táto popisuje
priamku ako množinu bodov namiesto jediného hmotného bodu.

Poznámka 39:

Kinematika priamok euklidovského priestoru je ekvivalentná s duálnou
sférickou kinematikou. Tento fakt sa vel’mi dobre využ́ıva na budovanie teorie
priestorovej kinematike a na praktické výpočty v priestorovej mechanike.
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Kapitola 7

Záver

V bakalárskej práci som sa pokúsil objasnit’ základy duálnych č́ısel. Dúfam,
že úspešne.

Hned’ na začiatku práce sme si ukázali čo sú to duálne č́ısla. Potom sme
rozoberali ich základné vlastnosti, ich je správanie sa pri bežných operáciach
ako sč́ıtanie či násobenie. Ked’ sa nám podarilo zadefinovat’ základné matem-
atické nástroje, ktoré boli potrebné v d’aľsom texte, pustili sme sa do ap-
likácie duálnych č́ısel v Plückerových súradniciach. Tieto sa stali základom
pri výstavbe Duálnych vektorov a duálnych uhlov. Na záver práce sme si
ukázali niektoré praktické aplikácie duálnych č́ısel.

Toto všetko je však len špičkou l’adovca. Mnohé oblasti duálnych č́ısel
som bol núteńı vypustit’, pretože ich pre množstvo údajov nebolo možne do
práce zahrnút’. Jednou z najzaújmaveǰśıch oblast́ı, ktoré sa do mojej práce
nedostali sú oktonióny ( duálne č́ısla na kvaterniónoch ). Preto by som rád
pokračoval práve oktoniónmi pri ṕısańı svojej diplomovej práce.

Ďakujem vám za vašu pozornost’ pri č́ıtanie tejto bakalárskej práce.

Jakub Mǐsún
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