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Abstrakt

Bézierove krivky ako modelovaci nastroj maju Siroké praktické uplatnenie. Min-
kowského priestor poslizil ako matematicky aparat pre Specialnu teériu relativity.
Niektoré vlastnosti kriviek sa po prechode do Minkowského priestoru zmenia. V Min-
kowského priestore delime body a vektory na ¢asové, svetelné a priestorové. Cielom
tejto prace je popisat vlastnost priestorovosti, ¢ize za akych podmienok budi vSetky
body Bézierovej krivky priestorové. Praca oboznamuje ¢itatela so zdkladnymi poj-
mami tykajicich sa Bézierovych kriviek a ttvarov v Minkowského priestore. Hlavna
Cast prace sa zaoberéa ur¢enim podmienok pre riadiace vrcholy Bézierovej krivky tak,
aby cela krivka bola priestorova. Sticastou préace je aj vizualizaény nastroj, pomocou
ktorého sa daja spominané pojmy a tvrdenia nazorne priblizit.

Kludové slova: Bézierova krivka, Minkowského priestor, priestorovd krivka
) )
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Uvod

V geometrickom modelovani sa vSetky teleséd zobrazuji pomocou kriviek a ploch.
Vzhladom na to, Ze sa modeluju predmety z realneho sveta, ktorych analyticky
popis neméame, bolo treba vymysliet int, dostatoCne presni reprezentaciu. Kvoli
tomu vzniklo odvetvie spéajajice geometriu a pocitacova grafiku - CAGD (Com-
puter Aided Geometry Design). Tento nazov si vysluzilo v sedemdesiatych rokoch,
po tom ako pani P. de Casteljau v roku 1959 vo firme Citréen a P. Bézier v roku
1961 vo firme Renault zacali pouzivat krivky a plochy uréené pomocou niekol'kych
bodov. Postupne sa tedria okolo Bézierovych kriviek rozsirila a zjednotila, vyznam-
nym okamihom bolo zavedienie racionalnych Bézierovych kriviek a tzv. NURBS,
ktoré umoziujiu generovat klasické geometrické prvky ako gula, valec, kuzelosecka
a podobne. Ich vyhodou je totiz moznost popisat zlozité tvary pomocou malého
mnozstva dat, ktoré sa Tahko hlad4 intuitivne. Dnes st uZz sucastou takmer kazdého
grafického programu a ich komer¢né vyuzite v praxi je rozsiahle. Vdaka zaujimavym
vlastnostiam tychto kriviek v tejto oblasti stéle prebieha vyskum.

Aky vyznam mé Minkowského geometria ukazal Albert Einstein, ked v roku 1905
sformuloval Specialnu teodriu relativity. Tato ako matematicky aparat vyuzivala prave
Minkowského neeuklidovskil geometriu. Fyzika tak nasla jednotnu teoriu vysvetlu-
jucu vysledky pokusov a myslienok J. Maxwella, H. Lorentza, G. Fitzgeralda a inych,
ktoré sa javili ako protichodné k zakonom dovtedy znédmej Newtonovej klasickej
mechanike. Fyzika sa tak zacala uberat novym smerom a vyskum v tejto oblasti je
stale zivy.

Vzhladom na vyznam oboch spomenutych matematickych nastrojov sa Coraz Cas-
tejsie objavujua prace, ktoré skiimaji vlastnosti kriviek v Minkowského priestore,
Specialne aj vlastnosti Bézierovych kriviek.

Cielom tejto prace je skimat vybranu vlastnost Bézierovych kriviek v Minkow-
ského priestore a pokiusit sa odvodit nutné, resp. postacujice podmienky. Tiez ich
porovnat s aktuélnou literaturou publikovanou v tejto oblasti.

Vyskum v tejto préaci je obmedzny len na trojrozmerny Minkowského priestor,
nakol'ko tento sa da lahSie predstavit a teda zistené skutocnosti mozno priblizne



Uvod

vizualizovat pomocou euklidovskej geometrie. Co sa tyka Bézierovych kriviek, pracu-
jeme len s krivkami druhého stupna, ¢o na ozrejmenie vztahov pre jednoduchost
stacl.

Struktira prace je nasledovné. V prvej kapitole st spomenuté niektoré vyznamné
vysledky a prace z oblasti studia Bézierovych kriviek, Minkowského priestoru a ich
aplikacie. Tiez st tu ozrejmené zékladné definicie a tvrdenia z oboch oblasti. V d'alsej
kapitole je sktimana tzv. vlastnost priestorovosti. Je tu sformulovand konkrétna
tloha pre Bézierovu krivku druhého stupna, pricom v jednotlivych podkapitolach st
opisané rozne pristupy k najdeniu rieSenia. Ktoré sa nakol'ko priblizilo k samotnému
rieSeniu, ich vyhody, nevyhody a tiez ich vyuZitelnost je opisané v nasledujice;j
kapitole. Zaverecna kapitola obsahuje vyhodnotenie dosiahnutych vysledkov, ako aj
moznost dalsieho rozsirenia prace. Samostatnu kapitolu tvori popis softvérovej pod-
pory, ktora bola vytvorena jednak za uc¢elom ziskat zakladny prehlad ako asi vyzera
hl'adané rieSenie a tieZ za ucelom verifikacie dosiahnutych vysledkov.



Kapitola 1

Teoretické zaklady

V tejto kapitole st popisané a dokézané zakladné vlastnosti Bézierovych kriviek v
euklidovskom priestore. f)alej je tu vysvetlené, ¢o je Minkowského priestor, jeho
zakladné vlastnosti a odlisnosti oproti euklidovskému priestoru. Tiez sa opisuje ako
sa zmenia niektoré vlastnosti kriviek z oblasti diferencialnej geometrie po prechode
z euklidovského priestoru do Minkowského priestoru.

1.1 Bézierove krivky v euklidovskom priestore

Bézierove krivky su polynomické krivky konstruované pomocou Bernsteinovych po-
lynémov a tzv. riadiacich vrcholov. Ako aproximac¢né krivky sa pouzivaju pri dvoj-
rozmernom a trojrozmernom geometrickom modelovani.

Definicia 1 (Bézierova krivka). Bézierovou krivkou stupiia n nazyvame polynomické
zobrazenie b : I — R?, dané predpisom: b (t) = >_"" B (t)b; pre t € I C R. Body
b; € R4 kde i € {0,...,n} nazyvame riadiacimi vrcholmi (obr. 1.1), polynémy
B (t), kde i € {0,...,n} st Bernsteinove polynémy stupia n. Cislo ¢ nazyvame

parameter krivky.

Poznamka 1.1.1. Pod I najcastejSie rozumieme interval [0, 1], pretoZe Bernsteinove

polynomy BP (t) = (7)t* (1 — )", kdei € {0,...,n} si nad nim nezdporné. Aviak

Bézierove krivky sa daji vyjadrit nad lubovolnygm intervalom [a,b], kde a,b € R

pouZitim modifikovaniyjch Bernsteinovyjch polynomov, pricom plati vztah Bqa,b} (t) =
o] (=2), kde t € [a, b].

Bézierove krivky maju nasledujice vlastnosti, [Cha09].
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Obr. 1.1: Bézierova krivka stupna n = 4.

2% b,
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Obr. 1.2: Bézierova krivka stupiia n = 3. Vidiet, ze b(0) = by a b(1) = bs.

be

Veta 1.1.2 (Interpolacia koncovych bodov). Plati, Ze b(0) = by a b(1) = b,,
obr. 1.2.

Dokaz.

Veta 1.1.3 (Konvexny obal riadiacich vrcholov). Bézierova krivka lezi v konvexnom

obale svojich riadiacich vrcholov, obr. 1.3.

Doékaz. Bod A lezi v konvexnom obale bodov Ay, ..., Ag, ak sa da napisat ako: A =
apAo + ... + apAy, kde a; > 0 pre Vi € {0,...,k} a navyse Z?:o a; = 1. Nech = €
b(t), potom existuje ty € [0, 1] také, Ze b (ty) = x. Pre Bernsteinove polynémy plati,
ze Bl'(ty) > 0 pre Vi € {0,...,n} a pre ¢y € [0,1] a navySe > . B'(ty) = 1. Takze
potom bod z = b(tg) = > i, Bl'(to)b; lezi v konvexnom obale riadiacich vrcholov
bo, - - ., by. Kazdy bod = € b (t) potom vieme napisat ako konvexnu kombinaciu bodov

bo, ..., b, a cela krivka lezi v konvexnom obale svojich riadiacich vrcholov. O

4
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Obr. 1.3: Bézierova krivka lezi v konvexnom obale svojich riadiacich vrcholov.

Obr. 1.4: Bézierova krivka je afinne invariantna. Bézierova krivka b” (¢) vznikla z
b (t) otoCenim, krivka b’ (¢) posunutim.

Veta 1.1.4 (Afinna invariantnost). Bézierova krivka je afinne invariantnd, t.j. ak
zobrazime Bézierovu krivku z priestoru A% (R) afinngm zobrazenim f : A¢(R) —

AP (R), vysledkom bude Bézierova krivka v priestore AP (R) s riadiacimi vrcholmi

f(bo),-..,f(by), obr. 1.4.

Doékaz. PreTubovolnu afinnu transformaéciu f plati, ze f (Zf:o aiai> = Zf:o a; f (a;)
pre k >0, ag, ...,a; € R, kde Zf:o a;a; je linearna kombinacia, teda Zf:o o; = 1.
Vdaka vlastnosti Bernsteinovych polynémov, ze > . B*(t) = 1 plati dokazované

tvrdenie. O

Veta 1.1.5 (Derivacia). Plati, Ze 40 (t) = n S0 BrTL () Aby, kde Ab; = by — by,
obr. 1.5.
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Obr. 1.5: Dotykovy vektor k Bézierovej krivke stupna n = 2 v t = % Plati, ze

db( ) [(1——)(51 bo)+%(52—b1)].

Dokaz.

d d n _ d . . n—1 n—1
dtb( )= dt ZBz’ (t) b; = Z EBz‘ (t) b = — n [Bi—l (t) — B; (tﬂ bs

i=0 =0

~.

=n{[B"T" (t) = By~ ()] bo + [By ™' (t) = By ()] bt
+...+ Bl (t) = BN (1)] ba}

n—1
= nz B () (biga — bi)
i=0
n—1
=nY B (t)Ab
i=0

Poznamka 1.1.6. Matematickou indukciou vzhladom na k sa dd ukdzat, Ze
d" —k( k
b =n. (n—k+1 ZB t) Ak,

kde AFb; =375 (5) (1) by

Veta 1.1.7 (Prerozdelenie). Nech Bézierova krivka b(t) je urcend riadiacimi vr-
cholmi by, by, by. Ak rozdelime Bézierovu krivku v bode uréenom parametrom t = %
dostaneme dve Bézierove krivky b' (t) a b” (t), obr. 1.6. Riadiace vrcholy krivky b’ (t)
st by, 3bob1, b(3) a riadiace vrcholy krivky V' (t) st b(3), 2b1ba, bs.
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Obr. 1.6: Ak rozdelime Bézierovu krivku v bode uréenom parametrom t =
dostaneme dve Bézierove krivky ' (¢) a b” (t).

o=

1.2 Minkowského priestor

Nasledovny text je vytvoreny podla [DENO91| a [Z1a09].

Definicia 2 (Pseudo-euklidovsky priestor). Pseudo-euklidovsky priestor (ozn. R}),
kde n,p € N je n—rozmerny reilny vektorovy priestor, v ktorom je definovany
pseudo-skalarny sicin nasledovne: (Z,7) = > P vy — Y5, 11 7jY;, kde T =

(Ila"wxn)ay: (y17"'7yn) S ]R;L
Veta 1.2.1 (Vlastnosti pseudo-skalarneho sucinu). Pseudo-skaldrny siucin je zo-
brazenie (.,.) : R} x R} — R, ktor¢ md pre 7,7,Z € R} a o € R nasledugiice
vlastnosti:

1. Bilinedrnost: (o +79,z) = a(T,Z) + (Y, Z),

2. Symetrickost: (T,z) = (Z,T),

8. Nedegenerovanost: ak (T,Z) = 0 pre vsetky Z € R}, potom T = 0.

Definicia 3 (Kolmé vektory). Hovorime, Ze vektory T,y € R} st kolmé, ak (7,7) =
0, obr. 1.7.

Definicia 4 (Pseudo-norma, pseudo-vzdialenost). Pseudo-normou (alebo pseudo-
vzdialenostou) vektora T = (z1,...,2,) € R? nazvyvame &islo ||Z|| takeé, ze [|z||* =

(T, 7).

Poznamka 1.2.2. Pseudo-skaldrny sucin nie je pozitivne definitng ako to bolo v
euklidovskom priestore, nedegenerovanost je slabsia podmienka. Preto pseudo-norma

vektora v pseudo-euklidovskom priestore mozZe byt aj zdapornd.
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Obr. 1.7: Majme priestor R?. Vektory 7 = (1,0) a 5 = (0, 1) st kolmé. Vektor u =
(1,1) je kolmy s vektorom Z = (—1, —1), av8ak nie je kolmy s vektorom v = (1, —1).

Definicia 5 (Pseudo-kartezidnska stustava suradnic). Pseudo-kartezidnskou stistavou
stiradnic priestoru R} nazyvame sistavu suradnic, ktorej stradnicové osi zy, ..., z,
st navzajom kolmé a pretinaji sa v jednom bode O. Tento stiradnicovy systém ozna-
¢ujeme S(O, x1,...,2,). Osi 21,...,T,—, nazyvame priestorové, osi Tp_pi1,...,Tn

c¢asové.

Definicia 6 (Minkowského priestor). Minkowského priestor je pseudo-euklidovsky
priestor, kde p = 1, teda priestor R}.

Poznamka 1.2.3. Vo fyzike sa pouZiva Minkowského priestor R, nazjvany aj ca-
sopriestor, kde prvd suradnica reprezentuje casovi zloZku a zvysné tri reprezentuju
polohu v priestore. Vzhladom na fyzikdlnu interpretdciu Minkowského priestoru sa
tu pouZiva pseudo-kartezidnsky siuradnicovy systém S(O, xq, 1, Ta, x3), kde sa prvd
sturadnica xo oznacuje aj ako xo = ct, kde t vyjadruje ¢as a c je konstanta zodpoveda-

juca rijchlosti svetla vo vakuu.

Definicia 7 (Priestorovy, ¢asovy a svetelny vektor). Nech vektor 7 = (z1,...,2,) €
RY. Ak (Z,7) > 0 (resp. < 0), T nazyvame priestorovy (resp. ¢asovy) vektor. Ak

(z,7T) = 0, hovorime, Ze T je svetelny vektor.

Definicia 8 (Priestorovy, ¢asovy a svetelny bod). Nech bod z = (z1,...,x,) € R}.
Nech S(O,zy,...,z,) je pseudo-kartezidnska sustava suradnic v tomto priestore.
Oznaéme 7 jeho polohovy vektor = Ox. Hovorime, e bod je priestorovy (resp. ¢a-
sovy alebo svetelny), ak jeho polohovy vektor je priestorovy (resp. ¢asovy alebo

svetelny), obr. 1.8.
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Obr. 1.8: Pripad (a) znazoriije priestor R?. Bod A je ¢asovy (pre jeho stradnice
plati 22 — 23 < 0), bod C' je svetelny (22 — 23 = 0) a body B a D st priestorové
(22 —22 > 0). Pripad (b) znazorije priestor R?. Bod B je ¢asovy, bod C je svetelny
a body A je priestorovy.

Definicia 9 (Svetelny kuzel, jednotkové pseudo-gulova plocha). Vsetky svetelné
vektory (také, ktorych velkost je nulova) tvoria tzv. svetelny kuzel. Vnutri svetel-
ného kuzela sa nachadzaju casové vektory, mimo kuzela priestorové. Nech B} =
{zeR:af+. . 422 —22<1}adBy={zecR}:a?+.. 422 | —zl=1}
Mnozinu B} nazyvame jednotkovou pseudo-gulou a mnozinu 9B} jednotkovou pseu-

do-gulovou plochou, obr. 1.9.

Poznamka 1.2.4. Ak budeme dalej v texte hovorit v Minkowského priestore o vzdia-

lenosti, mdme na mysli pseudo-vzdialenost.

V euklidovskom priestore tvoria body rovnako vzdialené od zaciatku siradnicovej
sustavy gulovi plochu s polomerom r rovnym velkosti vektora tvoreného bodom
a zaciatkom stradnicovej ststavy (r > 0). Teda v R? je to kruZnica s rovnicou
2 + 23 = r?, v R? je to gulova plocha s rovnicou z% + z3 + z3 = r?. V Minkow-
ského priestore takéto body tvoria hyperboloid. V priestore R? tvoria asové body,
ktoré maju rovnaka druht mocninu vzdialenosti od zaciatku suradnicovej ststavy,
rovnoosi hyperbolu s rovnicou 2% — z3 = r?. Priestorové body, ktoré maji rovnaki
druht mocninu vzdialenosti od zaciatku suradnicovej stustavy, tvoria rovnoosu hyper-
bolu s rovnicou z3—z3 = —r?. V Minkowského priestore R? takéto ¢asové body tvoria
dvojdielny rota¢ny hyperboloid s rovnicou x? + 22 — 2 = —r? a priestorové tvoria
jednodielny rota¢ny hyperboloid s rovnicou % + x3 — x2 = r?. Hyperboloid tvoreny
¢asovymi bodmi lezi vnutri svetelného kuzela, hyperboloid tvoreny priestorovymi
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Obr. 1.9: Pripad (a) znazoriiuje priestor R?, jednotkovou gulovou plochou je jed-
notkova kuznica s rovnicou z? + x3 = 1. Pripad (b) znazoriije priestor R?, jed-
notkovou pseudo-gulovou plochou je hyperbola s rovnicou x? — x2 = 1, svetelny
kuzel tvoria dve priamky splhajice 22 — 22 = 0. Pripad (c) znazorfiuje priestor
R3, jednotkova gulova plocha ma rovnicu z3 + 22 + 22 = 1. Pripad (d) znazoriuje
priestor R?, jednotkovou pseudo-gul'ovou plochou je rota¢ny hyperboloid s rovnicou
x? 4+ 23 — 22 = 1, svetelny kuZel ma rovnicu z3 + 2% — 22 = 0.

10
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Obr. 1.10: Pripad (a) znazoriuje body rovnako vzdialené od zaciatku siradnicovej
ststavy v euklidovskom priestore. Tvoria gulovti plochu s rovnicou 2% +x3+ 23 = r?,
kde r > 0. Pripad (b) znazoriuje body v Minkowského priestore, ktoré maju rovnaku
druht mocninu pseudo-vzdialenosti od zaciatku stradnicovej stistavy. Casové body
tvoria dvojdielny rotacny hyperboloid s rovnicou x? + x3 — 22 = —r?, priestorové
body tvoria jednodielny rota¢ny hyperboloid s rovnicou z% + 22 — 22 = r? kde

reR—{0}.

bodmi lezi mimo svetelného kuZela, ktory ma v R? rovnicu z? + 23 — 22 = 0,

obr. 1.10.

Poznamka 1.2.5 (Lobacevského geometria). Autorom hyperbolickej geometrie je
rusky matematik Nikolaj Ivanovic Lobacevskij, ktory ako prvy objavil geometriu ne-
splitajicu piaty Euklidov postuldt. Islo tak o prvi neeuklidovski geometriu, ktord
vyriesila problém, ¢i je mozné dokdzat piaty Fuklidov postuldt pomocou predchddza-

Jucich styroch.

1.2.1 Lorentzove transformacie

Majme v R} dve pseudokartezianske stradnicové systémy S a S’. Lorentzove trans-
forméacie ndm hovoria o tom, aké siradnice bude mat bod x € S v stiradnom systéme
S’, ¢ize v akom vztahu s navzajom S a S’. V klasickom euklidovskom priestore
R* (kde ako §tvrty rozmer vezmeme ¢asovii os a za zvysné tri rozmery stradnice
priestoru) nam o vztahu medzi dvoma siradnicovymi systémami S(t,zq,x2,z3) a
S'(t', !, o, x4) hovoria Galileove transformaécie.

11
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t=1t
v =12, —d
To = I,
T3 = a4

Cize d nam vyjadruje posunutie systému S’ oproti systému S v smere osi x1. Z
fyzikalneho vyznamu d = vt, kde v je vzajomna konstantna rychlost priestorov S a
S’ v smere osi 2.

Lorentzove transformacie sii ekvivalentom Galileovych transformacii v R}. Majme
v Rf systéem S(O, zg, 1, 29, x3) a S'(O, zp, o), b, 24). Hladame také transformacie
o Rl = R} 7e ¢(0) = O a (7,7) = (p(T),¢(T)) pre kazdé T € R}. Inymi
slovami tieto transformécie fixuju zaciatok stistavy suradnic a zachovavaja Minkow-
ského metriku.

Pre jednoduchost a bez ujmy na vSeobecnosti (|[DFN91|) mozno predpokladat,
ze Ty = 4 a x3 = x4. DA sa tiez ukazat, Ze zvy3né rovnice musia mat nasledujici
tvar

xo = axy+ bxy +e
T = cxy +dey + f

alebo maticovym zapisom 7 = Mz’ + u, kde

() w=(ea) 7= () === (7)

Takymto transformaciam, kde M aj w sa lubovolné, hovorime nehomogénne
Lorentzove transformdcie alebo Poincarého transformdcie. Tvoria grupu P vzhladom
na skladanie zobrazeni (dokaz v [Nk87]), ktorta nazyvame Poincarého grupou. Tieto
transformécie sa javia ako transformacie rotacii a posunutia v tomto pseudo-euklidov-
skom priestore. Z toho dovodu sa nazyvaju aj nehomogénne pseudo-ortogonalne
transformécie.

KedZe chceme fixovat zadiatok ststavy stradnic (¢ (O) = O’), musi byt uw = 0.
70 zachovania Minkowského metriky dostavame:

2 2 2 2 2,12 ro 2,12
Xy — X — Ty — T3 = a"xy + 2abryx] + by —
2, .12 r o 2,2
—cxy — 2cdrgry — dry —
2 _ 2
Ty T3

= (a® — ) xl + 2(ab — cd)z)x), + (b* — d*)a? — 2} — 2
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a chceme, aby sa to rovnalo zf — 2 — %2 — 22

Z toho dostavame: a®> —c? =1, ab—cd =0, b*> — d?> = —1.
KedZe a # 0, méZeme zaviest substittciu # = ¢ a dostaneme

1 + B
Teda matica M’ = ( CCL 2 ) bude mat tvar M’ = + \/16_ " i\/lf >
Vieg 1

Pouzitim parametra ¢ tak, ze # = tanh 1 dostaneme

;L coshvy +sinhy
M= i( sinhvy = cosh ) ' (1.1)

Zostava len urcit, ktora zo Styroch moznosti je spravna, a potom matica Poinca-
rého transformacif v R} ma tvar

My My 00
_ | Mip My 00
M=1"%9 "0 10
0 0 01

Poznamka 1.2.6. Matica M’ je maticou hyperbolickijch rotdcii o uhol ¢ v R2,
obr. 1.11. Kazdd takdto rotdcia zabezpeci, Ze mnoZina takyjch bodov x, Ze |x|* =k,
kde k € R sa zobrazi sama na seba. V grupe tvorenej mnoZinou R? s operdciou otoce-
nia okolo zaciatku suradnicovej sustavy je orbitou kaZdého bodu kruznica. Orbitdlny
rozklad mnoZiny R? je potom Ry . Podobne v grupe tvorenej mnozinou R? s operdciou
hyperbolického otocenia okolo zaciatku siuradnicovej siustavy je orbitou kazZdého bodu

hyperbola. Takijto orbitdlny rozklad mnoZiny R? je izomorfny s Ry .

Vyssie sme popisali ako vyzeraji nehomogénne Lorentzove transformacie. Kedze
sme uréili, Ze @ = 0, hovorime uz o podmnozine homogénnych Lorentzovijch trans-
formdcii. Tieto transformaécie tiez tvoria grupu, ktort nazyvame vseobecnou Lorent-
zovou grupou L. Nasa M patri do tejto mnoziny. Homogénne Lorentzove trans-
formacie zachovavaju pseudo-skalarny sucin. VSeobecna Lorentzova grupa sa ozna-
¢uje aj O(3,1), pretoze je to grupa pseudo-ortogonalnych transformécii v pseudo-
euklidovskom priestore R}. Da sa ukéazat (vidiet zo vzfahu 1.1), Ze determinant
takych matic je =1 a pre prvy élen plati (My)®> > 1. Z toho vidiet, ze Lorent-
zova grupa L = O(3,1) nie je spojitou grupou, ale sa rozpadéa na Styri disjunktné
podmnoziny transformacii (obr. 1.12). Kazdua podmnoZinu méZeme charakterizovat

13



Minkowského priestor Teoretické zaklady

X2

A

‘fﬁ’l A X1

)

Obr. 1.11: Otocenie o uhol ¢ v Minkowského priestore R?. Bod A’ = [a}, a}] vznikol
z bodu A = [ay, as] otoenim o uhol 9. Plati, ze a? — a3 = a}? — af = k.

jednou z nasledujicich styroch matic, pricom plati, Ze matice v8etkych transformécii
patriacich do danej mnoziny st s iou podobné:

1. jednotkova matica

1000
0100
E = 0010 | kde (det £ =1, ego > 1),
0001
2. matica priestorového zrkadlenia
1 0 0 O
0 -1 0 0
P = 0 0 1 0 s kde (detP = —]., Poo > 1),
0o 0 0 -1
3. matica ¢asového zrkadlenia
-1 0 0 0
0 100
T= 0 010 , kde (det T = —1, tgo < —1),
0 0 01
4. matica priestorocasového zrkadlenia
-1 0 0 0
0O -1 0 O
PT = o o0 -1 0o |’ kde (det PT = 1, ptoo < —1).

o 0 0 -1

Vsetky matice patriace do mnoziny reprezentovanej maticou E oznacujeme Lp.
Tieto transformécie opéat tvoria grupu, ktora volame vlastnd Lorentzova grupa. Do
grupy Lg patria Specidlne Lorentzove transformdcie (tvoria podgrupu), zovseobec-
nené Lorentzove transformdcie (netvoria podgrupu) a mnozinu, ktorda predstavuje
vlastné rotacie suradnic obycéajného trojrozmerného priestoru (tvoria podgrupu). Os-
tatné mnoziny matic (Lp, Ly, Lpr) netvoria podgrupy, lebo neobsahuju jednotkovi
maticu. Podgrupa Lg je najmensia invariantna a tiez najvacsia spojita podgrupa

14
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vlastna
Lorentzova

G G G Ge,p Geer Opip

gpecialne zovseobecnené vlastné ortochronna
Lorentzove Lorentzove rotacie Lorentzova
transformacie transformacie grupa

Obr. 1.12: Graf znazornhujuci rozpad Lorentzovej grupy. Tucnou st vyznacené
mnoziny, ktoré opat tvoria grupu vzhladom na operaciu skladania zobrazeni.

vSeobecnej Lorentzovej grupy L. Viacsie podgrupy L dostaneme spojenim jednej z
mnozin Lp, Ly, Lpr s mnozinou Lg (keby sme spojili dve mnoziny s Lg a urobili
uzéaver vzhladom na operéciu skladania, uz dostaneme celt L). Za najdolezitejsiu in-
variantni podgrupu L povazujeme grupu, ktora vznikne zlicenim Ly a Lp. Nazyva
sa ortochronnd Lorentzova grupa. Jedna sa o grupu pseudo-euklidovskych transfor-
mécii, ktoré nemenia smer plynutia casu.

Ako uz bolo aj vysSie spomenuté, naSa skimana matica M bude patrit do
mnoziny Lg. PretoZze ak sa rychlost v, ktorou sa pohybuje systém S’ v kladnom
smere osi x; vzhladom na systém S, blizi k nule, matica M by mala byt jednotkovou
maticou (aby islo o identitu).

Ak M méa patrit do mnoziny matic charakterizovanych jednotkovou maticou,

coshdysinhy ) a nasledne

2 . ]
spravna matica M’ = ( sinht)  cosh )

coshy sinhy 0 0

| sinhy¢ coshy 0 0O
M= 0 0 10
0 0 0 1
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Povodny systém

sa potom zmeni na

To = axg + bay

ry = cxg + day
/

.172:.132,

T3 = 24

ct = ct' cosh ) + ) sinh ) |
x1 = ct’ sinh ) + x cosh ) |

X2

/
_x27

T3 = .

Pre zaciatok stradnicovych osi O' v x} = 0 plati

Ak predelime prvi rovnicu druhou a uvedomime si, ze %

¢ = tanh.

ct = ct’' cosh1) |

x1 = ct’'sinh) |
/

(L’g = 5132 ;

T3 =Ty .

= v, dostavame

Odtial cosh®y) = ——— a sinhy = % (podrobne v [Z1a09]).
J1-% -4

Substittciou dostévame

T

T2

xs

Dosledky:

C
Specidlne Lorentzove transformdcie

v 1
- (+(@)) 7= 2
2
= (x] +ot) =, (1.3)
T2
= a, (1.4
_— (1.5

1. Pre rychlosti v malé v porovnani s rychlostou svetla ¢ (¢ < 1) plati, ze £ — 0
a teda Lorentzove transformécie daju limitne rovnaké vysledky ako Galileove

16
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transforméacie. AvSak pri rychlostiach, ktoré st porovnatelné s rychlostou svetla,
déavaju tieto dva pristupy absoltutne odlisné vysledky.

2. Skracovanie dlzky.

3. Dilatéacia c¢asu.

1.2.2 Diferencidlna geometria kriviek

Podobne ako sme rozdelili body a vektory na priestorové, svetelné a casové, daju sa
rozdelit aj krivky. Pri tomto deleni existuji dva pristupy. Jeden je zamerany na body
samotnej krivky, druhy na jej dotykové vektory. Uvedieme obe definicie delenia.

Definicia 10 (Priestorova, ¢asova, svetelné krivka). Hovorime, Ze krivka je priesto-
rova (resp. Casova, svetelnd) v bodovom Minkowského priestore, ak kazdy jej bod je

priestorovy (resp. ¢asovy, svetelny).

Definicia 11 (Priestorova, ¢asova, svetelna krivka). Hovorime, Ze krivka je priesto-
rovéa (resp. asova, svetelnd), ak dotykovy vektor v kazdom jej bode je priestorovy
(resp. ¢asovy, svetelny).

Vzhl'adom na to, Ze pseudo-skalarny sucin v Minkowského priestore sa od skalér-
neho suc¢inu v euklidovskom priestore podstatne 1iSi, zmenia sa aj vlastnosti kriviek
s nim savisiace. Spomenme napriklad Frenetove vzorce, popisané v [KJ06].

Uvazujme krivku c(s) € R3, ktora je hladkd a regularna. Aby sme sa vyhli
inflexnym bodom, nech vektory prvej a druhej derivacie ¢ (s),c” (s) st linedrne
nezavislé pre vsetky s.

Vektory £ (sq),7 (s0),b (s0) stt jednotkové vektory Frenetovho trojhranu v bode
¢ (sp), teda vektory leziace na doty¢nici, hlavnej norméle a binormale krivky ¢ (s).
Nech & (sg) a 7 (sp) st krivost a torzia krivky v bode ¢ (sg).

Rozlisujeme tri pripady podla toho, ¢i je krivka c (s) priestorova, svetelna alebo
¢asova v zmysle definicie 11:

1. ¢(s) je Casova, ¢ize (¢’ (s),d (s)) <0
Nech ¢ (s) je parametrizovana prirodzenou parametrizaciou, teda ||¢’ (s)
—1. KedZe krivka je ¢asova podla definicie 11, vektor ¢ (s) je casovy. Plati, Ze

||2_

<f (s),T (s)> = 0, a teda vektor 7 (s) je vidy priestorovy. Frenetove vzorce

maji potom tvar
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2. ¢(s) je svetelna, ¢ize (¢ (s),d (s)) =0
To znamena, Ze <f’ (s),1" (s)> = 0 a teda £’ (s) je priestorovy vektor (keby
bol pre nejaké s svetelny, bod ¢ (s) by bol inflexny). Nech ¢ (s) je parametri-

zovand tzv. pseudo prirodzenou parametrizéaciou, ¢ize ||¢” (s) ||* = 1. Vektory
t(s),b(s) su svetelné. Frenetove vzorce potom maju tvar

3. c¢(s) je priestorova, ¢ize (¢ (s),c (s)) >0
Nech ¢ (s) je parametrizované prirodzenou parametrizaciou, teda ||’ (s) [|* = 1.
Vektor 7 (s) je priestorovy. V zavislosti od toho, aky bude vektor ¢ (s) moZeme
rozligit nasledujuce pripady:

(a) ak vektor ' (s) je Gasovy alebo priestorovy, Frenetove vzorce maju tvar

T(s)=r(s)m(s),
' (s) = —

=—(n(s),n(s) K (s)t(s) +7(s)
V(s)=7(s)m(s).

fapl

(s),

(b) ak vektor Z (s) je svetelny v izolovanom bode, hovorime o tzv. Minkovského
inflexnom bode, ak je svetelny na celom intervale, o tzv. inflexnom seg-
mente. Vektory 7 (s),b(s) st svetelné. Frenetove vzorce na inflexnom
segmente maju tvar

Plati, Ze priestorova krivka ¢ : I — R? ma inflexny bod v sy € I prave vtedy,
ked ||c’ (so) x " (s0)||* = 0. Dokaz v [KJ06].

V euklidovskom priestore krivka lezi v rovine prave vtedy, ked 7(s) = 0 pre
kazdé s € I, ¢ize jej torzia je v kazdom bode nulova. V Minkowského priestore je
vsak toto nutnou alebo postacujicou podmienkou toho, aby krivka lezala v rovine.

Na jednej strane sa da ukazat, ze krivka leziaca v svetelnej rovine pozostava iba z
Minkowského inflexnych bodov, ¢iZze lezi v rovine bez toho aby mala nulovi torziu.
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Jej krivost sa formalne vy¢isli na 1 a jej torzia prevezme tlohu krivosti. Takéto
krivky zodpovedaji prikladu 3b Frenetovych vzorcov.
Na druhej strane, pre krivky s nulovou torziou plati, nasledovna veta (dokaz v

[KJO6]).

Veta 1.2.7. Ak md krivka c(s) € R} nulovi torziu, potom bud’ leZi v rovine, alebo

je podobnd tzv. W-null-cubic w (s) = ﬁi (65 — s3,3v/252,65 + s%).

Poznamka 1.2.8. Pod pojmom podobny sa v Minkowského geometrii mysli zhodngj

az na Lorentzove transformdcie, posunutie a Skdlovanie.

1.3 Bézierove krivky v Minkowského priestore

Definicia Bézierovych kriviek v Minkowského priestore je velmi podobné ako v eu-
klidovskom priestore.

Definicia 12 (Bézierova krivka v Minkowského priestore). Bézierovou krivkou stupna
n nazyvame polynomické zobrazenie by, : I — RY dané predpisom: by (t) =
St o Br(t)b; pre t € R. Body b; € R{, kde i € {0,...,n} nazyvame riadiacimi
vrcholmi, polynémy B} (), kde ¢ € {0,...,n} st Bernsteinove polynémy stupna n.

Cislo ¢ nazyvame parameter krivky.

Poznamka 1.3.1. Dd sa ukdzat, Ze takto definované Bézierove krivky budi mat opdt
vlastnosti vyplyvajuce z viet 1.1.2, 1.1.8, 1.1.4, 1.1.5, 1.1.7.

V ¢lanku [Geo08| st popisané niektoré vlastnosti priestorovych Bézierovych kriv-
iek v R?, pricom autor vyuZiva definiciu 11. Uvedme niektoré z nich.

Veta 1.3.2. Nech by (t) = >, Bl (t) b; je Bézierova krivka v Minkowského pries-
tore. Ak si vektory Ab; = by — by pre @ € {0,...,n— 1} priestorové, potom je

by (t) priestorovd.

Veta 1.3.3. Nech 7r; : R — R, kde i = 1,2,3 je také, Ze pre T = (v1, 79, 13) € R}
plati 7; (T) = x;. Nech by (t) je Bézierova krivka v RY. Ak plati, Ze m (Ab;) =
7o (Ab;) alebo w1 (Ab;) = w5 (Ab;) prei € {0,...,n — 1}, potom by (t) je priestorovd

a nie je requldrna.

Veta 1.3.4. Ak je Bézierova krivka by (t) priestorovd, potom su vektory Aby =

by — by a Ab,_1 = b, — b,_1 priestorové.
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Désledok 1.3.5. Priestorovd Bézierova krivka by (t) s riadiacimi vrcholmi by, . . ., by,

kde n > 3 je uzavretd, ak by = b, a by je v strede segmentu [by, b, 1].

Definicia 13 (Pseudo-vektorovy sucin). Pseudo-vektorovym sucinom nazyvame
bin4rnu operaciu ¢ : R} x R — R? taku, 7e ak T = (2, 19, 23) , 7 = (y1, 2, y3) € R3

tak ¢ (7,7) =T X Y = (vay3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, —T1Y2 + T2Y1).
Veta 1.3.6. Nech by, (t) je priestorovd Bézierova krivka. Definujme funkcie
Q1 (t) = (b (t), by (1)),

Q2 (1) = (b () x by (2) , by () X by (1))
Qs (t) = (b (1) x by (2), by (1)) -

Ak by (t) je reguldrna pre nejaké to € [0,1], potom pre krivost a torziu Bézierovej

krivky v bode ty plati

L
(\/ o (to))
Qs (to)

T (ty) = Qs (ho)



Kapitola 2

Podmienka priestorovosti

V tejto casti hladame nutné a postacujice podmienky pre riadiace vrcholy Bézierovej
krivky druhého stupna tak, aby bola priestorova v zmysle definicie 10. Budeme pra-
covat v trojrozmernom Minkowského priestore. Na zaciatku odvodime nutné pod-
mienky pre jej krajné riadiace vrcholy. Dalej budeme predpokladat, Ze krajné ria-
diace vrcholy st pevne dané a v zéavislosti od nich budeme skimat podmienky pre
stredny riadiaci vrchol. Uvedieme tri rozne pristupy k ich ziskaniu, pricom kazdy
bude mat svoje vyhody a nevyhody.

2.1 Nutné podmienky pre krajné body

Majme Minkowského priestor R3. Vezmime Bézierovu krivku druhého stupiia s ria-
diacimi vrcholmi A, C' a B v tomto poradi, ozn. bacp (t).

Ozna¢me A = [ay, as, az] a B = [by, by, bs]. Aby bola Bézierova krivka priestorova,
musi byt podla definicie 10 kazdy jej bod priestorovy. Podla vety 1.1.2 body A a B
patria krivke, a teda musia byt priestorové. Preto ich stradnice musia spliiat nutné
podmienky

a:+a3—a; >0, (2.1)
b +b5—b3>0. (2.2)

2.2 Stredny riadiaci vrchol
Nasli sme nutné podmienky pre zaciatocny a koncovy riadiaci vrchol Bézierovej

krivky. Nech teda A, B st pevne dané a splhaji podmienky (2.1) a (2.2). Hladajme
podmienky pre stredny riadiaci vrchol C'.
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Obr. 2.1: Od polohy bodu C' zavisi natocenie roviny p. Od natocenia p zavisi utvar
vytaty na svetelnom kuzeli.

KedZe Bézierova krivka druhého stupna je ¢astou paraboly, bude lezat v rovine,
ozna¢me ju p. Tato rovina p = A + tv + sw, kde t,s € R je uréend bodom A a
vektorom T = AB, ktoré pozname a vektorom w = AC, ktory nepozname. Podla
toho ako sa bude menit bod C, bude sa otacat tato rovina okolo osi AB. Na svetel-
nom kuzeli p vytne elipsu, parabolu alebo hyperbolu (dalej len kuzelosecku K) ako
vidiet na obr. 2.1.

Poznamka 2.2.1. V Specidlnych pripadoch moze byt vytatym ttvarom bod (vrchol
kuzela), priamka (p je dotykovou rovinou ku kuZelu) alebo dve priamky (ak os x3 € p
). Tieto pripady popiseme zvldst, ked zistime ako vyzeraji hladané podmienky pre

elipsu, parabolu a hyperbolu.

Aby bola Bézierova krivka bacp (t) priestorova, musi kazdy jej bod lezat mimo
svetelného kuzela. Teda v zavislosti od natocenia p mimo vytatej elipsy, resp. para-
boly alebo hyperboly. Stac¢i vyriesit tilohu v rovine p pre jednotlivé typy kuzel oseciek
a nasledne previest do celého priestoru. Nasleduje niekol'ko pristupov k rieseniu tohto
rovinného problému. Odteraz budeme pracovat v lokdlnych siradniciach roviny p,
v pseudo-kartezianskej ststave suradnic S,(0, z,y). Nech v S,(0O, z,y) st stradnice
riadiacich vrcholov A = [ay, a,], C = [cs, ¢, a B = [by, by].

2.3 Analyticky pristup

V tejto Casti sa snazime vyjadrit podmienky (nutné alebo postacujuce) pre suradnice
bodu C' analyticky. Ak ma Bézierova krivka lezat mimo K, ich prienikom musi byt
prazdna mnozina. Vyjadrime ako vyzera vSeobecny predpis ich priesecnika. Potom
nastavme podmienky tak, aby priese¢nik neexistoval.
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Nech K : ax® + fBry +vy?> + dxz + ey + ¢ = 0, kde a,...,( € R. Bézierova
krivka, kde jedinou neznamou je bod C je uréena rovnicou b(t) = t*(A —2C + B) +
t(—2A +2C) + A, kde t € [0,1]. Odtial dostavame rovnice pre suradnice jej bodov

[b2(2), by (1)]

bx(t) = tz(ax — 2¢c, + bx) + t(_2ax + 201) +ay ,
by(t) = tQ(ay —2¢c, + by) +t(—2ay + 2¢,) + a, .

KedZe priesecnik je bodom Bézierovej krivky, budeme ho identifikovat podla
jeho parametra t. Do rovnice K dosadime Bézierovu krivku a dostaneme

0 = ab’(t) + Bbs(t)by(t) + b2 (1)
+ b, (t) + eby(t) + C .

Tento vyraz chapeme ako polyném v premennej ¢ a mézme ho upravit do tvaru
0 = kat" + kst® + kot® + Kt + ko, (2.3)

kde koeficienty ky, . .., k4 st vyrazy obsahujtce stradnice bodov A, B, C' a parametre
kuzelosecky a, ..., (.

Tento polyném Stvrtého stupiia ma najviac Styri korene (redlne alebo kom-
plexné), ozna¢me ich ty,ts,t3,t,. Ak pre niektoré i € {1,2,3,4} jet; € (0,1) C R
znamené to, Ze Bézierova krivka a K maja spoloény bod b(t;) (vylacili sme para-
metre t = 0 a t = 1, pretoze prisluchaju bodom A, B, ktoré su priestorové). To ale
nechceme, preto musi byt ¢; € (C\ R) U (R \ [0, 1]). Z toho dostavame podmienky

ak t; € R, tak musi byt ¢; < 0 alebo t; > 1, (2.4)

pre vietky i € {1,2,3,4}. Kazdé t; je vyraz, kde jediné nezname su stradnice
bodu C. Podmienky (2.4) teda priamo ur¢uji postacujice a zaroven nutné pod-
mienky pre bod C'. Ked sme v8ak pomocou CAS Maxima vyjadrili korene tq, to, t3, t4,
dostali sme obrovské vyrazy, z ktorych nevieme vyjadrit podmienky na praktické
pouzitie.

Daja sa pouzit len ako rozhodovacie pravidlo, ¢i pre zname A, C, B je bacp (t)
priestorova. Ak totiz pozname A, C, B, vieme zistit parametre kuzelosecky a CAS
Maxima vie vypocitat konkrétne ti, to, t3,t4. Ak platia podmienky (2.4), Bézierova
krivka bacp (t) je priestorova.

Poznamka 2.3.1. Pre niektoré Specidlne pripady sa pomocou podmienok 2.4 poda-

rilo odvodit analytické vyjadrenie nutnych a zdaroven postacujicich podmienok pre bod
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toe L tig
Ta

K(A,B)

Obr. 2.2: Oblast K (A, B) je uréena doty¢nicami ty4,ta4,t15,tep z bodov A, B ku
kuzel osecke.

C. Uvedme priklad. Nech K : 2*+y* =1, A= [-1,0] a B=1,0], kdel > 2,1 € R je
pevne zvolené. Hladajme vhodné C na priamke x = 0. PouZili sme CAS Mazima na
vyjadrenie t1,tq,t3,ts, pricom jedinou nezndmou bolo c,. Podmienky vyzerali nasle-
dovne: ¢, > 2 alebo ¢, < —2. Ak c, spliia tito podmienku, bacp (t) je priestorovd. Ak
ju nespliia, bacy (t) priestorovd nie je. Spravnost vysledku sa dd dokdzat, napriklad

vyuZitim symetrie celého prikladu vzhladom na os y.

2.4 Iterativny algoritmus

Ak nevieme ziskat praktické podmienky pre bod C, chceme aspon pre dané C'
rozhodnut, ¢ je bacp (t) priestorova. V predchadzajucej casti sme uviedli ako sa
to d& pomocou nastroja, ktory vie presne vypocitat korene rovnice stvrtého stupna.
V tejto cCasti sa pokiisime rozhodnit o danom C' bez pouzitia takéhoto nastroja.
Vyuzijeme vetu 1.1.3 a vetu 1.1.7.

V nasledujicom texte budeme predpokladat, Zze z priestorovych bodov A, B
vieme zostrojit dotyc¢nice ku K, z kazdého dve. Musime si uvedomit, Ze touto pod-
mienkou vylic¢ime niektoré body, napriklad stred hyperboly.

Definicia 14 (Oblast K (A, B)). Majme body A, B a kuZelosetku K. Oznaéme
t1a,taa,t1B,tag dotycnice z A, B ku K. Nech

toa = {tij, kde i € {1,2}, j € {A, B} a plati, ze t;; oddeluje K a tsecku AB}

. Potom K(A,B) = UVj;, kde V; je polrovina urc¢enéd doty¢nicou t;; € t,q, ktora
neobsahuje K (obr. 2.2).

Poznamka 2.4.1. Takto definovand K(A, B) moézZe byt aj prazdna mnoZina. Ak

prientk usecky AB a K je meprdzdny, mnoZina t.q je prdzdna a teda je prdzdna aj
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Obr. 2.3: Bod A moéze lezat v jednej zo Styroch casti uréenych dotyénicami t1g,tap
z bodu B ku kuzelosecke K.

K (A, B).
Veta 2.4.2. Ak ABN K =0, potom mnoZinu t,q tvoria dve priamky.

Dokaz. Body A, B st priestorové, teda existuju ti4, taa, t15, tog. Skiimajme doty¢nice
z bodu B. M6zu nastat tri pripady:

1. Nech doty¢nice t15,tap € toq- Z toho vyplyva, ze A lezi vo vyseku ohrani¢enom
t1p,tap a K, ¢o je ¢ast 1 na obr. 2.3. Potom pre obe doty¢nice z A plati, Ze oddeluju
AB od kuzelosecky a teda t,q = {t14,t24}

2. Nech dotyénica t1p5 € t,q a dotycnica tap & t,q. Dotycnice tp,top rozdelia
rovinu na Styri casti, obr. 2.3. Ak jedna z priamok patri do .4, musi bod A lezat
v Casti 2 alebo ¢asti 4. Keby obe priamky ¢4, toa & t,q, museli by podla pripadu 1
obe priamky t1p,top € toq, €o je spor. Tiez nemodzu obe priamky ty4,t24 € toq, lebo
to by musel bod A lezat v ¢asti 1, ¢o je spor. Preto existuje len jedno i € {1,2}
také, ze tog = {tia, t1}-

3. Nech doty¢nice tip,tap € t,q. Potom bod A lezi v Casti 3, pozri obr. 2.3. Z
toho priamky t14,toa & toq a teda tog = {t1p,t2p}- O

Veta 2.4.3. Ak ABN K = 0, potom K(A, B) je neprdzdna mnoZina dand ako

zjednotenie dvoch polrovin.

Dékaz. K(A,B) je neprazdna, lebo pre kazdé C' € AB plati, ze C € K(A,B).
Zvysok je priamym dosledkom lemy 2.4.2. O

Veta 2.4.4. Ak C € K(A, B), potom bacg (t) je priestorovd.

Doékaz. Ak C € K(A, B), potom vnitro AABC' lezi mimo K. Potom podla vety
1.1.3 je bacp (t) priestorova. O
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Vdaka vete 2.4.4 nam oblast K (A, B) poskytuje akysi hruby odhad, ¢i C vy-
hovuje podmienke. Ak pre dané A, C, B a K je K(A, B) neprazdna a C' € K(A, B),
potom dané C' vyhovuje podmienke a tloha je vyriesend. Ak C' ¢ K (A, B), zatial o
C nevieme rozhodnut.

Budeme postupne prerozdelovat bscp (t) na mensie segmenty ba,c, s, () v zmysle
vety 1.1.7. Pre kazdy segment sa budeme pytat, ¢i C; € K(A;, B;). Ak pre nejaké i
oblast K (A;, B;) je prazdna mnoZina, musime dany segment opat prerozdelit. Ak by
sme po n prerozdeleniach dostali 2" segmentov ba,cy 5, (£) ;- -, baynCyn Bye () Splita-
jucich, ze C; € K(A;, B;) pre vetky ¢ = 1,...,2", na zaklade vety 1.1.3 a vety 1.1.7
mozme povedat, ze pre dané C' je bacp (t) priestorové.

Na rozhodnutie, ¢ C splha poziadavku, Ze Bézierova krivka bcp (t) je priesto-
rova, budeme pouzivat nasledovny rekurzivny algoritmus:

1. krok: Ak C'lezi v K(A, B), podla vety 2.4.4 vyhovuje podmienke a algoritmus
skon¢i. Ak C nelezi v K(A, B), ndjdeme bod b(3).

2. krok: Ak bod b(1) nie je priestorovy, t.j. neplati b(3)? — b(3)3 > 0, potom
Bézierova krivka nie je priestorova a teda bod C' nevyhovuje a algoritmus
skon¢i. Ak bod b(1) je priestorovy, prerozdelime Bézierovu krivku bacp (t)
v zmysle vety 1.1.7. Na oba segmenty aplikujeme 1. krok, pripadne potom
2. krok.

Koniec algoritmu nastane:

1. Bud po n—krokoch jeden z bodov b(zin), i =1,...,2" nebude priestorovy a
teda cela Bézierova krivka nebude priestorova. Potom uvazovany C' nesplha
podmienku.

2. Alebo po n krokoch 2" segmentov Bézierovej krivky bude spliat C; € K(A;, B;).
Teda podla vety 2.4.4 je kazdy segment Bézierovej krivky priestorova krivka.
Potom uvazovany C' spliia podmienku.

Otézkou je, ¢ je tento algoritmus koneény. Rozlisme tri pripady:

1. Nech bscp () a K nemaju spolo¢né body, ¢ize Bézierove krivka je priestorova.
Cim viac prerozdeleni bacg (t) urobime, tym viac sa bude tvar riadiaceho
polygénu priblizovat k tvaru Bézierovej krivky. Pri dostato¢nom pocte pre-
rozdeleni bude pre kazdy segment ba,c,p, () platit, ze C; je tak blizko usecky
A;B;, 7e C; € K(A;, B;). Nastane pripad 1 a algoritmus skon¢i.

2. Nech bycp (%) a K maju spolo¢né body, nie vSetky dotykové. Po dostatocnom
pocte prerozdeleni pre nejaké i bude cely segment by, ¢, 5, (t) lezat v K. Potom
jeho bod ba,c,p, (t) je priestorovy. Nastane pripad 2 a algoritmus skonci.

3. Nech bacp (%) a K maji spolocné len dotykové body. Ak st dotykové body
tvaru bacp (2%), nastane pripad 2 a algoritmus skon¢i. Ak st vSak dotykové
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Obr. 2.4: Kuzeloseckou K : 22 + y* — 1 = 0 je jednotkova kruznica, bod A = [—1,0]
a bod B = [2,1]. Hladanu oblast urcujua dve krivky.

body iného tvaru, napriklad b (¢y) pre ¢ty € R\ Q, algoritmus neskonéi. Segment
okolo dotykového bodu sa bude stéle zmenSovat, ale nenastane ani jedna z
ukoncujucich podmienok. Treba pridat dodato¢nt podmienku, napriklad ak sa
body A, B prili§ blizko seba (v zmysle euklidovskej vzdialenosti), algoritmus
skonéi s tym, ze nevie o bode C' rozhodniit a pravdepodobne existuje dotykovy
bod.

Poznamka 2.4.5. V pripade hyperboly (nakolko sa skladd z dvoch samostatnijch
kriviek) by sme mali s takto definovanou oblastou K (A, B) problém. Preto by sme
celi lohu riesili samostatne pre kazZdu z jej dvoch casti a vysledné riesenie by sme

ziskali ako prienik tychto dvoch ciastkovyjch riesent.

2.5 Pristup hl'adanim dotyku radu 1

Skasme najst oblast H obsahujicu vSetky body C vyhovujtace podmienke, Ze bacp (%)
je priestorova.

Za ucelom ziskania zékladnej predstavy o tejto oblasi H bol vytvoreny program
Experiment. Vykresli skimant kuzelosecku K a body A, B. Je mozné postvat bod
C, pri¢om sa okamzite prekresli Bézierova krivka bcp ().

Obrazky 2.4, 2.5 vznikli ako vysledky programu Experiment.

Poznamka 2.5.1. FExperiment vie pracovat len so zdkladnou elipsou, parabolou a

hyperbolou. AvSak ostatné kuZelosecky su len vysledok otocenia a posunutia, takzZe
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Obr. 2.5: Kuzeloseckou K : 22 + 1 = 0 je parabola, bod A = [-2,0] a bod B =
[1,—1]. Hladant oblast urcuje jedna krivka.

lubovolni situdciu mozno namodelovat len posivanim bodov A a B. V programe je
mozné vykreslovat aj Specidlne pripady, ked kuZelosecka je bod, priamka alebo dve

priamky.

Definicia 15 (Mnozina 0H). Ozna¢me 0H mnozinu takych bodov C’, ze Bézierova
krivka bacrp (t) ma s kuzeloseckou K prave jeden spoloény bod alebo préave dva

spolo¢né body.

7 pozorovania mozno vyslovit nasledovné hypotézy.
Hypotéza 1. 0H je mnozina spojitych kriviek.

Hypotéza 2. H je scasti ohranicend krivkami z OH.

Hypotéza 2 je vyslovena na zaklade toho, ze situécia, ked bacp (t) sa dotyka K,
je akousi hranicou medzi stavom, kedy bacp (t) a K nemaja spolocné body a kedy
maju viac spolo¢nych bodov.

Za predpokladu, ze tato OH existuje, je otdzkou ako ju najst. Povedali sme, Ze
OH tvoria také C', ze Bézierova krivka bacrp (t) a K maji spoloéné len dotykové
body. To vedie k ttvaham o existencii surjektivneho zobrazenie o : D, — 0H, kde
D, je zatial neznamy defini¢ny obor, obr. 2.6. Z definicie 15 vyplyva, ze D, C K,
pretoze pre kazdé C' € OH existuje bod [zo,yo] € K taky, ze C' = o ([zo,v0]) a
bacp(t) N K = [x9,y0]. Ak zistime ako vyzeraju o a D,, ziskame hladant hranicu
OH.
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Obr. 2.6: Existuje surjektivne zobrazenie o : D, — 0H, kde D, C K.

2.5.1 Zobrazenie o

Predpis zobrazenia o najdeme z nasledovnej poziadavky. Ak [z, 4] je dotykovy bod
bacg () a K, potom o([xg,yo]) = C".

Nech tp je doty¢nica k Bézierovej krivke v bode [z, yo] (existuje, lebo to nie je
koncovy bod) a nech tx je dotycénica ku kuzelosecke v bode [z, o] (existuje, lebo
kuzelosecka je regularna krivka). Kedze [z, yo] je spolotny dotykovy bod bacp (t)
a K, musi tx = tg. Plati nasledujica veta.

Veta 2.5.2 (Doty¢nica v regularnom bode). Nech P = [z, yo] je regquldrny bod
rovinnej afinnej algebraickej krivky K danej rovnicou f(x,y) = 0. Potom dotykovd

priamka ku krivke K v bode P je dand rovnicou

of of _
(.Z‘ N .’Eo) <%> [%0,Y0] i (y - yO) (a_y> [z0,yo] -

Vsetky body uvazovanej kuzelosecky K su regularne, teda ak K mé rovnicu
Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, potom doty¢nica tx v bode [zg,yo] ma
rovnicu

0= (QALL'O + Byo + D)(x — :L'()) + (2Cy0 + Bl?o + E)(y — yo) .
Dotyénicu tp odvodime inym sposobom, obr. 2.7. Nech ¢, € (0,1) je také, ze
b(to) = [wo, yo]. Podla vety 1.1.5 mozno povedat, Ze t5 ma parametrické vyjadrenie

tp (to) = b(to) + su, kde se Rau= (1 — to)AC + toC_B
Rozpisanim pre jednotlivé suradnice tp (tg) dostaneme
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(1-£)A +£.C/ (-to)C +¢,B

Obr. 2.7: Vektor @ = (1 — ty)AC + t,CB je vektor dotyé¢nice k Bézierovej krivke v
bode b (g).

x=1xo+ s[(1 —to)(ce — ag) +to(by — cu)] ,
y=yo+s[(1 —to)(cy — ay) +to(b, — c)] ,

vylicenim parametra s dostaneme rovnicu tg

0 =[(1—to)(cy — ay) + to(by — cy)](z — x0)
— [(1 = to)(cz — az) + to(bs — c2)(y — yo) -

Kedze [xg,y0] = b(to) a tp = tk, dostavame ststavu troch rovnic

1o = ax(1 —tg)* + 2to(1 — to)cy + byt

Yo = a, (1 —to)* + 2to(1 — to)c, + byts

—(2Axo + Byo + D)[(1 — to)(ce — az) + to(be — ¢2)]
= (2Cyo + Bro + E)[(1 —to)(cy — ay) +to(by — )] -

Upravou prvych dvoch a ich dosadenim do tretej dostaneme ekvivalentni ststavu

o o — Clx(l — t0)2 — bwt%

v = : 2.5
© 2to(1 — to) (2:5)
—a,(1 —ty)? — b,t?
Cy = o = 0) e, (2.6)
2to(1 — to)
0= aty+ Bto+7 , (2.7)
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kde

a = (Ba, +2Ca, — Bb, — 2Cb,)yo + Da, — Db,
+ (2Aa, + Ba, — 2Ab, — Bb,)zo + Ea, — Eb,
B = 4Cy2 + (4Bwy — 2Ba, — 4Ca, + 2E)y, + 4Ax]
+ (—4Aa, — 2Bay, + 2D)xo — 2Da, — 2Ea,
v = —2Cy; + (—2Bxy + Ba, + 2Ca, — E)yo
— 2Ax3 + (2Aa, + Ba, — D)xy + Da, + Ea, .

Rovnica (2.7) je kvadraticka, preto dostaneme dva korene ¢y. Len pre jeden vsak
plati, ze ty € (0,1). Tento spitne dosadime do rovnic (2.5), (2.6) a dostaneme
o ([zo,%0]) = [cs) ¢,], €O je hladany predpis pre o spliiajici poziadavku uréent na
zaciatku. Ostéava ur¢it D,, lebo odtial volime body [z, yo].

Ak plati hypotéza 1, krivky tvoriace 0H su Stvrtého stupna, pretoze body
[0, y0] € D, vystupuju v rovnici (2.7) v druhej mocnine (kedZze ide o bod z ku-
zelosecky) a nasledne ty vystupuje v druhej mocnine v rovniciach (2.5) a (2.6).

2.5.2 Defini¢ny obor D,

Chceme urcit definiény obor D, zobrazenia o tak, aby bod
X € D, C K prave vtedy, ked o (X) € 0H. (2.8)

V nasledujicom texte budeme predpokladat, Ze z bodov A, B vieme zostrojit
dotycnice t14,t24, t15, tag ku K. Oznacéme prislusné body dotyku T 4,154, 115, ToB.
Ak pre dané A, B a K existuju body C,C; také, ze bac,p (t) a bac,p (t) maja s
K préave dva spolo¢né body, ozna¢me ich {Uy,Us} = bac,p (t) N K a {Us, Uy} =
bac,s (t) N K. Takéto body U; st najviac Styri.

Pokusy z Experimentu naznacuju, ze D, C K sa sklada z niekolkych obltukov,
ktoré st na K presne urcené. Ukazuje sa, Ze koncové body tychto oblikov mézu
tvorit len body 114, T4, Tip, Top alebo Uy, Us, Us, Uy, pricom body T;; ¢ D,, kym
body U; € D,.

Body U; € D,, pretoze spliaju (2.8).

Body T;; ¢ D,, ukdZzeme sporom. Nech povedzme bod T4 € D,. Podla pod-
mienky (2.8) existuje taky bod Cr, ze bod T4 je spoloény dotykovy bod bac,.s (%)
a K. Doty¢nica t;4 potom musi byt zaroven aj doty¢nicou k bac,.p (t) v bode T} 4.
Krivka bac, 5 (t) je krivkou druhého stupna. Lubovolna doty¢nica ku krivke druhého
stupnia ma s krivkou prave jeden spoloény bod, bod dotyku. Lenze A,Ti4 € t1a
a stucasne A,Tia € bac,p(t), ¢o je spor. Podobne sa da dokaz urobit pre body
Ton, Thg, Top.

Dotyc¢nice z A, B ku K budu pravdepodobne tvorit asymptoty ku krivkdm z 0H ,
obr. 2.8. Je to preto, ze ¢im je C' vzdialenejsi od AB, tym viac sa bacp (t) priblizuje
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g

Obr. 2.8: Krivky 0H tvoriace hranicu hladanej oblasti H maji asymptoty, ktoré
tvoria dotyénice z bodov A, B ku kuZelosecke K.

k svojmu konvexnému obalu, presnejsie k AC' a CB.

7 pozorovani sa ukazuje, ze D, sa skladd z jedného az Styroch oblukov. Tento
pocet pravdepodobne zéavisi od poc¢tu bodov U; a tiez od vzajomnej polohy bodov
T;;. Sledujme ako sa sprava D, pre jednotlivé typy K:

1. nech K je elipsa v S,(O, x,y). Zoberme najjednoduchsi pripad, ze K je jed-
notkova kruznica so stredom v [0, 0].

Nech oba body A, B lezia na kladnej alebo zépornej polosi z, pricom d(B, K) <
d(A, K). D, sa bude skladat z jedného oblika urcéeného bodmi 75 a Typ.
Ziskame tak jednu krivku OH, ktora urcuje jednu hladant oblast bodov C,
obr. 2.9.

Keby A, B lezali na opa¢nych polosiach x dostato¢ne d'aleko od kruZnice (pre
jednotkovu kruznicu napr. d(B, K),d(A, K) > 2), defini¢ny obor D, sa bude
skladat z dvoch oblukov. Koncové body obliukov st body Tig,714 a pre
druhy obluk body T,p,T54. Ziskame tak dve hranice 0H;, 0H>, ktoré uréuju
dve hl'adané oblasti bodov C', obr. 2.10.

Body A, B sa daju umiestnit aj do takej polohy, ze D, sa bude skladat z
troch oblikov. Ich koncovymi bodmi buda body 735,714 a pre druhy oblik
Typ,U; a pre treti obliuk Ts4,Us. Body Uy, U, su také, ze existuje bod Cy € H,
7e bac,s (t) N K = {U;,Us}, obr. 2.11. Vidime, Ze akési rozdelenie jedného
oblika z predoslého pripadu sposobi zmena poctu dotykovych bodov bacp (%)
a K. Zaujimavé je, ze hoci dostaneme tri krivky hranice 0H,,0Hs, 0Hj, dve z
nich maji spoloény bod (Cp), v ktorom st C°-hladké. Preto tieto krivky uréia
len dve hladané oblasti bodov C|, nie tri ako by sme mohli ocakavat.
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oH

Obr. 2.9: KuZzeloseckou je elipsa, defini¢ny obor D, sa sklada z jedného oblika.

S

Tan

Obr. 2.11: KuZeloseckou je elipsa, defini¢ny obor D, sa skladé z troch oblikov.
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Obr. 2.13: Kuzeloseckou je parabola, defini¢ny obor D, sa sklada z jedného obluka.

Keby tentoraz A, B lezali na opa¢nych polosiach y dostato¢ne blizko kruznice
(pre jednotkovu kruznicu napr. d(B, K),d(A, K) < 1.5), D, sa bude skladat
zo Styroch oblikov. Ich koncovymi bodmi buda body 71 4,Us a pre druhy
Tig,Uy, pre treti To4,Uy, pre stvrty Thp,Us. Pricom existuju bod Cy, C, Ze
bacy (t)NK = {Uy,Us} abac,p (t) N K = {Us, Uy}. Ziskame tak $tyri hranice
OH,,0H,y,0H3,0H,, ktoré st po dvoch C°-hladké (v bodoch Cjy, ). Tieto
ur¢uji dve hladané oblasti bodov C, obr. 2.12.

2. nech K je parabola. Ako priklad mézme vziat parabolu s vrcholom v [0, 0],
ktory je zaroven jej globalnym minimom. Obrézky 2.13, 2.14 ukazuja D, v
zévislosti od poloh bodov A, B.

3. nech K je hyperbola. Z pozorovani mozno povedat, ze D, sa opdt moze
skladat z viacerych oblukov. Ich pocet zavisi od vzajomnej polohy bodov
Tia, Ty, T1B, Top a bodov Uy, Uy, Us, Uy.
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Obr. 2.14: Kuzeloseckou je parabola, definiény obor D, sa sklada z dvoch oblukov.

Ak sa ukéze, ze D, sa skladéa z oblikov, potvrdi sa hypotéza 1, lebo zobrazenie
o je polynomické a teda spojité. Presny popis D, sa zatial nepodarilo néjst.

2.5.3 Hladana oblast H

Vo vypoc¢toch sme nasli hranicu 0H, za predpokladu, Ze pozname definicny obor
D,. Tiez sme vyslovili hypotézu, ze 0H nam v rovine p oddeli také C, ktoré patria
do H od tych, ktoré tam nepatria. Nikde sme vSak zatial nepopisali, ako na zaklade
krivky OH uréime oblast H.

Ako sme spominali v ¢asti 2.5.2, OH sa skladé z viacerych kriviek OH; a teda aj
hl'adané oblast H sa bude skladat z viacerych oblasti H;.

Jedna z moznosti je vziat z kazdej oblasti bod Cy a zistit, ¢ bac,p (t) a K
maja spolo¢ny bod. Ak ano, oblast nevyhovuje pozadovanym kritéram. Ak nemaju
spolo¢ny bod, tato oblast je hladanou oblastou takych bodov C, Ze bacp (t) je
priestorova.

Ind moznost je skimat, ¢ dana hranica 0H je z takych bodov C, Ze bacp (t)
sa dotyka K zvonku (bacp (t) a K st az na bod dotyku navzajom oddelené ich
spolo¢nou doty¢nicou) alebo zvnitra (bacp (t) a K nie st navzajom oddelené ich
spolo¢nou doty¢nicou). Rozlisme teda dva pripady:

1. nech OH je z takych bodov C, Ze bacp (t) sa dotyka K zvonku, obr. 2.15.
Teda bacp (t) a K st oddelené ich spolo¢nou doty¢nicou. Nech 0H rozdeli
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Obr. 2.15: Ak st bacp (t) a K oddelené ich spolo¢nou doty¢nicou, hladana oblast
obsahuje body A, B.

Obr. 2.16: Ak bacp (t) a K nie s oddelené ich spolo¢nou doty¢nicou, hladané oblast
neobsahuje body A, B.

p na dve polroviny H; a H,. Vyhovujiuca H;, t.j. taka, ze pre C' € H; je
bacp (t) priestorova, je ta, ktora obsahuje body A, B. Oddelujtaca nadrovina
nam totizto hovori, ze Bézierova krivka (a teda bod C) sa mézme posuvat
len smerom k A, B. Keby sme C' posuvali opacnym smerom, dojde k prieniku
bACB (t) a K.

2. nech OH je z takych bodov C, Ze bacp (t) sa dotyka K zvnutra, obr. 2.16. Teda
bacs (t) a K nie st oddelené ich spolo¢nou doty¢nicou. Nech H rozdeli p na
dve polroviny H; a Hs. Vyhovujuca je ta H; (i € {1,2}), ktord neobsahuje
A, B. Keby sme C' posuvali smerom k A, B, déjde k prieniku bacp (t) a K.

D, sa sklada z viacerych oblikov a preto zobrazenim o dostaneme viac kriviek

OHy,...,0H. V pripade, Ze hrani¢né body oblikov tvoria aj body U;, niektoré 0 H;
na seba nadvizuji (majt spoloény bod, v ktorom si C° spojité). Ak 9H; a 9H; na
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Obr. 2.17: Specidlny pripad: Kuzelosetku tvorf jeden bod K = {V'}, kde V = 0,0].

seba nadvézuja, urobime ich zjednotenie a odteraz ich budeme brat ako jednu krivku
(obr. 2.11). Pévodna mnozina kriviek 0Hy, . .., 0Hj, sa tak zredukuje na krivky, ktoré
sa navzajom nepretinaju. Potom oblast rieSeni hladame postupne. Pre kazdu krivku
OH; ur¢ime ¢ast roviny H;, ktora je rieSenim a vyslednd H je zjednotenim tychto
¢iastkovych rieseni.

2.5.4 Specialne pripady K

V predchadzajucich tvahach sme spominali existenciu $pecialnych pripadov, ked
K je bod, priamka alebo dve priamky. Podme teda urcit, ako pre ne vyzera 0H v
S,(0,z,y) a nasledne aj oblast rieSenia H.

1. nech K = {V}, kde V = [0,0,0] € R} je vrchol svetelné¢ho kuzela. Nech
V = [vg,vy] v S,(0,z,y). Jedingm obmedzenim aby bola bacp (t) priestorova
je, 7e V ¢ bacp (t). Hladana podmienka pre bod C' je C € p\ 0H, pricom 0H
je takd mnozina, Ze ak C € OH, potom V' € bacp (t). Ako vyzera OH zistime
z rovnic (2.5) a (2.6). Plati, ze 0H = {[cs,¢,] z (2.5) a (2.6), kde [z, yo] =
[vz,vy] @ty € (0,1)}, lebo D, = {V}, obr. 2.17. V pripade, ze A, B,V st
kolinearne, 0H = 1<4—>B

2. nech K : Dz + Ey+ F = 0, ¢ize p je dotykovou rovinou k svetelnému kuzelu.
Mézme predpokladat, ze K : —z +y = 0 v S,(0,z,y), kedze tento systém
mozme volit Tubovolne. Tu vystupuju dopliujice podmienky k podmienkam
(2.1) a (2.2) pre body A, B. Ak totiz body A = [a,, ay], B = [by, b,] lezia v
roznych polrovinach vzhladom na K, taky bod C, Ze bacp (t) je priestorova
neexistuje. Nech A, B leZia v jednej polrovine vzhladom na K. Hranica 0H =
{les,cy] 2 (2.5) a (2.6), kde D, = K a A, B,C,D = 0}. Hladan4a oblast H je
ta polrovina uréena krivkou 0H, v ktorej lezi K. Kedze [zg,y0] € K, tak
Ty = Yo. Z toho dostaneme v rovnici (2.7), ze ty = konst. Potom ¢, — ¢, =
yo—ay(1—to)2—byt2 20—az(1—t0)2—bot3

2t (1—to) - 2t (1—t0) = konst a teda mnozina 0H je priamka

rovnobezna s K, pozri obr. 2.18.

3. nech K = {pUgq}, kde mdzme predpokladat, ze p: —x+y=0aq:24+y =10
v 5,(0,2,y), kedze tento systém moézme volit Tubovolne. V predchadzaju-
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Obr. 2.18: épeciélny pripad: K : Dx + Ey + F = 0.

com pripadne sme ukazali, ze pre priamku r a body A, B je mnozina 0H, =
{C : bacp (t)Nr = {T}} je priamka rovnobezna s r (vypocitana presne z rovnic
(2.5) a (2.6)). Hranica OH bude uréena takymito priamkami 0H) a OH,, kde
OH), je rovnobeznd s p a OH, je rovnobezna s q. Bod Cy = 0H, N OH, je taky,
ze bacyp (t) sa dotyka aj priamky p aj priamky ¢. Body T}, = bac,s (t) Np
a T, = bac,p (t) N ¢ uréuju definiény (&; D,. Plati, Zze D, = 7? U CIE,
kde polpriamka Tp—))( C p, polpriamka T, X’ C ¢ a [0,0] ¢ 7?(, [0,0] ¢ T,X".
HTadanou oblastou H je ta polrovina ur¢ené krivkou 0H, v ktorej lezi bod
[0, 0], obr. 2.19. V tomto pripade tieZ vystupuji dopliujtice podmienky k pod-
mienkam (2.1) a (2.2) pre body A, B. Ak totiz A, B lezia v opaénych polrovi-
nach vzhl'adom na svetelny kuzel, iloha nema riesenie.

2.5.5 Overenie spravnosti

Na overenie ¢i sa takto vypocitand hranica H podoba na experimenty bol pouzity
program CAS Maxima, v ktorom bezal nasledovny algoritmus.
Pre kazdé [xg, yo] € D,, pricom yoy zavisi od xq tak, ze [zg,yo] € K:

1. zrata z kvadratickej rovnice (2.7) to 1 a to2,
2. za tg vyberie to, ktoré je v intervale (0, 1),
3. z rovnic (2.5), (2.6) vypocita ¢, a ¢,

4. vykresli bod [c,, ¢,] € OH.

Obrazky 2.20, 2.21, 2.22, 2.23, 2.24, 2.25 vznikli na porovnanie s experimentami.
Videt, Zze takymto algoritmom sa naozaj d4 najst hranica hladanej oblasti.
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Obr. 2.19: Specialny pripad: K = {pUq}.
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Obr. 2.20: Hranica najdena experimentalne pre elipsu s rovnicou 322 + 4> —1 =0
abody A=[-4,-2]a B=[4,3].
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1[} T T
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_10 1 1
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Obr. 2.21: Hranica néjdena vypoc¢tom pomocou zobrazenia ¢ pre elipsu s rovnicou
1%+ 52y —1=0abody A =[—4,—2] a B = [4,3], porovnanie s obrézkom 2.20.
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Obr. 2.22: Hranica najdena experimentélne pre hyperbolu s rovnicou ;2% —1y? —1 =

4
0 a body A=[-1,1] a B=[5,6].
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Obr. 2.23: Hranica néjdena vypoctom pre hyperbolu s rovnicou ;2 — 1y? —1 =0

4
a body A= [—1,1] a B = [5, 6], porovnanie s obrazkom 2.22.
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Obr. 2.24: Hranica najdena experimentélne pre parabolu s rovnicou %xz —y=0a
body A = [-6,—3] a B =[1,—6].
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Obr. 2.25: Hranica najdena vypo¢tom pre parabolu s rovnicou %aﬂ —y =0 a body
A =[-6,—-3] a B = [1,—6], porovnanie s obrazkom 2.22.
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Kapitola 3

Vyhodnotenie dosiahnutych
vysledkov

Pre zaciato¢ny a koncovy riadiaci vrchol sa podarilo odvodit nutné podmienky (2.1)
a (2.2). Na hladanie podmienok pre stredny riadiaci vrchol sme priestorovy pro-
blém previedli na problém rovinny. Potom nasledovali tri rézne pristupy k vyrieSeniu
rovinného problému. Nasleduje zhrnutie kazdého pristupu k néjdeniu riesenia.

Zhrnutie analytického pristupu: Sice sme odvodili nutné a zaroven postacu-
juce podmienky pre stredny riadiaci vrchol, avSak sa nedaja prakticky pouzit. Vse-
obecné vyjadrenie korenov ty,...,ts totiz poskytlo vyrazy, z ktorych nevieme vy-
jadrit podmienky na praktické pouzitie. Dalsi mozny pristup je, na podmienku
t e (C\R)U(R\ [0,1]) skusit aplikovat Descartovo znamienkové pravidlo alebo
Budan-Fourierovu vetu. Tieto hovoria o poc¢te realnych korenov polynému. V oboch
vetach sa korenn pocita tolkokrat, aki ma nasobnost.

Poznamka 3.0.3. Hovorime, Ze dvojica redlnych cisiel r1,ry zachovdva znamienko,

ak r1ry > 0. Pre dvojicu nastdva znamienkovd zmena, ak rire < 0.

Veta 3.0.4 (Descartovo znamienkové pravidlo, [Z1406]). Pocet kladniych koreriov
polynomu f(x) = a2 +an,_ 12" ' +. .. +a1x+ag je bud rovny poctu znamienkovijch

zmien v postupnosti ag, aq, . . ., a, jeho koeficientov alebo je o pdrny pocet menst.

Veta 3.0.5 (Budan-Fourierova, [Z1406]). Majme polynom f(z) = a,x™+a, 12" 1 +
...F+a1x+ag. Nech a, > 0 a pre redlne a < (3 je f(a)f(5) # 0. Oznacme W (x) pocet
znamienkovyjch zmien v postupnosti f(x), f'(x), ..., f™(z). Potom pocet redlnych ko-
refiov polyndmu f(x), ktoré leZia v intervale (o, 3], je rovny ¢islu W (a)—W () alebo

je o pdrny pocet mensi.
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Tieto vety by sme skusili aplikovat na polynom (2.3). Kedze jeho koeficiety ob-
sahuju len parametre kuZelosecky a suradnice bodov A, B, C', moZno by sme ziskali
zaujimavé podmienky pre bod C.

Zhrnutie pristupu iterativneho algoritmu: Tymto pristupom sme sa snazili
pre dany bod C ur¢it, ¢i bacp (t) je priestorova, bez pouzitia aplikicie, ktora by
presne vypocitala korene polynému stvrtého stupna. Rozhodovaci algoritmus, ktory
sme popisali, pracuje rekurzivne a to je naro¢né na pamét. Napriek tomu, Ze algo-
ritmus je kone¢ny, nevieme dopredu povedat, kolkokrat treba prerozdelit Bézierovu
krivku, aby pre kazdy segment existovali oblasti K;(A, B). Vyhodou je, Ze tento
algoritmus je jasny a rieSitelny. Nesmieme eSte zabudnit, Ze sme pracovali len s
takymi bodmi A, B, Ze z kazdého existovali dve dotyc¢nice ku K, ¢o nam niektoré
body vylucilo. Otazkou ostéva, ¢i sa da na zéklade tohto algoritmu néajst explicitné
podmienka pre suradnice C'.

Zhrnutie pristupu hl'adania dotyku radu 1
Na zaklade experimentéalneho pozorovania sme sa snazili popisat oblast takych bodov
C', 7e bacp (t) je priestorova. Vyslovili sme hypotézu o existencii hranice tejto oblasti.
Tato hranicu sme sa snazili ur¢it pomocou zobrazenia ¢ a jeho definiéného oboru
D,,. Zobrazenie o sme presne uréili rovnicami (2.5) a (2.6). AvSak nepodarilo sa najst
presné vyjadrenie D, . Opisali sme len faktory, ktoré D, ovplyviuja. V pokusoch sme
zatial pozorovali, ze D, sa moze skladat z jedného az Styroch oblukov z K. Takto
ziskané OH; nam rozdelili rovinu na niekol'ko oblasti H;. Ur¢ili sme rozhodovacie
pravidlo na vybratie tych H;, ktoré tvoria vysledni hladani oblast H. Nesmieme
eSte zabudnut, Ze sme pracovali len s takymi bodmi A, B, Ze z kazdého existovali
dve dotyc¢nice ku K, ¢o ndm niektoré body vylucilo.

Bola snaha vyjadrit krivku OH pomocou vSeobecnej rovnice. Za predpokladu, ze
je to krivka tvrtého stupna (v premennej x a y), stacilo vziat patnast bodov krivky
OH (ktoré vieme presne vypocitat) a ur¢it pomocou sistavy rovnic jej vSeobecny
predpis. Program CAS Maxima vSak takyto systém presne zratat nedokazal. Dal
sa zratat iba priblizne, ak sme jednotlivé koeficienty v ststave vopred zaokruhlili
pomocou funkcie float().

Toto rovinné rieSenie nam asi najviac priblizilo ako budu vyzerat postacujuce
podmienky pre stredny riadiaci vrchol Bézierovej krivky. Nasledujtci algoritmus
urci oblast vyhovujticich bodov C' v R3.

1. st dané priestorové body A, B
2. pre kazdy natocenie roviny p:

e zisti aku kuZelosecku K vytne rovina p na svetelnom kuzeli,
e vypocita D,,
e pre kazdé [xg,yo] € D,:
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— zrata z kvadratickej rovnice (2.7) to1 a tg 2,
- Vyberie ty = t07i, kde 7 € {1,2} a toﬂ' S (O, 1),
— z rovnic (2.5), (2.6) vypo¢ita bod [¢,,¢,] € H,

e pre vypocitané H urci, ktoré ¢asti roviny p st hladanou oblastou.
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Kapitola 4

Zaver

Cielom tejto prace bolo najst pomienky pre riadiace vrcholy Bézierovej krivky v
trojrozmernom Minkowského priestore tak, aby bol kazdy jej bod priestorovy. V
praci sme pracovali s krivkou druhého stupna.

Podarilo sa odvodit nutné podmienky pre zac¢iatoény a koncovy riadiaci vrchol
krivky. Podmienky pre stredny riadiaci vrchol (v zavislosti od krajnych bodov) sa
podarilo urcit ¢iastoc¢ne, pricom v niektorych Specialnych pripadoch tplne. V pred-
chadzajicej kapitole bolo spomenuté, ako sa da dalej vo vyskume pokracovat.

Sucastou prace je aplikacia, ktora jednak pomohla odhalit vztahy medzi objek-
tami a tiez sluzi ako dobry vizualizacny néstroj na ozrejmenie pojmov a znézornenie
situécii pre rézne polohy Bézierovej krivky. Praca obsahuje aj spustitelné prikazy
CAS Maxima. Tieto presne vykresluju hranice takych oblasti, Ze ak stredny riadiaci
vrchol patri oblasti, Bézierova krivka bude priestorova.

V budtcnosti by sa dala aplikacia rozsirit na zobrazovanie situacie v trojrozmer-
nom priestore, pricom by sa umoznilo vykreslit naraz viac rovinnych rezov. Tiez sa
da tloha riesit pre krivky vyssieho stupna. Odlisnost bude v tom, Ze tieto krivky uz
nelezia v rovine.

49



Kapitola 5

Softvérova podpora

5.1 Program Experiment

Program Experiment bol vytvoreny za tucelom zistit ako priblizne vyzera oblast
bodov C', ktoré hlfadame v kapitole 2. Ako je tiez v tejto kapitole popisané, hranicu
tejto oblasti tvoria také body C', ze Bézierova krivka bacp(t) sa dotyka kuzelosecky
K.

Aplikicia je vytvorena v C+-+ Builderi 6. Program je spustitelny pod systémami
Windows.

Ststava stradnic: V programe Experiment je zobrazena pseudo-kartezianska
sustava suradnic S(O, z,y), pricom z € (—10,10) a y € (—10,10). Prevod medzi
realnou a obrazovou sustavou sturadnic zabezpecuju funkcie Bod ObrDoSur(Bod O)
a Bod SurDoObr(Bod S).

Bézierova krivka: Polohu bodov A, B je mozné v prislusnom policku interak-
tivne menit. Poloha bodu C' sa meni postvanim mysi tak, ze bod C' sa nachidza na
mieste kurzora. Pri kazdej zmene niektorého z bodov A, C, B sa Bézierova krivka
bacp(t) okamzite prekresli.

KuZzel'osecka: Program umoziuje vykreslovat a menit parametre a,b,c € R
elipsy (f;—z + Zb’—j = 1), paraboly (ax® + bz + ¢ = y) a hyperboly (“’;—z — z—j =1).
Tiez sa daja vykreslit Specidlne pripady, ked kuzeloseckou je bod, priamka alebo
dve priamky. Lubovolnu situdciu mozno namodelovat postvanim bodov A a B.
Vykonand zmena sa prejavi po stlaceni tlacidla Prekresli.

Hl'adana oblast: Ako uz bolo popisané v kapitole 2, hranicu dH hladane;
oblasti H budu tvorit také C, Ze bacp(t) sa dotyka K. Treba hybat bodom C' tak,
ze bacp(t) sa priblizne dotyka K a tuto polohu treba zaznamenat kliknutim mysi,
¢im sa na dané miesto vykresli krizok a tiez sa toto miesto zaznaci v poli BodyHO.

Ukéazka: Na obr. 5.1 je ukdzany program Experiment. VIavo sa vykresluji body
A, B,C, bycp(t) a K. Napravo sa daji nastavovat jednotlivé parametre kuzeloseciek
a poloha bodov A, B. Tla¢idlom Prekresli sa prejavia vykonané zmeny, tieZ sa vycisti
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.. Formn

EXPERIMENT

Obr. 5.1: Ukazka programu Experiment, ktory umoziuje experimentéalne urcit ako
priblizne vyzera hladané oblast.

pole bodov BodyHO, ktoré predstavuju hladant hranicu.

5.2 CAS Maxima

V programe CAS Maxima bola hranica 0H hladanej oblasti H vykreslena presne.
V kapitole 2 bolo popisané, ako vyzera zobrazenie o : D, — OH. Pripojené textové
subory obsahuju zoznam prikazov spustitelnych v CAS Maxima. V kazdom subore
je nastavenéd poloha bodov A, B a parametre K. ]3a1ej je nastaveny aj defini¢ny
obor D, tak, ze je nastaveny interval pre x a y sa dopocita z rovnice K. Pre kazdy
bod defini¢ného oboru sa podla rovnic (2.5), (2.6) a (2.7) vypocita bod hrani¢nej
krivky 0H. Takto sa vypocita asi tisic bodov, ¢o je na verné zobrazenie tvaru hranice
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postacujuce. V pripade, ze D, sa sklada z viacerych oblikov, tento proces sa robi
pre kazdy z nich, pricom sa jednotlivé hranice vykreslujiu do toho istého obrazka.

52



Literatara

[Cha09] P. Chalmoviansky. Modelovanie kriviek pre CAGD - u¢ebné texty. Osobna
stranka: http://www.sccg.sk/~chalmo, 2009.

[DENO91] B., A. Dubrovin, A., T. Fomenko, and S., P. Novikov. Modern Geometry
- Methods and Applications: Part I: The Geometry of Surfaces, Transfor-
mation Groups, and Fields. Springer, 2nd edition, 1991.

[Geo08] M. Georgiev, editor. Space-like Bézier Curves in the three-dimensional
Minkowski Space, volume 1067. AIP Conference Proceedings, 2008.

[KJO6] J. Kosinka and B. Jiittler. Cubic helices in Minkowski space. Sitzungsber.
Osterr. Akad. Wiss., Abt. 11, 215:13-35, 2006.

[Nk87] M. Noga and kolektiv. Tedria relativity. Fakulta matematiky, fyziky a
informatiky Univerzity Komenského, Bratislava, 1987.

[Z1a09] P. Zlatos. Uvod do Specidlnej teorie relativity - ucebné texty. Url:
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/la/leto16.pdf, 2009.

[Z1406] L. Zlamalova. Numerické metody pro hledani kofenii polynomu - bakalarska

praca. Url: http://is.muni.cz/th/43682/prif b/bakalarka.pdf, 2006.

93



Zoznam obrazkov

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20

Definicia Bézierovej krivky . . . . . . . ... oo 4
Interpolacia koncovych riadiacich vrcholov . . . . . ... ... .. .. 4
Konvexny obal riadiacich vrcholov . . . . .. .. ... ... ... ... 5
Afinné invariantnost . . . . .. .. ..o 5
Derivacia Bézierovej krivky . . . . . . . ..o 6
Prerozdelenie Bézierovej krivky . . . . . .. ... 7
Kolmé vektory . . . . . . . . ... 8
Priestorovy, ¢asovy a svetelny bod . . . . . . . ... 9
Svetelny kuzel, jednotkovéa pseudo-gulova plocha . . . . . . ... .. 10
Body rovnakej vzdialenosti . . . . . . . ... .00 11
Hyperbolické rotacie . . . . . . . . .. ... ... ... 14
Rozpad Lorentzovej grupy . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 15
Natocenie p . . . . . . . . 22
Oblast K(A,B) . . . . . . o i 24
Existencia oblasti K(A,B) . . . . . . . ... 25
Experiment — vysledok 1 . . . . . . .. ... ... 27
Experiment — vysledok 2 . . . . .. .. ..o 28
Defini¢ny obor D, a zobrazenie o . . . . . . . . ... ... ... ... 29
Doty¢nica k Bézierovej krivke . . . . . . ..o o000 30
Asymptoty — doty¢nice z A, B ku kuzelosecke . . . . ... ... ... 32
Elipsa — D, z jednej ¢asti . . . . . . .. .. ... 33
Elipsa — D, z dvoch ¢asti. . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 33
Elipsa — D, z troch ¢asti . . . . . . . . . ... .. ... ... ..... 33
Elipsa — D, zo Styroch casti . . . . . . .. ... .. ... ... ... 34
Parabola — D, z jednej ¢asti . . . . . . . ... ... ... 34
Parabola — D, z dvoch ¢asti . . . . . . .. . .. ... ... ... ... 35
Vysledné oblast — bacp (t) sa dotyka K zvonku . . . ... ... ... 36
Vysledné oblast — bacp (t) sa dotyka K zvnatra . . . . . .. ... .. 36
épeciélny pripad K—bod . . . .. ... .. ... ... ... 37
Speciélny pripad K — priamka . . . . . . ... 38
Speciélny pripad K —dve priamky . . . . . .. ... .. 0L 39
Experiment — porovnanie pre elipsu . . . . . .. ... ... 40

o4



ZOZNAM OBRAZKOV ZOZNAM OBRAZKOV

2.21 Maxima — porovnanie pre elipsu . . . . . . . . . ... ... 41
2.22 Experiment — porovnanie pre hyperbolu . . . . ... ... ... ... 42
2.23 Maxima — porovnanie pre hyperbolu . . . . . .. .. ... ... ... 43
2.24 Experiment — porovnanie pre parabolu . . . . . ... ... ... ... 44
2.25 Maxima — porovnanie pre parabolu . . . . . .. ... ... ... ... 45
5.1 Program Experiment — ukazka . . . . . . ... ..o 51

95



Prilohy

- CD, ktoré obsahuje nasledujice adresare:

FExperiment.rar — obsahuje program Experiment opisany v kapitole Softvérova pod-
pora

Maxima.rar — obsahuje textové subory so spustitelnymi prikazmi CAS Maxima
opisané v kapitole Softvérova podpora

o6



