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Zoznam obrazkov

1 Mnozina A C R? s obvyklou topoldgiou, jej uzdver, vntitro
a hranica. Body z hranice mnoziny, ktoré nepatria do
jednotlivych mnozin st nakreslené c¢iarkovanou ciarou.

2 Spojitost zobrazenia je ekvivalentnd spojitosti na predbaze.

3 Spojitost zobrazenia je ekvivalentnéd spojitosti na bazach okoli
xa f(x)

4 Spojitost zobrazenia je ekvivalentna spojitosti na uzavretych
mnozinach.

5 Obraz bodov uzaveru mnoziny v spojitom zobrazeni je pod

uzaverom obrazu tejto mnoziny. Neznamena to vsSak, ze obraz
hranice je hranica!

6 Ekvivalentnd podmienka otvorenosti resp. uzavretosti
zobrazenia.

7 Suma topologickych priestorov po@p1 B p2deyde; besdf dava
trojuholnik ako disjunktné zjednotenie vrcholov, otvorenych
hran a otvorenej steny. Analogicky sa da postupovat aj pre
simplexy vyssich dimenzii.

8 Faktorové priestory vzniknuté niektorymi ,zlepeniami® hran
Stvorca a ich niektoré zobrazenia do R3.

9 Nemyckého rovina je prikladom priestoru, ktory je uplne
regularny, ale nie je normalny. Rovnako je prikladom toho, ze
podpriestorom separabilného priestoru nemusi byt separabilny
priestor. Na obrazku vidime bazu okoli dvoch typov bodov
(vpravo) a funkciu reprezentovani zmenou intenzity Sedého
odtiena (vlavo) demonstrujicu na jednom bézovom okoli, zZe
tento priestor je Uplne regularny.

10 Uzavreté mnoziny tvoria bazu okoli v T}-priestore prave vtedy,
ked je regularny.

1 Rovnobeznikové pravidlo hovori (v euklidovskom pripade)
o vztahu obsahov Stvorcov nad stranami a uhloprieckami
rovnobeznika.

2 Cauchyovska postupnost funkcii {f,},en nekonvergujica v
C([a,b],R) s L' normou.

3 Jednotkové kruznice v roznych p-normach v R2.
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ZOZNAM OBRAZKOV

Jednotkova gulova nadplocha vo vektorovom priestore s
nekonecnou dimenziou nie je kompaktna.

Deformacia jednotkovej gule linedrnym zobrazenim a jej suvis
s normou tohoto zobrazenia. V pripade konecnorozmerného
priestoru je norma zobrazenia urcena vektorom s maximalnou
normou, ktory je v obraze D;(0).

Banachova-Schauderova veta o otvorenom zobrazeni.
Rovnobezniky v rovnobeznostene ur¢enom vektormi X, y,

z, pomocou ktorych sa ukazuje aditivnost. Cervenym su
vyznacené vektory, ktoré s v zmysle rovnobeznikového
pravidla nahradené novymi.
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61
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1. Uvod

Topoldgia je matematicka veda zaoberajica sa vlastnostami geomet-
rickych (a ako uvidime aj inych) priestorov, ktoré sa zachovavaju spo-
jitymi zobrazeniami. Specilne ide o také, ktoré nezavisia na metrike.
Co to presnejsie znamens, si nacrtneme neskor. Velmi volne sa dé po-
vedat, Ze topoldgia skiima vlastnosti priestoru, ktoré sa zachovaji (st
invariantné, nemenné) aj po bijektivnom zobrazeni, ktoré je spojité a aj
inverzné zobrazenie je spojité. Takéto zobrazenie sa Casto interpretuje
ako vzajomna spojita deformacia priestorov. Predstavme si nafukova-
cie plavacie koleso, na ktoré si sadneme (a nepraskne). Pytame sa, ¢o
maju takéto dva objekty z matematického hladiska spolo¢né?

Funkcionalna analyza studuje priestory funkcii ako bodové pries-
tory (bod je funkcia resp. nejaka trieda funkcif). Takéto priestory st
obvykle nekonecnorozmerné, ak definicny obor a obor hodnot st do-
stato¢ne velké mnoziny. Na takychto priestoroch sa definuja ,,bezné*
pojmy z geometrie ako vzdialenost, skalarny sucin, linedrna varieta a
pod. Tieto geometrické pojmy maji potom nejaki interpretaciu v reci
funkcii. Aj vlastnosti objektov a pojmov z geometrie sa potom daju
interpretovat v tomto jazyku. Ciastocne je sprostredkovatelom préve
jazyk topoldgie. Nosnou témou v tejto casti st zakladné fakty najma o
Hilbertovych priestoroch a poktsime sa predstavit ich spojenie s niekto-
rymi algoritmami najma v tedrii spracovania obrazu, ¢i vSeobecnejsie
signalu.

Predmet sa vyucuje 5 hodin tyzdenne, ¢o nie je na prednasku pred-
stavujicu dve naozaj rozsiahle matematické discipliny vela. Ponimame
ho ako geometriu nekone¢norozmerného priestoru, ktora pripravuje na
neskorsie najma numerické aplikacie v spracovani obrazu ¢i inych ob-
lastiach aplikovanej geometrie a pocitacovej grafiky. Na dokladné po-
chopenie pojmov odporicame riesit cvic¢enia, ktoré st uvedené bud v
tomto materidly alebo v odporucanych knihach.

1.1. Sylabus.

e Topologicky priestor. Metricka topoldgia.

e Otvorené a uzavreté mnoziny, okolia. Vnitro a uzaver.

e Spojité zobrazenie.

e Zékladné konstrukeie topologickych priestorov(podpriestor, ko-
necny sicin, faktorovy priestor).

o Axiémy spocitatelnosti. Oddelovanie (7y — T}). Stvislost. Kom-
paktnost.

e Linedarne normované priestory, linearne spojité funkcionaly a
operatory, Hahnova-Banachova veta, dualne priestory, Bana-
chove priestory, Banachova-Steinhausova veta, rozdiely medzi
kone¢norozmernymi a nekone¢norozmernymi priestormi.
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e Hilbertove priestory, veta o projekcidch, Rieszova veta o re-
prezentacii, Besselova nerovnost, Fourierove koeficienty, orto-
gonalne systémy, ortonormalna baza.

e Priestory spojitych funkcii, Stonova-Weierstrassova veta, dual
priestoru C([).

e Fourierove rady a ich analyza.

V materidloch zatial nie je pokryty cely sylabus, ale st tam témy
navyse, ktoré poukazuju na aplikicie oboch spominanych oblasti.

Tato predndska cerpa hlavne z literatary [6], [15], [7], [16], [8],
(2], [9], [19], [1], [13], [5], [?], [12], [4], [5], [7], [?], [3], [18], pricom v
niektorych pasazach volne sleduje najma [6],[2], [8], [10] a [11].

K mnohym knizkam existuju vo fakultnej kniznici alebo priamo u
mna k dispozicii ruské originaly alebo ruské preklady.

Cast literattiry som konzultoval s autorom sylabu prof. Milanom
Medvedom a k celkovému osvetleniu, ako by mala prednaska vyzeraf v
sirsich suvislostiach stidia zamerania Pocitacova grafika a geometria,
prispel aj doc. Milos Bozek, za ¢o im obom dakujem.

Podakovanie za opravu niektorych nepresnosti, chyb a nezrovnalosti
patri najma studentom Elene Duskovej, Miroslave Fekiac¢ovej, Rastisla-
vovi Halamickovi a Tomasovi Kovacovskému.

Vsetky zostavajice chyby idd na méj vrub a budem rad, ak ma na
ne upozornite, a zaroven nerad, ze sa v texte vyskytli.



KAPITOLA 1
Topoloégia

V tejto kapitole uvedieme nevyhnutné pojmy na opis pojmu topolo-
gického priestoru. Tento pojem zahina velmi Sirokt skalu priestorov, a
preto je vhodné na zaciatku povedat, Ze sa odpozoroval z pojmu met-
rického priestoru. Na zaciatku je vhodné si vSetky pojmy predstavit
na obvyklom n-rozmernom realnom priestore s euklidovskou metrikou.
Pre n = 3 je to priestor, na ktory sme intuitivne najviac zvyknuti, pre
n = 2 sa jednd o euklidovsku rovinu a vela pojmov vieme aj ilustro-
vat nakresom. Postupne si budeme budovat intuiciu aj pre dalsie typy
priestorov.

1. Zakladné pojmy

Nech X je mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu vSetkych podmnozin
X, teda
P(X)={U:UC X}.
Zopakujte si vlastnosti vzoru nejakej mnoziny v zobrazeni f.
Nech A je mnozina a <C A X A je relacia s vlastnostami

reflexivita: a < a pre Tubovolné a € A,

antisymetria: ak a < b a b < a, tak a = b pre lubovolné a,b €
A,

tranzitivnost: ak a < b, b < ¢, tak a < ¢, pre Iubovolné a, b, ¢ €
A.

Potom relaciu < nazyvame relaciou ¢iastoé¢ného usporiadania mnoziny
A.

Pouzivame obvyklé ciselné mnoziny: mnozina prirodzenych cisel
N = {0,1,2,...} (v Casti literattiry do prirodzenych ¢&isel nepocitaji
autori aj ¢islo 0, je dobré si to ujasnit na zaciatku), mnozina celych
¢isel Z = {...,—2,-1,0,1,2,...}, mnozina raciondlnych cisel Q =
{’é: p,q € Z,q # 0}, mnozina redlnych ¢isel R a mnozina komplex-
nych ¢isel C = {a 4+ ib : a,b € R}. Symbolom Rz oznacujeme redlnu
cast komplexného ¢isla z a analogicky 3z jeho imaginarnu zlozku. Teda
z = Rz 4+ 1$Sz. Kartezianska mocnina R sa oznacuje napr. R”, n € N.
Specidlne RZ je polpriestor R” bodov so stiradnicou ,, > 0.

2. Topologicky priestor

Nasledujuca definicia topologického priestoru vznikla extrahova-
nim niektorych vlastnosti otvorenych mnozin, ktoré platia v metrickom
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10 1. TOPOLOGIA

priestore. Uvidime, Ze su postacujice na odvodenie mnohych podstat-
nych pojmov, najméa spojitosti zobrazenia medzi takymito priestormi,
ale aj pojmy, na ktoré sme zvyknuti z geometrickych priestorov. Ako
prvy priklad je dobré testovat euklidovsky priestor, o ktorom mame
intuiciu vybudovani od detstva.

DEriNfciA 2.1 (Topologicky priestor). Nech X je mnozina a T C

P(X) s vlastnostami

(1)0eT, XeT,

(2) ak U; € T prei € I, tak Uy U; € T,

(3) ak U, €T prei=1,...,n, tak NP, U; € T.
Potom dvojicu (X, T) nazgvame topologicky priestor, pricom mnozZinu
X nazgvame nosiCom priestoru, prvky nosica nazgvame bodmi a T
nazyvame systémom otvorenych podmnozin alebo topoldgiou priestoru
(X,T). Proky tohoto systému nazgvame otvorené podmnoziny (X, 7).

POzZNAMKA 2.1. Ak bude systém otvorenijch mnoZin zrejmy z kon-
textu, casto budeme pisat len o topologickom priestore X.

DEFIN{ciA 2.2 (Uzavreté podmnoziny). Nech (X, T) je topologicky
priestor. Podmnozina V C X sa nazjva uzavreta, ak existuje otvorend

podmnozina U € T takd, Ze V =X —U.

CVICENIE 2.1. Nech X je mnoZina a S C P(X) je systém podmno-
Zin s vlastnostams
(1) eSS, X eS8,
(2) akVie S prei eI, I #0, tak Nie;V; € S,
(3) akV; e S prei=1,...,n,n €N, tak U_,V; € S.
Nech T ={Uy € P(X): U = X —V,V € S}. Ukdzte, ze (X, T) je
topologicky priestor.

Priklad:[Niektoré topologické priestory]

1. Nech X je mnozina a T = {0, X }. Potom (X, T) tvoria topologicky
priestor. Nazyvame ho trividlny alebo antidiskrétny topologicky pries-
tor Je to ,najmensi“ topologicky priestor s nosicom X.

2. Nech X je mnozina a T = P(X). Potom (X, 7T) tvoria topologicky
priestor. Nazyvame ho diskrétny topologicky priestor. Kazda mnozina
v tomto priestore je otvorena aj uzavreta.

3. Nech (X,d) je metricky priestor. Nech 7 je mnozZina otvorenych
podmnozin tohoto priestoru. Potom (X, 7) je topologicky priestor.
Napr. redlny d-rozmerny priestor s euklidovskou metrikou (R?, ||.||2).

4. Nech X je lubovolnd mnoZina a 7 obsahuje () a vSetky podmnozZiny
X s doplnkom koneé¢nej kardinality v X t.j. T = {U C X : card(X —
U) <R} U{0}}. Potom (X, T) je topologicky priestor.

CVICENIE 2.2. DokdZte podrobne, Ze priestory z prikladu 2 si topo-
logické.



2. TOPOLOGICKY PRIESTOR

0000

int A

OBR. 1. Mnozina A C R? s obvyklou topolégiou, jej
uzaver, vnutro a hranica. Body z hranice mnoziny, ktoré
nepatria do jednotlivych mnozin si nakreslené ¢iarkova-
nou ¢iarou.

CVICENIE 2.3. Ndjdite vsetky mozné topologické priestory s jednym,
dvomi a tromi bodmi.

DEFINicIA 2.3 (Okolie). Nech (X, T) je topologicky priestor a x €
X je bod. Hovorime, Ze V. C X je okolie bodu z, ak ezistuje U € T
také, zZe v € U C V. Kazdi mnozinu U € T taki, Ze v € U nazgyvame
otvorenym okolim bodu x. Ak V' je uzavretd mnoZina, tak ju nazgvame
uzavretym okolim bodu x. Nech A C X je mnozina. Potom mnoZinu
V C X nazgyvame okolim mnoziny A, ak V' je okolim kazZdého bodu x €
A. Analogicky hovorime o otvorenom alebo uzavretom okoli mnoziny
A, ak 'V je otvorend alebo uzavretd. Ak U je okolie bodu x € X, tak
hovorime, ze U — {x} je rydze okolie bodu x.

POzZNAMKA 2.2. V niektoryjch topologickijch priestoroch nemusi byt
mnozina U — {x} otvorend aj ked je mnozina U otvorend. Dozvieme sa
o tom viac v casti o oddelitelnosti bodov.

DEFINfcIA 2.4 (Vnutro, uzdver, hranica). Nech (X,T) je topolo-
gicky priestor a A C X. Mnozinu vsetkych bodov x € A, pre ktoré, je
A okolim nazgjvame vniutrom mnoziny A a oznacujeme ju int A t.j.

(1) intA={xecA:3U T ANzecUCA}

MnoZinu bodov x € X takich, Ze x & int(X — A) nazgvame uzdverom
mnoziny A a oznacujeme ju cl A. Teda

(2) dA={reX:VUeT platiUCX -A = x&U}.

MnoZinu bodov A = cl A — int A nazgvame hranicou mnoziny A.

POZNAMKA 2.3. Treba si uwvedomit, Ze v roznych topoldgidch moze
mat ta istd mnoZina rozne vnitra, uzdvery a hranice.
V' literatire sa moZete casto stretnut s alternativnym oznacenim

vniitra (napr. A°), uzdveru (napr. A) alebo hranice (napr. A) mnoZiny
A.
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CVICENIE 2.4. Ukdzte, Ze platia nasledugiice vztahy. V pripade ne-
rovnosti, ndjdite priklad, ktory demonstruje rozdiel vo vysledku operdcii.
Pre lubovolné mnoziny A, B C X resp. A; C X, i € I plati

(1) ACclA, int AC A,
(2) ACB — int A Cint B,
(3) ACB = clACclB,
(4) cl(0) =0, int(@) @
(5) cl(A) = X —int(X — A),
(6) (A) = Cl( ) Nel(X — A),
(7) cl(cl(A)) = cl(A)
(8) int(int(A )) int
(9) ((A)) =
(10) cl(AU B) =cl(A)Ucl(B),
(11) cl(AN B) C cl(A) Nel(B),
t(A

EA)

(12) int(AU B) D int(A) Uint(B),
(13) int(AN B) = int(A) Nint(B),
(14) int(U;es A;) D Userint(A4;),
(15) int(NierAi) € Nierint(A4;),

(16) Cl( ZEIA ) 2 UlG] CI(A ),
(17) cl(NierAi) € Niercl(4;),

DEFINicIA 2.5 (Hustd mnoZina, riedka mnozina, hromadny bod,
izolovany bod). Nech (X,T) je topologicky priestor a A C X. Na-
zjvame ju hustou v priestore X, ak clA = X. MnozZina A sa nazyjva
riedka v X, ak interior cl(A) je prdzdna. Bod x € X sa nazgva hromad-
nym bodom mnoziny A, ak kaZdé rijdze okolie bodu x md neprdazdny
prientk s mnozZinou A. MnoZinu vsetkyjch hromadnych bodov A oznacu-
jeme acc(A). Bod x € A sa nazyva izolovanym bodom mnoziny A, ak
existuje jeho rydze okolie disjunktné s A t.j. existuje U € T také, Ze
zrelUaUNAC{z}.

POzZNAMKA 2.4. Riedka mnoZina nemd bod s okolim v nej dokonca
ani po uzavere tejto mnoziny.

CVICENIE 2.5. Zistite, ¢i platia nasledujice turdenia pre mnoZinu
A C X. Ak dano dokazte, ak nie, uvedte priklad:

(1) Mnozina A je riedka, ak Ziaden jej bod nie je jej hromadngm
bodom.

(2) int(cl(A)) = cl(int(A)).

(8) Ak A je riedka, tak kazdy bod mnoziny X — A je hromadngm
bodom mmnoziny A.

(4) MnozZina A je hustd v X, ak kazdy bod X je jej hromadnym
bodom.

(5) Ak A je zjednotenim konecného poctu izolovanych bodov, tak
je riedkou mnoZinou.

(6) Mnozina A je riedka, ak nie je hustd v Ziadnom okoli priestoru
X.
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(7) Bod x € X je izolovany, prdve vtedy ked {x} je otvorenou
mnozinou v X.

(8) Bod je hromadnym bodom prave vtedy ked nie je izolovangm
bodom.

CVICENIE 2.6. Zistite, ¢i nasledujiice mnoZiny st husté, riedke,
maju hromadné body, izolované body a ako sa zmenia ich vlastnosti,
ked izolované resp. hromadné body pridaime resp. vynechame. UvdZte,
ako je to s ich doplnkom.

e mnozina Z v R,

e mnozina {%}%N v R,

e pre pevne zvolené n € N mnoZzina {ei¥ eC:k=0,1,...,n—
1} vC

e pre pevne zvolené § € R mnoZina {e* € C: k€ Z} v C

mnozina Q v R

mnozina Q> UZ< v R

CVICENIE 2.7. Ndjdite taki mnoZinu A C E?, Ze plati A C acc(A).

DEFINICIA 2.6 (Béza topoldgie, predbéza topoldgie). Nech (X, T)
je topologicky priestor. PodmnoZinu TCT nazyvame bazou topologie
T, ak sa lubovolnd neprazdna mnozina U € T dd napisat v tvare
Uie1 Vi, kde V; € T. PodmnoZinuT C T nazyvame predbazou topologie
T, ak sa lubovolnd meprazdna mnozina U € T dd napisal v tvare
Uier (M7, V},), kde n; € Nyn; > 0 pre kazdé i € I a Vj, € T.

POzZNAMKA 2.5. Pomocou predbdzy resp. bizy mozZeme definovat
topologiu, ak ku nej pridame prazdnu mnozZinu. Je dobré si uvedomit,
ze baza je taky systém otvorengch mnoZin, z ktorého pouzitim 2. axiomy
topologického priestoru dostanemé vsetky otvorené mnoziny a podobne
z predbdzy pouzitim 3. axiomy topologického priestoru dostaneme bdzu
topologického priestoru.

CVICENIE 2.8. Dokdzte, Ze 7~ije predbdzou topoldgie T prdve vtedy,
ked T ={M;_,V;: Vi,...,V,, C© T} je bazou topoldgie T .

CVICENIE 2.9. Ukdste, e lubovolnd bdza T topoldgie topoldgie T
ma nasledujice dve vlastnosti

(1) pre lubovolné Uy, Uy € T axelU NU existuje U € T takd,
56$€U§U1HU2, ~
(2) pre lubovolné x € X existuje U € T takd, Ze x € U.

DEFIN{cIA 2.7 (Béza okoli). Nech (X,T) je topologicky priestor a
x € X. Hovorime, Ze systém mnozin {U;};cr tvori bdzu okoli bodu z,
ak x € U;,i € I, kazdé okolie bodu x obsahuje niektord mnoZinu tohoto
systému a kazZda mnozina tohoto systému obsahuje nejaké okolie bodu
x.
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DEFINICIA 2.8 (Axiémy spocitatelnosti, separabilnost). Nech je
dany topologicky priestor (X,T). Nazveme ho priestorom spiﬁajflcim
prva axiomu spocitatelnosti, ak pre lubovolny bod x € X existuje po-
stupnost jeho okoli {U;}32, takd, Ze ku kazdému okoliu U bodu = existuje
n € N také, e U, C U. Hovorime, Ze topologicky priestor spiiia druht
axiéomu spocitatelnosti, ak md spocitatelni bazu topologie. Topologicky
priestor sa nazyva separabilny, ak md spocitatelni husti podmnozinu.

CVICENIE 2.10. UkdZte, Ze opisanim bdzy okoli kaZdého bodu sa dd
jednoznacne definovat topologia celého priestoru.

Priklad:
(1) Kazdy metricky priestor spliia prvii axiému spocitatelnosti.
Staci zobraf pre lubovolny bod - € X postupnost (B1(x))72;.
(2) Topologicky (ani metricky) priestor nemusi spliiat druhi axi-
ému spocitatelnosti. Zoberme nespocitatelnit mnozinu (napr.
R) s diskrétnou metrikou.

DEFINiCIA 2.9 (Spojité zobrazenie). Nech (X,T), (Y,U) st to-
pologické priestory. Zobrazenie f: X — Y sa nazyva spojité, ak pre
lubovolni mnoZinu U € U je mnoZina f~1(U) € T.

VETA 2.1 (Ekvivalentné podmienky spojitosti). Nech (X,T), (Y,U)
st topologické priestory a f: X — Y je zobrazenie. Potom su ekviva-
lentné turdenia

(1) f je spojité

(2) vzor lubovolnej mnoZiny z predbdzy (bdzy) Y je otvoreny v X

(3) existuji systém baz okoli {B(x)}rex v X, kde B(x) je bazou
okoli bodu x € X a {D(y)}yey v Y, kde D(y) je bizou okoli
bodu y € Y také, Ze pre lubovolny bod x € X a'V € D(f(z))
existuje U € B(x), pre ktoré plati f(U) C V.

(4) vzor lubovolnej uzavretej mnoziny je uzavretd mnozina

(5) pre lubovolni mnozinu A C X plati f(cl(A)) C cl( ( )

(6) pre lubovolni mnoZinu B CY plati cl(f~1(B)) C f~!(cl(B))

(7) pre lubovolni mnoZinu B C'Y plati f~!(int(B)) C mt( ~YB))

Dékaz: Tvrdenie 1 = 2 je zrejmé priamo z definicie predbazy
(bazy) a spojitosti zobrazenia (pozri obr 2).

Dokaz tvrdenia 2 = 3 zac¢neme vyberom systémov okoli (pozri
obr. 3). Nech D je baza topolégie Y. Nech B(z) st vsetky okolia bodu
x € X a D(y) st vSetky okolia bodu y € Y. Pre lubovolné okolie
V € D(f(x)) existuje otvorené okolie W € D také, ze f(x) e W C V.
Potom f~Y(W) je otvorend v X, x € f~1(W). Polozme U = f~1(W).
Potom f(U) C V.

Dokaz tvrdenia 3 = 4. Nech U C Y je Iubovolna uzavretd mno-
zina (poz. obr. 4). Potom Y —U je otvorend a f~1(Y -U) = X —f~1(U).
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Ukdzeme, Ze toto je otvorend mnoZina. Pre kazdy bod x € f~1(Y — U)
aV eD(f(x)), VCY — U mame otvorent mnozinu U, C U, € B(z),
pricom f(U}) € V. Potom zjednotenie U,ep-1(y_)U, = [~ (Y — U).
Teda je to otvorend mnozina.

Dokaz tvrdenia 4 = 5. Podla predpokladu je f~!(
retd mnozina. Kedze A C f~1(cl(f(A))), plati cl(A) C f~
A teda f(cl(A)) C (cl(f(A))) (poz. obr. 5).

Dokaz tvrdenia 5 = 6. Nech A = f~!(B). Potom f(cl(A4)) C
cl(f(A)), teda f(cl(f~Y(B))) C cl(f o f7Y(B)) C cl(B). Z vlastnosti
vzoru teda méme cl(f~1(B)) C f~(cl(B)).

Dokaz tvrdenia 6 = 7. Nech U = Y — B. Potom cl(f~}(U)) C
F7H(cl(U)). Teda mozeme pisat

X —int fY(B) = ol(X - f1(B)) =c(f(U)) C
C fYdU)=fYY —intB) = X — f!(int B).

cl(f(A))) uzav-
Hcl(f(A)))-

Toto déva inkliziu f~!(int B) C int f~1(B).

Dokaz tvrdenia 7 = 1. Pre lubovolni otvoreni mnozinu plati U
int U. Takze f~Y(U) = f~HintU) C int f~H(U). Kedze int f~1(U)
f~HU), mame rovnost tychto dvoch mnozin. Teda f je spojité.

O N

POZNAMKA 2.6. Turdenie 3 sa pouZiva ako definicia spojitosti zo-
brazenia v bode x, pricom zobrazenie je spojité, ak je spojité v kazZdom
svojom bode.

Turdenie 5 sa volne dd interpretovat tak, Ze body z uzdveru mnoziny
(,blizke“ k mnoZine) sa v spojitom zobrazeni zobrazia do uzdveru obrazu
tejto mnoziny (t.j. na ,blizke“ body k obrazu mnoZiny).

CVICENIE 2.11. Ndjdite priklad spojitého zobrazenia topologickych
priestorov, kde sa hranica nezobrazi na hranicu. Zmeni sa nieco, ak
priddme poziadavku surjektivnosti a/alebo injektivnosti zobrazenia?

VETA 2.2 (Skladanie spojitych zobrazeni). Nech X, Y, Z si topo-
logické priestory. Nech f: X — Y a g: Y — Z su spojité zobrazenia,
potom go f: X — Z je spojité zobrazenie.

Dokaz: Nech W je otvorend mnozina v Z. Potom V = g~ (W) C Y
je otvorend, a teda U = f~1(V) C X je otvorend. Kedze plati (g o
)7YW) = f~1 (g7 (W)) = U, tak je podla definicie zloZené zobrazenie
spojité. 0

CVICENIE 2.12. Dokdzte, Ze f: X — Y je spojité v bode a € X
prave vtedy, ked ku kaZdému okoliu V' bodu f(a) € Y existuje také
okolie U bodu a € X, Ze f(U) C V.
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X Y
‘ f ‘

OBR. 2. Spojitost zobrazenia je ekvivalentna spojitosti

na predbaze.

OBR. 3. Spojitost zobrazenia je ekvivalentna spojitosti
na bazach okoli x a f(x)

X
. f

OBR. 4. Spojitost zobrazenia je ekvivalentnad spojitosti
na uzavretych mnozinach.

X Y
‘ f
Y

X Y

OBR. 5. Obraz bodov uzdveru mnoziny v spojitom zo-
brazeni je pod uzdverom obrazu tejto mnoziny. Nezna-
mend to vsak, ze obraz hranice je hranical

CVICENIE 2.13. (Systém borelovskyjch' mnozin) Nech (X,T) je to-
pologicky a S C P(X) je systémom mnoZin spliajicim nasledujice
podmienky

fmile Borel (1871-1956) — francizsky matematik, pracoval v oblasti aritme-
tiky, tedrie mnozin, tedrie miery, teérie funkcii, geometrie, tedrie pravdepodobnosti
a matematickej fyziky. V niekolkych disciplinach sa radi na popredné miesta v
historii. Je jednym zo zakladatelov tedrie hier. Za svoju pracu dostal mnozstvo
oceneni.
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Y

OBR. 6. Ekvivalentna podmienka otvorenosti resp.
uzavretosti zobrazenia.

(1) T CS,

(2) ak A€ S, tak aj X — A€ S,

(3) ak Az S S, 1 €N, tak UiENAi eS.
Takyto systém nazyvame systémom borelovskych mnozin na topologic-
kom priestore X. Neuzavretd mnozinu tvaru U;enA; € S, pre A; uzav-
reté, nazyvame F, mmnozina. Neotvorentd mnoZinu tvaru MienB; € S,
pre B; otvorené, nazyvame G, mnozZina. Ukdzte, Ze plati

(1) doplnok F, mnoZiny je G, mnoZina,

(2) vzor F, mnoZiny v spojitom zobrazeni je F, mnoZina,

(3) vzor G, mnoZiny v spojitom zobrazeni je G, mnoZina,

(4) mnozina Q v R je F, mnoZina,

(5) mnozina Q v R nie je G, mnoZina.

DEFINICIA 2.10 (Otvorené a uzavreté zobrazenie). Zobrazenie to-
pologickijch priestorov f: X — Y sa nazjva otvorené (uzavreté), ak
obrazom otvorenej (uzavretej) mnoziny v X je otvorend (uzavretd) mno-
Zina v'Y .

VETA 2.3 (Ekvivalentna podmienka uzavretosti(otvorenosti) spoji-
tého zobrazenia). Spojité zobrazenie f: X — Y je uzavreté (otvorené)
vtedy a len vtedy, ak pre lubovolni mnozinu B C'Y a pre lubovolni
otvoreni(uzavreti) mnoZinu A C X taki, Ze f~1(B) C A existuje ot-
vorend(uzavretd) mnozina C splriajica B C C C Y a /(o) Cc A
(pozri obr. 6).

Dokaz: Nech f je otvorené zobrazenie a A, B st ako z nutnej pod-
mienky. Potom X — A je otvorena, a teda f(X — A) je otvorend v Y.
Kedze f~}(B) C A, tak f(X —A)NB = (. Polozme C' =Y — f(X — A).
Zrejme B C C a f71(C) C A.

Nech teraz plati nutna podmienka z tvrdenia. Potom zoberme lu-
bovolnt otvorent mnozinu U C X. Mnozina A = X — U je uzavreta a
obsahuje mnozinu f~'(B) pre B =Y — f(U). Takze existuje uzavretd
mnozina C C Y, f4(C) C Aa B C C. Teda plati f(U) CY —C a
fHC) C A. Z ¢oho mame C C B, a teda f(U) =Y — C.

Cast s uzavretym zobrazenim sa dokaze analogicky. 0
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CVICENIE 2.14. Dokdzte ekvivalentni podmienku k uzavretému zo-
brazeniu vo vete 2.3.

CVICENIE 2.15. Spojité zobrazenie f: X — Y je uzavreté vtedy a

len vtedy, ked pre kazdy bod y € Y a kaZdi otvorent mnozZinu U C X,
fYy) C U ezistuje okolie V bodu y, Ze plati f~(V) C U. Dokdzte!

DEFIN{cIA 2.11 (Homeomorfizmus). Zobrazenie f: X =Y sa na-
zijva homeomorfizmus, ak je bijektivne, spojité a f=* je spojité.

CVICENIE 2.16. DokdZzte, Ze reldcia topologickijch priestorov byt
homeomorfny“ je relicia ekvivalencie.

CVICENIE 2.17. Nech f: X — Y je spojité bijektivne zobrazenie
topologickych priestorov. Potom su ekvivalentné nasledujice turdenia

(1) f1 je spojité,
(2) [ je uzavreté,
(3) f je otvorené,

(4) mnozina f(A) je uzavretd v'Y vtedy a len vtedy, ked je A
uzavretda v X,

(5) mnozina f~1(B) je uzavretd v X vtedy a len vtedy, ked je B
uzavretda v'Y,

(6) mnozina f(A) je otvorend v 'Y wvtedy a len vtedy, ked je A
otvorend v X,

(7) mnoZina f~Y(B) je otvorend v X vtedy a len vtedy, ked je B
otvorend v 'Y .

Dokazte!

POzZNAMKA 2.7. Vzhladom na predchddzajicu vetu v cviceni 2.17
mozno povedat, Ze dva homeomorfné topologické priestory maji rovnaké
otvorené (a teda aj uzavreté mmoziny). Z hladiska topolégie ich teda
nevieme rozlisit. Topologické vlastnosti sa preto formuluji pre triedy
homeomorfnich topologickiych priestorov. Toto je analdgia k zndmej
vete z linedrnej algebry o existencii izomorfizmu medzi lubovolngm n-
rozmernym vektorovym priestorom nad polom F' a vektorovym pries-
torom V"™(F). Turdenia staci naformulovat pre F™, a potom previest
izomorfizmom do prislusného priestoru.

3. Konstrukcie topologickych priestorov
VETA 3.1 (Podpriestor). Nech (X,T) je topologicky priestor. Nech
Y C X je podmnoZina. Potom (Y,S), kde S = {Zy C Y : Zy =
Y NUU € T} je topologicky priestor.

Dékaz: Lahko sa presvedéime, Ze tito dvojica splita vetky pred-
poklady definicie topologického priestoru. 0

CVICENIE 3.1. Ouerte vsetky predpoklady z definicie topologického
priestoru pre (Y, S).
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DEFINicIA 3.1 (Podpriestor). Priestor (Y,S) z vety 3.1 nazgvame
topologicky podpriestor priestoru (X, T). Topolégiu S nazgjvame re-
lativnou topolégiou. Ak'Y je otvorenou (uzavretou) podmnozinou X,
hovorime o otvorenom (uzavretom) podpriestore.

VETA 3.2 (Tranzitivnost relacie ,, byt podpriestorom®). Nech X,Y, Z
s topologické priestory, pricom Y je podpriestorom X a Z je podpries-
torom Y . Potom Z je aj podpriestorom X.

Dékaz: Zrejmy, kedze pre otvoreni mnozinu W C Z existuje ot-
vorena mnozina V' C Y a otvorenda mnozina U C X splnajice rovnost

W=vnzZ=UnNY)NZ. 0

POZNAMKA 3.1. Na zdklade vety 3.2 hovorime, Ze vlastnost ,byt
podpriestorom* je tranzitivna na mnozine vsetkych podpriestorov neja-
kého topologického priestoru X.

POzZNAMKA 3.2. Ak wvaZujeme priestor, ktory je podpriestorom
euklidovského priestoru a mespecifikujeme otvorené mnoZiny, predpo-
kladame, Ze ide o indukovani topologiu.

CVICENIE 3.2. Nech B je baza topolégie priestoru (X, T). Nech
(Y, S) je podpriestor (X, T). PotomC={Cy CY :C=UNY,U € B}
je bdza topologie S. Dokdzte.

CVICENIE 3.3. UvaZujme R s euklidovskou topoldgiou. Opiste vetky
otvorené mnoziny podpriestoru a,b] C R, kde a,b € R,a < b. UkdZte,
ze systém mnozin {[a,a’) : o € la,b]} U {(V,b] : V' € [a,b]} tvori
predbdzu v podpriestore [a,b] C R.

VETA 3.3 (Sac¢in dvoch priestorov). Nech (X, T), (Y,U) si topo-
logické priestory. Nech Z = X xY a V' ={T xU € P(X xY) :
T e T,UeclU}. PotomV' je bazou topologie V a (Z,V) je topologicky
priestor

Doékaz: Staci ukazat, ze konecny prienik mnozin z V' je opét z V.
Zrejme (U x V)N (U' x V") = (UNU’) x (VNV’). Dalej pokracujeme

matematickou indukciou. 0

DEFINiCIA 3.2 (Sucin dvoch topologickych priestorov). Priestor
(X xY,V) z vety 3.3 sa nazjva topologickym stcinom dvoch pries-
torov.

POzZNAMKA 3.3. Podobne sa dd definovat topologicky sicin konec-
ného poctu k topologickych priestorov, kde k € N, k > 1.

CVICENIE 3.4. Nech X,Y si topologické priestory, AC X, BCY.
Potom ak A a B siu uzavreté, tak A x B je uzavretd v X x Y. Naviac,
pre lubovolné mnoziny plati cl(A x B) = cl(A) x cl(B). Dokdzte!
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OBR. 7. Suma topologickych priestorov py & p1 @ p2 G
eobe;Deydf dava trojuholnik ako disjunktné zjednotenie
vrcholov, otvorenych hran a otvorenej steny. Analogicky
sa da postupovat aj pre simplexy vyssich dimenzii.

P2

Po ()

DEFINICIA 3.3 (Suma priestorov). Nech {X;}ses je systém po dvoch
disjunktnych topologickych priestorov. Potom X = Uscs X s topoldgiou
danou mnozZinami U C X takymi, Ze UN X, je otvorend v X, pre vsetky
s € S nazgvame sumou topologickych priestorov { X;}ses. Oznacujeme
X =@,.q Xs (pozri obr. 7).

POZNAMKA 3.4. Predchddzajica definicia sa dd lahko realizovat
aj pre priestory, ktoré nie su disjunktné. Staci kazZdy podpriestor ,vy-
ndsobit* vhodnou mnozZinou. Napr. pre systém podpriestorov {X;}ier
zoberieme systém homeomorfnych priestorov {X; x {i} }icr. Tieto si uz
po dvoch disjunktné.

CVICENIE 3.5. MnoZina A C @, ¢ X, je uzavretd vtedy a len vtedy,
ak je uzavretd kazdd mnozina ANX,, s € S. Dokdzte! Ukdzte, Ze potom

je X ako podmnozina @, 4 X, otvorend aj uzavretd.

CVICENIE 3.6. Zobrazenie f: @, . Xs = Y je spojité vtedy a len
vtedy, ked je spojité kazdé zobrazenie f oig: Xy — Y, kde zobrazenie
le: Xg — @ses X, je prirodzené vloZenie. Dokdzte!

CVICENIE 3.7. Simplex v R? je dangj ako mnoZina bodov, ktord je
konvexngm obalom d + 1 linedrne nezavislych bodov (neleZia v jednej
nadrovine). Opiste rozklad simplezu na otvorené steny podobne ako na
obr. 7. Opiste nerovnostams jednotlivé podpriestory, z ktorych sa skladd
d-rozmerny simplex.

DEFINfCIA 3.4 (SUcin priestorov). Nech {X,}ses, S # 0 je ne-
prazdny systém topologickych priestorov. Potom X = llyesXs s topo-
logiou generovanou mnoZinami, ktoré su vzormi otvorenych mnoZin v
priestoroch Xg v projekciach my: X — X, ws(x) = xs (t.j. tieto zo-
brazenia su spojité a topologia na X je minimdlna takd — najhrubsia)
nazgvame sucinom topologickych priestorov { X, }ses-

POZNAMKA 3.5. Ezistencia neprdzdneho sicinu lubovolného sys-
tému topologickijch priestorov je ekvivalentnd axiome vyberu.
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VETA 3.4 (Kanonické baza topolédgie sucinu priestorov). Nech X =
[Tes Xs. Potom wvsetky podmnoZiny X tvaru llgesWs, kde kaZdd pod-
mnozina Wy C Xy je otvorené v Xy a okrem konecného poctu indexov
s €S je Wy = Xg, tvoria bazu topologie X .

Doékaz: Nech T je systém podmnozin X z tvrdenia vety. Je zrejmé,
7e pre otvorené W, C X, je z T aj m, *(W,) = e X,, kde X, =
X, pre s # t a X, = W,. Koneénymi prienikmi tychto $pecidlnych
prvkov dostaneme Tubovolny prvok z 7. Takze kazda topolégia X, v
ktorej vsetky 7y, s € S su spojité obsahuje 7. Najhrubsiu topologiu
dostaneme uzavretim na zjednotenie prvkov 7T . 0

VETA 3.5 (Uzaver sucinu mnozin). Pre lubovolny systém mnoZin
{As}ses, kde Ay C X plati v T X, Ze cl(llzesAs) = Hges cl(As).

Doékaz: Ak x = (z4)ses € cl(A), kde A = T, egAs, tak Tubovolna
mnozina W z bazy X = ll;csX, obsahujica x musi mat neprazdny
prienik s A. Teda M,egA; N esW, = Mies5(As N W) # 0, a teda pre
kazdé s € S a Iubovolnu otvoreni mnozinu Wy, ktora je okolim x,,
t.j. s-tej stradnice bodu z, je W, N A, # 0 v X,. To je vtedy a len
vtedy, ked = € I eg cl(Ay). 0

VETA 3.6 (Spojitost zobrazenia do st¢inu priestorov). Nech je dany
priestorY = Il esYs. Zobrazenie f: X — Y je spojité vtedy a len vtedy,
ked je spojité kazdé zobrazenie mgo f: X — Y, pre s € S.

Dékaz: Nutna podmienka je zrejma z definicie stcinu topologic-
kych priestorov.

Mnozina U C Y je z bazy topologie Y, ak sa d4 napisat v tvare
U = niym ' (Wy,) pre nejaké sqi,....s, € S. Z vlastnosti vzoru je
potom f~Y(U) =N, (7, o f)H(W,) otvoren4. =

Priklad:[KruZnica ako faktorovy priestor redlnej priamky| Nech S! je
jednotkova kruznica v R%. Uvazujme priamku, ktort chceme ,, namotat
ako nit na tuto kruznicu. Je zrejmé, ze ak bude nit napnuta, tak po
diZke 27 musime namotat dalsiu takito dizku a potom znovu a znovu.
Na realnej priamke to znamena, ze ju rozdelime na disjunktné casti
dlzky obvodu kruznice. Takéto diely mozeme ocislovat cislami zo Z.
Pri namotavani sa niektoré body z dielov dostani ,nad seba“ a je
prirodzené ich stotoznif. Nad kazdym bodom kruznice bude prave jeden
bod z kazdého dielu redlnej priamky dlhého 27. Takejto konstrukcii
hovorime faktorizacia a v tomto pripade piSeme R/Z = S'.

DEriNfcia 3.5 (Faktorovy priestor). Nech (X,T) je topologicky
priestor, ~ je reldcia ekvivalencie na X a X = X /. je rozklad mnoZiny
X definovany touto reliciou. Nech m: X — X. je projekcia a — [a],
kde [a] je trieda ekvivalencie v reldcii ~. Definujeme T, = {V C X :
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7 YV) € T}. Potom (X.,T.) nazgvame faktorovym podpriestorom
(X, T) podla relacie ~.

CVICENIE 3.8. MnoZina F C X je uzavretd vtedy a len vtedy, ked
7 (F) je uzavretd v X. Dokdzte!

VETA 3.7. Zobrazenie f: X.. — Y je spojité vtedy a len vtedy, ak
je spojité zobrazenie f o .

Dokaz: Staci si uvedomit ako je definovana topologia na X. a
pouzit vztah (f o) Y(V) = n"1(f~L(V)). [

POZNAMKA 3.6. Z definicie priamo vidno, Ze projekcia m na fakto-
rovy priestor je spojité zobrazenie.

DEFINicIA 3.6 (Faktorova topoldgia). Nech (X,T) je topologicks
priestora f: X — Y je zobrazenie. Potom Ty ={V € P(Y): f~1(V) €
T} sa nazgva faktorovou topoldgiou na priestore Y uréenou zobrazenim
f. Spojité surjektivne zobrazenie f: X — Y sa nazyva faktorové, ak
topologia Y je faktorovd vzhladom na f.

CVICENIE 3.9. Spojité surjektivne zobrazenie f: X — Y, ktoré je
otvorené alebo uzavreté, je aj faktorové.

Priklad: V nasledujicich prikladoch faktorovych topolégii konstru-
ujeme rozne plochy zo Stvorca.

(1) Zlepenim dvoch protilahlych hrédn Stvorca v rovnakom smere
dostaneme plochu homeomorfni s valcovou plochou.

(2) Zlepenim dvoch protilahlych hran Stvorca v opa¢nom smere
dostaneme plochu, ktora sa nazyva Mébiov? list. Mobiov list
je jednostranna plocha s hranicou homeomorfnou kruznici.

(3) Zlepenim dvoch dvojic protilahlych hran stvorca v rovnakom
smere dava torus (alebo anuloid). Jednym zlepenim dostaneme
valcovil plochu a zlepenim jej okrajov v rovnakom smere do-
staneme torus.

(4) Zlepenim dvoch parov protilahlych hrén $tvorca, pricom prvi
dvojicu zlepime v rovnakom smere a druhi v opac¢nom smere
dostaneme Kleinovu?® flagu. Jednym zlepenim dostaneme val-
covu plochu a zlepenim jej okrajov v protismere dostaneme
Kleinovu flasu.

2August Ferdinand Mébius (1790-1868), potomok Martina Luthera, GauBov a
Pfaffov ziak, pracoval v matematike i astronémii. Zaoberal sa trigonometrickymi
rovnicami, analytickou geometriou, zaviedol projektivne siradnice a zaoberal sa
barycentrickymi stradnicami. Prispel aj do teérie geometrickych transformacii. Je
po 1tiom pomenovanych niekolko matematickych objektov — Mobiov list (hoci ho
neobjavil), Mébiova grupa, Mobiova inverzia.

3Felix Klein (1849-1925), nemecky matematik. Polozil zdklady modernej (ne-
euklidovskej) geometrie vyhldsenim tzv. erlangenského programu. Je po nom po-
menovanych niekolko geometrickych objektov — Kleinova flasa, Kleinova kvadrika,
Kleinov model neeuklidovskej geometrie. ..
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valcova Mobiov torus Kleinova  projektivne
plocha pasik fTasa i

OBR. 8. Faktorové priestory vzniknuté niektorymi ,zle-
peniami® hran Stvorca a ich niektoré zobrazenia do R3.

(5) Zlepenim dvoch parov protilahlych hrén stvorca, pricom oba
pary zlepime v opa¢nom smere, dostavame projektivnu rovinu.

CVICENIE 3.10. Ndjdite parametrické vyjadrenia ploch homeomorf-
nych s plochami v priklade 3.

VETA 3.8. Nech X,Y,Z su topologické priestory, Y je faktorovy
podpriestor X a Z je faktorovy podpriestor Y. Potom Z je faktorovy
podpriestor X .

Ddkaz: Staci si uvedomit, ze zlozenim spojitych projekcii my: X — Y
a mz: Y — Z dostaneme spojita projekciu X — Z. 0

CVICENIE 3.11. Nech X =R s euklidovskou topoldgiou a Y = (R —
N)U{wo}, kdeyo € R. Nech f: X — Y je identitou na R—N a f(n) = yo
pre lubovolné n € N. Ukdzte, Ze [ je faktorové zobrazenie. Ukdzte,
se Y s indukovanou topoldgiou nespliia prvi azidmu spocitatelnosti.
[Navod: Identifikujte struktiru okoli bodu yy. Ukdzte, Ze pre akikolvek
postupnost okoli bodu vy, vieme najst okolie, ktoré neobsahuje ani jedno
okolie z danej postupnosti.|

DEFINICIA 3.7 (Axiémy oddelitelnosti). Topologicky priestor (X, T)
sa nazyva

To-priestor: ak pre lubovolné jeho dva body x # vy, existuje otvo-
rend mnozina U € T takd, Ze bud x € U ay & U alebo y € U
ax U,

Ti-priestor: ak pre [ubovolné jeho dva body x # vy, existuji ot-
vorené mnoziny U,V € T také, Zex € U, y ¢ U,y € V a
x &V,

T,-priestor, Hausdorffov? priestor: ak pre lubovolné jeho dva
body © # vy, existuji disjunktné otvorené mnoziny U,V € T
také, Zex € U ay eV,
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Ts-priestor, regularny priestor: ak je T1-priestor a pre lubo-
volngy bod v € X a kazZdu uzavrety mnozinu R C X, x € R
existuju disjunktné otvorené mnoziny U,V € T také, Zex € U
a RCV,

T, 1 -priestor, tiplne regularny priestor, tichonovovsky®: ak
je Ty -priestor a pre lubovolny bod x € X a kaZdi uzavretid mno-
Zinu R C X, x € R ezistuje spojité zobrazenie f: X — [0,1],
pricom f(z) =0 a f(R) C {1},

T,-priestor, normalny priestor: ak je T)-priestor a pre lubo-
volné dve disjunktné uzavreté mnoziny R, S C X existuji dis-
Jjunktné otvorené mnoziny U,V € T také, Ze RCU a S CV.

POzZNAMKA 3.7. Azda najdoleZitejsi typ priestoru je Ty-priestor.
Vela vysledkov topoldgie a analytickych disciplin sa formuluje a plati
len pre takéto priestory. V algebrickej geometrii, kde sa takéto priestory
prirodzene nevyskytuji sa hladd vhodnd charakteristika (separabilita,
ind ako sme definovali vyssie), ktord nahrddza takygto pojem.

Vsimnite si, Ze v definicii tichonovovského priestoru pouZivame iny
topologickijc priestor — redlny interval [0, 1] s obvyklou topoldgiou.

VETA 3.9 (Hierarchia axiém oddelitelnosti). Nech (X, T) je topo-
logicky T;-priestor pre i = 1,2,3,4, potom je aj T;_1-priestor. KaZdy
T3%—pm'est0r je aj Ts-priestor.

Do6kaz: Urobime napr. dokaz 177 = Tj. KedZze plati pre pevny
bod z € X a Iubovolny y € X, Ze existuje otvorend mnozina U, € T
neobsahujiica z, ale obsahujica y. A to je prave hladand mnozina U z
definicie Tj-priestoru.

Uvedomme si, ze v 17 priestore je jednobodova mnozina {z} uzav-
retd pre Iubovolné € X, lebo Uyex_3U, = X — {z} je otvorena.

O

POZNAMKA 3.8. Plati aj tvrdenie, Ze kaZdy Ty priestor je tplne
requldrny ako uvidime neskor vo vete 3.135.

CVICENIE 3.12. Dokoncdite dokaz vety 3.9 pre ostatné typy priesto-
rov.

4Felix Hausdorff (1868-1942), nemecky matematik, vystudoval aplikovani ma-
tematiku so zameranim na astronémiu, neskér pracoval v tedrii mnozin a topologii,
kde dosiahol vyrazné tspechy. Z pojmov nestcich jeho meno st zname Hausdorffova
(fraktdlna) dimenzia a Hausdorffov priestor. Svoj Zivot ukoncil spolu s niekolkymi
rodinnymi prislusnikmi po ozname o internacii.

®Andrej Nikolajevi¢ Tichonov (1906-1993) — sovietsky matematik s tematicky
Sirokym zaberom od topoldgie, funkciondlnej analyzy, teorie diferencidlnych rovnic
az po numerické metody riesenia. Je po nom pomenovand metdda regularizacie zle
podmienenych tloh a trieda uplne regularnych topologickych priestorov.
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Priklad:[Kontrapriklady k hierarchii 7; priestorov]

(1) Trividlny (antidiskrétny) priestor s aspon dvoma bodmi nie je
Ty priestorom.

(2) Nech X je lubovolnd mnozina s aspon 2 prvkami a xy € X.
Potom pre ) # A C X polozme clA = AU {xo} a cll) =
(). Takymto systémom uzavretych mnozin definujme topoldgiu
na X. Lahko sa vidi, Ze priestor je Ty, ale nie je T}. Ziadna
otvorena mnozina okrem celého priestoru totiz neobsahuje x.

(3) Nech X je IubovoInd nekonecnd mnozina. Systém otvorenych
mnozin definujme {@} U{V C X : card(X — V) < Xo}. Tento
priestor je Tj-priestorom, ale nie je Th-priestorom.

(4) Nech X =Ra Z C X, Z={1:zecZ—{0}}. Pre lubovolné
z € X zoberme Uj(z) = (z — 3,z + 1) a baza okoli bodu = je
B(z) = {Ui(x) }ien pre  # 0 a B(0) = {U;(0) — Z };en. Priestor
X s takto generovanou topologiou je Hausdorffov. Mnozina
Z je uzavreta a 0 ¢ Z. Ale Iubovolné dve otvorené mnoziny
U, Uy C X také, ze 0 € Uy a Z C Uy maju neprazdny prienik.
Takze tento priestor nie je T5.

(5) Nech T' = {(z,y) € R? : y > 0}. Oznac¢me Ty = {(z,0) €
R? : y > 0}. Pre Iubovolny bod z T' — T’y definujme bdzu
okoli tohoto bodu pomocou euklidovskej topoléogie tejto pol-
roviny. Pre bod a = (z,0) € I'y definujeme bazu okoli ako
{B((x,r),r)U{a}},~0. Takto definovand mnozina tvori bazu
okoli. Priestor sa nazyva Moorovou® alebo Nemyckého' rovi-
nou. V tomto priestore je I'y uzavretou podmnozinou.

Nemyckého rovina je uplne regularny priestor. Nech mno-
zina U (a) je prvok bézy okoli bodua € I"a pre b € U(a) —{a}
je V' bod prieniku priamky ab a hranice U(a). Potom funkcia

0, ak b=a
(3) fy=<1, ak bel—U(a)
ok, ak beU(a) - {a}

je spojité zobrazenie f: I' — I (poz. obr. 9).

Je zrejmé, ze acc(Iy) = (. Naviac to plati pre Iubovolni
A CTy. A kedze I'y je diskrétny podpriestor I', tak A je uzav-
retd podmnozina I'y.

Mnozina C' = (I' — T'y) N Q? bodov s racionalnymi strad-
nicami mimo I'y je husta v I

SMoore, Robert Lee (1882-1974) — americky matematik venujici sa vSeobecnej
topoldgii. Znama je jeho metéda vyucovania matematiky.

"Nemyckij, Viktor Vladimirovié, (1900-1967) — sovietsky matematik, pracoval
v Moskovskej univerzite, zaoberal sa kvalitativnou teériou diferencidlnych rovnic,
nelinedrnych operatorovych rovnic, teériou funkcii jednej premennej a topoldogiou.
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OBR. 9. Nemyckého rovina je prikladom priestoru, ktory
je uplne regulédrny, ale nie je normalny. Rovnako je pri-
kladom toho, Ze podpriestorom separabilného priestoru
nemusi byt separabilny priestor. Na obréazku vidime bazu
okoli dvoch typov bodov (vpravo) a funkciu reprezento-
vani zmenou intenzity Sedého odtiena (vlavo) demon-
strujucu na jednom bézovom okoli, Ze tento priestor je
uplne regularny.

Ak je I normalny priestor, tak pre lubovolné Z C I'y exis-
tuju otvorené mnoziny Uy a V; také, ze Z C Uy, I'g—Z C Vy
aUz;NVy; =0. Oznaéme C; = U; N C. Nech A,B C I'y st
také, ze A— B # (). Potom ) # A — B C cl(U4) NV a naviac
cl(Ug) NV =0, lebo Ug NV = ). Takze cl(Ua) # cl(Ug). Z
toho priamo mame aj cl(Cy) # cl(Cp), a teda Cy # Cp. Teda
pre rozne mnoziny A, B st rozne aj C'y a Cp.

To vedie k sporu, lebo podmnozin C' je len 2%, zatialéo
podmnozin Iy je 2¢.

VETA 3.10 (Uzavretost mnoziny bodov s rovnakymi hodnotami v
zobrazeniach). Nech f,g: X — Y su spojité zobrazenia a Y je Haus-
dorffov topologicky priestor. Potom mnoZina {x € X : f(z) = g(x)} je
uzavretd v X.

Dékaz: Ukdzeme, ze A = X — {z € X : f(z) = g(x)} je otvorend. K
bodom f(x) # g(x) existuji otvorené mnoziny U, a V,, U, NV, = 0,
f(z) € U, g(x) € V. Mnozina f~1(U,) N g~ *(V,) je otvorené okolie
bodu z a je celé podmnozinou A. 0

POzZNAMKA 3.9. Specidlnym pripadom predchddzajicej vety je tur-
denie, Ze implicitne definovand krivka v euklidovskej rovine alebo plocha
v euklidovskom trojrozmernom priestore je uzavretda mnozina. Staci ako
druhi funkciu vziat nulovi funkciu. Ako je to s implicitne definovanou
krivkou v trojrozmernom euklidovskom priestore?
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i@

OBR. 10. Uzavreté mnoziny tvoria bazu okoli v Ti-
priestore prave vtedy, ked je regularny.

VETA 3.11 (Ekvivalentnd podmienka regularnosti). T} - priestor X
je reguldrny vtedy a len vtedy, ked pre lubovolny bod v € X a jeho
otvorené okolie V' C X existuje okolie U C X bodu x také, Ze clU C V.

Dokaz: V reguldrnom priestore X zoberme x € X a uzavreti mnozinu
F = X —V. Potom existuju otvorené okolia Uy, U C X také, ze x € Uy,
F CUyaU NUy;=0. Je zrejmé, ze okolie clU; C X — U, C V, kedze
X — U je uzavreta.

Ak plati nutna podmienka z tvrdenia, tak uzavreti mnozinu F C
X, x ¢ F zoberme V = X — F. Potom existuje okolie U; C X bodu x
také, Ze clU; C V. Vezmime za Uy = X — clU;. Zrejme U; NUy = 0 a
ze U aF CU,. 0

CVICENIE 3.13. DokdZte vetu 3.11 za predpokladu, Ze V je okolie z
nejakej pevne zvolenej predbdzy X .

DOSLEDOK 3.1. Ty priestor je requldrny prdve vtedy, ked uzavreté
okolia lubovolného bodu tvoria bdzu okoli.

Doékaz: Nech X je regularny, potom pre x € X a otvorent mnozinu
U, x € U plati, ze k R = X — U existuju disjunktné otvorené mnoziny
VW C X také, ze x € V. .a R C W (pozri obr. 10). To ale znamena,
ze mnozina X — W C X — R = U je uzavreta a obsiahnuta v okoli U.
Takze uzavreté okolia tvoria bazu okoli bodu .

Nech X je Ti-priestor a bod x € X ma bazu okoli z uzavretych
mnozin. Nech R je uzavretd mnozina a r ¢ R. Potom k otvorenej
mnozine X — R existuje uzavretd mnozina S, x € S C X — R. Mnozina
S obsahuje otvoreni podmnozinu V, z € V C S. Potom otvorené
disjunktné mnoziny V' a X —cl(V) 2 X — S C R oddeluji r a R.

CVICENIE 3.14. Dokdzte dosledok 3.1 tak, Ze efektivnejsie vyuzijete
vysledky vety 3.11.
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DOSLEDOK 3.2. Podpriestor requldrneho priestoru je tiez requldrny.

Ddékaz: Staci si uvedomit, ze uzavrety systém okoli bodu = z povod-
ného priestoru sa stane zakladom systému okoli tohoto bodu v pod-
priestore. 0

VETA 3.12 (Ekvivalentnd podmienka tplnej regularnosti). 17 pries-
tor X je uplne reqularny prave vtedy, ked pre lubovolny bod x € X a
jeho otvorené okolie V- C X existuje spojitd funkcia f: X — I takd, Ze

f(x)=0a f(X - V) C{1}.

Dodkaz: Nutna podmienka je zrejma z definicie iiplne regularneho pries-
toru, lebo X —V je uzavretd mnozinaa x ¢ X — V.
Postacujica podmienka je zrejma z toho istého dévodu. 0

CVICENIE 3.15. Urobte dokaz vety 3.12 za predpokladu, Ze V je z
nejakej predbdzy topologie na X .

VETA 3.13 (Urysonova® lema). Nech A, B st dve disjunktné uzav-
reté podmnoZiny normdlneho priestoru X, I = [0,1]. Potom existuje
spojitd funkcia f: X — I takd, Ze f(xr) =0 prex € A a f(x) =1 pre
r € DB.

Doékaz: Nacrt dokazu je nasledujici. Ku kazdému racionalnemu
¢islu r € [0, 1] zostrojime otvorent mnozinu U, s vlastnostami
(1) ACU,, BC X -U,,
(2) l(U,) CUs pre r < s.
Funkciu f: X — I zostrojime predpisom

(4) f(z) =inf{r:x e U,}.

Mnoziny U, zostrojime induktivne. Nech {r;};cn je postupnost vset-
kych raciondlnych ¢isel z [0, 1] takd, ze ro = 0 a r; = 1. Kedze X je
normalny, existuju otvorené disjunktné U, V., A C U, B C V. Polozme
Uy = U, Uy = X — B. Je zrejmé, 7e spliiaju podmienku (1). Pod-
mienka (2) plati, lebo AC Uy C X -V =c(X -V)C X - B="U;.
Takze cl(Uy) C Uy.

Majme zostrojeni postupnost mnozin U,, pre ¢ < n, n € N, ktoré
splfiajii podmienky (1) a (2).

Nech s = max{r; : rpy1 >r; i =0,...,n} at=min{r; : r,p1 <
ri:i=0,...,n}. Potom cl(Us) C U;. Teda k mnozinam cl(Us) a X — U,
existuju disjunktné otvorené podmnoziny U,V také, ze cl(U;) C U a
X - U, CV.Kedze cl(U) € X =V C Uy, tak polozme U,, ., = U.

8Pavel Samuilovi¢ Uryson (1898-1924) — rusky matematik rozvijajici najmé
tedriu dimenzie a tedriu metrizovatelnych priestorov. Niekolko pojmov nesie jeho
meno, napr. Mengerova-Urysonova dimenzia, Urysonov univerzalny priestor. Utopil
sa pri plavani v mori v Breténsku.
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Teraz este treba ukézat, Ze f definovane (4) je spojité zobrazenie.
Z definicie funkcie je zrejmé, ze f~'([0,a)) = U,~,U,, lebo infimum
nejakej mnoziny v kazdom okoli obsahuje nejaky prvok danej mnoziny.
Podobne f1((b,1]) = U,<4(X — cl(U,.)), lebo v Tubovolne malom okoli
prvku tohoto intervalu sa nenachadza obraz bodu z U,<, cl(U,). Oba
vzory si otvorené mnoziny a systém mnozin {[0, a) : a € [0, 1]}U{(b, 1] :
b € [0,1]} tvori predbazu v [0, 1]. Takze z ekvivalentnych podmienok
spojitosti je f spojité. 0

PozNAMKA 3.10. Zrejmym dosledkom Urysonovej lemy je fakt, Ze
normdlny priestor je uplne requldrny.

CVICENIE 3.16. PodmnoZina A normdlneho topologického priestoru
X je uzavretd G, vtedy a len vtedy, ked ezistuje spojitd funkcia f: X —
I takd, Ze A= f~1(0). Dokdzte!

CVICENIE 3.17. PodmnoZina A normdlneho topologického priestoru
X je otvorena F, vtedy a len vtedy, ked existuje spojitd funkcia f: X —
0,1] takd, ze A= f~1((0,1]). Dokdzte!

CVICENIE 3.18. Nech X je Ti-priestor a pre lubovolni uzavreti
mnozinu ' C X a otvorent mnoZinu G C X, F C G existuje postup-
nost otvorengch mnozin {G;}ien takych, Ze F C U;enG; a cl(G;) € G
pre © € N. Potom je priestor X normdlny. Dokdzte!

CVIGENIE 3.19. Reguldrny priestor spliiajici drubi azidmu spoci-
tatelnosti je normdlny. Dokdzte!

CVICENIE 3.20. Nech A C X je hustd podmnoZzina. Nech f: A =Y
je spojité zobrazenie, ktoré sa spojito predlZi (dodefinuje) na zobrazenie
2 f: X =Y. Ak'Y je Hausdorffov priestor, tak predlZenie je jedno-
znacné. Dokdzte!

VETA 3.14 (Podpriestory T; priestorov). Podpriestor T; priestoru
je T; priestor pre i < 3%.

Doékaz: Ide o jednoduché cvicenie. 0

VETA 3.15 (Stéin T; priestorov). Sucin T;-priestorov je T;-priestor
pre 1 < 3%. Obrdtene, ak sucin priestorov je T; priestor, tak vsetky
priestory v systéme siu T;.

Do6kaz: Pre T; priestor tvrdenie vyplyva napr. z toho, Ze mnozina
[I,esAs pre ) # Ay C X, je uzavretd vtedy a len vtedy, ked je A, uzav-
retd v X pre kazdé s € S. Staci si potom zobrat mnozinu obsahujicu
bod {z}.

Pre ¢ = 0,2,3,3% st dokazy podobné. Ukazeme, ze siucin X =
[I,cs X, tichonovovskych priestorov je tichonovovsky. Nech vsetky X,
st uplne reguldrne, tak pre z = {z}scs € X a uzavreti (kanonicku)
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mnozinu F' = Il sFy, kde Fy, = X, pre s # t a F} je neprazdna uzavreta
v X4, existuje funkcia fi: X; — [0, 1] taka, ze fi(x:) = 0a fi(Fy) C {1}.
Potom f; o 7; je hladané zobrazenie pre x a F.

Ak X = Il,csX,, kde vsetky priestory X, st neprazdne, zoberme
bod x = {z,}ses € X apolozme X; = ,cgA, kde Ay = {x,} pres # t
a Ay = X;. Je zrejmé, ze X/ je homeomorfny s X; a je podpriestorom
X. Naviac je to uzavrety podpriestor, ak ¢ > 1. Takze X, je podla
vety 3.14 T;-priestorom. 0

Priklad: Priestory R™, R [0,1]", (S')? st stciny priestorov. Su to
vsetko aj T3% priestory.

DEFINicIA 3.8 (Graf zobrazenia). Nech f: X — Y je zobrazenie
topologickijch priestorov. Potom mnoZinu T'(f) = {(z, f(z)) € X x Y :
x € X} nazgvame grafom zobrazenia f.

VETA 3.16 (Vlastnosti grafu spojitého zobrazenia). Nech f: X —
Y je spojité zobrazenie. Potom je U'(f) homeomorfny obraz X v ho-
meomorfizme h: X — T'(f) € X xY danom h(z) = (x, f(z)) pre
x € X. Podobne, zizenie projekcie mx: X XY — X na T'(f) je home-
omorfizmus. Ak'Y je hausdorffovsky, tak T'(f) je uzavretd podmnoZzina
X xY.

Dokaz: Prvé dve tvrdenia sa dokazu priamociaro, pricom zobra-
zenia h a 7y su navzajom inverzné. Tretia cast je zrejma z faktu, Ze
L(f) = (f xidy) ' (A), kde A = {(y,y) €Y XY : y € Y} je diagondla.
T4 je uzavretd podla vety 3.10, lebo A = {(z,y) € Y XY : 7y (x,y) =
my2(x,y)} (t.j. projekcie na prvi a druhi zlozku sa rovnaji). Teda aj
vzor A v spojitom zobrazeni je uzavreta mnozina. 0

4. Konvergencia a limity v topologickych priestoroch

V topologickych priestoroch sa pojem postupnosti nahradza poj-
mom siete. Dovod je skryty vo fakte, ze existuju priestory nesplnajice
prva axiému spocitatelnosti.

DEFINiCIA 4.1 (Usmernend mnozina). Nech (D,<) je ciastocne
usporiadand mnozina takd, Ze pre lubovolné o, B € D, existuje v € D,
a <~y af <. Hovorime, Ze D je usmernena.

DEFIN{cIA 4.2 (Siet). Nech X je topologicky priestor a (D, <) je
usmernend mnozina. Potom funkciu ¢: D — X nazyvame siefou.

DEFINICIA 4.3. Nech ¢: D — X je siet a A C X. Hovorime, Ze
siet je casto v A, ak pre lubovolné o € D existuje 5 € D, a < 8 a
o(B) € A. Hovorime, Ze horna cast ¢ sa nachadza v A, ak existuje
a € D, Ze pre véetky 5 € D, a < B plati ¢(p) € A.
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DEFINICIA 4.4 (Hromadny bod siete). Hovorime, Ze x € X je hro-
madnym bodom siete pi: D — X, ak sa siet nachddza v kaZdom okoli
bodu x casto.

DEFINicIA 4.5 (Konvergencia siete, limita). Bod x € X nazjvame
limitou konvergentnej siete ¢: D — X, ak pre lubovolné okolie U bodu
x existuje &g € D také, Ze pre vsetky 6 € D, 6y < § plati ¢p(0) € U,
teda Ze hornd cast ¢ je v U. MnozZina vsetkych limit siete sa oznacuje
limsep ¢(6) alebo casto len lim xs, kde x5 = ¢(6).

POzZNAMKA 4.1. Pre postupnosti, na ktoré sme zvyknuti z redlnej
analyzy, je D =N a < je obvyklé usporiadanie prirodzenych cisel.

Limitou siete vo vSeobecnom topologickom priestore mozZe byt aj
mnozina s viacerymsi bodms.

VETA 4.1 (Ekvivalentna podmienka spojitosti). Zobrazenie f: X —
Y je spojité, ak pre lubovolni siet ¢ konvergujicu k bodu v € X, je siet
f o ¢ konvergentnd k bodu f(x).

Do6kaz: Nech f je spojité zobrazenie a ¢ konverguje k x € X.
Potom pre Tubovolné otvorené okolie V' bodu f(x) je f~*(V) otvorend
v X, obsahuje x a horna cast ¢ je v nej. To znamena, ze horné cast
fogjevo V.

Nech f nie je spojité. Potom existuje otvorend mnozina V' C Y, Ze
U = f~Y(V) nie je otvorend. Nech x € U — int U. Vezmime systém D
vsetkych otvorenych okoli bodu z s usporiadanim A < B <— B C A.
Pre kazdé otvorené okolie A € D bodu x je mnozina AN (X — U)
neprazdna (inak by = € intU). Takze polozme ¢(A) = y, kde y €
AN (X =U). Zrejme ¢ konverguje k z, ale fo¢p(A) € V pre ziadne A,
a teda této siet nekonverguje ku f(z) € V. 0

VETA 4.2 (Jednoznaé¢nost limity v hausdorffovskych priestoroch).
Topologicky priestor je hausdorffovsky prave vtedy, ked lubovolnd siet
ma najviac jednu limitu.

Doékaz: Ak st body oddelitelné disjunktnymi otvorenymi mnozi-
nami, tak horna cast siete moze byt len v jednej z tychto mnozin. Tym
je ukazana nutna podmienka.

Nech body z,y € X nie st oddelitelné dvoma disjunktnymi ot-
vorenymi mnozinami. Potom Tubovolné okolie bodu x obsahuje aj bod
Tubovolného okolia bodu y. Nech D je systém vSetkych prienikov U,NU,,
otvorenych okoli U, bodu z a U, bodu y s usporiadanim danym inklud-
ziou t.j. pre A, B € D definuyjme A < B <= B C A. Zrejme ide o
usmerneni mnozinu, lebo pre Tubovolné okolia Uy, Us bodu x a Vi, V,
bodu y plati (U3 NV1) N (U NVa) = (U NU) N (V3N V) # 0. Siet
p: D — X dand p(A) = wy € A. Je zrejmé, ze {x,y} C limacp wy. O
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VETA 4.3 (Uzavretost mnoziny pomocou limit). Bod = € cl(A)
prave vtedy, ked existuje siet prvkov mnoZiny A konvergujica k bodu x.

Doékaz: Ide o Iahké cvicenie. 0

CVICENIE 4.1. Sformulujte niektoré vlastnosti postupnosti z redlnej
analyzy vo forme viet o sietach a pokuste sa ich dokdzat.

CVICENIE 4.2. Ukdzte, Ze systém okoli vybraného bodu x € X je
usmernend mnozina vzhladom na obrdtent inkliziu A < B < B C A.

DEFINicIA 4.6 (Kofindlne zobrazenie). Nech D a D' si usmer-
nené mnoziny a h: D' — D je zobrazenie zachovdvajice usporiadanie
(t.j. x <y = h(xz) < h(y)). Nazgvame ho kofindlnym, ak pre lubovolné
d € D existuje d € D' také, Ze pre vsetky o' € D' také, Ze a’ > d' je
h(a') > d.

POzZNAMKA 4.2. Uvedomme si, Ze usporiadania v D a D' si rozne,
hoci ich oznacujeme rovnakym znakom. Budeme tak robit, ak to bude
mozné a nebude to viest k nedorozumeniu.

DEFIN{cIA 4.7 (Podsiet). Podsietou siete p: D — X nazjvame
zobrazenie o h, kde h: D' — D je kofindlne zobrazenie.

VETA 4.4. Siet p: D — X sa nachddza casto v kaZdom okoli bodu
x € X prdave vtedy, ked ma konvergentni podsiet k bodu x.

Doékaz: Zostrojme mnozinu
D' ={(a,U): € D,U€eT,zeUula)eU}.

Ciastoéné usporiadanie na D’ je generované predpisom (o, U) < (o, U")
prave vtedy, ked o« < o’ a U’ C U.

Zrejme ku kazdym dvom prvkom (o, U), (8,V) € D' existuje v D’
tak, aby v > a, v > Baxz, € UNV, ¢o sa dd vdaka usmerneniu D
a vlastnosti, ze i je Casto v okoli x. To znamend, ze D’ je usmernend
mnozina.

Zobrazenie D' — D dané (a,U) — « je kofindlne. Takze {x(,v)}
je podsietou {z,}. Ukazeme, ze konverguje ku z.

Zoberme Tubovolné okolie O bodu x. Potom v nom existuje podla
predpokladu nejaky prvok wzz zo siete p. Ak (o, U) > (f5,0), tak
T(au) = To € U € O. To znamend, ze horna cast siete je v O. 0

CVICENIE 4.3. Nech pi: D — X je siet s hromadnym bodom x € X .
Ukazte, Ze existuje podsiet konvergujica k bodu x. Ukdzte, Ze hromadny
bod podsiete ;' = poh, kde h: D' — D je monoténne kofindlne zobra-
zenie, je aj hromadnym bodom siete fu.
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CVICENIE 4.4. Nech yi: D — X je siet konvergujica k bodu x € X .
Ukazte, Ze kazdd jej podsiet konverguje tieZ k bodu x. Ukdzte, Ze limita
podsiete ' = poh, kde h: D' — D je monoténne kofindlne zobrazenie,
je aj limitou siete .

CVICENIE 4.5. Nech D je ciastoéne usporiadand mmnoZina. Defi-
nujme na D bdzu otvorengch mnozin B = {U C D : U je hornd cast D}.
Ukdzte, Ze takto je mozné definovat na D topoldogiu. Ukdzte, Ze kofindlne
zobrazenie je spojité zobrazenie medzi dvoma usmernenymi mnozinamsi
s takouto topologiou.

DEFIN{cIA 4.8 (Univerzalna siet). Siet sa nazgva univerzalna, ak
pre lubovolni mnozZinu A C X je hornd cast siete v A alebo v X — A.

VETA 4.5 (Obraz univerzalnej siete). Nech f: X — Y je zobrazenie
ap: D— X je univerzdlna siet. Potom f o u je univerzalna siet v'Y .

Dokaz: Dokaz je zrejmy z toho, ze f~(Y — B) = X — f~1(B) pre
lubovolné B C Y. 0

CVICENIE 4.6. UkdZte, Ze postupnost je univerzdlna vtedy a len
vtedy, ked je konstanind aZ na konecny pocet clenov (hornd cast je
konstantnd).

VETA 4.6 (Zornova® lema). KaZdd ciastoéne usporiadand mnoZina,
v ktorej kaZdy retazec je zhora ohraniceny, md aspon jeden mazximdlny
prook.

POZNAMKA 4.3. Zornova lema je tvrdenie, ktoré sa obycajne doka-
zuje v teorii mnozin. Je ekvivalentnd axiome vyberu, ktord md niektoré
neintuitivne dosledky v matematike (napr. Banachov'-Tarského'! pa-
radoz o rozklade gule). Niekedy sa nazjva aj principom maximality.

CVICENIE 4.7. Podsiet univerzdlnej siete je univerzdlna. Dokdzte!

CVICENIE 4.8. KaZdd univerzilna siet sa nachddza casto bud v A
alebo v X — A. Dokadzte!

9Max August Zorn (1908-1993) — pévodom nemecky matematik zijici v USA.
Zaoberal sa algebrou, teériou grip a numerickou matematikou. Zornovu lemu ob-
javil v roku 1935 nezévisle od Kuratowského, ktory ju objavil v roku 1922.

10Gtefan Banach (1892-1945) — polsky matematik a univerzitny profesor v
Lvove. Vyraznd postave v oblasti funkciondlnej analyzy a teodrie linedrnych ope-
ratorov. Je po mnom pomenovany Banachov priestor, Banachova veta o pevnom
bode, Hahn-Banachova veta a dalsie pojmy.

HAlfred Tarski (1901-1983) — polsky logik, matematik a filozof. Pdsobil vo
Varsave a po nitenej emigracii v roku 1939 pracoval od 1942 na Kalifornskej uni-
verzite v Berkley. Zaoberal sa logikou prvého radu, nerozhodnutelnostou tedrii, axi-
omatizaciou teérii (napr. aj rovinnej geometrie), algebrami. Je po fiom pomenova-
nych niekolko pojmov a viet napr. Tarského-Seidenbergova veta, Tarského axiéma,
Tarského-Grothendieckova tedria mnozin.
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VETA 4.7 (O existencii univerzalnej podsiete). KaZdd siet md uni-
verzdalnu podsiet.

Doékaz: Majme siet yu: P — X. Nech C C P(X) je lubovolny
systém podmnozin X takych, ze p je casto v A pre A € C a C je
uzavrety na prienik. Dva takéto systémy si prirodzene usporiadané
inkliziou podmnozin P(X). Retazec (linedrne usporiadand mnozina
takychto systémov) déva po zjednoteni opét takito mnozinu, takze
podla Zornovej lemy, existuje v tejto ¢iasto¢ne usporiadanej mnozine
maximalny prvok. Oznac¢me ho D.

Definujme podobne ako v dokaze vety 4.4 podsiet. Na Py = {(a, A) €
PxD: pla) =1z, € A} mame ¢iastocné usporiadanie dané predpisom
(a, A) < (o, A") prave vtedy, ked @ < o a A” C A. Je zrejmé, zZe
ide o usmernenti mnozinu a ze zobrazenie ¢: Py — P dané predpisom
#((a, A)) = a je kofindlne.

Potom v: By — X dané v = p o ¢ alebo podrobnejsie predpisom
Yo, ) = V((a, A)) = z, je podsiet p. Ukdzeme, Ze je univerzalna.

Nech U C X je mnozina, v ktorej sa ¢asto nachddza v (a teda aj
w). Potom pre Iubovolné A € D méme nejaké (o, A) € Py a k nemu
existuje (8, B) € Fy, (8,B) > (a, A) a yp € U. Takze v sa casto
nachddza aj v UNA, lebo x5 € B C A. KedZze systém Dy = DU{UNA :
A € D} U{U} je uzavrety na prienik a v je v kazdej z mnozin ¢asto,
tak ide o nejaké C z vyssie uvedenej tivahy. Navyse D bol maximélny,
tak U € D.

Ak vje dastoajv X — U, tak X —U € D, a teda ) € D. Spor s
definiciou takého systému. To znamend, ze horna cast siete v je v U.
Takze v je univerzalna. 0

CVICENIE 4.9. Ukdzte, Ze spojité zobrazenie f: X — Y, kde Y
je requldrny mozno definovat hodnotami na hustej podmnozine H C
X. Teda ukdzte, Ze ak f je lubovolné zobrazenie, ktoré splia, Ze pre
lubovolni siet {z,}, kde z, € H alimz, = x € X je lim f(z,) =
f(z) €Y, tak potom f je spojité. Tazsia cast cvicenia je ukdzat, Ze ak
priestor Y mnie je reqularny, tak to nemusi platit.

CVICENIE 4.10. UkdZzte, Ze na ciastocne usporiadanej mnoZine (D, <
) moze byt topoldgia generovand hornymi isekmi, t.j. horné casti mno-
Ziny D tvoria bdzu topolégie. Tdto topoldgia sa nazjva Alexadrovoval®.
Potom siet je definovand ako spojité zobrazenie z (D, <) do X. Formu-
lujte vlastnosti sieti spominané v predchddzajicich castiach tejto kapi-
toly ako vlastnosti takiychto spojitych zobrazeni.

12pavel Sergejevi¢ Alexandrov (1896-1982) — vyznamny sovietsky matematik
aktivny v tedrii mnozin a topoldgii. Bol ¢lenom Steklovovho institatu. Je po miom
pomenovand napr. Alexadrovova kompaktifikacia a Alexadrovova topoldgia.
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DEFINICIA 4.9 (Sekvencidlny priestor). Priestor sa nazgva sekven-
cidlny, ak uzavretd mnozZina obsahuje s kaZdou konvergentnou postup-
nostou aj limitu tejto postupnosti.

POZNAMKA 4.4. Priestory, s ktorymi obvykle pracujeme v geometrii
a pribuzngch disciplinach, siu sekvencidlne. Mnoho zaujimavych vlast-
nosti suvisiacich so sekvencidlnostou sa dd dozvediet studiom Aren-
sovho'®-Fortovho* priestoru.

5. Kompaktné priestory

DEFINicIA 5.1 (Pokrytie). Nech (X,T) je topologicky priestor a S
je systém podmnozin X. Hovorime, Ze ide o pokrytie, ak X = UgesS.
Ak S je systém otvorenych (uzavretych) podmnozin X. Nazgvame ho
otvorenym(uzavretym) pokrytim priestoru X. Ak S a S su pokrytia
priestoru X a 8" C S, tak hovorime, Ze 8" je podpokrytie pokrytia S.

DEFINiCIA 5.2 (Kompaktny priestor). Priestor X sa nazijva kom-
paktny, ak lubovolné otvorené pokrytie obsahuje konecné podpokrytie
X.

DErINiciA 5.3 (Centrovany systém). Systém S podmmnoZin pries-
toru X sa nazyva centrovany, ak kaZdy neprdzdny konecny podsystém
S’ C S md neprdazdny prienik t.j. Nges'S # 0.

VETA 5.1 (Ekvivalentnd podmienka kompaktnosti). Priestor X je
kompaktny prave vtedy, ked kaZdy neprazdny centrovany systém uzav-
retych mnozin & md neprazdny prienik.

Dodkaz: Ide o preformulovanie definicie kompaktnosti v, re¢i uzav-
retych mnozin. 0

DEFINiCIA 5.4 (Kompaktnd podmnozina). MnoZina A C X sa na-
zyva kompaktnou, ak podpriestor A je kompaktny).

VETA 5.2. Uzavretd podmnozZina kompaktného priestoru je kom-
paktnd.

Doékaz: Staci napr. k lubovolnému otvorenému pokrytiu S uzavre-
tej mnoziny A C X pridat otvoreni mnozinu X — A. Takyto systém je
pokrytim celého priestoru. Vyberieme koneény podsystém, a potom z
neho pripadne odstranime mnozinu X — A. 0

Priklad:
(1) Lubovolny koneény priestor je kompaktny.

13 Arvens
Mport



36 1. TOPOLOGIA

(2) Interval [0,1] s obvyklou topolégiou je kompaktny. Nech &
je otvorené pokrytie takéhoto priestoru. Potom zostrojme J =
{z €1]0,1] : [0,z] sa da pokryt koneénym podpokrytim S}.
Mnozina J je uzavrety interval. Nech m = sup J. Ak m < 1,
tak v § existuje otvorend mnozina, ktord obsahuje m, a teda
aj nejaky interval (m —e, m+¢€)N[0, 1]. Takze dostaneme spor,
lebo vsetky ¢isla tvaru m + €, také, ze st z [0,1] st aj z J.

CVICENIE 5.1. Nech A je kompaktny podpriestor topologického pries-
toru X. Potom z lubovolného systému {Us}ses otvorengjch podmnoZin
X takych, Ze A C UsesUs mozno vybrat konecné podpokrytie A.

VETA 5.3. Ak X je Hausdorffov priestor, tak kompaktnd mnoZina
A C X je uzavretd.

Dokaz: Nech x € X — A. Potom ku kazdému y € A existuja otvorené
mnoziny Uy, V, také, ze U, NV, = 0 a naviac y € U,, z € V,. Zo
systému {U, },ea vyberieme konecné podpokrytie A, a to znamena, ze
ACU,U---UU,, abod z je aj s otvorenym okolim V,,, N---NV,,
mimo tejto mnoziny. Takze X — A je otvorena. 0

VETA 5.4 (Obraz kompaktného priestoru). Spojity obraz kompakt-
ného priestoru je kompaktnyj.

Do6kaz: Nech X je kompaktny priestor, f: X — Y je spojité zobra-
zenie a A = f(X) C Y. Z otvoreného pokrytia {Us}scs mnoziny A
dostaneme otvorené pokrytie {f~!(U,)}ses priestoru X. Jeho konecné
podpokrytie nam dé aj konecné podpokrytie A zodpovedajicimi mno-
Zinami. 0

VETA 5.5. Ak X je kompaktny, Y je Hausdorffov a f: X —Y je
spojité bijektivne zobrazenie, tak je aj homeomorfizmom.

Doékaz: Treba ukézat, Ze f~! je spojité. Nech U C X je uzavretd,
potom je podla vety 5.2 aj kompaktna. Takze jej obraz je podla vety 5.4
kompaktnd mnozina v Y, a teda podla vety 5.3 aj uzavreta. 0

VETA 5.6. Kompaktny Hausdorffov priestor je normdlny.

Do6kaz: Nech A je uzavretda mnozina a © € A. Potom A je kom-
paktnd. K bodu y € A a x existuji otvorené disjunktné mnoziny Uy, V,
také, ze y € U, a © € V. Takze zo systému {U,},ca pokryvajiceho
A mozeme vybrat koneéné podpokrytie. A mame, Ze priestor je regu-
larny, lebo A C U, U---UU,, abod z € V,, N---NV,,, ¢o st otvorené
disjunktné mnoziny.

Analogicky, pre B uzavreté a disjunktné s A mézeme pre kazdy bod
x € A zostrojit disjunktné otvorené oddelujice mnoziny. A rovnakou
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uvahou dospejeme k tomu, zZe existuju oddelujice disjunktné otvorené
mnoziny nad A a B. Teda X je normélny. 0

DEFINiCIA 5.5 (Vlastné zobrazenie). Zobrazenie f: X —Y sa na-
zgva vlastné, ak pre lubovolni kompaktni mnoZinu A CY je f~1(A)
kompaktnd v X .

VETA 5.7. Nech f: X — Y je uzavreté zobrazenie a f~'(y) je
kompaktnd mnozina v X pre lubovolné y € Y. Potom je f vlastné.

Dokaz: Nech B je kompaktnd vV a A = f~1(B). Nech U =
{Us}ses je otvorené pokrytie A. Potom pre y € B existuje konecné pod-
pokrytie U, C U kazdej mnoziny f~'(y) C A. Zoberme V, = Uyey,U.
Mnozina f(X —V,) je uzavreta vY, a teda W, =Y — f(X —V,) je otvo-
rend, pricom f~1(W,) C V,. Mnozina B sa d4 pokryt koneénym podpo-
krytim B C Wy, U---UW,, . Takze A C V,, U---UV,, = UL, Uyey, U.

0J

VETA 5.8 (Ekvivalentné podmienky kompaktnosti). Nech X je to-
pologicky priestor. Potom su ekvivalentné nasledujice podmienky.

(1) X je kompaktny.

(2) Kazdy centrovany systém uzavretjch podmnozin X md neprdz-
dny prienik.

(3) Kazdd univerzilna siet v X konverguje.

(4) Kazda siet v X md konvergentni podsiet.

Dékaz: Tvrdenia (1) a (2) st ekvivalentné podla 5.1.

Teraz ukézeme, ze (1) = (3). Nech {z,} je univerzalna siet, ktord
nekonverguje. Potom pre lubovolné x € X existuje otvorené okolie U,
také, ze horné cast siete nie je v U,. Potom X = U,, U---UU,, pre
nejaké body z1,...,x, € X. To znamena, ze horna cast siete nie je ani
v jednej z tychto mnozin, spor.

Platnost (3) = (4) je zrejma, lebo kazda siet ma univerzalnu
podsiet.

Na zéver ukazeme implikdciu (4) = (2). Nech F = {C} je cen-
trovany systém uzavretych mnozin. Vlozime tam vsetky (chybajice)
kone¢né prieniky mnozin z F t.j. uzavrieme systém F vzhladom na ko-
necné prieniky. Potom F je ¢iastoéne usporiadand mnozina pomocou
inklizie a je usmernena. Takze podla predpokladu siet {z¢}oer, kde
xo € C'), ma konvergentu podsiet. Nech je dana kofindlnym zobrazenim
h: D — F. Nech lim zj,) = . Potom pre Iubovolné C' € F existuje
f € D také, ze pre y € D, v > (B je h(y) C C, ateda ) € h(7y) C C.
Kedze C' je uzavreta, tak x € C. Takze x € NeerC. 0
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CVICENIE 5.2. Siet p: D — X v stucine priestorov X = Il,er X,
konverguje prdve vtedy, ked pre kazdé o € I konverguje siet m, o p.
Dokazte.

VETA 5.9 (Tichonovova). Sicin lubovolného systému kompaktnijch
priestorov X, a € I je kompaktny priestor.

Doékaz: Nech X = Il,e; X, a u: D — X je univerzalna sief. Potom
To © j4 je univerzalna siet v kazdom priestore X, Takze konverguje ku
prvku z, € X,. To znamend, ze siet p konverguje k bodu {z,}aer. To
znamend, ze X je kompaktny. 0

CVICENIE 5.3. Suma konecného systému kompaktnijch priestorov
Xa, a € 1 je kompaktny priestor. Dokdzte!

CVICENIE 5.4. Ndjdite priklad nekonecného systému kompaktnich
priestorov, ktorych suma dd nekompaktny priestor.

CVICENIE 5.5. Podpriestor euklidovského priestoru R™ je kompaktnyj
prdave vtedy, ked je uzavrety a ohraniceny.

DEFINicIA 5.6 (Lokélna kompaktnost). Priestor sa nazjva lokdlne
kompaktny, ak kazZdy bod ma kompaktné okolie.

CVICENIE 5.6. Ukdzte, Ze kaZdy priestor X mozZno rozsirit o jeden
bod oo tak, X* = X U{oc} ma na podmnozine X rovnaki topolégiu
a X* je kompaktny. Ide o tzv. jednobodovi alebo Alexandrovovu kom-
paktifikaciu. Ukadzte, Ze X* md hustu podmnozinu X, ak X nie je kom-
paktny. Ukdzte, Ze X* je Hausdorffov prave vtedy, ked X je Hausdorffov
a lokdlne kompaktny. [Navod: Okolia nového bodu maji kompaktny a
uzavrety doplnok v X.]

6. Suvislé priestory

DEFINICIA 6.1 (Stvislost. Cestnd stvislost. Oblikové stvislost.).
Topologicky priestor sa nazyva suvisly, ak nie je zjednotenim dvoch ne-
prazdnych disjunktnich otvorengch podmnoZin. Priestor X sa nazyva
cestne suvisly, ak pre lubovolné body x,y € X existuje spojité zobra-
zenie [:]0,1] — X také, Ze f(0) = x a f(1) = y. Takéto zobrazenie
nazyvame cestou. Topologicky priestor sa nazyva oblikovo suvisly, ak
medzi kaZdymi dvoma bodmi priestoru existuje cesta, ktord je home-
omorfizmom.

POZNAMKA 6.1. Cestnd sivislost sa v starsej literatire nazjva aj
linearnou suwislostou. Topologicky priestor s dostatocne bohatou topo-
légiou je cestne suvisly prave vtedy, ked je oblukovo suvisly (napr. euk-
lidovsky priestor).
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Priklad: Diskrétny priestor s aspon dvoma bodmi nie je suvisly. Zjed-
notenie disjunktnych otvorenych intervalov R je nesuvislé. Antidis-
krétny priestor s dvoma bodmi je cestne suvisly, ale nie je oblikovo
suvisly.

VETA 6.1 (O obraze stvislého priestoru). Nech X je suvisly, f: X —
Y je spojité zobrazenie. Potom f(X) je suvisly podpriestor Y .

Doékaz: Nech f(X) nie je suvisly, potom existuji jeho dve ne-
prazdne otvorené disjunktné podmnoziny Uy, Us C Y také, ze f(X) C
U1 UU,. To ale znamend, ze X C f~1(U;) U f~1(Us), pricom f~1(U;)N
f~HUy) =0, ¢o je spor. 0

CVICENIE 6.1. UkdZzte, ze v suvislom priestore X si ) a X jediné
jeho podmmnoZiny, ktoré si aj otvorené aj uzavreté.

CVICENIE 6.2. Ukdzte, Ze spojité zobrazenie suvislého priestoru X
do diskrétneho priestoru D je konstantné.

VETA 6.2. Ak {Y;}icr je systém suvisljch mnoZin v priestore X,
pricom kazdé dve maju neprizdny prienik. Potom U,;c1Y; je suvisly.

Dékaz: Nech Y = U;¢/Y; nie je stvisly, potom existuju dve otvo-
rené mnoziny U, V, UNV =0, Y C UUV. To znamen4d, zZe bud su
vsetky Y; podmnozinou jednej mnoziny (napr. U) alebo je nejaka Y;
rozdelena v oboch mnozinach. Oba tieto zavery vedd k sporu s pred-
pokladmi. 0

VETA 6.3. Priestor, ktory ma husty suvisly podpriestor, je tieZ su-
visly.

Doékaz: Ide o jednoduché cvicenie. 0

VETA 6.4. Ak sa v priestore X pre kazZdé dva body nachddza sivisly
podpriestor, ktory ich obsahuje, tak aj X je stuvisly.

Doékaz: Zoberme pevny bod zy € X a zoberme pre Tubovolny bod
x € X podpriestor Y, taky, Ze je suvisly a obsahuje oba body. Potom
systém {c; }rex—a, spliia predpoklady vety 6.2. Teda X je suvisly.

DEFINicIA 6.2 (Komponent stuvislosti). Mazimdlna (v zmysle ink-
lizie mnoZzin) suvisld otvorend podmnozina priestoru X sa nazgva kom-
ponentom suvislosti priestoru X.

CVICENIE 6.3. Ukazte, zZe [0,1] C R je suvisly.[Ndvod: Postupujte
sporom.|

VETA 6.5. KazZdy linedrne suvisly priestor je aj suwvisly.
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Doékaz: Sporom, keby bol nestvisly, zoberieme body z dvoch roz-
nych komponentov stvislosti z € Uy,y € U,. Potom 0 € f~1(U;) a
1 € f71(U,) st dve otvorené disjunktné mnoZiny pokryvajice [0, 1], ¢o
nie je mozné, pretoze [0, 1] je suvisly. [

Priklad:[Suvisly priestor, ktory nie je linearne suvisly] Priestor X =
[0,0]T UT (2 — sin 1) C R? je stvisly, ale nie je linedrne suvisly.

VETA 6.6 (Stcin suvislych priestorov). Sicin g esXs, s € S pre
X, # 0 je stvisly prdve vtedy, ked si vietky X stvislé.

Doékaz: Ak je X = Il,csX, suvisly, tak st aj X, lebo 7, st spojité
zobrazenia.

Obratene, v pripade konecného poctu priestorov X,... X, sa tvr-
denie pre sucin lahko ukaze matematickou indukciou z faktu, ze Iubo-
volné body (z1,...,z,) a (y1, ..., y,) mozno pokryt sivislym podpries-
torom X7 X -+ X X;,_1 X {yn J U Xy X -+« x {z,_1} x X,.

V pripade Iubovolného systému priestorov vyuzijeme predchadza-
juci fakt. Nech a = {as} € X je pevne vybrany bod. Nech T je systém
kone¢nych podmnozin mnoziny S. Potom pre pre T" € 7 mame mno-
zinu Qp = Il esAs, kde Ay = {as} pre s ¢ T a inak A, = X pre
s € T. Je zrejmé, ze a € NrerQr a ze kazdé Qr je suvisly priestor.
Takze QQ = UperQr je suvisly. Naviac () C X je husta. Takze aj X je
suvisly. 0

Priklad: R?, [a, b]¢ si stivislé priestory pre Iubovolné kardinalne éislo

d.

7. Lokalne euklidovské priestory

DEFINiciA 7.1 (Lokélne definované zobrazenie). Nech X je topo-
logicky priestor a S je jeho otvorené pokrytie. Nech F = {fs: S —
Y : S € 8} je systém zobrazeni takych, Ze fs |s,ns, = fsylsins, pre
lubovolné Sy, S, € S. Hovorime, Ze zobrazenia siu koordinované. Potom
zobrazenie f: X —'Y dané

() flx) = fs(x), zeS
nazyvame zlepenim koordinovaného systému zobrazeni F.

VETA 7.1 (Spojitost koordinovaného zobrazenia). Nech {Us}ses je
otvorené pokrytie X a {fs}ses je koordinovany systém spojitijch zo-

brazeni na nom. Potom zlepenie tohoto systému zobrazeni je spojité
zobrazenie.

Dokaz: Nech U C Y je otvorena, potom f~HU) = U,esf 1 (U) je
otvorena. 0
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CVICENIE 7.1. Zobrazenie f: X — Y je spojité vtedy a len vtedy,
ak kazdy bod x € X md okolie U,, na ktorom je toto zobrazenie spojité.
Dokazte!

CVICENIE 7.2. Nech {Fy}ses je lokdlne koneéné uzavreté pokrytie X
(kazdy bod ma okolie, ktoré md prienik len s konecngm poctom mnoZin
z pokrytia) a {fs}ses je koordinovany systém spojitiych zobrazeni na
nom. Potom zlepenie tohoto systému zobrazeni je spojité.

CVICENIE 7.3. Nech X je topologicky priestor, {Us}ses je pokry-
tie X a {fs}ses je koordinovany systém spojitych zobrazeni na 1iom
taky, Ze ich zlepenie je spojité zobrazenie. Ak si vsetky zobrazenia ot-
vorené (uzavreté a systém {fs(Us)}ses lokdlne konecnyj), tak aj zlepené
zobrazenie je otvorené(uzavreté).

DEFINicIA 7.2 (Topologické varieta). Ty-priestor X splriajici druhi
axiomu spocitatelnosti, kde pre lubovolny bod x € X existuje okolie U, C
X homeomorfné s R? nazjvame topologickou varietou. Homeomorfiz-
mus ¢,: U, — R?, kde U, je okolie bodu x nazjvame siradnicovym
zobrazenim tohto okolia. Zobrazenie ¢ny: ¢,(U, NU,) — ¢, (U, NU,)
dané ¢y, = ¢, 0 ¢, nazgvame zmenou stradnic alebo prechodovym
zobrazenim medzi stiradnicami.

POZNAMKA 7.1. Topologickd varieta je teda hausdorffovsky priestor
so spocitatelnou bdzou, ktory je lokdlne euklidovsky.'®

DEFIN{CIA 7.3 (Zobrazenie variety). Nech X je topologickd varieta
ald = {U,} je pokrytie X otvorenymi okoliami homeomorfngmi s RY.
Nech F je systém koordinovanych zobrazeni na U do priestoru Y . Zle-
penie tohoto systému zobrazeni nazjvame zobrazenim variety X do Y.

DEFINfciA 7.4 (Funkciondlna Strukttra priestoru). Nech (X, T)
je topologicky priestor. Funkcionalnou struktirou na X je zobrazenie
Fx: T — UyerC°U,R), pricom

(1) Fx(U) C C°U,R) je podalgebra vietkych redlnych spojitych
funkcii na U,

(2) vsetky konstantné funkcie na U si z Fx(U),

(3) pre U,V € T,V C U a pre lubovolné f € Fx(U) je fly €
FX(V)?

(4) akf € CO(UaR); U= UiEIUi a f U; € FX<UZ>; t(lkf S FX(U)
Dvojicu (X, Fx) nazgvame funkciondlne strukturovany pries-
tor.

5B uklides (asi 325 p.n.J-asi 265p.n.l) — grécky matematik, ktory vydal dielo
Zaklady pojednavajice o geometrii budovanej axiomaticky. Jeho spésob budova-
nia matematickej tedrie je vzorom pre ostatné (Casto aj nematematické) discipliny.
Cast matematiky bola ovplyvnena problémom V. postuldtu o rovnobezkach, ktory
sa objasnil az objavenim neeuklidovskej geometrie v 19. storo¢i v publikovanych
pracach J. Bolyaya a N. Lobacevského.
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Priklad: Casto vyskyktjuci sa priklad je X = R" a Fx(U) = C°(U,R),
realny n-rozmerny priestor so vSetkymi spojitymi funkciami nad kazdou
z otvorenych mnozin. Dalsie priklady
o Fx(U)=C*U), k>0, vietky C* diferencovatelné funkcie na
UCR",
o ['x(U) = C>®(U), vsetky hladké (Iubovolne diferencovatelné)
funkcie na U
o Fx(U) =C¥(U), vsetky analytické funkcie na U (t.j. v kazdom
bode U a nejakom jeho okoli sa dajui rozvinuf do konvergent-
ného Taylorovho radu).

POZNAMKA 7.2. Funkciondlne Strukturované priestory slizia ako
doleZity odrazovy mostik pre priestory vyskytujice sa napr. v modernej
algebraickej geometrii. Teoria schém je ich priamym zovseobecnenim.

DEFINicIA 7.5 (Morfizmus strukturovanych priestorov). Pod mor-
fizmom dvoch Strukturovanych priestorov (X, Fx), (Y, Fy) rozumieme
zobrazenie ¢: X — Y, ktoré f € Fy(U) priradi zobrazenie f o ¢ €
Fx(¢~Y(U)). Ak je takéto zobrazenie bijektivne a ¢~ je tieZ morfiz-
mom, tak hovorime, Ze ¢ je izomorfizmus Strukturovanych priestorov.

DErINfcIA 7.6 (Hladka varieta). Topologicki varietu s funkciondl-
nou Struktirou (M"™, F') lokdlne izomorfnou s (R™, C'*) nazjvame n-
rozmernou hladkou varietou. Morfizmus dvoch hladkyjch variet nazy-
vame diferencovatelné zobrazenie. Izomorfizmus dvoch diferencovatel-
nyh variet nazyvame difeomorfizmus.

DEFIN{cIA 7.7 (Hladkd varieta s okrajom). Topologickd varieta M™
s funkciondlnou struktirou (M™, F), ktord je lokdlne izomorfnd bud
(R™, C*®) alebo (RZ,C*), kde RZ = {(z1,...,z,) € R" : x, > 0},
nazjvame n-rozmernou diferencovatelnou varietou s hranicou. Hranicu
tvoria vsetky body s okolim druhého typu, pricom tieto body leZia na
hranici tohto okolia.

POZNAMKA 7.3. Lokdlna izomorfnost sa dd podrobnejsie vysvetlit
tak, Ze kaZdy x € M md v M otvorené okolie U také, Ze (U, Fy) =
(V,C%).

Priklad: Torus T?, sféra S?, projektivna rovina RIP2,

CVICENIE 7.4. Nech X* je priestor zloZeny z dvoch typov bodov —
X* = X UXy. Podpriestor X; = {(z,y) € R? : y > 0} a Xy = {(x,9) €
R x (0,7), kde dvojica (z,¢) zodpovedd polpriamke zacinajicej v bode
(z,0) € R? so smerovym vektorom (cos ¢,sin ). Bdzou okoli prvého
typu bodov je obvykld euklidovskda dvojrozmernd topologia. Bdzou bodu
z mnoziny Xo je systém okoli generovany nasledujiicimi mnoZinami:

pre (z,0) € Xy zoberme ¢1, ¢ také, Ze 0 < ¢ < ¢ < ¢o < T,
e > 0 a definujme okolie U(p1, ¢pa,€) = {(Z,9) € X1 : (T —x)* + 7 <
62} U {(l’,i/}) € Xy ¢1 < 1/1 < ¢2}
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Zrejme ide o podpriestor, kde kaZdy bod X1 md euklidovské okolie
dimenzie 2 a kazdy bod Xy md okolie ako hranicny bod euklidovskej
polroviny.

Zoberme priestor X, ktory dostaneme spojenim dvoch kopii takijchto
priestorov pozdlZ svojich hranic.

Ukdzte, Ze priestor spliia vsetky viastnosti definicie diferencovatelnej
variety okrem druhej axiomy spocitatelnosti, ma hustu spocitatelni pod-
mnozinu, md nespocitatelni diskrétnu podmnozZinu a nie je normdlny.

CVICENIE 7.5. UkdZzte, Ze funkcia

ft) = {0_1 t<0

e t>0

je C'° v bode 0. Aky je jej Taylorov rozvoj v bode 07 Je analytickd?

Nakreslite jej graf a aj graf funkcie g(t) = —f(t)-{gft()l—t)'

CVICENIE 7.6. Ukdzte, Ze funkcia F(x) =, .y e~V2" cos(2mx) je
hladkd funkcia, ktord nie je nikde analytickd.

8. Bairove priestory

Tato cast obsahuje niektoré doplnky ku dokazom viet z funkcional-
nej analyzy.

DEFINiCIA 8.1 (Bairov'® priestor. Bairove kategérie.). Nech X je

topologicky priestor. mnozina A C X sa nazjva rezidualna, ok A =
o, A;, kde A; je otvorend a husta v X. Priestor X sa nazyva Bairov,

ak kazdd rezidudlna mnoZina je hustd.

MnozZina B C X sa nazyva mnozina prvej Bairovej kategorie, ak
B =U2,C,, kde C, je uzavretd a int C,, = 0. Ak mnoZina nie je prvej
Bairovej kategorie, tak hovorime, Ze je druhej Bairovej kategorie.

Mnozina B C X sa nazgva riedka, ak int(cl(B)) = 0.

VETA 8.1 (Bairovskost niektorych tplnych priestorov). Uplné pse-
udometrické priestory su bairovské a bairovsky priestor je druhej Bai-
rovej kategorie.

Dékaz: Nech {U,}22, st otvorené a husté v X, ktory je uplny a
pseudometricky. Ukazeme, ze N72, U, je tiez hustd v X. Nech W C X
je neprazdna a otvorena. Potom Uy NW # () a otvorené. Nech obsahuje
B, (x0) a 0 < 19 < 1. Zrejme B, (z0) N Uz # 0, je otvorend a obsahuje
By, (z1) pre 0 < r; < 27V a c B, (z1) € Uy N By, (x), atd. pomocou
matematickej indukcie. Ziskali sme do seba zapadajice uzavreté gule
cl B, (z,), kde 0 < r, < 27" Takze cauchyovska postupnost {x,},

16Baire, René-Louis, (1974-1932), franctzsky matematik a stcasnik Henriho
Léona Lebesguea a Emila Borela. Jeho praca sa tykala najmé tedérie mnozin a zakla-
dov matematiky. Je po nom pomenovanych niekolko pojmov ako Bairova kategoéria,
Bairova miera, Bairova mnozina, Bairova funkcia.
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konverguje kuz € X. Kedze x € B, (zn) C UyNB,, (o) pre lubovolné
N e N, tak z € W, a teda N2, U, je hustd mnozina.

Ak by X = U | C,, kde C), je riedka mnozina v X, tak { X —C, }22,
je spocitatelny systém otvorenych hustych podmnozin a N2, (X —
Cn) # 0, a teda U2 ,C, # X. O

POzZNAMKA 8.1. Poznamenajme, Ze pseudometricky priestor sa od
metrického priestoru lisi v poZiadavke, Ze pseudovzdialenost je pozitivne
semidefinitnd, t.j. splria len poZiadavku d(x,z) = 0 pre lubovolné x € X.
Nepozadujeme vsak, aby z platnosti d(x,y) = 0 platilo aj x = y.

9. DalSie cvienia z topolégie
CVICENIE 9.1. Premyslite si, ktoré zo zndmych topologickych vlast-
nosti priestoru sa priamo prendsaju na podpriestor. Ktoré sa prendsaji

na otvoreny podpriestor a ktoré na uzavrety podpriestor. Hovorime o
dedicnosti vlastnosti.



KAPITOLA 2

Funkcionalna analyza

1. Linearne normované priestory

Funkcionalna analyza sa zaobera topoldgiou, geometriou, rieSenim
rovnic a dalsimi vlastnostami priestorov funkcii. Primarnym objektom
st priestory s nekone¢nou dimenziou (napr. vsetky redlne funkcie nad
intervalom [0, 1]), ale pre tcely numerickych vypoctov sa treba obme-
dzit na niektoré ich kone¢norozmerné podpriestory (napr. priestor vset-
kych polynémov stupna nanajvys k). V tychto podpriestoroch hladame
bud presné riesenia tloh alebo ich vhodné aproximécie. Vlastnosti vy-
plyvajice z konecnej resp. najma nekonecénej dimenzie mézu niekedy
odporovat intuicii. Aj preto treba postupy pri budovani tedrie dokladne
zdovodnit.

V celom texte sa vysledky formuluji nad polom F. Ak nie je Spe-
cifikované inak, tak F' = R alebo F' = C a z kontextu je zrejmé, ktory
pripad mame na mysli.

DEriNiciA 1.1 (Norma. Priestor s normou.). Nech X je redlny
(komplexny) vektorovy priestor (nie nutne konecnorozmerny). Zobra-
zenie ||.||: X — R s vlastnostami

pozitivna (semi)definitnost: ||X|| > 0 pre lubovolné X € X a
|X|| = 0 prdve vtedy, ked X = 0 (druhd cast za spojkou ,a* pri
semidefinitnosti nemusi platit),

homogénnost: ||M\X|| = |)\|||X||, pre lubovolné X € X a XA € R
(A eC),

trojuholnikovi nerovnost: ||X+¥| < ||IX||+||y|| pre lubovolné
X,y € X.

nazgvame (polo)normou na priestore X. Hovorime, Ze X je vekto-
rovy priestor s normou (polonormou), ak je na riom definovand norma
(polonorma,).

Priklad: Redlny d-rozmerny priestor R¢ s euklidovskou normou ||X||o =
VI 4+ + 292 kde X = (2!, ..., a¥) ax’ €R,i=1,...,d.
Na R? existuje vela noriem. Specidlne kazdy vyraz tvaru

(6) IRlly = /It + - + Jatp, p>1

definuje normu na R?. Nazyvame ju p-normou. Pripad p = 2 je euk-
lidovska norma. Specidlne pre p = 1 sa tato norma definuje pomocou

45
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vyrazu
(7) 1[0 = |2+ + |2
a podobne pre p = 0o

(8) %o = sup|a’].

Komplexny d-rozmerny priestor C? s hermitovskou' normou ||Z||; =

Vazl 4+ 42924 kde Z = (21,...,2Y) a2z € C,i=1,...,d, kde z
je komplexne zdruzené ¢islo ku z.
Priklad:[||¥||, je norma.] Nech p = 1, potom je zrejmé, ze ||.|; splia
vsetky vlastnosti normy. Pre p > 1 a p = oo je zrejmé pozitivna defi-
nitnost a homogénnost. Ukazeme, ze plati aj trojuholnikova nerovnost.
Dokaz sa sklada z ukazania troch nerovnosti

Youngova® nerovnost:

P b
9) ab<S+> ab>0,
p q
Holderova® nerovnost:

(10)
d d ) d )
Yol T < Qo 1aP)r Qo 1y1Y)e alebo [IKF(L < 1K, l1F ],
=1 i=1 1=1

Minkowského! nerovnost:

(11)
d d d
Q- ety ) < Q1) r (31T

kde i—i—% = 1. Vsimnite si, Ze v alternativnom zépise Holderovej nerov-

B =

alebo ||+l < [IX[l,+1¥1l,,

nosti, Xy nie je skalarny sucin vektorov ale d-rozmerny vektor, ktorého
siradnice su x'y".

ICharles Hermite (1822-1901) — francizky matematik, priatelil sa z vyznam-
nymi matematikmi svojej doby — Bertrandom, Jacobim, Cauchym. Zaoberal sa te-
ériou ¢isel (e je trancendentné), teériou kvadratickych foriem a invariantov, eliptic-
kymi funkciami. Jeho meno nesti pojmy hermitovskd matica, hermitovsky priestor,
Hermitova differencidlna rovnica, Hermitov polyném a dalSie.

2William Henry Young (1863-1942) — britsky matematik, ktory pracoval v te-
orii miery a Fourierovych radov. Nezavislo objavil ekvivalentni formulaciu Lebes-
guovho integralu dva roky po Lebesguovi. Vydal aj knizku elementirnej geometrie.
K vyskumu sa dostal najma pod vplyvom svojej manzelky a stretnuti s Felixom
Kleinom.

30tto Holder (1859-1937) — nemecky matematik zaoberajici sa teériou Fou-
rierovych radov a neskér tedriou grup. Je po niom pomenovani znama nerovnost a
veta z oblasti kompozi¢nych radov grip (Jordanova-Holderova veta).

4Hermann Minkowski (1864-1909| — v Rusku narodeny nemecky matematik
so Sirokym zaberom. Blizky spolupracovnik a priatel Hilberta. Pocas svojho zivota
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Najprv dokazeme Youngovu nerovnost. Lahko nahliadneme, zZe plati
pre a = 0 alebo b = 0. Takisto plati rovnost v pripade, ze a? = b4, lebo

ab = a(bq)% — arqs = ap(%Jr%) = % + %.

Nech teda a? # b9. Potom plati Inab = Ina + Inb = %ln af +
%ln b?. Funkcia In(z) je rastica, takze Ina? # In b?. Funkcia e” je ostro
konvexnd na R. Takze plati e =07+ < (1 — t)e” 4 te?. Potom

pp
InaP+1l1npe 1 P 1 q a
ab = elnab — ep @ +5n < _elna + _elnb — + )

p q p q

Teraz ukézeme Holderovu nerovnost. Ak X = 0 alebo ¥ = 0, tak sa
(ne)rovnost ukaze Tahko. V opa¢nom pripade

d d
i), 2*| yil 2 1=

i=1
d . .
|2} Iy’lq> —
-5 + =g | XYl =
P (pHXH£ qllyl e

X5, Y18 o = |
7+ =g ) XYl = 5 ) Il =

plIXllp  allylg

= IXllpl¥llq

Poslednou nerovnostou je Minkowského nerovnost. Ak [|[X+¥|| = 0,
tak nerovnost trivialne plati. Nech teda ||X + ¥|| > 0. Potom

d d
IR+50p = Yol +y'P <Y (o] + ly' e’ + " <
i=1 i=1

IN

d v/ d 7
<§ :|Iz|p> (E :|J}Z +yz|(p—1)q> +
=1 i=1
1
q

d % d
+<Z|y’|p) (lewyw@—”ﬂ -
=1 1=1
d 5
= (Il + 1151 (Z 2 + y|>
=1

= (Il + 171, 1%+ 515",

P

lebo (p—1)g=pa % = 1%1. Skratenim ||X+¥]|[>~" dostavame vysledok.

publikoval préace z teérie kvadratickych foriem, neeuklidovskych priestorov, geomet-
rie foriem, matematickej fyziky a teorie Cisel. Je po nlom pomenovany ¢asopriestor,
Minkowského suicet, niekolko nerovnosti.
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CVICENIE 1.1. Dokdzte Youngovu nerovnost pomocou faktu, Ze f(t) =

%—t+émcipretzOmz'm'mumvbode], kdep>1a}o+%:1.

CVICENIE 1.2. Dokdzte Youngovu nerovnost pomocou geometrickej
wwahy o obsahu obdEnika so stranami diZok a > 0, b > 0. V kartezidn-
skej suradnicovej sistave zobrazte graf funkcie h(x) = xP~1. Obsah 4it-
varu ohraniceny osou x, grafom funkcie h(x) a priamkamiz = 0,x = a,
je %p. Ako je to s obsahom 4tvaru ohranicenym funkciou h(z), y = b,
=0 ax=a? Aky je jeho vztah ku %q? Nakreslite si k tomu obrdzok.

Predpokladame, Ze p > 1 a % + % =1.

Priklad:[LP- priestory| Pre tych, ktor{ nemali teériu miery je pripra-
veny strucny prehlad vysledkov v Dodatku A. Ako dobra prva aproxi-
maécia postaci predstavovat si zndmy Riemannov® integral na ,, peknych®
funkcidch. Lebesguov® integral je jeho rozsirenie, ktoré funguje aj na
,menej peknych* funkciach, ktoré sa lisia od peknych v zanedbatelnej
mnozine, pricom ,,zanedbavand“ mnozina vsak moéze byt prekvapujico
velkd, (napr. pre S = R, to moze byt Q).

Nech (S, 1) je priestor s mierou a f je meratelnd komplexna fun-
keia na S a plati |f]l, = (f5|fPdu)? < oo, kde p > 1. Pre p = oo
polozme ||f|lcc = inf{C € R: |f(z)] < C pre skoro vSetky =z € S}.
Potom mnozina vsetkych takychto funkcii tvori vektorovy priestor s
operaciami definovanymi po bodoch priestoru S.

Musime teda ukazat, ze \f € LP(S,u) pre A € C a f € LP(S,pn),
¢o je zrejmé. A treba aj, ze pre f,g € LP(S,u) aj f+ g € LP(S, ).
Tento fakt zabezpecuju postupne Holderova nerovnost a Minkowského
nerovnost v potrebnej podobe pre 1 < p < co. Ostatné pripady sa daju
ukdzat analogicky:.

Hoélderovu nerovnost staci ukazat pre funkcie f,g také, ze ||f||, =
llgll, = 1. Tie funkcie, ktoré maji nenulovi normu, mozno vydelit
touto normou (je to redlna konstanta). Tie, ktoré maji nulovi normu,
spliiaju tito nerovnost automaticky.

Z Youngovej nerovnosti pre |f(x)g(x)| mame po integracii

1 p 1 q —
/Slf(x)g(x)ldﬂ < /513|f(x)| du+/sglg(ﬂf)l dp < 1= [ fllpllally,

takze || fglli < ||fllpllgll4; o je Holderova nerovnost.

5Bernhard Riemann (1826-1866) — nemecky matematik s vyznamnymi prispev-
kami k analyze a diferencidlnej geometrii. Jeho vysledky si v mnohych oblastiach
prelomové a jeho meno nesie vela matematickych pojmov ako Riemannova sféra,
Riemannova plocha, Riemannov tenzor krivosti, Riemanova geometria, Riemannov
integral, Riemannova Rochova veta, Riemannova hypotéza a iné.

SHenri Léon Lebesgue (1875-1941) — franciizsky matematik znamy najmé te-
oriou integrovania. Zovseobecnil integrovanie funkcii aj pre tie, ktoré maji mnozinu
nespojitosti s nulovou Lebesguovou mierou. Zaoberal sa aj teériou Fourierovych ra-
dov.
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Na dokaz Minkowského nerovnosti pouzijeme Holderovu nerovnost
pri prechode medzi druhym a tretim riadkom nasledujtcich nerovnosti.

I +ally = [ 15+ gPaus [0+ b7+ oP~'d -
_ / FIF+ gl du + / gllf + gl du <

/If\pdu )"+ /|g|pdu % /(\f+g!p1)qdu>q =
= (£l + gl f + gllp™

Teraz staci uz len skratit || f + g||>~", ak je tato hodnota nenulova. Ak
|/ + gll, = 0, tak tvrdenie plati trividlne.

Dalej si musfme uvedomit, 7e || - ||, je polonorma na LP(S, ), takze
normu dostaneme az pre vektorovy priestor LP(S, )/ ker|| - ||,. Tento
priestor sa nazyva Lebesquov p-priestor a vyskytuje sa vo vela aplika-
ciach.

IN

CVICENIE 1.3. Odvodte z predchddzajiceho vysledku Hélderovu a
Minkowského nerovnost pre R™ pouzitim specidlnych funkcii pre S =
[0,1] @ mieru p odvodenii od euklidovskej normy.

Priklad:[¢-priestory| Priestor
(12) (C) = {()Zy @’ € C, (D la'?)” < o0}
i=0

so sc¢itanim postupnosti po ¢lenoch s rovnakym indexom a nasobenim
. 1
, v . o 0 ip\E 13 /.
skalarom po ¢lenoch je spolu s normou ||all, = (3,2, |a’[?)? linedrny
normovany priestor pre 1 < p < oo. Pre p = oo definujeme ||al|o =
SUp;en, |@'|. Opét ide o linedrny normovany priestor.

CVICENIE 1.4. Ukdzte, zZe (P(C) a aj (P(R) je linedrny priestor s
normou uvedenou v predchdadzajicom priklade.

DEFINicIA 1.2 (Skaldrny stcéin v realnom vektorovom priestore).
Nech X je redlny vektorovy priestor. Zobrazenie (.,.): X x X — R s
vlastnostami

linearita: (X, ay + fz) = a(X,y) + (X, Z),
symetria: (%,5) = (7, %),
kladna definitnost: (X,X) > 0 a (X,X) = 0 prdve vtedy, ked
X=0
platnymi pre lubovolné X,y,Z € X, «, B € R nazgjvame redlny skaldrny
sucin.
Priklad: Standardny skaldrny stéin na R je dany vyrazom

(13) (X y) =z'y' + -+ a2ty
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POzZNAMKA 1.1. Linearita plati v druhej premennej v redlnom ska-
ldrnom sucine. Ako je to v prvej premennej?

DEFINicIA 1.3 (Skaldrny sicin v komplexnom vektorovom pries-
tore). Nech X je komplexny vektorovy priestor. Zobrazenie (.,.): X X
X — C s vlastnostami

pololinearita: (X, ay + Z) = a(X,y) + 5(X,Z),

polosymetria: (X,y) = (¥,X),

kladna definitnost: (X,X) > 0 a (X,X) = 0 prdve vtedy, ked
X=0

platngmi pre lubovolné X,y,Z € X, o, € C nazjvame komplexny
(hermitovsky) skaldrny stcin.

POzZNAMKA 1.2. Pololinearita plati v druhej premennej komplez-
ného skaldrneho siucinu. Ako je to v prvej premennej?

Hovorime, Ze redlny skaldrny sucin je bilinedrny a komplexny ska-
larny siucin je jeden a pol linedrny (sesquilinedrny).

Priklad: Standardny skaldrny stc¢in na C¢ je dany vyrazom

(14) (Z,W) = 2wl + - + 2%wd.

CVICENIE 1.5. Zistite, co dostaneme pouZitim vlastnosti redlneho
(komplexného) skaldrneho sicinu pre vijraz (ay + Pz, X).

VETA 1.1 (Norma indukovana skaldrnym su¢inom). Nech (.,.) je re-
dlny (komplexny) skaldrny sicin na priestore X. Potom ||X|| = v/ (X, X)
pre X € X je norma na X.

Doékaz: Kladna definitnost tohoto zobrazenia vyplyva bezprostredne
z kladnej definitnosti skalarneho stucinu.

Homogénnost dostavame pouzitim jeden a pol linearity a polosy-
metrie, lebo

IAZ[* = (A%, A%) = M(X, AX) = AN, %) = [A*|I%]|*.

Analogicky v realnom pripade.
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Tretiu ¢ast ukdZeme pomocou Cauchyho’-Schwarzovej®-Buiiakov-
ského” nerovnosti (CSB)

1ol oo
(15) (X9 < XX)2(y,¥)2 XyeX
Kedze
0 < (aX + Y, oX + BY) = |af*(%, %) + 2R(aB(X,¥)) + |B]*(¥, ).
mozeme pouzitim o = (y,y) a f = —(X,¥) dostat

0 < [Y.MPEX) — 2R, ¥)(E¥) (X ) + (X5 (V.5) =
= (¥, 9PEX) - X9, 9),
pre ¥ # 0 déva po skrateni vyrazom (¥,¥) CSB nerovnost. Pre

¢o
y = 0 plati tato nerovnost trivialne.
Pocitajme teraz s pouzitim |R(z)| < |z| pre z € C

1% + ¥|I” = (X+¥,X+7) = [X]° +2R((X, ¥)) + [[¥]]* <
< - 2+2 TN 212 _ - - 2‘
< I1XI° -+ 20X[I¥] + [[¥11° = (1] + [[¥]])
CSB nerovnost

Kedze oba vyrazy su nezaporné, odmocnenim dostadvame trojuholni-
kovi nerovnost. 0

DEFIN{cIA 1.4 (Norma indukovana skaldrnym sicinom). Normu z
vety 1.1 nazgvame norma indukovana skaldrnym suéinom (., .).

VETA 1.2 (Polarizacia a rovnobeznikové pravidlo). Nech X je line-
drny priestor a (.,.) je skaldrny sicin na tomto priestore. Potom pre
redlny skaldrny sucin plati polarizacny vztah

(16) AX,y) = [IX+5I* — £ - ¥

a v komplexnom pripade

(17)  4Xy) = X+ ¥ — %= FI° + ilI% +iF|* — o] X — iy
a v oboch pripadoch plati rovnobeznikové pravidlo(pozri obr. 1)
(18) 1%+ 317 + 1% = 11 = 2[%]* + 2[|¥]]*.

"Augustin Louis Cauchy (1789-1857) — francizsky matematik s obrovskou vy-
konnostou (takmer 800 préac) z oblasti redlnej a komplexnej analyzy, tedrie svetla,
matematickej fyziky a teoretickej mechaniky. Je po niom pomenovanych vela poj-
mov ako Cauchyho integralna veta, Cauchyho-Kovalevskej veta o existencii riesenia
parcidlnych diferencialnych rovnic, Cauchyho-Riemanove podmienky, cauchyovska
postupnost ai.

8Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) — nemecky matematik, zaoberal
sa tedriou minimalnych ploch, konformnymi zobrazeniami, Riemanovym zobraze-
nim jednoducho stuvislej mnoziny. Schwarzova minimalna plocha ako aj Cauchyho-
Schwarzova-Bunakovského nerovnost je niekolko pojmov, ktorymi ovplyvnil viace-
rych vyznamnych matematikov.

IViktor Jakovlevi¢ Butiakovskij (1804-1889) — rusky matematik, vystudoval u
Cauchyho. Pracoval v oblasti tedrie ¢isel, geometrie a aplikovanej matematiky.
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X

X

OBR. 1. Rovnobeznikové pravidlo hovori (v euklidov-
skom pripade) o vztahu obsahov stvorcov nad stranami
a uhloprieckami rovnobeznika.

Dokaz: Priame rozpisanie podla pravidiel skaldrneho sucinu.

Oznac¢me v dalSom texte otvorenu gulu, uzavrett gulu a gulovi
nadplochu so stredom X a s polomerom e symbolmi

B(X) = {§yeX:|y—x|<e},
D(X) = {yeX:[y-X[|<e},
Se(x) = {yeX:|y—x|=¢}

VETA 1.3 (Metrizacia vektorového priestoru s normou. Ziplnenie.).
KazZdy vektorovy priestor s normou je aj metricky priestor s metrikou
d(X,y) = ||X = ¥||. Kazdy vektorovy priestor X s normou sa dd ziplnit
na X, pricom X je husty v X.

Doékaz: Je zrejmé, ze d je metrika. Kazdy metricky priestor X
vieme ziplnit (poz. [13]) na X tak, aby X C X bol v tomto priestore

husty a na tiom definujeme normu pomocou ||%| = d(X,0). Homogén-
nost tohoto vyrazu dostaneme limitnym prechodom a z hustoty X v
X. Ostatné vlastnosti normy s zrejmé. 0

VETA 1.4 (Baza topolégie indukovanej normou). Nech X je nor-
movany vektorovy priestor. Potom B = {B.(X) : X € X, e > 0} je bdza
topologie na X.

Doékaz: Staci si uvedomit, ze konecény prienik takychto mnozin je
bud prazdny alebo obsahuje bod ¥ a s nim aj nejaktt mnozinu z B. Na
korektny dokaz potrebujeme trojuholnikovii nerovnost.

Ak totiz ¥ € B, (X1) N B, (X2), tak B.(Y) C B, (X1) N B, (X2), kde
e = min{e, — [|¥ — X[, &2 — [|[¥ — X[} 0

DErINiciA 1.5 (Topoldgia indukovand normou). Nech X je normo-
vany vektorovy priestor. Potom topologiu dant bazou z vety 1.4 nazy-
vame topoldgiou na X indukovanou normou ||.||.
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CVICENIE 1.6. Ukdzte, Ze zobrazenie ¢: X — F, ¢(X) = ||X|| je
Spojité.

DEFIN{cIA 1.6 (Banachov priestor). Uplngj vektorovy priestor s nor-
mou (X, ||.||) nazgvame Banachov priestor.

Priklad:[Priestor ohranic¢enych funkecii] Nech X je mnozina. Ozna¢me
B(X,F) ={f: X = F :sup,cx |f(z)] < o0}, F = R alebo F' = C.
Ide o ohrani¢ené funkcie na X. Zrejme B(X, F) je vektorovy priestor
s normou || flcc = sup,cyx | f(2)|. Naviac ide o Banachov priestor.

Nech {fn}nen je cauchyovskd postupnost v B(X, F'). Potom pre
Tubovolné € > 0 existuje N(e¢) € N, ze pre m,n > N (¢) plati || fo— || <
e. Ukdzeme, ze mé limitu v B(X, F).

Kedze [g(x)| < ||gllc pre g € B(X, F), tak { fu(2) }nen je cauchyov-
skd postupnost v I, lebo | f,(7) = fin(z)| = |(fo— i) (@)| < || fa—fmll; &
teda ma v F' limitu. Oznacme ju f(z). Mame teda || f,.(z) — fin(z)]] < €
a pre m — oo dostaneme || f,,(z)— f(x)|| <, teda f,— f € B(X, F), ¢o
znamend, ze f € B(X, F). Naviac lim,, ., || f» — f|| = 0. Teda B(X, F)
je uplny.

Aky priestor dostaneme, ked X = N?

Priklad:[Priestor spojitych ohrani¢enych funkcii] Nech X je topolo-
gicky priestor. Oznacme CB(X,F) = {f: X — F : sup,cx |f(z)| <
oo, f jespojitd}. Norma je indukovand z B(X, F'). Potom CB(X, F')
je uzavrety podpriestor B(X, F'), lebo cauchyovskéa postupnost v tomto
priestore ma bodovi limitu a ta je vzhladom na metriku rovnomernou
limitou spojitych funkcii, ¢o znamena spojitost limitnej funkcie. Teda
CB(X, F) je Banachov priestor.

Ak X je kompaktny, potom CB(X,F) = C(X, F) (priestor spoji-
tych funkcii na X) je Banachov. (Konvergentna postupnost spojitych
funkcii na kompaktnom priestore konverguje rovnomerne k svojej li-
mite, a teda limita je spojita funkcia. Spojity obraz kompaktného pries-
toru je kompaktny, teda je uzavrety a ohraniceny v F'.)

Typicky priklad je C[0, 1] so suprémovou metrikou.
Priklad:[Neuplny vektorovy priestor] Nech C([a, b], R) je priestor spo-
jitych realnych funkeif na [a, b]. Uvazujme L! normu. Postupnost funkcif
(pozri obr. 2)

0 xE[a,“Ter,
a—3 (a+b) b atb b
fn(z) - izinb € [%7%4_%)?
1 z €[4 42y neN.

Je zrejmé, ze postupnost {f,}.en je cauchyovska, ale jej limita je ne-
spojita.

DEFINfciA 1.7 (Linedrne nezévisld mnozina). Nech X je vektorovy
priestor nad polom F. MnoZinu B C X nazyvame linedarne nezavislou,
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atb | atb
1] 7 T o |
0 J >
a a+tb b
2

OBR. 2. Cauchyovskd postupnost funkcii {f,}n,en ne-
konvergujica v C([a, b], R) s L' normou.

ak z rovnosti c1X; + -+ - + ¢, X, = 0 vyplyjva, Ze ¢y = -+~ = ¢, =0, kde
Cl,...,cn € F aXy,...,X, €B su lubovolné.

DEFINiCIA 1.8 (Algebrickd béza). Nech X je linedrny priestor.
Mnozinu H C X nazyvame algebrickou bazou priestoru X, ak kaZdy
prvok X mozno napisat pomocou prvkov tejto bazy ako jednoznacni ko-
necnii linedrnu kombindciu. Casto sa tdto biza nazjva aj Hamelova.'°

VETA 1.5 (Existencia Hamelovej bazy). Nech X je vektorovy pries-
tor nad polom. Nech mnozZina By C X je linedrne nezdvisla. Potom
existuje algebrickd baza B priestoru X takd, Ze By C B.

Dékaz: Nech B = {B C X : By C B, B je linedrne nezavisld}. Na
B méame ciastocné usporiadanie dané relaciou B < B’ prave vtedy, ked
B C B’ t.j. ked baza B generuje podpriestor priestoru generovaného
bazou B’. Je zrejmé, ze retazec {B;}ic; je zhora ohraniceny priesto-
rom generovanym mnozinou U;e; B;. Podla Zornovej lemy teda existuje
maximalny prvok. Nech je to mnozina H.

Ukazeme sporom, ze prvky mnoziny H generuju cely priestor. Keby
negenerovala napr. prvok X € X, tak H U{X} je z B a dostdvame spor
s maximalitou mnoziny H.

Mnozina H je aj linedrne nezavisld. Nech ¢;%; + - - + ¢,X, = O.

Potom existuju mnoziny Bj,, ..., B;, € B z retazca také, ze X; € B;;,.
Kedze su linearne usporiadané, nech napr. B; obsahuje vSetky X;.
Potom st ale koeficienty ¢; = --- = ¢, = 0. 0

DEFINiCIA 1.9 (Linedrne zobrazenie). Nech X,Y st linedrne pries-
tory nad polom F. Zobrazenie f: X — Y sa nazyjva linedrne, ak splia
faX + BY) = af(X) + Bf(¥) pre lubovolné o, € F a X, € X.
MnoZinu vsetkych linedrnych zobrazeni z priestoru X do priestoru Y
oznacujeme L,(X,Y). Ak'Y = F, tak zobrazenia nazgvame linedrne
funkcionaly.

10Georg Karl Wilhelm Hamel (1877-1954) nemecky matematik s pracami v
oblasti tedrie funkcii, mechaniky a zdkladov matematiky. Pracu o baze publikoval
v r. 1905.
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POzZNAMKA 1.3. Ezistencia linedrneho zobrazenia medzi priestormi
X a'Y je zarucend napr. vdaka existencii Hamelovej bdzy. Staci pred-
pisat obraz kaZdému prvku bdizy a zvysok je urceny pomocou linearity
tohoto zobrazenia.

VETA 1.6 (Ekvivalentné podmienky spojitosti linedrneho zobraze-
nia). Nech f: X — Y je linedrne. Potom si ekvivalentné nasledujice
podmienky

(1) [ je spojité zobrazenie
(2) f je spojité zobrazenie v 0
(3) existuje M > 0 také, Ze || f(X)|| < M||X|| pre lubovolné X € X.

Ddékaz: Z prvej podmienky je zrejma druhd a z druhej prva, pre-
toze bazové okolie B.(¥) lubovolného bodu ¥ € Y vieme napisat ako
¥4 B.(0) = {§ +Z : Z € B.(0)}. Z linearity zobrazenia f je teda
FHUBAY) € f7HF) + f7H(B(0)) = zef-1zm X T FH(B(0)), &o je
otvorend mnozina v X.

Tretia podmienka zrejme déva lahko druhd. Ak plati druha pod-
mienka, tak existuje § > 0, ze B;(0) C f~'(B(0)) pre Iubovolné

€ > 0. Z linedrnosti mame pre X € X, [X|| = 1, ze ||[f(X)]| < 5.
Polozme M = 5. Potom pre lubovolny nenulovy vektor X € X mdme
1 (%)l < M, teda || f(R)]| < M][X]]. 0

POzZNAMKA 1.4. Treba si uvedomit, Ze || f(X)|| je norma vY a ||X]|
je norma v X.

DEFIN{cIA 1.10 (Priestor spojitych linedrnych zobrazeni). MnozZinu
vsetkych spojitych linedrnych zobrazeni z priestoru X do priestoru Y
oznacujeme L(X,Y).

CVICENIE 1.7. Dokdzte, Ze L(X,Y") je spolu s operdciou ndsobenia
skalarom z pola F' vektorovy priestor.

CVICENIE 1.8. Ak f € L(X,Y), g€ L(Y,Z), tak go f € L(X, Z).
Dokazte.

DEriNicia 1.11 (Ekvivalencia noriem). Dve normy ||.||1, ||| na
vektorovom priestore X sa nazyvaji ekvivalentné, ak indukuji ti istd
topologiu na X.

VETA 1.7 (O ekvivalencii noriem). Dve normy ||.||1, ||-||2 na vektoro-
vom priestore X st ekvivalentné, ak existuji redlne konstanty ci,co > 0
také, Ze pre lubovolné X € X plati
(19) alXlh < [X]l2 < e X[l

Doékaz: Staci si uvedomit, ako je definovana baza topologie indu-
kovanej normou. Nech 7; je bdza indukovand normou ||.||; pre i = 1, 2.
Lahko vidno z nerovnosti (19), ze pre Uy € Ty je Uy = UUE7-27UQU1U a
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rovnako pre Us € Ts je Uy = Uvet, vcr,U- To znamend, ze 71 a T st
bazami rovnakej topoldgie. 0

VETA 1.8 (Ekvivalencia noriem v kone¢norozmernych priestoroch).
Nech X je konecnorozmerny redlny alebo komplexnyy vektorovy priestor.
Potom st lubovolné dve normy ekvivalentné.

Dokaz: Nech €, ..., €, biza priestoru R" a X = )" | 2,€;. Na R"
je [|X]|1 = |x1] + -+ + |x,| normou. Ukdzeme, 7Ze kazd4d ind norma je s
nou ekvivalentna.

Nech || - || je lubovolnd norma na R™. Potom zobrazenie ¢: X —
R dané ¢(X) = || >, z;€ je spojité v norme || - ||; na X, lebo z
trojuholnikovej nerovnosti a homogénnosti plati

n n
RN =511 < 1% =F1 <Y lwi = yill€] < max [[&]] Y |z — i
i=1 =1
< MX =yl

Po ziZeni zobrazenia na jednotkovi gulovi plochu v norme ||.||; (ktora
je kompaktnd) je toto zobrazenie tiez spojité, kladné, a teda dosahuje
kladné minimum M; a maximum M. Potom mozeme pisat pre Tubo-
volné X € X, ze

(20) My[IX[ < IX]l < Ma|X]]1,

a teda normy su ekvivalentné.
Analogicky mozno dokaz vykonat aj pre komplexny priestor C". 4

DOSLEDOK 1.1 (Uplnost konetnorozmernych priestorov s normou).
Konecnorozmerny redlny alebo komplexny vektorovy priestor je uplny
vzhladom na lubovolni normu.

Doékaz: Vieme, ze euklidovskd norma (resp. metrika) je uplnd, teda
aj kazda ina norma je iplna. 0

CVICENIE 1.9. UkdZzte, Ze ekvivalentnost vsetkijch noriem v R™ zna-
mend aj ekvivalentnost vsetkijch noriem v CF.

POZNAMKA 1.5. Jednotkovd gulovd nadplocha v R™ sa dd pre rézne
p-normy ilustrovat. Pripadn = 2 mozno pre niektoré p vidiet na obrazku

VETA 1.9 (Kompaktnost jednotkovej gulovej nadplochy). Jednot-
kova gulovd plocha vo vektorovom priestore s normou je kompaktnad
vtedy a len vtedy, ak je priestor konecnorozmerny.
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CROL

OBR. 3. Jednotkové kruZnice v réznych p-norméch v R2

p =00

OBR. 4. Jednotkova gulova nadplocha vo vektorovom
priestore s nekonec¢nou dimenziou nie je kompaktna.

Doékaz: V konecnorozmernom euklidovskom priestore je jednot-
kova gulova nadplocha uzavreta a ohranicend, takze je aj kompaktna
(poz. [13]).

Ak by bola kompaktna aj v nekone¢norozmernom priestore Y, mo-
zeme ju pokryt koneénym poctom gul {B% (X1),. .., Bi (X,)}, kde X; €

$1(0). Nech X = [%y,...,%,]. Je izomorfny s C* (alebo R¥). Je to teda
uplny podpriestor Y, takze je uzavrety v Y. Ukdzeme, ze X =Y.

Ak totiz existuje Vv € Y — X, tak z uzavretosti X je d = inf{||v—X|| :
X € X} > 0. Zoberme r > d, potom U = D,.(V)N X # () (pozri obr. 4).
Kedze U je uzavreta a ohrani¢ena mnozina, tak je kompaktna. Naviac
hodnota d sa nadobtda pre nejaky vektor €, € U, lebo zobrazenie
€ — ||V — €]| je spojité. Teda pre nejaké X; plati

vV — € . 1

(1) I ey~ %l < 5

¢o znamena, ze

N

— — — — — 1 — —
IV — € — IV —&|xi] < §HV — €l =
Kedze €y + ||V — €[|X; € X, mdme ||V — (€ + ||V — &|X;)]| < %’,
spor s definiciou d.

O
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Y

f )

1

OBR. 5. Deformécia jednotkovej gule linedrnym zobra-
zenim a jej suvis s normou tohoto zobrazenia. V pri-
pade konec¢norozmerného priestoru je norma zobrazenia
urc¢end vektorom s maximéalnou normou, ktory je v ob-
raze D;(0).

CVICENIE 1.10. Aké normy ezistujii v R a v C?

CVICENIE 1.11. Ukdzte, Ze lokdine kompaktny Banachov priestor je
konecnorozmerny.

DEFINicIA 1.12 (Norma linedrneho zobrazenia). Nech f: X — Y
je linearne zobrazenie. Redlne cislo

(22) If[l' = sup [lf ()]

[%]<1

nazyvame normou linedrneho zobrazenia

CVICENIE 1.12. Nech f je linedrne zobrazenie. UkdZte, Ze
@)l = sup [pacll

(24) = inf{M e R: ||f(X)|| < M|X|| pre vsethy X € X}.

POzZNAMKA 1.6. Geometrickd interpretdcia tohoto faktu sivisi s de-
formaciou jednotkovej gulovej plochy linedrnym zobrazenim. Norma je
uréend suprémom (mazximom v pripade konecnorozmerného priestoru)
zmien normy vektora (pozri obr. 5). Skuste si nakreslit podobné obrdzky
v inych normdch.

DEFINiciA 1.13 (Dudlne priestory). Priestor L(X,F) nazjvame
prvym dudlom priestoru X. Oznacujeme ho X* alebo XV . Priestor
X = (X0 nazgvame n-ty algebricky dudl priestoru X. Budeme
oznacovat X* = X resp. X = X6,

VETA 1.10 (Duél Banachovho priestoru). Dudlny priestor Bana-
chovho priestoru je Banachov priestor s normou z definicie 1.12 na
funkciondloch.

Doékaz: Treba ukézat, ze ide o vektorovy priestor s normou || f||,
¢o sa lahko overi pomocou priameho vypoctu.

Dalej treba overit tiplnost tohoto priestoru. Nech { f, },en je cauchy-
ovskd postupnost linedrnych funkcionalov. To znamend, ze || f,, — fim|l <



1. LINEARNE NORMOVANE PRIESTORY 59

e pre dostatoéne velké m,n € N. Kedze mame |f,(X) — fin(X)| <
|| o= fmlllIX]| pre lubovolné X € X, postupnost { f,,(X) }nen je cauchyov-
skd v F. Z uplnosti F' mame limitu tejto postupnosti pre kazdé X € X.
Definujme f: X — F tak, ze f(X) = lim,_, fn(X). Je zrejmé, Ze toto
zobrazenie je linedrne. Ukazeme, Ze je spojité a Ze lim,, . || fn— f]| = 0,
t.j. je limitou danej cauchyovskej postupnosti funkcionalov.

Pre ||X|| < 1 a pre Iubovolné ¢ > 0 existuje pre N(e) € N, ze pre
m,n > N(e) € N plati ||f,(X) — fn(X)|| < €. V limite pre m — oo
dostaneme, ze ||f,(X) — f(X)|| < e Teda f, — f € L(X,F) aaj f €
L(X, F).

Naviac pre n > N(e) je || fn — f| < €, teda lim, oo || fo — fI| = 0.

CVICENIE 1.13. Dokdzte turdenie, Ze L(X,Y) je Banachov, ak'Y
je Banachow.

VETA 1.11 (Hahnova''-Banachova). Nech X je vektorovy priestor
nad polom F (R alebo C) s polonormou ||.||. Nech Y C X je vektorovy
podpriestor a f € Y* spliia nerovnost |f(¥)| < ||¥]| pre vietky ¥ € Y.
Potom existuje zobrazenie f': X — F také, Ze f'ly = f a|f'(X)] < [|X]|
pre vsetky X € X.

Doékaz: Dokaz sa spravi Specidlne pre pole realnych cisel F' =R a
Specialne pre pole komplexnych ¢isel /' = C pripad. Pre redlny pripad
najskor rozsirime Y o jednu dimenziu. Nech Y/ =Y & [€y] pre €, €
X — Y. Z linearity f pre lubovolné €;,€; € Y plati

f(&1) + f(€) = f(€ + &) < |[[& + &l < [[€ + &l + [|€2 — &,
teda
f(€) — 1€ — & < ||€1 + & — f(&1),

pricom po prejdeni k suprému na lavej strane a infimu na pravej strane
nerovnosti dostaneme

m = sup{f(&)—[|&; — &} < inf {[|é, + & - f(&1)} = M.
€1

—

ey

Nech a € [m, M]. Polozme pre lubovolny prvok € +t€, € Y/, € € YV
hodnotu f'(€ 4 t€y) = f(€) + ta, t € R. Je zrejmé, zZe ide o linedrne
zobrazenie a f’|y = f. Naviac platia nerovnosti
fl(€+t6) = [f(&)+ta< f(&)+t(er+&] — f(&r))
f(@—té) = [f(€) —ta< f(€)+t(|er - & — f(€1))
kde t > 0 a & = t €. Analogické nerovnosti mozno ukézat aj pre
—f(€+t€y) a —f(€ — t€) a z predpokladu platia pre ¢t = 0. Mdme

U Hans Hahn (1879-1934) — rakisky matematik, prispel do oblasti varia¢ného
poctu, funkcionalnej analyzy, teérie peanovskych kontinui, teérie miery. Bol spolu-
zakladatelom viedenského krizku logického pozitivizmu.
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teda pre Tubovolné ¢t € R platnost nerovnosti
|f' (€1 + t€p)| < ||€1 + t&o]|-

Nech § je mnozina vsetkych rozsireni g zobrazenia f na vektorové
podpriestory Z, Y C Z C X t.j. také, ze g|ly = f, pricom |g(X)| < ||X]]
pre vSetky X € Z. Vsetky takéto zobrazenia si ¢iastoéne usporiadané
relaciou <, v ktorej pre g: G — R a ¢': G' — R plati g < ¢’ prave
vtedy, ked G C G’ ako podpriestor a ¢'|¢ = ¢. Zrejme kazdy retazec
{g9:: G; — R} takychto zobrazeni je zhora ohraniceny linedrnym
funkciondlom ¢: U;er G; — R definovanym predpisom ¢(X) = g;(X)
pre X € ;. Podla principu maximality teda existuje v & maximalny
prvok, t.j. zobrazenie h: X — R. Keby totiz to zobrazenie malo mensi
defini¢ny obor, tak by sme ho vedeli o nejaky vektor rozsirit a dostali
by sme spor s maximalitou h.

Komplexny pripad dokazeme pomocou realneho. Kazdé komplexne
linedrne zobrazenie moézeme napisat ako f = Rf + iSf. Z linearity
vyplyva, ze f(iX) = Rf(ixX) + iSf(iX) = —Sf(X) + iRf(X). Teda
Jf(X) = —Rf(iX) pre lubovolné X € Y.

Oznacme g = Rf, pricom ho chapeme ako zobrazenie z redlneho
vektorového priestoru X (ztzime koeficienty z C na R). Zrejme ide o
linearne zobrazenie nad R.

KedZze g sa da rozsirit na X na zobrazenie ¢': X — R tak, Ze
l¢'(X)] < ||X]| pre X € X, definujme h: X — C pomocou predpisu
h(€) = ¢'(€) — ig'(i€). Je to komplexne linedrne zobrazenie. Zostava
ukazat, ze |h(X)| < ||X]|.

Pre Tubovolné komplexné ¢&islo z plati z = |z]e!®8%. Teda h(X) =
e?|h(X)], kde 0 = arg h(X). To znamend, ze h(Xe ) € R. Kedze

A(R)] = [h(Ze™)| = g (Re™)| < |X]]

tak mame pozadované rozsirenie aj v tomto pripade. 0

CVICENIE 1.14. Nech X je vektorovy priestor nad C. Nech X, je
vektorovy priestor X nad R (t.j. koeficienty v linedrnych kombindcidch
sma byt len redlne, ale samotné suradnice vektorov mozu byt aj kom-
plexné). Ukdzte, Ze zobrazenie f: X — C je komplexne linedrne prdve
vtedy, ked existuje jednoznacne definované zobrazenie g: X, — R také,
Ze f(X) = g(X) — ig(iX). Ukdzte, Ze g = Rf.

DOsSLEDOK 1.2 (Existencia rozsirenia funkciondlu s rovnakou nor-
mou). Nech (X, ||.||) je vektorovy priestor s normou, Y C X je jeho vek-
torovy podpriestor a f € Y*. Potom existuje f' € X* také, zZe f'|y = f
a [ = 11

Dokaz: Nech f # 0. Potom ||%||; = ||f]||¥]| je norma na X. Naviac
FE)| < IF11R) = K] pre Tubovolné % € .
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X Y

cl f(B,(0))

OBR. 6. Banachova-Schauderova veta o otvorenom zobrazeni.

Takze v tejto norme mame podla Hahn-Banachovej vety jeho rozsi-
renie f': X — F, pricom |f'(X)| < ||X||;. To znamena, ze || f'|] < ||f||-
Na druhej strane f’ je rozsirenie f, takze ||f|| < |||l 0

PozNAMKA 1.7. Hanhnova-Banachova veta a jej désledok vravi,
ze kazdy spojity linedrny funkciondl na podpriestore Y mozno rozsirit
na spojity linedrny funkciondl na celom priestore X, pricom norma
povodného funkciondlu sa zachovd.

DOSLEDOK 1.3. Nech X je priestor s normou a X # 0. Potom
existuje [ € X* taky, zZe f(X) # 0.

Doékaz: Staci zostrojit nenulové zobrazenie na podpriestore gene-
rovanom vektorom X (napr. f(X) = ||X||) a pouzit Hahn-Banachovu
vetu. N

POZNAMKA 1.8. Predchddzajiici visledok sa dd preformulovat aj
takto: Ak f(X) = 0 pre vsetky f € X*, tak X = 0. Hovorime aj, Ze X*
oddeluje vektory X.

VETA 1.12 (Banachova-Schauderova'? o otvorenom zobrazenf). Nech
X,Y st Banachove priestory a f € L(X,Y) je surjektivne zobrazenie.
Potom f je otvorené zobrazenie.

Dékaz: UkaZeme, Ze pre nejaké e > 0 plati B.(0) C f(cl(B;(0)))
(pozri obr. 6)

12 Juliusz Pawel Schauder (1899-1943) — matematik Zijici v Lvove, pracoval
v oblasti funkcionalnej analyzy a topoldgie, pricom jeho vysledky viedli k novej
metdde existencie riesenia pre zlozité parcidlne diferencidlne rovnice. Spolupracoval
s Jeanom Lerayom. Znamy je ich stupen, Schauderova veta o pevnom bode a dalsie.
Zomrel pravdepodobne pri nemeckych protizidovskych raziach.
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Kedze plati, ze X = Unlem(ﬁ) pre Iubovolné r > 0, tak Y =
Un>1f(Bnr(0)), a teda aj Y = U,y cl(f(Bn(0))). Kedze Y je tplny,
tak aspori jedna z mnozin cl( f(B,,(0))) pre n € N mé neprézdne vniitro
(lebo Y je 2. Bairovej kategérie). Naviac zobrazenie X +— nX je home-
omorfizmus priestoru X na seba, takze cl(f(B,(0))) obsahuje nejaku
otvoreni mnozinu V C Y.

Najskor ukdzeme, Ze existuje w > 0, pre ktoré B,,(0) C cl(f(B,(0)).
Nech v € V a By(¥) C cl(f(B,(0)). Zo surjektivnosti mame f(ii) = v.
Nech ||d|| < mr pre nejaké m € R.

Zoberme ¥ € B,(0) C Y. Potom existuje X € X také, 7e f(X) =¥
a plati ||§¥ + v — ¥| = ||F]| < A, teda ||§ + V|| € BA(¥) C cl(f(B,(0)).
Z uzavretosti mame teda postupnost prvkov v; € f (Br(ﬁ)) taku, ze
lim; .o V; = y + V. Nech u; € Br(ﬁ) je také, ze f(u;) = v;. Teda
y =1lim; o V; — V = lim;_,, f(;) — f(U) = lim;_, f(d; — d). Kedze
g — ]} < [ldil| + 6]} < (L +m). Teda f(d, — @) € f(Burm)(0)),
¢o znamend, ze By(0) C cl(f(Bim)r(0))). Teda pre w = % mame
pozadovany vysledok.

Teraz ukazeme, ze 0 € int(cl(f(B,(0))) pre nejaké r > 0.

Nech €(n) = 51, n € No. Teda Y, . €e(n) = 1. Z predchadzja-
ceho vysledku mame, Ze pre kazdé e(n) > 0 mame n(n) > 0 také, Ze
Byn)(0) C cl(f(BE(n)(ﬁ))). Zrejme ngn) — 0 (ked’if f je spojité a €(n)
konverguje k 0). UkdZeme, ze B, (0) C f(cl(B1(0))).

Pre v € B,)(0) C cl(f(Be0)(0))) existuje & € Beo)(0) taksé, ze
V= f(&0)]| < n(1), takze V— f(&) € cl(f(B1)(0))). Teda existuje &, €
Bea )(6) také, ze ||[V—f(€y)—f(€1)] < n(2), atd. Pomocou matematickej
indukcie zostrojime postupnost &, € Bum(0) a ||V — f(&) — ...

f(&)| <n(n+1). Rad 7 €, je konvergentny, lebo || Y- . &l
> i €] < 1. KedZe X je tiplny, méme € = ) €,. Potom f(é)
> o f(€,) = V¥, pricom ||6H < 1. Takze pre V € By)(0) méme v

f(8) a [|§]| < 1. Teda By)(0) C f(cl(B1(0))).

Je zrejmé, Ze uzaveru pod zobrazenim f sa mdézeme zbavit vhodnou
volbou postupnosti €(n).

Ak U je otvorend v X, tak ju mozeme napisat ako zjednotenie otvo-
renych gul okolo kazdého bodu. Obraz takejto gule obsahuje otvorent
gulu okolo prislusného bodu. TakZe obraz je tiez otvorend mnoZzina.

A

DOSLEDOK 1.4 (Banachova o linedrnom izomorfizme). Spojity li-
nedrny izomorfizmus Banachovijch priestorov je homeomorfizmom.

Dokaz: Staci ukdzat, ze f~! je spojité, co je priamy dosledok vety
o otvorenom zobrazeni. 0
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VETA 1.13 (O uzavretom grafe). Nech X,Y si Banachove pries-
tory. Zobrazenie f € L,(X,Y) je spojité prave vtedy, ked jeho graf

(25) I'f={X f(X) e X xY : :Xxe X}
je uzavrety podpriestor priestoru X X Y.

Dokaz: Treba ukazat, Ze ide o vektorovy podpriestor. To sa da
priamym vypoctom. Uzavretost vyplyva z vety 3.16 v kapitole 1, lebo
X,Y st metrické priestory, a teda Ty-priestory.

Ak I's je uzavrety, tak je Banachov a projekcia mx dand (X, f(X)) —
X je spojity izomorfizmus. Inverzné zobrazenie je tiez spojité podla vety
o linedrnom izomorfizme. Kedze projekcia 7y : I'(f) — Y je tiez spojité,
tak mame X — (X, f(X)) — f(X) spojité zobrazenie. 0

VETA 1.14 (Banachova-Steinhausova'®). Nech X je Banachov pries-
tor a 'Y je vektorovy priestor s normou. Nech f; € L(X,Y), 1 € I. Ak
pre lubovolny X € X je {||fi(X)| }ier ohranicend v'Y, tak {||f:|l}ier je
ohranicend v R.

Do6kaz: Nech zobrazenie ¢: X — R je definované
¢(X) = sup || fi(X)]].
el
Potom mnozina
Sp=A{X€ X: ¢(X) <n}=nNie{X e X: ||i(X)| <n}

je uzavreté (lebo je prienikom uzavretych mnozin). Zrejme plati X =
U, S,. Kedze X je 2. Bairovej kategorie, tak aspon jedna mnozina z
Sy (nech je to napr. Sy;) méa neprazdne vnutro. Teda existuje r > 0 a
X € X také, ze ¢(X) < M pre X € cl(B,(Xp)).

Nech ||X]| = 1. Potom || f;(rX+Xo)|| < ¢(rX+Xy) < M pre lubovolné
1 € I. Takze plati

S 1 L . 1 I 1 . 2M
1fi(X)|| = ;Hfi(TXJFXO —Xo)|| < ;Hfi(TXJFXO)H + ;Hfi(XO)H s

Takze || fil| < 2F. 0

DOSLEDOK 1.5. Ak {f.}nen C L(X,Y) je silno konvergentnd po-
stupnost (t.j. lim, . fn(X) = f(X) existuje pre lubovolné X € X ), tak
feLX)Y).

13Hugo Dionyzy Steinhaus (1887-1972) — matematik pochddzajici z Galicie
(Cast Polska) studoval v Lvove, Mnichove a Gottingene. Spolu so Stefanom Ba-
nachom a Ottom Nikodymom zalozili Krakowskt matematickti spolocnost, neskor
pretransformovanti do Polskej matematickej spolo¢nosti. Pracoval v tedrii pravde-
podobnosti, tedrii hier, tedrii trigonometrickych radov. Je jednym zo spoluautorov
znamej Skétskej knihy problémov, pisanej v kaviarni Scottish Café v Lvove ako aj
novym pokracovanim tejto tradicie po skonceni 2. svetovej vojny.
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Dékaz: Zobrazenie f je linedrne. Kedze { f,,(X) }nen je konvergentna,
je ohranic¢end pre X € X, takze podla Banachovej-Steinhausovej vety
je {l|full}nen zhora ohranic¢end nejakym M > 0. Teda

1F GO = Tim sup [| fu 1 %]} < M1

Teda f € L(X,Y). 0

POzNAMKA 1.9. Pripomenime, Ze imsup,,_, . n, = limy, o (SUP,,,5,, Qi) -

2. Hilbertove priestory

DEFINiCIA 2.1 (Hilbertov!? priestor). Uplny vektorovy priestor s
normou (X, ||.||) nazgvame redlnym (komplexnym) Hilbertovym pries-
torom, ak jeho norma je indukovand redlnym (komplexnym) skaldrnym
sucinom na X.

PoOzZNAMKA 2.1. Vdaka skaldrnemu sucinu vieme povedat o Hilber-
tovom priestore viac. UkdzZe sa, Ze jeho struktira sa vo wvela smeroch
podobd na struktiru konecnorozmerného vektorového priestoru.

DEFINiciA 2.2 (Kolmost, ortogondlny doplnok). Dva vektory line-
arneho priestoru so skalarnym sucinom sa nazyvaju kolmé alebo orto-
gonalne, ak ich skalarny siucin je 0. Zapisujeme to X 1 y.

Hovorime, Ze X € X je ortogonalny na A C X, ak X L a pre
lubovolné a € A. Hovorime, Ze A C X je ortogonalna, ak pre lubovolné
X € A plati X L A — {X}. Ak v ortogondlnej mnoZine naviac ||X|| = 1
pre kazdé X € A, tak hovorime o ortonorméalnej mnozine. PodmnoZiny
A, B C X sa nazjvaji navzajom ortogondlne, ak pre lubovolny a € A
plati a 1. B.

Nech A C X je neprdzdna mnoZina vektorov. Potom mnoZinu A+ =
{Xe X :(X,y) =0, pre vietky y € A} nazgvame ortogondlny doplnok
Av X.

CVICENIE 2.1. Dokdzte nasledujice tvrdenia. Ak A L B, tak B L
A. Ak a L b, tak ||a+b||* = ||a]|> + ||b||*>. Aka L A, tak a L cl([A]).
Ak A L B, tak cl([A]) L cl([B)).

CVICENIE 2.2. Ak ortogondlna mnoZina neobsahuje 0, tak je line-
arne nezdvisld.

CVICENIE 2.3. KaZdd spocitatelnd linedrne nezdvisld mnozina sa dd
nahradit ortonormdlnou, pricom obe generuji rovnaky podpriestor.

1pavid Hilbert (1862-1943), nemecky matematik. Povazuje sa za jedného z
najvplyvnejsich matematikov prelomu 19. a 20. storoc¢ia. Axiomatizoval geometriu,
polozil zéklady funkcionalnej analyzy a tedrie invariantov. Jeho meno nest pojmy
ako Hilbertova béza, Hilbertov polyném, Hilbertov priestor, Hilbertova Nullstel-
lensatz a mnohé dalsie. Znamy je aj jeho zoznam 23 problémov prednesenom na
2. kongrese matematikov v roku 1900 v Parizi, ktorymi do velkej miery udal tén
rozvoja matematiky v 20. storoci.
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CVICENIE 2.4. Ak B L A, tak B C A*.

CVICENIE 2.5. UkdZte, Ze v nekonecnorozmernom Hilbertovom pries-
tore mozno z postupnosti {€; }ien, kde {€;}ien je ortonormdlna bdza ne-
jakého podpriestoru, mozno vybrat nekonvergentni podpostupnost. Uve-
domte si, Ze v konecnorozmernom priestore to nejde.

CVICENIE 2.6. Ukdzte, Ze (*(F) je separabilny. [Ndvod: UvdZle
vsetky postupnosti s nanajvys konecnym poctom nenulovich raciondl-
nych clenov.]

VETA 2.1. Nech X je Hilbertov priestor. Zobrazenia ¢y, vg: X — F
dané predpismi ¢g(X) = (X,¥) o vg3(X) = (¥,X) st spojité na X.
Zobrazenie ¢y je linedrne, zobrazenie 1y je pololinedrne v pripade F' =
C a linedrne v pripade F = R.

Ddékaz: Staci pouzit vlastnosti skalarneho sicinu, CSB nerovnost
a fakt, ze z — Z je spojité zobrazenie. 0

VETA 2.2 (Ekvivalentnd podmienka pre Hilbertov priestor). Bana-
chov priestor X s normou || - || je Hilbertov prave vtedy, ked v riom plati
rovnobeznikovd identita (18).

Doékaz: Zrejme staci ukazaf, ze z platnosti tejto identity vieme
definovat skalarny sucin, ktory nam indukuje dand normu.

Pomocou polarizacnej rovnosti (16) v redlnom Banachovom pries-
tore alebo (17) v komplexnom definujme zobrazenie ¢(X,y): X x X —
F. Ukézeme, 7e spliia vSetky vlastnosti skaldrneho suéinu.

Zrejme ¢(X,X) > 0 pre X € X a je to nulovy vyraz len pre nulovy
vektor. Rovnako lahko sa ukéze (polo)symetria.

Podobne pre redlny pripad mame pouzitim rovnobeznikovej identity
(pozri obr. 7)

19X,y +2) = [X+y+2Z|" - [IX-y 2| =
2%+ ¥ + 2|2 — 1+ ¥ — 2 — % - § - 2] =
2% +¥11* + 2[12]* - 2I|I% - Z]|* - 2||¥||* =
= [IX+¥I* = 1% =51 +2)12]* + 2/|%]* - 2[% - 2]]* =
= [K+¥I° = K= 51"+ 1% +2]° — [|£ - 2]]* =
— U6(R.F) +46(%,2).
Takze vyraz je aditivny v druhej premennej. Analogicky by sme postu-
povali pri aditivnosti v prvej premenne;j.
Definujme dalej f: R — R tak, ze f(a) = ¢(aX,y) pre lubovolné
a € R. Kedze pre kazdé o, 8 € R plati f(a+ 8) = ¢((a+ B)X,¥y) =
o(aX,y) + o(6X,¥) = f(a) + f(B), je funkcia f rieSenim Cauchyho
funkcionalnej rovnice F(x + y) = F(x) + F(y). Naviac je to spojité
riesenie tejto rovnice. Uré¢ime ho na hustej podmnozine Q C R. Zrejme

fR)=f0+1)=f1)+ (1) =2f(1).
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OBR. 7. Rovnobezniky v rovnobeznostene uré¢enom vek-
tormi X, ¥, z, pomocou ktorych sa ukazuje aditivnost.
Cervenym st vyznacené vektory, ktoré st v zmysle rov-
nobeznikového pravidla nahradené novymi.

Analogicky matematickou indukciou dostavame, ze f(n) = nf(1) pre
celé nezaporné n. Kedze f(0) = f(n + (—n)) = f(n) + f(—n), tak
f(=n) = —nf(1). Podobne f(1) = f(nt) = nf(L). Takze f(+) =
L f(1). Zostéva si analogicky uvedomit, ze f() = 2 f(1). Zo spojitosti
rovnaky algebraicky vztah plati pre vsetky redlne ¢isla, t.j. f(a) =
af(l). Takze ¢(aX,y) = a¢(1X,¥). Podrobnejsiu informéciu o Cau-
chyho funkciondlnej rovnici mozno najst napr. v [13, str. 286/197].
Podobne postupujeme aj s vektorovymi priestormi nad polom kom-
plexnych cisel. 0

CVICENIE 2.7. UkdZte, ze R™ nie je Hilbertov priestor s normou

[RR[Fe

CVICENIE 2.8. Ak f: R — R je riesenie Cauchyho funkciondlnej
rovnice na Q, tak je tvaru f(x) = cx pre vhodné ¢ € R. KedZe je Q
husta v R, jediné spojité zobrazenia maju takyto tvar.

CVICENIE 2.9. Ak f: R — R je riesenie Cauchyho funkciondlnej
rovnice, ktoré nie je tvaru f(x) = cx pre Ziadne c € R, tak graf takejto
funkcie je husty v R? s obvyklou topoldgiou.

Priklad:[Niektoré Hilbertove priestory.| Vsetky koneénorozmerné euk-
lidovské priestory (t.j. s normou ||.||2) st Hilbertove. Priestor ¢*(F)
je Hilbertov priestor so skaldrnym st¢inom (a,b) = > o7 a;b;, kde
a={ai}Zy a b={b:},.

POZNAMKA 2.2. Vsimnite si, Ze dva topologicky ekvivalentné Bana-
chove priestory (aj konecnorozmerné) maozu byt rozlisené vlastnostou,
¢t norma pochddza zo skaldrneho sucinu alebo nie.

VETA 2.3 (Vlastnosti ortogonalneho doplnku). Nech X je Hilbertov
priestor. Pre lubovolni A C X je A' wzavrety linedrny podpriestor a
AC At Pre AC BC X je Bt C A+, Naviac A+ = AL,
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Dokaz: Kedze ¢z(X) = (X,&,) je spojité, tak AL = Nzcadz'(0).
Takze At je prienikom uzavretych mnozin, a teda je uzavreta. Fakt, ze
At je vektorovy podpriestor X sa dokéZe priamo.

Vlastnost A C B dava zrejme B+ C Al kedze vSetky vektory
kolmé na B si kolmé Specidlne aj na vektory v A.

Poslednu vlastnost z tvrdenia dostaneme kombinéaciou predchadza-
jucich. Kedze At C (A1)*t a A C A+ déva pomocou druhej vlast-
nosti z tejto vety, ze (A++)t C AL, Takie skombinovanim tych to
dvoch inklizii plati rovnost. 0

CVICENIE 2.10. Ukdzte, Ze v Hilbertovom priestore X pre lubovolni
mnoZinu A C X plati (A+)+H = (AHH)L,

VETA 2.4 (O existencii a jednoznacnosti najblizsieho prvku). Nech
X je Hilbertov priestor.

(1) Potom pre vektorovy podpriestor Y C X a lubovolni dvojicu
(X,b) € X XY mdme |® — b|| = inf{||[g — &]| : & € Y} prdve
vtedy, ked X — bev?t.

(2) Ak A C X je neprdzdna, konvernd podmmnozina X, tak pre
lubovolné X € X existuje nanajvys jedno b € A také, Ze |X —
b|| = inf{||X — & : & € A}.

(3) Ak A je naviac uzavretd, tak existuje prvok beAz predchda-
dzajicej casti.

(4) Ak'Y C X je tplny vektorovsj podpriestor X, tak Y+ =Y.

Dékaz: Pocitajme (X — l;, a) pre lubovolné a € Y, teda presnejsie
jeho realnu cast. Pre lubovolné A € R, A £ 0 mame
1

R(X—b,a) = ﬁ()\<>2—6,§>+)\<>2—6,§>):
1 . - S — B
= ﬁ((x—b,/\a>+(x—b,/\a>)—

1 -

Lo = = . T -
= 53K = (b= Ad)[" = X = b|I* — X*[a]]*).

Takze pre A > 0 mame
R(X=b,&) > - (|X = bl - X = bl = N*[|a]]*) = —Fla]*

) < —3|a]*. Kedze A moze byt
= 0. Ak X je vektorovy priestor

a pre A < 0 analogicky R(X
Tubovolne blizko 0, plati (X
nad R, tak sme uz hotovi.

— b,
—b,&
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Ak X je priestor nad C, tak este treba zistit hodnotu (X — b, a).
Plati ale 3(X,y) = R(X,iy). TakZe v nasom pripade je aj imagindrna
zlozka nulova, lebo 8?()2 —b,id) = 0.

Obratene, ak X —b € Y, tak £ — &% = | —b|* + |[b — & a
|® — b|| > infzey ||X — &]|, o ddva, Ze b realizuje vzdialenost X ku Y,
a teda plati rovnost z tvrdenia.

Jednoznacnost najblizsieho bodu ku konvexnej mnozine A sa ukaze
lahko. Ak & b € A st dva také body, Ze |® — &|| = ||X — b||, tak mame

0 < |[a—Db|*=a—X+X—b|*=
= 20— x|P+2R—b|>—||a+b—2%|?> =

—

— — 1 — —
= 4la=x|* —45@+b) - x|" <0,

pri¢om sme pouzili rovnobeznikové pravidlo, fakt, ze $(a + b) € Aa
predpoklad, ze a € A je najblizsie ku X. Teda a = b.

Existenciu najblizsieho bodu dokéZeme pomocou postupnosti {a, }nen
konvergujicej k tomuto prvku. Nech &, € A je taky prvok, ze ||&, —
X| <d+ %, kde d = inf{||d — X|| : & € A}. Tto postupnost je cauchy-
ovska, lebo

8, — ] = 2la, —X||* +2[[% — &,[* — &, + &, — 2%|* <

1\? 1\? 1 . i
< 2(d+—-) +2(d+—| -4z (@, +a,) —X[" <
n m 2
1 1 1 1
< AP +4d | =+ — ) +2( = +— | —4d%
n o m n?  m?2

Teda existuje lim, ,a, = a* € A a |[|[X — a*|| = d, lebo norma je
spojita vdaka trojuholnikovej nerovnosti.

Na dbkaz poslednej ¢asti staci pouzit predchadzajtce vysledky, kedze
vektorovy priestor Y je konvexnd mnoZina. Plati Y C Y++. Ak b €
YLL tak podla treteJ a prvej casti vety existuje by € Y také, ze
b— berL KedzebYEYCYLLaubEYlL tak b — by€YLL
Teda b — by 1b— by, ¢o znamena, ze b= by 0

POzZNAMKA 2.3. Predchddajica veta vravi, Ze pre tplny vektorovy
podpriestor Y C X Hilbertovho priestoru existuje dobre definovand
ortogondlna projekcia wy(X) = b pre lubovolné X € X. Oznacme
d(x,Y) = [[X = 7y (X)]].

CVICENIE 2.11. Ukdzte, zZe S((X,¥)) = R((X,i¥)).

CVICENIE 2.12 (O séitavani absolttnych hodnét nekonecnej mno-
ziny ¢isel). Nech A je mnoZina a S je systém jej konecnijch neprdzdnych
podmnoZin. Nech x, € F pre lubovolné a € A, kde F = R alebo F' = C.
Ukdzte, Ze S je usmernend mnoZina vzhladom na inkliziu, a naviac
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Y wca |Ta| existuje vtedy a len vtedy, ked Y ¢ |xs| < M pre lubovolné
S €S8. Ak L = supges D eq s, tak L =3, 4 |xa|. Ukdzte, Ze mno-

Zina tych a € A s vlastnostou x, # 0, je spocitatelne velkd.

VETA 2.5 (Vzdialenost od kone¢norozmerného podpriestoru). Nech
X je Hilbertov priestor a A C X je meprdzdna, konecénd a ortonor-
mdlna. Potom pre lubovolné X € X je d(X,[A]) = ||X =) 4 4(X,d)a|| =

VIR =2 gea (K D

Doékaz: Nech A = {aj,...,a,}. Potom pre a € [A] mdme a =
@i+ - -Fo,a, prenejaké a, .. ., a,, € F. Takze (a,X) = > | ;(&;,X).
Dalej

|X-a|*> = X-a,%—a)=(X— alal, Zalal =

3

= (X,X) — a;, X Zal X, a; —I—Zala, =

i=1

= |%]* - ZI >|2+Z(<i5i>—ai)(<i§i>—di)-

i=1

3

Tento vyraz je minimalny prave vtedy, ked «; = (X, a;). O

DOSLEDOK 2.1 (Besselova!'® nerovnost). Ak A C X je neprdzdna
ortonormdlna podmnoZina o X € X, tak existuje sicet Yz, |(X,a)[?
a naviac plati, Ze Y 44 |(X,&)[* < ||X||?. Zrejme AN (X — {X}F) je
spocitatelnd.

Doékaz: Pre kazda koneéni podmnozinu A plati podla predché-
dzajicej vety nerovnost z tvrdenia. Konené podmnoziny mnoziny A
tvoria usmerneni mnozinu vzhladom na inkliziu. Potom existuje (v
zmysle kapitoly 4 z topoldgie resp. cvicenia 2.12) limpca ) 5 g [(X, b) |2
a zrejme plati nerovnost z tvrdenia aj pre limitu.

Naviac, pre n € N je mnozina a € A takych, ze |(X, a)| > % konecna,
takze AN (X — {X}1) je spocitaten4. 0

POzZNAMKA 2.4. Besselova nerovnost hovori o vzdialenosti vektora
od podpriestoru generovaného ortonormdlnou mnozinou A.

15Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) — nemecky astroném a matematik,
ktory opisal polohu a pohyb viac ako 50000 hviezd. Zmeral aj vzdialenost hviezdy
61 Cygni pouzitim paralaxy. Zaoberal sa aj problémom vzajomného pohybu troch
telies. Pri svojich vypoctoch vyuzil okrem iného aj Besselovu funkciu. Vyznamnej-
sie vysledky dosiahol aj v geodézii. Hoci sa mu formélne vzdeldvanie ukoncéilo v
14. rokoch, jeho vysledky a sposob prace mali vyznamny vplyv na vzdeldvanie na
univerzitach.
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DEFINiCIA 2.3 (Rozvoj podla ortonormadlnej mnoziny). Nech A je
ortonormadlna mnozina v Hilbertovom priestore X nad F'. Hovorime, Ze
X md rozvoj podla A, ak X = ) ., azd pre nejaké ag € F. Koeficienty
az sa nazyvaji aj Fourierove!® koeficienty.

POzZNAMKA 2.5. Pod Fourierovim koeficientom vektora w vzhladom

na nenulovyj vektor v rozumieme <<ﬁ q>> To znamend, Ze W = <<;’§>>\7'+ﬁ,
kde i € vt. Ak ||V]| = 1, ide o (W, V).

VETA 2.6 (O koeficientoch rozvoja podla ortonorméalnej mnoziny).
Nech A je je ortonormdlna podmnozina X a X € X je Hilbertov priestor.
Nech X md rozvoj podla A. Potom agz = (X, &) pre lubovolné a € A.

Dokaz: Pre lubovolné a € A a € > 0 existuje konetnd podmnozina
B C Atakd, zed € B a|[X—) ;_5apb| <e Potom

(%,&) —ag] = — () ogb, )

beB
= (&= ogh.@)| < [X - aghla] < e
beB beB
Teda pre € — 0 mame (X, a) = a;. 0

VETA 2.7 (O existencii rozvoja podla ortonormdalnej mnoziny).
Nech A C X je ortonormdlna podmnozina v Hilbertovom priestore
X. potom X md rozvoj podla A prave vtedy, ked X € cl([A]).

Doékaz: Ak X € cl([4]), tak existuje postupnost {Xj}2,, Xi € [A]
a limy_,o ||Xx — X|| = 0. Ukazeme, ze X ma rozvoj podla A.

Nech § je systém konecnych podmmnozin A. Nech ¢ > 0. Potom
existuje £ € N také, ze ||Xx — X|| < e. Kedze X;, € [A], tak existuje
konefnd podmnozina B € S takd, ze X, € [B]. Teda d(X, [B]) = [|X —
Y ben(X, b)b|| < ||X — X)|| < €. TakZe pre Iubovolné koneéné D € S
také, ze B C D méme d(%,[D]) < [|X — Ygep(X, b)b|| < e. Takie
limges || ZbeB<X b> —X| =0.

Obratene, nech X mé rozvoj podla A, teda X = > _._ ,(X, a)a. Potom
ku k € N existuje konecnd podmnozina By € S, 7Ze [|[X—) .5 (X, b)b|| <

1 v > . - T\ . . > o
z. Polozme X, = ZbeBk (X, b)b. Zrejme limy,_,, X). = X. O

16Jcan Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) — francizky matematik zaoberajici
sa tedriou Sirenia tepla. Riesenie nasiel pomocou trigonometrickych funkcii.
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VETA 2.8 (Rieszova!'’-Fischerova'®). Nech A je ortonormdlna pod-
mnozina Hilbertovho priestoru X nad F a {az}aca je postupnost prokov
F. Potom existuje X € X taky, Ze X = ) ., agd prdve vtedy, ked exis-
tuje 3 aea |aal®.

Dodkaz: Z existencie rozvoja podla ortonormaélnej mnoziny je az =
(X,d) a existuje > 5, [(X,&)|*.

Obrétene, ak existuje > s, |as|?, tak pre Tubovolné € > 0 mdme
koneéni podmnozinu D, C A taku, ze pre B C A—D. je Y ¢y lagl* <
¢ (uvedomme si, ze Specidlne v konecnorozmernych priestoroch méze
nastat aj pripad D, = A). Takze lim,_o ZﬁeDe agl; =X. 0

VETA 2.9 (Rieszova veta o reprezentécii linearnych funkcionélov).
Nech X je Hilbertov priestor nad F' a f: X — F je linedrny funciondl.
Potom f je spojity vtedy a len vtedy, ked existuje jednoznacne urceny
prvok y € X taky, Ze f(X) = (X,y). Viedy | f]| = |yl

Dékaz: Ak f(X) = (X,y), tak ide zrejme o linedrny funkciondl.
Kedze |f] < ||IX]/|I¥]l (podla CSB nerovnosti), tak || f|| < ||¥]|. Ale pre
X = ¥ méme |f(¥)| = [I¥]]*, ¢o dava rovnost || f]| = [|¥]-

Obréatene, ak f je spojity funkciondl, tak ker f = f~1(0) C X je
uzavrety podpriestor. Ak (ker f)* = {0}, tak sme hotovi, lebo f(X) =
(%,0). Ak (ker f)* # {0}, tak existuje 0 # @i € (ker f)* a moZeme
predpokladat, ze f(n) = 1. Potom pre lubovolné X € X méame f(X —
f(X)n) = f(X) — f(X)f(n) = 0. Teda X — f(X)n € ker f. Takze

(26) (X, 1) — f(x) (0, i) = 0.
Teda f(X) = (X, 7,
méame (X, 1 — m) pre kazdé ¥ € X = 0. Specidlne pre X =
dostévame, ze i — m = 0.

) > Jednoznacnost plati, kedze z (X, i) — <ﬁ, m) =
n—

DElo

DEFINicIA 2.4 (Totélna mnozina). Podmnozinu A v Hilbertovom
priestore X nazjvame totalnou, ak AL = {0}.

VETA 2.10 (Existencia totdlnej ortonormalnej mnoziny). Ak A je
ortonormalna mnoZina v Hilbertovom priestore X, tak existuje totdlna
ortonormdlna nadmnozina A.

Doékaz: Treba pouzit obvyklym spdsobom princip maximality. 0

IFrigyes Riesz (1880-1956) — madarsky matematik, je jednym zo zakladatelov
funkcionélnej analyzy, jeho vysledky sa tykaju Lebesguovho integrélu, operatoro-
vého kalkulu, ergodickej tedrie, topoldgie a dalsich oblasti. Za svoju pracu dostal
niekolko oceneni.

8B nrst Sigismund Fischer (1875-1954) — rakisky matematik pracujiici najmé
v Nemecku, zaoberal sa hlavne ortonormalnymi postupnostami funkcii, determi-
nantami a konecnymi abelovskymi grupami.
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DEFINicCIA 2.5 (Béza Hilbertovho priestoru). Totdlnu ortonormdinu
podmnozinu Hilbertovho priestoru X nazjvame bazou.

POzZNAMKA 2.6. V pripade nekonecnorozmerného priestoru repre-
zentuji pojmy baza a algebraickd baza rozdielne koncepty generovania
prvkov Hilbertovho vektorového priestoru.

VETA 2.11 (Ekvivalentné podmienky totélnosti). Nech A je orto-
normalna mnozina v Hilbertovom priestore X. Potom siu ekvivalentné
nasledugjice tvrdenia

(1) A je totdlna,

(2) X = cl([A]),

(3) pre kaZdé X € X plati X =), ,(X,d)a,

(4) pre kaZdé X, ¥ € X plati (X,y) = > 5 4(X,A) (¥, a),

(5) pre lubovolné X € X plati Parsevalova' identita o norme

IX]* = 2 g4 (X, &)

Dokaz: Dokaz prevedieme ukazanim piatich implikacii. Nech plati
(1), potom Y = cl([4]) je uzavrety v X, takze pre Iubovolné X € X
existuje kolmy priemet ¥ do Y. Ozna¢me ho u. Zrejme X — 1 € Y.
Kedze A C Y, tak méme Y+ C A+ = {0}. Teda X C Y. Trividlne
Y C X, teda X = cl([4]) a plati (2).

Fakt, ze z (2) vyplyva (3) sme ukazali v predchddzajicich vetéch.

Nech plati (3). Potom pre X = 0 je tvrdenie (4) zrejmé. Nech teda
X£0ay= Y scaly,a)a. Potom pre [ubovolné € > 0 existuje konecnd
mnozina B C A, ze pre Tubovolni konec¢nii podmnozinu C' C A tak,
ze BC CC Amame ||y - ;¥ aal < 5. Teda

%11

aeC aceC
= [y - (F.a)a) <
aeC
< R - D (v aal <.
acC

Teda limpc 4 ) 4o 5(X, &) (¥, ) existuje a je to (X,¥y). A mame (4).
Platnost (5) dostaneme z platnosti (4), ak ¥ = X.
Ak plati (5), tak pre X € At je (X,a) = 0a [|X||* = Y44 [(X,8)]* =
0. Teda X = 0. Teda A je totélna. 0

Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836) — franciizsky matematik, o
ktorom sa vela nevie. Zil pocas francizskej revoltcie a bol vizneny. Znamych je len
péat jeho publikacii.
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POZNAMKA 2.7. Parsevalova rovnost sa casto v literatire oznacuje
aj ako Plancherelova®. Ide vlastne o rozsirenti Pythagorovu vetu.?*

3. Spojité funkcie na kompaktnej mnozine

Nasledujuca veta hovori, ze polynomické funkcie mézu na kompakt-
nej mnozine aproximovat spojitu funkciu akokolvek presne. Budeme sa
zaoberat analogickym typom viet a hladat podmienky na mnozinu fun-
keif, ktora spliia analogicku vlastnost.

VETA 3.1 (Stoneova-Weierstrassova). Nech K je kompaktnd pod-
mnozina R", f: K — F je spojita funkcia s hodnotami v Banachovom
priestore F' = R alebo I = C. Potom pre lubovolné ¢ > 0 existuje
polynom Q: R™ — F a plati max,cx || f(z) — Q(z)]] < e.

Nech X je vektorovy priestor nad polom F' (v nasom pripade F' = R
alebo F' = C).

DEFINICIA 3.1. Redlnou (komplexnou) algebrou A funkcit na X
rozumieme mnoZinu {f: X — F} C FX takd, Ze pre lubovolné c € F,

flx)=cjez A, ak f,g€ A, tak f+g€ A, f.g€e A.

PozZNAMKA 3.1. Intuitivne, algebra je vektorovy priestor s ndsobe-
nim vektorov, ktoré sa sprava ,prirodzene” vzhladom na linedrne kom-
bindcie vektorov.

Priklad: Algebra vsSetkych polynémov viacerych premennych.

CVICENIE 3.1. Nech S je neprdzdna mmnozina, ¢: S — F. Potom
{ap + a1 + -+ ano™ : a; € F;i = 0,...,n,n € No} je algebra.
Hovorime, Ze je generovand zobrazenim ¢.

CVICENIE 3.2. Nech S je neprdzdna mnoZina, ¢1,...¢.: S — F si
zobrazenia. Potom Flgn, ..., ¢,] = {3 <, a;¢' a3 € Fyn € Ny}, kde

i=(ir,...,0) CNb, |i| = |ig] +...+|iy], &' = &% ..., je algebra.

T

Dokazte! Treba si vvedomit, Ze ide o dosadenie ¢, ..., ¢, do polynémov
r neurcitych nad F.

CVICENIE 3.3. Nech X je topologicky priestor. Potom C(X,F) je
algebrou.

20Michel Plancherel (1885-1967) — svajciarsky matematik posobiaci v Ziirichu
na ETH. Zaoberal sa Fourierovou tedriou, teériou miery a aplikidciami v teérii
hyperbolickych a parabolickych diferencidlnych rovnic. Vysledky publikoval aj v
oblastiach ergodickych systémov a algebier.

2lpythagoras zo Samu (asi 569 p.n.1-475 p.n.l.) — z jeho Zivota sa vela nevie,
hoci sa povazuje za doleziti postavu v dejinach matematiky i filozofie. Bol mladsim
sti¢asnikom Thélesa i Anaximandra z Milétu. Podla Aristotela, veril, Ze vSetko sa
dé redukovat na ¢isla. Mnoho javov posudzoval cez numerolégiu. Veta z geometrie
pomenovana po nom bola zndma uz v Babyléne o tisic rokov skér. Vysledky, ktoré
sa mu pripisuju, patria do kategérie geometrickych tvrdeni.
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Nech S C R"™ je kompaktnd mnozina. Nech A C C(S, F). Kedze
kazda funkcia f je ohranicend na S, polozme || f|| = sup,eq |f(s)| pre
f€C(S,F). Teda A C B(S, F). Cojecl(A) v B(S, F)? Kedze C(S, F)
je uzavretd v B(S, F'), zrejme cl(A) C C(S, F'). Kedy nastéva rovnost?
Hladdme podmienky na A, za ktorych sa lubovolnda funkcia z C(S, F)
da aproximovat prvkami z A.

VETA 3.2 (Stoneova-Weierstrassova, realna verzia). Nech S je kom-
paktnd mnoZina, A je algebra redlnych spojitych funkcii na S. Nech A
oddeluje body a obsahuje konstantné funkcie. Potom rovnomerny uzdver
A je prdve algebra vsetkych redlnych spojitych funkcii na S.

Dékaz: Predpokladajme, ze z f € A vyplyva aj |f| € A. Potom pre

f,g € Ajeajmin{f, g} € Aresp. max{f, g} € A, pretoze min{f, g} =

% _ If;g\ a max{f, g} = % + Ifggl‘

Nech x1,29 € S, 1 # 29, a,f € R. Potom existuje h € A také,
ze h(x1) = a, h(xy) = . Na konstrukciu pouzijeme funkciu ¢ € A
oddelujicu body z1, x5. Potom

_ O(12) — B(w) o ¢(x) — ¢(x1)
(27) ") = Sl —olen T ole) = o)

Nech f € C(S, R). Chceme néjst g € A také, ze pre lubovolné y € S

(28) fly) —e<gy) < fly) +e

Pre Iubovolné z,y € S existuje h,, € A takd, ze h,, (x) = f(z) a

hey(y) = f(y). Nech z je pevné. Pre Tubovolné y € S existuje otvorena

gula Bsy)(y) taka, ze pre z € By (y) je hay(2) < f(2)+¢ (zo spojitosti
— hgy v y). Z otvoreného pokrytia {Bsy)(y)}yes vyberme konecné

podpokrytie B,y (y1); - - - Bs(y,)(Yn). Nech

(29) he = min{hy .. Rey, t € A

Potom h,(z) < f(z) + € pre lubovolné z € S, h,(z) = f(x) t.j. (hy —

f)(z) = 0. Nech V,, je otvorend gula so stredom z a takd, Ze pre vSetky

z € V, plati (hy — f)(2) > —¢ t.j. f(2) —e < hy(2). Z kompaktnosti S

existuje kone¢ne vela z4,...,z,, € S takych, ze V,,,..., V., pokryja
mnozinu S. Nech
(30) g=max{hg,...,hs, } € A.

Evidentne plati (28).

Teraz este zostava ukazat, ze f € A znamend aj |f| € A. Kedze f
je ohraniCend, existuje ¢ > 0 a —c¢ < f(z) < ¢ pre lubovolné z € S.
Funkcia f +— |t| sa d4 aproximovat polynémami na intervale [—c, ]
(spomenime si napr. na Weierstrassovu vetu o aproximdcii pomocou
Bernsteinovych polynémov). Nech e > 0 a p je taky polyném, Ze |p(t) —
|t]| < e pre —c <t < c. Potom |p(f(z)) — |f(x)]| <e,ateda |f| sa da
aproximovat p o f. 0
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DOSLEDOK 3.1. Nech S C R je kompaktnd mnoZina. KaZdd spojitd
funkcia na S sa dd rovnomerne aproximouvat polynomami.

CVICENIE 3.4. Nech 0 < & < 1 a wvazujme |t| = V2. Potom
1
(12 4 0)z = >oneo (2)0Y27ke2k . Ukdzte, Ze s danou presnostou mozno
[t| aproximovat polynémom na kompaktnom intervale.
CVICENIE 3.5. Nech po(t) = 0, pos1(t) = palt) + 2(t — pa(t)?).
Ukdzte, Ze pn(t) — /'t rovnomerne na [0, 1], lebo 0 < /t—p,(t) < 2—42-\nff/i
a na tomto intervale plati 0 < v/t — pa(t) < %

DEFINICIA 3.2 (Samozdruzena algebra). Algebru A nad polom kom-
plexngch cisel nazyjvame samozdruzenou, ak z f € A vyplyva aj f € A.

VETA 3.3 (Stoneova-Weierstrassova, komplexnd verzia). Nech S je
kompaktnd mnozina, A je komplexnd algebra na S. Nech A oddeluje body
S, obsahuje konstanty a je samozdruzend. Potom rovnomerny uzdver
A je algebra vsetkych spojitych funkcii na S.

Dokaz: Oznacme Ag mnozinu realnych funkcii v A. Pre f € A
je g = f+ f € Ag, zrejme aj Ag oddeluje body S. Teda A spliia
podmienky redlnej verzie Stone-Weierstrassovej vety.

Nech f je komplexnd funkcia na S, f = Rf +i3f. Nech Rf, Sf st
aproximované v Ag napr. funkciami u, v € Ag takymi, ze ||[u—Rf]|| < ¢,
[v—=Sf| <e. Potom [|f — (u+iv)|| < ||Rf —ull +[|Sf —v| <2

4. Fourierove rady

V tejto a niekolkych nasledujicich castiach sa budeme zaoberat
komplexnymi funkciami z priestoru L?(—m, 7). Tieto funkcie sa daju
za urcitych predpokladov rovnomerne aproximovat trigonometrickymi
polynémami. Uvidime aj ako je to s bodovou konvergenciou v pripa-
doch, ked rovnomerna konvergencia zlyhava.

V priestore L?(—m,7) je skaldrny stcin definovany predpisom

B1) (r9)= | s@is@is
CVICENIE 4.1. UkdZte Ze (31) definuje skaldrny sucin na L*(—m, ).
Oznacme x,(z) = ™ pre n € Z. Potom plati

(32) <Xn7 Xn> — / em:pezmdx —_ / einmfinzdx _ 27],7

—T —T

(33) <X?’LJ Xm> = / einweimxdx = / einz*imwd‘r

—T —T

= /7T cos((n —m)x) +isin((n — m)x)dx = 0.

—T
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Teda systém {\/%7 Xn }nez tvori ortonorméalnu mnozinu. Fourierov koefi-

cient vzhladom na %Xn je
(34) Cn f Ye .

Polozme ¢y = 1 a ¢,(x) = cos nx), Up(x) = sin(nz), ¢_,(x) = P,(x),
_pn(x) = ¢p(x) pre prirodzené n € N, n > 0. Zrejme

(G0, o) = 2m,

T 1 2
(Ons Pn) = / COSQ(n:r)d:rz/ de:m n €N,

(Ons Om) = /7T cos(nx) cos(max)dx

—T

_ / ' %(Cosqn +m)z) + cos((n — m)z))dz = 0,

m,n € N;m # n.
Analogicky sa daji spocitat aj (¢, ¢_ > <¢n, “m) A (gb n,qb m) pre
m,n € N;m # n. Je zrejmé, ze system{r fcos(lm

je ortonormalna mnozina.
Pre funkciu f: [—7r ] = C poéitajme Fourierove koeficienty

™ = H¢||2f¢° /f

n = H¢n”2<f’ ¢n> - T 7l_f(l‘) COS(TLZIZ')dIL’,

A—pn = H¢ nH2<f ¢ > T _:f(x)sm(na?)da?

vzhladom na ¢,, n € Z. Nech b, = a_, pre n € Z, zrejme su to
Fourierove koeficienty vzhladom na 1, n € Z.
Studujme Ciastkové sumy s,(z) = >°,_  cxx(z). Priamociarym

ol
S
4,
g
|
=
——
)
Z

vypoctom ziskame, Ze ¢, = % — zbk cop =&+ ib—’“ pre k € N. Teda

(35) sp(x) = ag + Z a, cos(kx) + by sin(kz)) Z ardr(x

k=1 k=—n

DEFINICIA 4.1. Nech f € F[z,y] je polynomickd funkcia t.j. Flx,y]
je okruh polynomickijch funkcii s premennymi x,y a koeficientami v F.
Potom funkcia f(cos(t),sin(t)) sa nazyva trigonometricky polyném.

POzZNAMKA 4.1. V literatire sa trigonometrické polynémy casto
definuji tak, Ze ide o funkciu tvaru ag+ Y, _, (aj cos(kx) + by sin(kz)),
kde ag,a, by € F, k=1,...,n

CVICENIE 4.2. Zistite, ¢i, definicia trigonometrického polynému si-
hlasi s definiciou uvedenou v predchddzajicej pozndamke.
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V dalsich castiach tohoto textu sa budeme zaoberat Fourierovym ra-
dom Sy =77 _ CrXk resp. Y pe . ardr a jeho Clastoénymi suctami
Sn, jeho podmienkami konvergencie a typom konvergencie. Takyto rad
nemusi nutne konvergovaf resp. hodnoty v niektorych bodoch mézu
byt odlisné od hodnét funkcie f v tychto bodoch.

Uvedomme si, ze pouzitim trigonometrickych polynémov dosiah-
neme pre realnu funkciu f realne koeficienty ag, ag, br, k = 1,2, .. ..

CVICENIE 4.3. Ak f je pdrna funkcia, tak b, =0 pren > 1. Ak f
je nepdrna funkcia, tak a, =0 pre n > 0. Dokadzte!

5. Aparat zistovania konvergencie Fourierovych radov

Ku zistovaniu konvergencie budeme potrebovat niekolko technic-
kych faktov zalozenych na pojme konvolicia funkcii a Diracova?® po-
stupnost. Ide o postupnost funkcii, ktoré konvoliciou vedia vyextraho-
vat urciti hodnotu funkcie.

DEriNfcia 5.1 (Konvolicia). Nech f,g si 27 periodické funkcie,
definujme

(36) frg@ = [ ft)gte— bt

Tuto operdciu nazyvame konvoluciou funkcii f a g. Funkciu g casto
nazyvame konvoluénym jadrom:.

PozZNAMKA 5.1. Konvolicia sa dd vnimat aj nasledujicim sposo-
bom. Pre fixné x ide o skalarny sucin funkcie f a v parametri posunutej
funkcie g. TakZe aZ na ndsobok ide o Fourierov koeficient f vzhladom
na g. KedZe Fourierov koeficient zaznamendva ,podobnost® funkcie f
na funkciu g, tak mozZeme povedat, Ze konvolicia zaznamendva, ako sa
f podobd na v parametri posunuté verzie funkcie g.

CVICENIE 5.1. Ukdzte, Ze konvolticia spliia fxg = g* f, f*(g*h) =
(f*xg)xh, fx(g+h)=[fxg+fxh

DEFINiciA 5.2 (Diracova postupnost). Postupnost { K, }nen $poji-
tych periodickych funkcii s periodou 27 sa nazyva Diracova, ak

(1) K,, >0 pren € N,

2) |” K,=1,

(8) Pre ¢ > 0 a 6 > 0 existuje ng také, Ze pre n > ng plati
f__an + [ K, <e.

22paul Dirac (1902-1984) — britsko-Svajéiarsky teoreticky fyzik, pracoval v ob-
lasti kvantovej mechaniky a dostal spolu s Erwinom Schrédingerom za tito pracu
Nobelovu cenu v roku 1933. Ako prvy predpovedal antihmotu. Jeho praca bola
mnohokrat ocenend. Z pojmov pomenovanych jeho menom sa ¢asto pouziva pojem
Diracovej é-funkcie, Diracova rovnica (relativistickd vlnovéd rovnica).
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VETA 5.1 (O rovnomernej konvergencii konvolicii). Nech f je po
castiach spojitd funkcia na (—m, ), ohranicend. Pre lubovolnén oznacme
fo = K, % f. Nech K je kompaktnd podmnoZina (—m,7) a f je spojitd
na nej. Potom {f,} konverguje ku f rovnomerne na K.

Dokaz: Kedze f,(z) = |7 K,(t)f(z—t)dta f(x z) [T Kn(
tak

fulw) — f(z) = / T KO — 1) — flo)dt

7 kompaktnosti a rovnomernej spojitosti existuje 6 > 0 pre zvolené
e > 0 také, ze |t| < § dava |f(z —t) — f(z)| < € pre Iubovolné = € K.
Nech M > |f|. Vyberme N také, ze pre n > N je

K, (t)dt K,(t)dt < —
/ * / = 2M
Potom

[ful@) = f(@)] < /_ +/ +/wKn(t)|f(x—t)—f(x)|dt§
2M—+/K \f(x —t) — fa)|dt < 2e.

U

POzZNAMKA 5.2. Analogicky sa dd postupovat aj pri neohranicenom
intervale, akurdt treba adaptovat podmienky v definicii Diracovej po-
stupnosti.

6. Analyza Fejérovho jadra

V tejto casti uvedieme funkcie, ktoré tvoria Diracovu postupnost
alebo sluzia podobne ako Diracova postupnost. Nazyvame ich aj kon-
volucéné jadra.

Budeme pouzivat dva druhy jadier (t.j. funkcii ¢g) v konvolicii. Di-
richletovo® jadro sa definuje

n

(37) D) = 5= 3 e = L3 o)

k=—n

23Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) — pracoval v oblasti tedrie
¢isel, matematickej analyze a Specidlne sa venoval Fourierovym radom. Venoval sa
aj matematickej fyzike. Medzi prvymi formalizoval pojem funkcie. Jeho meno nesie
viacero matematickych Struktir a pojmov ako napr. Dirichletov princip, Dirichle-
tova funkcia, Dirichletovo kritérium konvergencie radov, Dirichletova distribicia.
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a Fejérovo** (Cesarovo®) jadro

(38) K, sz Z (Do(z) + -+ + Dyp_1()).

m=0k=—m

POzZNAMKA 6.1. Pozor, v tejto casti je K, ako sa ukdZe, uZ kon-
krétna Diracova postupnost!

Najskor vypocitajme

i * f / f zlc (z— t)dt ik:}c / f(t)efiktdt — 27Tck€ika:

Kedze konvoltcia je distributivna vzhladom na scitanie, tak plati na-
sledujtica veta.

VETA 6.1. Nech f je periodickd, po castiach spojita funkcia. Potom

Dy f@) = sule) @ Ko (@) = ~(so(a) + -+ s0a(x).

POZNAMKA 6.2. Predchddzajicu vetu interpretujeme tak, Ze K, * f
je priemerom ciastocného suctu Fourierovho radu f.

Teraz sa budeme zaoberat Fejérovym jadrom a ukdZeme, Ze spliia
podmienky Diracovej postupnosti. Najskor ukazeme toto jadro v tvare
zlomku elementarnych funkeii.

2

VETA 6.2. Plati K,(z) = -- 22,

27n sin

SH

[SIE]

Doékaz: Pocitajme pomocou ciastocného suctu geometrickej po-
stupnosti

ei(m-‘,—l)x 1 — e—i(m+1):v

1 — et 1 —e iz

k=—m

2Lip6t Fejér (1880-1959) (rod. Weiss) — madarsky matematik zaoberajici sa
najmé harmonickou analyzou, $pecidlne Fourierovymi radmi. Medzi jeho ziakov
patrili John von Neumann, Paul Erdés, P4l Turdan a George Pdlya. Kvoli zidovskému
pévodu bol nuteny odist do déchodku pocas druhej svetovej vojny a utrpel tazké
zranenia.

25Ernesto Cesaro (1859-1906) — taliansky matematik pracujici v diferencidlne;
geometrii ale aj v tedrii ¢isel. SG po nom pomenované Specidlne fraktalne krivky.
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a dosadme vysledok

n—1 m . 1 1 _einm
> = (e T )

m=0k=—m

B e—im/Q i 1 — einz
o e—iz/2 _ piz/2 n—e 1 — eiz +

ix/2 _ —inz
6— n — eiixi —n
elz/2 _ g—iz/2 1 — etz

1 ) )
— nT | =inz 9
Ciral2) . TC )
1 | .
— inz/2 _ _—inxz/2\2
a2 )
_ sin? o
sin? 5

iz

, e iz _ ves
vhodnym rozsirenim zlomkov pomocou e 2 , resp. e~ 2, a pouzitim faktu
eV —e W = 2isiny. 0

VETA 6.3. Postupnost Fejéroviych jadier je Diracova postupnost.

Doékaz: Kedze K, je podla predchadzajicej vety Stvorcom realnej
funkcie, zrejme plati K,, > 0. Dalej plati

™ ™ 1
/ K,(z)dr = / —
- . 2m
_ / Tl
) o
pouZitim faktu e*® + e=** = 2 cos(—kx) a parnosti tejto funkcie pri

integrovani.
Tretia vlastnost Diracovej postupnosti sa ukéaze tak, ze pre € > 0

mame
2n T
1 [™sin® 2% 1 1
- St < — | ——dt,
nJs sl 5 n.Js Sm )

¢o je pre fixné § konstanta vydelena cislom n, takze pre n — oo kon-
verguje hodnota pravého vyrazu k nule. 0

n—1 m
DI
k=—m

3
=)

—_

Z e%dy =1
0

m=

3

n
n

~+

CVICENIE 6.1. Vypocitajte hodnotu posledného integrdlu v predchd-
dzajicom dokaze.
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DOSLEDOK 6.1. Funkcie K, * [ konverguji rovnomerne ku f na
lubovolnej kompaktnej mnoZine, na ktorej je f spojitd.

Daokaz: Ide o aplikdciu vety 5.1 na Fejérovo konvoluéné jadro.

Tato konvergencia je aj bodova, ako ukazuje nasledujici vypocet.
Kedze K, je parna, jej koeficienty b, st nulové, takze po vypocte
dostaneme K, = 5= + £ Sy (1 — %) cos(kz). Potom

n—1
k
K, * f(x) =ap+ (1 - —) ay cos(kx).
n
k=1

kde ay st Fourierove koeficienty f vzhladom na ¢y.

POZNAMKA 6.3. Tdto procedira je zndma ako Cesarova sumd-
cia. Potom turdenie dosledku mozno formulovat aj ako vetu: Fourierov
rad funkcie je Cesarovou sumou rovnomerne na lubovolnej kompaktnej
mmnozine, na ktorej je f spojitd.

7. Explicitnd rovnomerna aproximacia

V tejto casti ukazeme, ze priestor rovnomernych limit schodovitych
funkcii sa da vygenerovat pomocou limit trigonometrickych polyno-
mov. Pracujeme s periodickymi funkciami s periédou 27. Ekvivalentne
moZeme pracovat s funkciami na S*.

V nasledujtcich tivahach budeme stcasne vyuzivat viacero noriem.

Nech funkcia f: [-m, 7] — R ma normu ||.||s, ||.]l2 v L? alebo ||.||; v
L' priestore. Pre M = sup,¢(_. -1 |f ()] = || flloo zrejme plati

@) B [ el [ ardr—2nre

a teda || f]l2 < V27| f|loe v L?(—7, 7). Podobne

(40) I = [ 1f@de < [ arde = 2e0r

Studujme, ¢o sa da ziskat z dosledku 6.1. Zrejme plati nasledujtice
tvrdenie.

VETA 7.1 (O rovnomernej aproximacii periodickych funkeif). Spo-
jita periodickd funkcia s periodou 2w sa dd rovnomerne aproximovat
trigonometrickymsi polynomamsi

Pripomenme, ¢o je schodovita funkcia.

DEFIN{CIA 7.1 (Schodovitd funkcia). Funkcia sa nazgva schodovité,
ak sa dd napisat ako Y ;o a;xs(x), kde Jo, ..., J, C R st intervaly a
xa(X) je charakteristickd funkcia mnoZiny A.

POZNAMKA 7.1. Dd sa bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, Ze v
definicii schodovitej funkcie siu intervaly disjunktné a pokryji R.
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CVICENIE 7.1. Ukdzte, Ze schodovité funkcie tvoria algebru.

DErINiciA 7.2 (Regulovand funkcia). Funkcia sa nazjva regulo-
vana, ak je rovnomernou limitou schodovitych funkci.

CVICENIE 7.2. UkdZzte, Ze requlované funkcie nad fixnou definicnou
mnozinou tvoria algebru.

Nech E je vektorovy priestor regulovanych funkcii s periédou 2.
Potom E obsahuje podpriestor po castiach spojitych periodickych fun-
keid.

LEMA 7.1. Nech C§ C E je priestor spojitych periodickiych funkcii
f takych, ze f(—n) = f(mx) = 0. Potom CJ je L'(—m,w) a L*(—7,7)
husty v E, t.j. kazdy prvok E je v uzdvere C3 v norme L' aj L?.

Dékaz: Nech f je rovnomernd limita schodovitych funkcii. Pred-
pokladajme, ze ma redlne hodnoty (funkciu s komplexnymi hodnotami
vieme rozlozit na R(f)+i3(f)). Kedze normy v L!(—, ) aj L*(—7, )
st ohrani¢ené konstantnym nésobkom suprémovej normy ||.|| a kazdy
prvok E sa dé aproximovat schodovitou funkciou v tejto norme, mo-
Zeme aproximovat prvok E aj v L', resp. L? norme. Staci teda dokdzat
vetu pre schodovité funkcie. Kazda takato funkcia je linedrnou kom-
bindciou charakteristickych funkcii intervalov. Preto ukazeme platnost
tvrdenia pre konstantu funkciu g na intervale (a,b) C [—7, 7] a nulovi
mimo takéhoto intervalu.

Nech a = —7 alebo b =7, § > 0, potom definujeme

0 —rm<z<a alebo b<z<m,
=0g((a+b)/2) a<z<a+0,

ho(z) =4 09
(@) bsg((a+b)/2) b—d<z<bh

g(x) a+d<z<b-—0o.

Zrejme

2 ’ 2 oo 2 ’ 2 2 2

lo—tslg= [“lg—taP = [ lg—hsP+ [ 1o ol < Solgl
a a b—6

Pre § — 0 je hs Iubovolne blizko ¢ v L?-norme. 0

VETA 7.2. Priestor trigonometrickych polynémov je husty v E v
L2-norme.

Dokaz: Kazdy prvok f € E sa dd L%aproximovat spojitou fun-
kciou g s periodou 27. Podla predchadzajicej vety sa g da rovnomerne
aproximovat trigonometrickymi polynémami p a mame

lg —pll2 < Cllg — plleo

pre nejaké C' € R. TakZe g mozno L2-aproximovat vhodnym trigono-
metrickym polynémom s lubovolnou presnostou. 0
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VETA 7.3. Systémy {Xn}nez aj {¢Pn}tnez st totdlne v E.

Doékaz: Treba pouzit hustotu podpriestoru generovanej takymto
systémom a ekvivalentnii podmienku totalnosti z vety 2.11. 0

8. Bodova konvergencia

V tejto casti sa dospejeme k tomu, ze v bodoch nespojitosti sa
za urcitych predpokladov funkcia Fourierovym radom aproximuje prie-
mernou hodnotou limit zlava a sprava v tomto bode.

VETA 8.1. Nech {ay}nez je postupnost cisel takd, Ze ) an¢y, rTov-
nomerne konverguje a nech g = .>° _ an¢,. Potom a, je Fourierov

koeficient g vzhladom na ¢y, a ), a,¢, je Fourierov rad g.

Dokaz: Pre Ilubovolné m € 7Z je funkcia ¢,, ohranicena, takze

> wbibm = gom
k

konverguje rovnomerne. Integrovanim ¢len po ¢lene dostavame

U (D Pm) = (G, Pm)-
O

VETA 8.2. Nech f je periodickd funkcia triedy CP, p > 1. Potom
existuje konstanta C' (zdvisld na prvjch p derivdcidch) takd, Ze

C
len] < — tj € O(n™) pre n— 0.
n
Specidlne, pre p > 2 Fourierove rady absolitne a rovnomerne konver-
quijil.

Dokaz: Treba integrovat p-krét po castiach [u.v]’ = u'v +wv'.

POZNAMKA 8.1. Predchddzajica veta hovori, Ze ¢im je funkcia hlad-
sia, tym rychlejsie konverguji jej Fourierove koeficienty k 0.

VETA 8.3. Nech f je spojitd,periodickd. Nech {c,} si jej Fourierove
koeficienty. Nech ) cnxn Tovnomerne konverguje. Potom Fourierov
rad f konverguje rovnomerne ku f. Toto plati Specidalne pre p > 2,

fecCr.

Dé6kaz: Nech g je rovnomerna limita Fourierovho radu. Potom
vsetky Fourierove koeficienty f — g st nulové, kedze bdza je totalna.
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LEMA 8.1 (Riemannova-Lebesguova). Nech a < b. Nech f je rov-
nomernd limita schodovitjch funkcii na [a,b]. Potom

A—o0

b
lim / f(x)e*da = 0.

Analogické tvrdenie plati, ak zamenime 'A%

za cos(Ax), sin(Az) alebo
e—iAx_

Dokaz: Najskor dokazeme tvrdenie pre f je diferencovatelnd az na
konecny pocet bodov a derivacia je po castiach spojitd. Na kazdom
intervale ukazeme tvrdenie. Zrejme

b 1 Ab 1Aa b
1Ax . f<b>e . f<a>e . i/ ! 1Ax
/a fla)edr = =7 iA ia ), @
¢o dava 0 pre A — oo, kedze [’ je ohranic¢ena.

Ak f je Iubovolna, pre € > 0 existuje schodovita funkcia g taka, ze

/Iﬂ@—g@wm<a

Potom
Kﬂmmmzfvm—WWWM+[mmmw

a

< 2¢

/ab f(:l?)eiAa:dx < /ab () — gla)lde + /abg@)emxdx

pre dostatocne velké A podla vypoctu v prvej casti dokazu, kedze g
splna predpoklady. 0

Riemannova-Lebesguova veta slizi ako vlastnost 3 z Diracovej po-
stupnosti. Lahko sa nahliadne aj, ze

/ D, (z)dz = 1,
D

sin((2n +1)%)

n(z) = or SinE pre x # 2kmw
T sin 3
m . 1 — eilm+lz  =i% _ gi(m+g)z =15 _ pilm+3)e
_ el —i5 __ iy in &
Zk»o 1—e e "2 —e'2 2i8in 5
m

ik 1 — e—i(m+1):v 61% _ 6~i(m+%)x ei% _ efi(m+%)x
Z _ p—ix 2 —iZ T
— 1—e ez —e 2 2isin 5

Nezapornost Dirichletovho jadra vsak neplati, ako sa lahko mozno pre-
sved¢it z vyjadrenia D, (x).



8. BODOVA KONVERGENCIA 85

DEFINiCIA 8.1 (Lipschitzovska?® funkcia). Funkcia f je lipschitzov-
skd v x, ak existuje ¢ > 0 a otvoreny interval I obsahujici x taky, Ze
[f(x) = f(y)l <cle =yl prey 1.

VETA 8.4. Nech f je periodickd, rovnomernd limita schodovitych

funkcii na [—m,w|. Nech f splria Lipschitzovu podmienku v bode x.
Potom Sy(x) — f(x).

Dékaz: Fixujme z € [—m, 7], € > 0. Potom

T

Dux f(x) = f(@) = [ Du®)lf(@—t) = fla))dt
4 -0 T
= [+ + [ paolsa—n - s
< 26 sup Lﬂt + Riemann-Lebesgues,
/<o | sin 3]

lebo funkcia —+ je spojita v bode 0, a teda aj ohrani¢end tam. 0
2

sin

DOSLEDOK 8.1. Nech f je periodickd, C? spojitd. Potom S; = f.

Doékaz: Predchadzajuca veta dava bodovu konvergenciu. Podla vety
Fourierov rad konverguje rovnomerne ku g. Takze g = f. 0

VETA 8.5. Nech E je priestor po castiach spojitiych periodickych
funkcii. Potom priestor C* periodickyjch funkcii je L? husty v E.

DEFIN{cIA 8.2 (Jednostranne lipschitzovskd funkcia). Funkcia f je
lipschitzovskd zlava (sprava) v z, ak existuje ¢ > 0 a § > 0 také, Ze
|f(z +h) — fla+)| < ch (|f(x —h) — f(x—)] < ch) pre 0 < h <9,
kde f(x+) resp. f(x—) su limitné hodnoty funkcie f sprava resp. zlava.
Definujme hodnotu Avg(x) = w

VETA 8.6. Nech f je po castiach spojitd, spliia pravi a lavi Lips-
chitzovu podmienku v bode x. Potom Fourierov rad f konverquje ku
Avy(z) v bode .

Dékaz: Pocitajme

Do f(@) ~ Avglo) = [ (7le = 1) = Avsla)) Da(t)i

_ /_24-/_:—i—/;Dn(t)[f(x—t)—Avf(x)]dt.

26Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) — nemecky matematik, Dirich-
letov ziak, so Sirokym tematickym zaberom z tedrie ¢isel, parcidlnych diferencial-
nych rovnic, dynamickych sytémov
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Druhé dva integraly sa odhadnti pomocou Riemannovej-Lebesguovej
lemy. Prvy integral odhadneme teraz pomocou € > 0. Vyberme 0 < § <
e, C je Lipschitzova konstanta. Kedze D, je parna funkcia, D,(t) =
D, (—t), tak

) )
/f(x—t)Dn(t)dtz/ f(z+t)D,(t)dt.
-5 iy
Potom
§
[ Daoltta— 1) = Avslaar -
J xXr — A
:/_6Dn(t)[f( t);f( ) — Avg(z)]dt
)
</,

It
S / C dt S 28001
-4

| sin £|

sin((2n 4+ 1)t)
2

i3
| sin £|

dt

c

9. Vybrané linearne transformacie a ortogonalne bazy

V aplikacidch, najmé v spracovani signalu alebo obrazu sa casto
vyskytuju niektoré linedarne transforméacie. Uvedieme si ich jednodu-
chi podobu aj s niektorymi ich vlastnostami. Viac sa mozno docitat
napr. v [17].

9.1. Laplaceova transformacia. Nech f: [0,00) — F je funkcia.
Laplaceova?’ transformécia je definovand pomocou vztahu

(41) L) = [ et
0
kde predpokladame, ze integral existuje pre Iubovolné s € F'. Tato
transformdcia je zrejme linedrna, t.j. Llaf + Bg] = aL[f] + SL[g].
Laplaceova transformacia ma aplikacie pri rieseni diferencidlnych
rovnic.

2TPierre-Simon Laplace (1749-1827) — francizsky matematik so Sirokym zé-
berom pracujici najmé v oblasti pravdepodobnosti a nebeskej mechaniky, ale aj
matematickej fyziky. Je po nom pomenovanych niekolko pojmov ako Laplaceov
operator, Laplaceova rovnica, Laplaceova transformacia.
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9.2. Fourierova transformacia. Fourierova transformaécia priradi
funkcii f € L?(—m, ) rad, ktory vo vhodnom zmysle konverguje prave
k tejto funkcii. Da sa ukazat, ze v bodoch, kde je f spojita, je tato
konvergencia bodova.

Ide o transforméaciu definovani pomocou vztahu

(42) FIE) =D cne™,

kde ¢, = 5=(f(t),e™) = = [T f(t)e ™dt s koeficienty priemetu

funkcie f do ortonormalnej mnoziny
(43) A={Ee":nelZ}.

Tato transformécia je zrejme linedrna. Jej aplikacie v spracovani
signalu a obrazu, ked sa zovseobecni na viacrozmerné priestory, je ne-
zastupitelna.

Pokial potrebujeme interval [a, b, tak sa pouzije linedrna substiti-
cla tvaru ¢ — —m + §=22m.

9.3. Diskrétna Fourierova transformacia. Jeden z pohladov
na tuto transformaciu, ze ide o aproximéciu Fourierovho radu konec-
nou sumou. Tato transformacia ma vsak aj dalsie zaujimavé vlastnosti,
ktoré sa objavuju v réznych oblastiach matematiky (napr. tedria ¢isel,
kédovania, griup a pod).

Fixujme n € N. Pre jednoduchost skimajme tato transforméaciu
na intervale [0,27) a zoberme do tvahy body X, = {z, = k2= : k =
0,...,n—1}. Definujme priestor X vsSetkych funkcii f: X,, — C. Ide o
konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, pricom baza i skalarny st-
¢in su definované prirodzene, t.j. funkcie e;(x;) = 6;; prei =0,...,n—1
tvoria ortonormalnu bazu vzhladom na skalarny sicin

(44 (F0) = Y Fegle).

Oznac¢me w,, = ¢"» . Ide o primitivnu jednotku na jednotkovej kom-
plexnej kruznici. Potom méame dant nasledujicu mnozinu funkcii

(45) b)) = ™5 r=0,...,n—1.

Lahko sa ukaze, ze tato mnozina funkcii je ortogonalna v nasom
konecnorozmernom priestore funkcii a ||¢,[|? = n.

Reprezentacia Ilubovolnej funkcie f € X v takejto baze je potom
dana

n—1

(16) =360

r=0
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Oznacme f(r) = L(f,®,). Potom mozeme pisat

—_
[y

n—

(47) flae) =D Fr)do(wn) = fr)em™.

‘s

n—

ﬁ
Il

o
Il

o

Na rychle numerické vyéislovanie f(r) sa pouziva zndma Horne-
rova®® schéma, kedze plati, ze

—_

n—

Flan) @)

k=0

A 1
48 r)=—
(15) fry ==
CVICENIE 9.1. UkdZte tvrdenia o diskrétnej Fourierovej transfor-
macii.
9.4. Transformacia Z. Zoberieme postupnost ¢isel a = {a,}72,
a priradime jej Laurentov? rad

(49) Zla) = A(z) = Z anz "

Zrejme Z-transformacia je linedrna. Tato transformaécia sa casto po-
uziva v kombinatorike pri tvorbe tzv. vytvarajucich funkcii pre niektoré
kombinatorické postupnosti. Pomocou nich sa daji dokazat mmnohé
kombinatorické identity.

9.5. Legendrove polynémy. Ortonormalizovanim mnoziny po-
lynémov 1, z, 2%, . .. dostdvame ortonormalnu bazu priestoru L?(—1,1).
Prvky tejto bazy sa nazyvaji Legendrove®® polynémy a maju tvar

1 [2n4+1d"
P,(z) = 21
(50) (@) = g\ T g @

3

Tento tvar sa nazyva aj Rodriguesov3! vzorec.

28William George Horner (1786-1837) — britsky matematik zaoberajici sa ele-
mentarnou geometriou a riesenim algebraickych a funkcionalnych rovnic. Metdda
zndma pod jeho menom bola publikovana uz v roku 1820 londynskym hodinarom
Theophilom Holdredom.

29Pjerre Alphonse Laurent (1813-1854) — prace tohoto franctizkeho vojaka boli
casto odmietnuté na publikdciu Akadémiou vied, hoci vyznamné osobnosti ako
Cauchy ich odporucali. Zaoberal sa aj tedriou svetla.

30Adrien-Marie Legendre (1752-1833) — francizsky matematik a fyzik zacal
svoju karéru vyriesenim tlohy Berlinskej akadémie o pohybe projektilu vystrele-
ného z dela. Zaoberal sa tedriou ¢isel (7 nie je raciondlne, beta a gama funkcia),
eliptickymi funkciami, geometriou (jeho kniha sa stala nadlho uéebnicou elemen-
tarnej geometrie).

31Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) — stal sa bankarom, kedze pochadzal
zo zidovskej rodiny a po skonceni doktoratu z matematiky mu katolicka hierarchia
robila problémy s umiestnenim v akademickej sfére. Jeho prace upadli do zabudnu-
tia a pozname ich hlavne vdaka Heinrichovi Heinemu a Leonardovi Carlitzovi.
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9.6. Laguerrove polynémy. Polynémy tvaru

e’ d"
1 L(z) = S5 gree
(51) n(z) T €

tvoria ortonormalnu bazu v L?(0, 00) s vdhovanym skaldrnym sic¢inom
(52) (.9) / f()g(@)e " da.

Nazyvame ich Laguerrove? polynémy.

9.7. Hermitove polynémy. Polynémy tvaru

dTL
(53) Hy(r) = (-1)"e e ™
tvoria ortogondlnu bazu v L?(0, 00) s vahovanym skaldrnym stc¢inom

(54) (f,9) / f(z e du.

Nazyvame ich Hermitove polynémy. Norma Hermitovho polynému je

(55) [ H,||* = ni2"y/7.
9.8. CebySevove polynémy. Polynémy tvaru
(56) T, (z) = cos(narccos x) =

tvoria ortogondlnu bazu v L?(—1,1) s Vahovanym skalarnym stcinom

(57) (f,9) / Fa)gfa) g

1— x2
Nazyvame ich Cebysevove®® polynémy. Norma Cebysevovho polynému
je

T
(58) 1Tl =m, |Tull* = 5 n> 0.

32Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) — franciizsky matematik pracujici v
oblasti analyzy a geometrie. Vela jeho vysledkov a pojmov bolo zovseobecnenych
Lieom, Cayleym a Kleinom. Napriek podlomenému zdraviu napisal 140 prac. Bol
znamy ako detailista.

33Pafnutij Lvovi¢ CebySev (1821-1894) — vynikajici rusky matematik pracujici
v tedrii ¢isel, tedrii integrovania, teérii aproximacie, teéria pravdepodobnosti. Jeho
préaca bola ocenend mnohymi cenami. Ako prvy spomina pojem ndhodnej premen-
nej, pojem ortogondlnych polynémov. Mal bohaté zahrani¢né styky so spickovymi
matematikmi.






DODATOK A

Prehlad zakladnych pojmov a faktov z tedérie miery

Uvedieme prehlad zakladnych pojmov z tedrie miery a Lebesguovho
integralu. Strucne sa da povedaf, Ze ide o zovSeobecnenie toho, ¢o po-
zname pod pojmom dizka, obsah a objem resp. jordanovska! miera pre
R™, pricom nam to umozni merat aj zlozitejsie strukturované mnoziny.
Lebesguov integral je potom analdgia Riemanovho integralu postave-
ného nad touto mierou. Pricom tato analdgia je rozsirenim Riemanovho
integralu.

Podrobnejsie sa o tejto téme da docitat napr. v [14]. Tato ¢ast je len
informativna a pochadza z [3]. Budeme sa zaoberat len mierou na R,
hoci mnohé z definicii sa daju povedat ovela vseobecnejsie. Vyskusajte
si to ako cvicenie.

1. Lebesguova miera

Nech ¥ C P(R?) je mnozina spliiajica nasledujice podmienky

(1) 0ex
(2) ak, A€ ¥, tak aj R — A e X
(3) ak A; € 3,i=0,1,..., tak aj U A; € X.
Potom ¥ nazyvame o-algebrou podmnozin R?. Zrejme RY € ¥, N2, A; €
YaA—-BeX ak A;, A, B € ¥ pre vsetky ¢ € N.
Nezapornou (kompleznou) mierou na 3 nazyvame funkciu p: ¥ —
R U {+00}(C U {oo}) takd, ze je spocitatelne aditivna, t.j.

(59) (UZoA;) = ZM(Az‘),

pricom A; € ¥ a A;NA; =0 pre i # j.

Pre komplexni mieru vyzadujeme, aby rad (59) bol absolatne kon-
vergentny.

Pre nezédpornti mieru A C B déva u(A) < p(B). Takisto plati, ze
pre Ag C Ay C -+ je p(U2gA;) = limy o0 p1(A4;).

'Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) — franctizsky matematik, ktory
podstatni cast svojho vyskumu robil popri inzinierskom zamestnani. Prispel do te-
orie konecnych grup, linedrnej a multilinearnej algebry, teodrie ¢isel, topoldégie mno-
hostenov, diferencidlnych rovnic a mechaniky. Zaviedol pojem homotopie. Zndma
je jeho veta o jednoducho uzavretej krivke v rovine, Jordanova normaélna forma
matice, Jordanov-Ho6lderov kompoziény rad grupy.

91
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Topologicky priestor X so o-algebrou X a mierou p na X nazyvame
priestorom s mierou s oznacenim (X, X, p). Dvojicu (X, X)) nazyvame
meratelnym priestorom.

VETA 1.1. VR? existuje o-algebra B podmnozin R™ a nezdpornd
miera jui: B — R na nej takd, e splria nasledujice podmienky
(1) otvorené mnoZiny si v B,
(2) ak AC B, BeBapuB)=0, tak A B ap(A) =0,
(3) A=TL [a;,bi] € B a p(A) =L, (b; — @),
(4) 1 je invariantnd vzhladom na zhodnostné transformdcie R,

Mnoziny v B sa nazyvajui lebesgueovsky meratelné mnoziny a funkcia
1 sa nazyva lebesqueovska miera.

Ak nejakéd vlastnost plati pre mnozinu A s vynimkou bodov v
B C A, pricom u(B) = 0, tak hovorime, ze plati skoro vsade na A.
Spocitatelné mnoziny maji mieru 0. Existuji vSak aj nespocitatelné
mnoziny nulovej miery.

Funkcia f: A - RU{—00, 00} sa nazyva meratelnou, ak mnozina
FH(—a,0]) = {x € A: f(z) > a} je meratelnou pre lubovolné a € R.

VETA 1.2. Platia nasledujice tvrdenia o meratelngch funkcidch.

(1) Ak f je meratelna, tak aj |f| je meratelnd.

(2) Ak f, g su meratelné, tak aj f + g a fg si meratelné.

(3) Ak {fn}nen st meratelné funkcie, tak aj sup,cy frn, infren fo,
limsup,,cy fr @ liminf, ey f,, su meratelné.

(4) Ak f je spojitd a definovand na meratelnej mnoZine, tak je
meratelnd.

(5) Ak f: R — R je spojitd a g je redlna meratelnd funkcia, tak
f og je meratelnd funkcia.

(6) Ak f je meratelnd funkcia a f(z) = 0 pre R — A taki, Ze
w(A) < oo, tak pre lubovolné e > 0 existuje funkcia g € C°(A)
takd, Ze SuDyega |9(2)| < S1D,ege [£(2)] @ oz € RY : f(x) #
g(@)} <e.

POZNAMKA 1.1. Posledné tvrdenie sa casto oznacuje ako Luzinova
veta.

2

Pre Tubovolnii mnozinu A C R” sa funkcia x4 definovana

(60 Xale) = {(1) e

nazyva charakteristickou funkciou mnoziny A. Redlna funkcia s na R?
sa nazyva jednoduchd, ak ma nanajvys konecny pocet hodndt a s~1(a)

2Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin (1883-1950) — rusky matematik pracujici v oblasti
tedrie miery, topolégie. Doktorat mu bol udeleny za diplomovi pracu. Je zakladate-
Tom moskovskej skoly teodrie funkcii. Zaoberal sa vysledkami, ktoré mozno dosiahnut
bez axiémy vyberu.
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pre kazdé a € R je meratelnou. Zrejme je tvaru s(x) = >0, a;xa,(z)
pre meratelné mnoziny A; = {z € R?: s(x) = a;}. V casti literattiry sa
nepozaduje meratelnost v definicii jednoduchej funkcie. Taka funkcia
je meratelna prave vtedy, ked su vsetky A; meratelné.

VETA 1.3 (O aproximadcii schodovitymi funkciami). Nech f: A — R
je funkcia, A C R?. Potom existuje postupnost schodovitijch funkcii
{$n}nen ktord bodovo konverguje k f. Ak f je ohranicend, dd sa postup-
nost vybrat tak, Ze konvergencia je rovnomernd. Ak f je meratelnd, daju
sa vybrat meratelné aj funkcie s,. Ak je mezdpornd, funkcné hodnoty
postupnosti mozu tvorit neklesajiicu postupnost v kazdom bode A.

2. Lebesguov integral

Nech p je Lebesguova miera na R?. Nech f: A C R? je meratelna
funkcia na s hodnotami v R. Definujeme postupne hodnotu Lebesguovho
integralu pre funkcie s dodatoénymi vlastnostami. Ak f je jednoduch4,
tak

(61) [ 1= aunta),

Ak f je nezaporna, tak definujeme

(62) /Afdﬂ = SUPs jednoducha {/Asd,u :0<s(x) < f(x) prex € A} :

Vo vseobecnom pripade funkcie f = f* — f~, kde f* = max{0, f} a
f~ =max{0, — f}. Potom definujeme

(63) [ gau= [ ran= | ran

Ak funkcia [ 4 fdp < oo, tak hovorime, Ze je lebesquovsky integrova-
telnd.

POZNAMKA 2.1. Treba si uvedomit, Ze Lebesguouvsky integrovatelné
funkcie st proky L' priestoru nad prislusnou mnoZinou.

VETA 2.1 (Zékladné vlastnosti Lebesguovho integrélu). Platia na-
sledujice tvrdenia o lebesquouvsky integrovatelnijch funkcidch.

(1) Ak f, g su lebesquovsky integrovatelné, o, 5 € R, tak

(64) /Aaf+ﬂgdu=a/Afdu+ﬂ/Agdu-

(2) Ak f, g su lebesquovsky integrovatelné, f < g, tak

(65) /A fdu < /A gdp.
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(8) Ak { fu}nen je neklesajica postupnost meratelnijch nezdporngch
funkcit, f =lim,en f, je bodovd limita. Potom

(66) lim /A fudp = /A fd.

(4) Ak {f.}nen je postupnost meratelngjch nezdpornych funkcii.
Potom

(67) /Aligleli\lnffd/ub < ligleian/Afndu.

(5) Ak {fn}nen je postupnost komplexngch meratelnych funkcii a
f = lim,ey [, je bodovd limita, |f,| < g pre lebesgouvsky in-
tegrovatelni g. Potom f je lebesquouvsky integrovatelnd a plati

(68) lim fnd,u:/fd,u.
neN A A



[1]
2]

3]

[18]

[19]
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