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Oznacenie
Nech D CR? Nech P ={f;: fi: D —R,i=1,...,n} je mnoZzina realnych funkcif na
mnozine D. Ozna¢me Z(P) = {x € D : f;(x) = 0 pre vsetky f; € P}, Pos(P) ={x¢€ D :
fi(x) > 0 pre vsetky f; € P} a Neg(P) ={x € D : f;(x) <0 pre vietky f; € P}.
1. Konvexné mnohosteny

Mnohé z pojmov, ktoré tu definujeme v euklidovskom priestore funguju rovnako v
afinnom priestore. Nepotrebujeme ku nim skalarny su¢in. Z hladiska vypoctov je vSak
skalarny suc¢in velmi uzito¢ény a v aplikaciach je casto k dispozicii.

DEFINICIA 1.1 (Linearna kombinacia bodov). Nech po,...,p, € E? si body a cisla
g, ..., n € R st také, Ze Y " o; = c pre nejaké ¢ € R. Potom vyraz tvaru

(1) Z a;P;

nazyvame linearna kombinacia bodov.

DEFINICIA 1.2 (Afinna kombinécia bodov). Linedrnu kombindciu bodov nazgvame afin-
nou kombinéciou, ak ¢ =1 (¢ =0) a definujeme jej viysledok ako bod (vektor)

(2) p=q+Zai(pi—q) (pzzai(pi—q)),

kde q € E? je lubovolny.

CVICENIE 1.1. Ukdzte, Ze pojem afinnej kombindcie bodov je dobre definovany t.j. bod
q moze byt lubovolnyj.

DEFINICIA 1.3 (Afinny obal mnoziny). Nech X C E? je mnoZina bodov. Jej afinnym
obalom nazgvame mnozinu

(3) aff (X) :{XeEd:x:Zaipi, Zai: 1, pieX, i=0,...,n}.
i=0 i=0

CVICENIE 1.2. Ukdzte, Ze afinng obal lubovolnej mnoZiny X # 0 je najmensia linedrna
podvarieta B¢ obsahujiica mnoZinu X .

DEFINICIA 1.4 (Konvexné kombinacia bodov). Afinnid kombindciu bodov Y, cup;,
kde ¢ = 1, nazgvame konvexnou kombinaciou, ak o; > 0,72 =10,...,n.

DEFINICIA 1.5 (Konvexna mnozina). MnoZina X sa nazgjva konvexnd, ak pre lubovolné
body a,b € X je aj bod (1 —t)a+thb € X pre lubovolné t € [0, 1].

DEFINICIA 1.6 (Dimenzia konvexnej mnoziny). Dimenziou konvexnej mnoziny nazjva-

me dimenziu jej afinného obalu t.j. dim K = dim aff (K).

DEFINICIA 1.7 (Konvexny obal mnoziny). Nech X C E? je mnoZina bodov. Konvexnym
obalom tejto mnoZiny nazveme najmensiu (v zmysle inklizie) konvexni podmnoZinu Y C
E? taki, 2e X C Y. Oznacujeme ju conv(X).

DEFINICIA 1.8 (Polytop). Konvezny obal konecnej mnoziny bodov X C E¢ sa nazjva
polytop.
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Ak nepovieme inak, budeme predpokladat, ze polytop K ma dimenziu d.

Nech H = {x € E?: (x —a) - n = 0} je nadrovina. Potom oznacime H™ = {x € E¢ :
(x—a)-n>0}aH ={x€E: (x—a) -n <0} Analogicky, nech H* = HUH" a
H-=HUH".

DEFINICIA 1.9 (Oporné nadrovina, oporny polpriestor. Stena polytopu.). Nadrovinu
H nazijvame opornou ku polytopu K, ak HNK # 0 a K C HT alebo K C H-. Uzavrety
polpriestor ohraniceny nadrovinou H, v ktorom sa nachddza K, sa nazjva oporny polpries-
tor. Prienik opornej nadroviny H a polytopu K nazgvame stenou polytopu K a hovorime,
Ze nadrovina H je opornou ku K pozdlZ tejto steny.

Steny s dimenziou k nazyvame k-steny, Specialne O-steny nazyvame vrcholmi, 1-steny
nazyvame hranami, (d — 1)-steny nazyvame nadstenami polytopu.

K stenam z predchédzajicej definicie obycajne priddvame esSte tzv. nevlastné steny,
ktorymi st polytop K resp. (). Dimenzie tychto stien st dané definitoricky d resp. —1.

Hovorime, Ze nadrovina H oddeluje body x,y € E?, akx € HT ay € H™ alecboy € H+
a X € H~. Analogicky sa tento pojem prenesie na oddelovanie mnoZin bodov.

Vo viacerych dokazoch budeme potrebovat pojem relativneho vnutra steny. Je zrejmé,
7e v pripade, Ze stena F' C E¢ adim F' < d, plati int F' = (). Na druhej strane, ked uvazujme
F ako podmnozinu aff(F)), tak existuje intagpy F' # (0. Tato mnozinu nazyvame relativne
vnitro steny F' a oznacujeme relint F'. Ide teda o vnutro mnoziny F' v podpriestore aff(F'),
ktory mé rovnaku dimenziu ako stena F' a F' C aff(F').

CVICENIE 1.3. Co je relativne vnitro k-rozmernej steny pre k = —1,0,1,2,....d, ak
K je konvexny obal d + 1 linedrne nezdvisljch bodov priestoru E?

VETA 1.1 (Existencia opornej nadroviny pre hrani¢né body). Nech K C E? je uzavretd
ohranicend konvexnd mnozina. Potom kaZdy bod OK patri nejakej opornej nadrovine ku
K. Naviac, aky € E¢ — K, tak existuje opornd nadrovina oddelujicay a K.

Dokaz: Uvazujme zobrazenie ¢: E¢ — K také, Ze ¢(x) = argmingex [|x — y||. Ide
o funkciu, ktora bodu x priradi taky bod f(x) € K, ze ||[x — f(x)| = dist(x, K). Toto
zobrazenie je dobre definované a spojité, lebo

(4) lp(x) = oY)l < [Ix =yl

(Dokazte si to podrobnel).

Nech Bi(s,r) je gula obsahujiica K vo svojom vniitri. Potom ¢(0B%(s,r)) = 0K.
(Dokéazte podrobne!)

Potom nadrovina H kolmé na priamku xy, kde y € 0K ax € ¢~1(y) N9B%(s,r) # 0,
a obsahujtica y je opornou nadrovinou polytopu K. =

CVICENIE 1.4. Ukdzte, Ze funkcia ¢ z dokazu je dobre definovand a spojitd.

CVICENIE 1.5. Ukdzte, Ze zobrazenie ¢ zobrazuje hranicu gulovej plochy obalujicej K
na hranicu 0K .

VETA 1.2 (Hranica polytopu ako zjednotenie jeho vlastnych stien). Hranica polytopu
P je zjednotenim jeho vlastnijch stien t.j.

(5) or= |J F

FCP,F#(),F+P



Dokaz: Kedze kazdy bod z vlastnej steny F' polytopu P je z hranice P, tak |Jpp F' C
oP.

Opac¢na inklazia plati, pretoze pre kazdy bod hranice K existuje oporna nadrovina,
ktora ho obsahuje podla vety 1.1. u

VETA 1.3 (Konec¢nost po¢tu stien polytopu). Polytop md konecny pocet stien a kazdd
stena polytopu je opdt polytop.

Doékaz: Nech K = conv(X), kde X je konetna mnozina bodov E¢. Staéi ukazat, Ze
kazda stena je konvexnym obalom nejakej podmnoziny X. Presnejsie pre stenu F' = HNK,
kde H je nadrovina oporna pozdlz F, ide o mnozinu X N H. 0

VETA 1.4 (Vrcholy polytopu generuju polytop). Polytop je konvernym obalom svojich
vrcholow.

Doékaz: Nech K = conv(X). Vynechajme z X vSetky body, ktoré sa daju napisat ako
konvexné kombinécia tych ostatnych. Mo6zme uz predpokladat, ze X také body neobsahuje.
Potom pre Tubovolny bod y € X plati, ze y ¢ conv(X —{y}), a teda existuje nadrovina Hy,
oddelujica y a conv(X — {y}). Nadrovina Hy rovnobezna s Hy a prechadzajtica bodom
y je oporna ku conv(X) a naviac H, N K = {y}. Teda {y} je l-stenou K a neda sa
vygenerovat inymi bodmi. =

VETA 1.5 (Oporné nadroviny stran generuju polytop). Lubovolng polytop je prienikom
konecného poctu uzavretych polpriestorov.

Dokaz: Nech K C E? je polytop dimenzie d a {F; : 1 < i < m} je mnoZzina jeho
nadstien. Nech nadrovina H; je oporna nadrovina ku K pozdlz F, a K C H—;r, 1=1,...,m.
Ukazeme, ze

(6) K = ﬁ?

Trivialne K C (i», H;". Aky ¢ K, tak zoberme z € int K tak, aby z nelezal v ziadnej
nadrovine generovanej bodom y a l'ubovolnymi d — 1 vrcholmi K. Taky bod existuje, lebo
K je dimenzie d a neda sa pokryt kone¢nym poc¢tom nadrovin dimenzie d — 1.

Potom 0K Nyz je bod, ktory patri do relativneho vnitra niektorej steny F;, a teda H;

oddeluje body z a y. To znamena, ze y & (-, H—;r u

VETA 1.6. Ak je prienik konecného poctu uzavretiych polpriestorov ohranicenyj, je to
polytop.

Dokaz: Postupujme indukciou cez dimenziu prieniku. Pre d = —1,0,1 je tvrdenie
jednoduché.
Nech
(7) Q=H"
i=1

je ohraniceny. Potom F; = @ N H; je nanajvys dimenzie d — 1, a teda podla indukéného
predpokladu ide o polytop. Nech ma mnozinu vrcholov X;. Ukazeme, ze X = (J_, X; je
mnozina vrcholov Q.
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Nech @' = conv(X). Cubovolny bod na hranici @ je z Q'. Ak x € int Q, tak existuje
usecka s koncovymi bodmi na hranici, na ktorej lezi x. Takze Q C @)'. Na druhej strane,
Q je konvexna mnozina a obsahuje X, takze Q' C Q. ]

Ak Q = ﬂng—f dimenzie d je dany redukovanym vyrazom t.j. @ # (i H,", tak
F; = QN Hju je (d — 1)-stena polytopu. Relativne vnitro steny F; sa da vyjadrit ako
Hy 0 (N, H;") a je neprazdne.

Lahko vidno, ze hranica polytopu K je zjednotenim (d — 1)-stien polytopu K.
CVICENIE 1.6. Dokdzte podrobne vyssie uvedené tvrdenial!

VETA 1.7. Lubovolnd vlastnd stena polytopu K je stenou nejakej (d—1)-steny polytopu
K. Naopak, lubovolnd stena steny polytopu, je aj stenou polytopu.

Dokaz: Nech F' je vlastna stena K, H je jej oporna nadrovina a X je bod v relativnom
vnutre F'. Bod x je z hranice, a teda je z nejakej (d — 1)-steny F; s opornou nadrovinou
H,. KedZe x je z relativneho vnutra F', x € H, tak F' C H. To znamena, 7e F C Fj.
Naviac H; N H je nadrovinou v Hj, ktora je opornou nadrovinou F' v F}.

Nech teraz F) je stenou K a Fy je stenou F;. Mozeme predpokladat, ze Fy # (). Nech
H, je opornou nadrovinou ku K pozdlz F; a H, nadrovinou v H; pozdlz Fy. Oto¢ime H;
okolo Hs.

Nech o je zaciatok E? a je z Fy, C Fy. KedZze F je stena polytopu K, existuje vektor
n; € V4 taky, ze H; = Z((x — 0) -n;) a H;" = Pos((x — 0) - n;), pricom K C H{".

Rovnako existuje vektor ny € V(H;) taky, ze Hy = Z((x —o0) -ng, (X —0) - n;) =
Z((x —0)-ny) N Hy a Hf = H; N Pos((x —0) -ny). Nech V(K) je mnoZina vrcholov
polytopu K.

Uvazujme vSetky nadroviny obsahujice H,. Pre kazdy nenulovy smer nin; + nons
existuje prave jedna takd nadrovina H(mp, 7). A naopak vsetky sa daju takto zapisat.
Naviac jednoznacne, ak uvazujeme s koeficientami (1,17,) € RPL.

Hladajme ta nadrovinu H(n;,7,), ktord zviera s nadrovinou H; minimélny uhol a
obsahuje niektory vrchol polytopu z mnoziny V(K) — V(F}). Pre taktto nadrovinu bude
urcite 75 # 0. Najdeme ju tak, Ze budeme pocitat

(8) no = mm{% L H (i, m) N (V(K) = V(R)) # 0}

a to je to isté ako

(v—0) ny

(9) Mo = min{— :v e H(np,n) N (V(K) —V(F)) # 0}

(v—o0) -m
(Pouvazujte, pre¢o pouzivame tento komplikovanejsi zépis! Ukéazte, Ze naozaj minimalizu-
jeme vhodny uhol.)

Zoberme 0 < 1 < ng. Potom H(n,1) je hfadana nadrovina, ktora je opornou ku K
pozdlz F,. Stac¢i uz len ukazat, Ze neobsahuje body V(K) — V(F;). Z definicie 1y je zrejmé,
ze body z V(K) — V(Fy) sa v H(no, 1)" a z definicie Hy vidno, Ze aj body z V(F;) — V(Fy)
sl v tomto otvorenom polpriestore. 0

VETA 1.8. Nech K je d-polytop. Potom prienik [ubovolnej neprdzdnej mnoZiny stien
K je opit stena K. Lubovolnd (d — 2)-stena K je prienikom prdave dvoch (d — 1)-stien K.
Pre lubovolni dvojicu nezdpornych celych cisel (7, k) takijch, Ze 0 < j < k < d, lubovolnd
j-stena K je prientkom vsetkych k-stien, ktoré ju obsahuji.



Dokaz: Nech {Fi,...,F,} # 0 je mnozina stien polytopu K. Nech F = (_, F;.
Predpokladajme, Ze F' nie je prazdna mnozina, v opacnom pripade ide o stenu. Nech
o € F. Nech H; = Z((x —0) - n;) st oporné nadroviny K pozdlz stien Fj, pricom K C H;"
prei=1,...,7. Nech n =37 n;. Potom H = Z((x —0) - n) je opornd ku K pozdlz F.

Nech teraz {Fi,..., F,} st vSetky (d — 1)-steny polytopu K a {Hy,...,H,} st ich
oporné nadroviny. Nech F' je (d — 2)-stena K. Potom F' C F} pre nejaké j € {1,...,m} a

(10) ﬂ:HjmK:Hjm(ﬂH—;):ﬂ@ij—;).
k#j k#j
Kazda (d — 2)-stena F' C Fj, sa da vyjadrit ako

(11) P ( N wnED) =anmn (),
k#i,j k#i,j
¢o sa da napisat ako

K tretiemu tvrdeniu potrebujeme najskor niekol'ko pomocnych faktov. Indukciou uké-
zeme, ze kazdé j-stena je stenou nejakej k-steny polytopu K. Podobne sa indukciou dokaze,
ze Tubovolna j-stena polytopu K sa da napisat ako prienik vSetkych (d — 1)-stien, ktoré
ju obsahuju.

Nech 0 < j < k < d— 2. Nech F je j-stena polytopu K. Prienik vSetkych k-stien
polytopu K obsahujtcich F' je stenou K. Staci ukdzat, ze F' je prienikom niektorych k-
stien polytopu K. Plati ale, Ze F je stenou nejakej (k + 1)-steny G polytopu K. Teda F
je prienikom vSetkych k-stien steny G, ktoré ju obsahuju. Ale k-steny G su aj k-stenami
K, teda tvrdenie plati. u

CVICENIE 1.7. Podrobne si dokdzte vsetky tvrdenia, ktoré sme pouZili v dokaze vety 1.8.

CVICENIE 1.8. Premyslite si, ¢i a ako funguji vSetky definicie, vety a ich dokazy, ked
za konvexny polytop zoberieme prdzdnu mnoZinu.

2. Polarita

Teraz si podrobnejsie opiSeme polérne zobrazenie medzi bodmi a nadrovinami priestoru
E<.

Nech bod o € E? je zaciatok stradnicovej ststavy. Bijektivne zobrazenie medzi bodmi
E? — {0} a nadrovinami neobsahujtcimi bod o dané predpisom pre a € E¢ a # o

ara*={xcE%(a—o)(x—o0)=1}

sa nazyva polarita vzhladom na jednotkovii gulovii plochu v E4 dant rovnicou (x —o)(x —
o) = 1 (pozri obr. 1). Dalej toto zobrazenie budeme nazyvat len polaritou. Inverzné
zobrazenie pre nadrovinu H takd, ze o € H, je dané predpisom

Hw H*, ak H = {x € E% (x —0o)(H* —0) =1}

Nadrovinu a* budeme nazyvat polarnou nadrovinou bodu a (vzhladom na jednotkovi
gulovu plochu) a bod H* budeme nazyvat polom nadroviny H (vzhladom na jednotkovi
gulovu plochu).

Dokazy dvoch nasledujtcich pomocnych tvrdeni su trividlne.

LEMA 2.1. Nech a+# 0,0 ¢ H. Potom a € H prdve vtedy, ked H* € a*.
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b*

OBRAZOK 1. Polarita vzhladom na jednotkovii kruZnicu v rovine E2.

Polaritu budeme vyuzivat pre konvexné mnohosteny a s nimi spojené konstrukcie.
Ozna¢me H™ otvoreny polpriestor vytaty nadrovinou H obsahujici bod o. Podobne H~
oznacme k nemu opacny otvoreny polpriestor. Teda

HY"={xc E%(x—0)(H*—0) <1} H ={x¢c E%(x—o0)(H*—o0)>1}

Dalej oznaéme H+ uzavrety polpriestor vytaty nadrovinou H obsahujiici bod o a opacny
uzavrety polpriestor ozna¢me H~.

LEMA 2.2. Boda € HY prdve vtedy, ked H* € (a*)*. Podobne bod a € H~ prdve vtedy,
ked H* € (a*)~.

Oznaéme dalej P¥ = (P*)* pre P € EY. Mnozinu P# budeme nazyvat polarnym
obrazom bodu P. Mézme pisat P# = {x € E% (x — 0)(x — P) < 1}. Pre mnozinu bodov
A je polarnym obrazom mnozina A% = {y € E% (y —o)(x — o) < 1, pre kazdéx € A}.
7 definicie vidno, Ze A* je konvexna mnozina. Podobne, ak plati A C B, tak B* C A*.

LEMA 2.3. Nech P je polytop obsahujiici vo svojom vnitri bod o. Poldrny obraz P* je
polytop obsahujici vo svojom vnitri bod o (pozri obr. 2).

Dokaz: Ak P = conv(xy,...,X,), tak P* C (., (x*)*. Stadi ukazat, ze (P*)* C P¥.
Ukazeme to tak, ze z y &€ P* dokdzeme y & (), (x*)*.

Nech y ¢ P#, potom existuje také x € P, 7e (y — o)(x — o) > 1. Ked#e bod x sa
da napisat ako konvexna kombinécia bodov xy,...,X,, tak aspon pre jeden bod x; musi
platif (y —o)(x; —0) > 1, a teda y ¢ (x7)*.

KedZe o € P, potom existuje € > 0 také, ze B.(o) C P. Potom ale P#* C Bi(o) =
B.(0)#. Teda P# je ohrani¢ena mnozina. 7 ohranicenosti P analogicky vyplyva, 7e o €
P#,

Teda P# je neprazdny ohraniceny prienik koneéného poétu polpriestorov, ¢ize polytop.

O



pP#

OBRAZOK 2. Polarny obraz konvexného mnohouholnika obsahujticeho po-
Ciatok sustavy sturadnic

1

VETA 2.1. Poldrna transformdcia mnohostenov je involicia™ na mnozine mnohostenov

priestoru E4 obsahugicich o vo svojom vnaitri t.j. P## = P.

Dokaz: Priamo z definicie polarnej transformacie mnoziny vyplyva, ze P C P##. Este
ukazeme, Ze bod z nepatriaci do P nepatri ani do P##. Nech z ¢ P. Polytop mozno ziskat
ako prienik polpriestorov P = (._, (H;)*, kde (H;)* st polpriestory definované opornymi
rovinami ku stenam polytopu P. To znamend, Ze jedna polrovina musi separovat z od
P. Ozna¢me ju Hg. Pre H a kazdé x € P potom plati (x — o)(H; — o) < 1 ako aj
(z —0)(H; —0) > 1. Teda H; € P*, z ¢oho potom uz vyplyva, ze z ¢ P##. 0

LEMA 2.4. Ak a € E¢ je na hranici polytopu P, tak poldrna nadrovina a* k bodu a je
opornou nadrovinou ku P¥.

Doékaz: Pre lubovolny bod a € P plati, Zze P# C (a*)*. Bod a patri aj nejakej opornej
nadrovine H k polytopu P. Potom ale H* € P aj H* € a*. Teda a* N P# # (), ¢o znamena,
7e a* je oporna nadrovina P7. 0

VETA 2.2. Medzi k-stenami polytopu P a (d — 1 — k)-stenami polytopu P#* existuje
bijekcia pre k =0,...,d — 1.

Doékaz: S kazdou stenou F € P mozme asociovat mnozinu F* = {y € P#;(y —
0)(x — o) = 1,pre vietkyx € F}. Mnozina F* je stenou polytopu P#. (Pretoze F* =
Nyer(P* Nx*) a z predchadzajtcej lemy vyplyva, Ze x* je opornou ku P#, teda P# N x*
je stenou P#. A kedZe v polytope plati, Ze prienik stien polytopu je opét stenou polytopu,

Ukézeme, ze F** = F. To bude mat za nasledok, Ze zobrazenie, ktoré priradi stene F'
stenu F* je bijektivne. Kedze F** = {x € P##;(x — 0)(y — 0) = 1, pre vietkyy € F*} a
P = P## tak FF C F**. Nech bod x € P ax & F. Nech H je opornou nadrovinou ku
P obsahujtcou stenu F. Potom x € H* ¢ize (x —0)(H* — o) < 1. Pri tom v8etkom bod
H* € F*, ¢o znamend, 7e x & F**. Tym sme ukazali, ze F' = F**.

"nvolacia je transformacia inverzna sama k sebe. Takéto transformécie st vyznamné vo vela
oblastiach.
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Este ukdzeme, Zze dimenzie F' a F* davaju v stucte d — 1. Nech dimenzia F' je k. Potom
v stene F existuje k + 1 linearne nezavislych bodov. To ale znamena, Ze F* je prienikom
k + 1 nadrovin, ktorych normalové vektory si linedrne nezavislé, teda prienik musi mat
dimenziu najviac d — 1 — k. Z faktu, ze F' = F™* vsak vyplyva, Ze tato dimenzia sa aj
dosiahne. u

Nas v dalsom budu zaujimat najmé doésledky tejto vety, ktoré si priamo aplikovatel né
v algoritmoch na prienik konvexnych mnohostenov v E®. Pomocou nich mozeme hladanie
prieniku I'ahko previest na tvorbu konvexného obalu. Po stranke asymptotickej zloZitosti
tymto pristupom nestratime. Dokazy prenechédvame ako cvicenie.

DOSLEDOK 2.1. Plati:
1. Nech {p1,...,Pn} st vrcholy P C E?, potom {p%,...,p.} si oporné nadroviny
polytopu P* obsahujice vietky (d — 1)-steny t.j.

P = conv({p1,...,pn}) prave vtedy, ked P* = ﬂ p;T.
i=1
2. Nech {Hi,..., H,} si oporné nadroviny polytopu P C E? obsahujice vsetky (d —
1)-steny, potom {Hj, ..., H*} si vrcholmi polytopu P¥ t.j.

P = (]H—;r prave vtedy, ked P* = conv({H},..., H}).
i=1

b

Ak a € P je vmitorny bod, tak a* a P¥ si disjunktné.

Ak a & P, tak a* a P* maji spolocnij prienik.

5. Ak P =conv({p1,...,Pn}), @ = conv({qy,...,q,}) a0 € PNQ, tak plati rovnost
PNQ = conv(P* UQ#)* (pozri obr. 3).

CVICENIE 2.1. Dokdzte podrobne predchddzajice dosledky.

-~

Na obréazku 3 je ilustrovany priklad prieniku (vytiahnuté hrubou plnou éiarou) dvoch
trojuholnikov (st kreslené ¢iarou prostrednej hrubky). Ich polarne obrazy st nakreslené
tenkou ¢iarou. Konvexny obal zjednotenia polarnych obrazov je nakresleny ¢iarkovanou
hrubou ¢iarou.
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OBRAZOK 3. Prienik konvexnych mnohouholnikov zostrojeny pomocou po-
larnej transformacie.



