Diskrétne geometricke
Struktary

9.

Martin Florek
florek@sccqg.sk
www.sccg.sk/~florek

original Martin Samuelcik, zmeny Martin Florek



Proximity Graphs

neighborhood graphs

prinasa susednost, struktaru, tvar, topoldgiu pre
nestruktlrovaneé data

geometrické grafy — topologia je dana
geometriou

pouzitie vo vypoctove] geometrii, pocCitacove
videnie, tvorba sieti, geografia, bioldgia,...




Definiclie

pracujeme v nejakom metrickom priestore
najcastejSie s Euklidovskou metrikou
najéastejSi vstup — mnozina bodov V//RY

hrany spdajaju vrcholy, ktoré su si
navzajom blizke (“proximity”)

tym je definovana topoldgia



Jednoduché grafy

Unit Disc Graph, UDG(V)
graf sfér s jednotkovou diZzkou

mnozina hran je E:={pqld(p.q)<1};
vhodné pre siete mobilnych vysi




Relativny graf susednosti

 relative neighborhood graph RNG(V)

* L(p, q) =B(p, d) N B(q, d), kde d = [|p — q]|
e mnozina hrdn E:={pqll L(p.9)nV =2} .

pqEeFE & ﬂv eV :d(p,v)<d(p,q) N d(q,v)<d(p,q).

pq€E © VeV :dp,q) <max{d(p,v), d(q,v)}.




Gabrielov graf

» definované pomocou sfery
G(p.¢):=B(5.%) kde d = ||p - q|

e GG(V) ma mnozinu hran
E:={pqg |l Glp.g)NV =2}.

pqgEeEE & VeV :dp,q)< \/dz(p, v) + d?(q, V).

* rozSirenie v podobe elips (EGG)

(a) Input points (b) RNG (c) GG (a) FaG(2.0) (5) FGG(1.0) (c) EGG(0.7)



B-kostry

grafy dané parametrom 3, 1 s < «
oznacenie BG4(V)
okolie bodov p a g je dané

Up(p.q) = B((I ~Lp+lq gd) n B ((1 ~Da+Zp. gd)
kde d = B/2.||p - q|
mnozina hrdn  E:= {pq | Us(p.9) NV = 2} .
RNG(V) = BG,(V), GG(V) = BG,(V)
ak B, > 3, potom BGBl(V) D BGﬁ (V)

i i



Sfery vplyvu

sphere-of-influence graph, SIG(V)

pre bod p 0V, r, je vzdialenost k
najblizsiemu susedovi

mnozina hran E:={rallde @) <r,+r.}.
nemusi byt spojity —

—rozsSirenie: r-SIG, r, je vzdialenost k r-temu

"N =



SIG, 3-SIG, 3-SIG bez dlhych hran




Geometrické grafy

 Minimum Spanning Tree (MST) spaja
body do stromu tak, aby sucet dfzok hran
bol minimalny (minimalna kostra)

* Delaunay graph (DG) spaja dva body p a
g vtedy, ak existuje kruznica k, ktora
prechadza bodmi p, g a ziadne iné body
nie su vnutri kruznice k

MST



Porovnanie

* MST(V)C RNG(V)CGG(V)C DG((V).
o IMST(V)| = |RNG(V)| = |GG(V)| = |DG(V)|
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Konstrukcia GG

* hrubd sila pre vytvorenie GG — O(n3)

— vSetky mozné hrany O(N?) porovnat so vSetkymi vrcholmi O(N)
 zlepSenie-heuristika-odstranenie vrcholov
napravo od skumaného vrcholu — O(n?)

CreateGG(V)

{
for (all p from V)

{
N, =V\p;
for (all g from N)
i {
for (all rin V)
{
if (d(p,r)>+d(q.r)? < d(p,q)?)
remove ¢ from N;
else if (r is to the right of H)
remove r from Np;

}
}

Connect p with points from N,




Konstrukcia r-SI1G

e v priemere linearna casova zlozitost
o pamatova zlozitost je tiez linearna

{

{

}
{

CreaterSIG(r, V)

initialize grid with n cells;
for (dl pinV)

assign ptoitsgrid cell;
for (al pinV)

find r-th nearest neighbor to p by searching the grid cellsin spiral order around p with increasing distance;
for (dl pinV)

for (al cdlsaround p that intersect the sphere of influence around p (in spiral order))

assign pto cell;

for (al cdlsinthe grid)

for (all pairsp, p, of points assigned to the current cell)

{
if (spheres of influence of p, and p; intersect)

create edge pp;;
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Fig. 1 Spiral nearest nexghbor search using cells.




Voronoiov diagram

e geometricky graf

* pre danu mnozinu bodov S={p,, p,, ..., P}
kazda stena VD |e priradena jednému
bodu p; a pre kazdy bod oblasti je tento
bod blizsie k p, ako ku inemu bodu z S

Bis(pi,p;) = {x | d(pi,x) =d(p;, x)} — L.,
H(pi.p;) = {x|d(pi.x)<d(p;, x)} HIEYERN
Ve = j\\ ’ [)3 \\ B\
VoR(p;., §) = n H(pi,p;). D /%\\\‘\7/%&
p;ESP;#pi . N/ ePo/
P ')__{\ /
/ ~./ *p
vD(S):= | J  VoR(p;. S)nVoR(p;. S). /o en Y

PipiES.Pi#D, / \



Vlastnosti VD

* VOR(p, S) Je prienikom max n-1 polrovin,
je to otvorena a konvexna mnozina

* VOR(p, S) Je neohranicna prave vtedy ked
p, patri do konvexného obalu S

VD ma O(n) hran a vrcholov

* priemerny pocet hran na hranici VoR(p,, S)
je mensi ako 6



Delaunayova Triangulacia

e pre mnozinu bodov S a VD(S), DT(S) je
dualny graf k VD

* body p;, p;; Py tvoria trojuholnik v DT <
Kruznica prechadzajuca tromi bodmi

neobsahuje vnutri ani na hranici iny bod z

S

« DT maximalizuje
minimalny vnutorny
uhol




Konstrukcia DT

algoritmus vkladania novéeho bodu p do
DT

dva pripady — bod viozime do konvexného
obalu S alebo mimo

po vlozeni sa kontroluje, ¢i sa neporusila
vlastnost DT

pri poruseni sa vykonava otocenie hrany v
,Zlom* stvoruholniku



0 leziv T = A(p;, P, P)
rany pip;, PiPy. PP, patria nove] DT

konflikt moze nastat v A ktoré su susedné

vtedy sa otoCi hrana T

konflikt aj v dalsSich A

ak hrany P(*(p)) st z DT, “\\
koniec
2V




2. pripad

» ak p; lezi z vonku konvexného obalu
povodne] DT

e pre vSetky body g z S, ktoré su ,viditelnée*
Z pi, p,d bude patrit nove] DT
e niektoré hrany na hranici bude treba otoCit
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Delaunay(S) (S is set of sites)
{

T = new array;
while (S.size() > 0)

{
p = S.First;
S.DeleteFirst;
T.InsertSite(p);
}

Algoritmus

InsertSite(T, p) (T represents the current Delaunay triangulation, p is anew site)
{
t = T.FindTriangle(p);
if (t==NULL)
Star(p) = t.OuterTriangle(p);
else
Star(p) := T.Edges(t, p);
T.Insert(Star(p), t);
StarPoly = t.Edges();
while (StarPoly.size() > 0)

{
e = StarPoly.First();
StarPoly.DeleteFirst();
g = p.Opposite(e);
if (@q#NULL)
{
(r, s) = e EndPoints();
if (InCircleTest(p, 1, S, Q)
{
T.Remove(e);
T.Add((p, 0));
StarPoly.Add((r,9));
StarPoly.Add((s,));
}
}
}




Zovseobecnenia VD, DT

e rozSirenie do vyssich dimenzii, 3D —
tetrahedralizacia

e pouzitie obmedzeni — su dané Casti
(hrany, ...), ktoré triangulacia obsahuje
(Constrained DT), obmedzujlica metrika
pre VD

e pouzitie inych metrik
e vahovanie w(p)d(pi.q) =w(p;)d(p;.q)
* rozSirenie bodov na zlozitejSie objekty



Zovseobecnenia




Mracha bodov

jednoducha mnozina bodov

vystup z mnohych meracich zariadeni -
skenery

rozvijajuca sa oblast v modelovani a
vizualizacii




Definovanie povrchu

e 7z mnoziny bodov implicitny povrch
o weighted least squares (WLS) interpolation

e povrch S je urceny funkciou f(x)
S ={x|1(x) =0}

f(x) = n(x) - (a(x) — x),
Y2 0(x - pil)p:

AX) = i bocr
21 O(lIx = pil)



Vahovacie funkcie =

e UrCuju vahu bodu

podla vzdialenosti

e Gaussian 6d) =e¢ 4", d=|x-p|,

e Cubic ¢ = 2(%)3 — 3(%)2 + 1,

(e

4
e Wendland 06(d) = (1—%) (4%+1),

» Tricubic Q(d)=2(




Parametre

. normala
— najmen5| vlastny vektor matice B = (by)
Z&(Hx—pkn)(pk — a(x)))(pr, — a(x);).

o Vplyv vzdlalenostl h
— detaily vs. vyhladenie

— — adaptivne h
e pouzitie geodetickej vzdialenosti
 urcenie lokalne] hustoty vzoriek



Vyuzitie grafov

e problemy v zle vzorkovanych oblastiach s
Euklid. vzdialenostou - nespojitosti

« geodeticka vzdialenost na zaklade aproximacie
povrchu grafom geometrickej susednosti (SIG...)

*a=|[p - pll

dgeo(x.p) = (1 —a)(d(p}.p)+ 1D —pill)
+a(dp;.p)+ Ip—p5ll).

”1"I - p”gco

° Ix - pll p o



Vysledky

WLS, h=5 WLS, h=10 WLS, h=14  SIG, autom. h
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