OBRAZOVE TRANSFORMACIE

Motivacia — na zlepSenie obrazu sa pouzivaju frekvencné metody a priestorové metddy.
Fourierova transformacia

Jednorozmerny spojity pripad

Nech f(x) je spojita funkcia redlnej premennej x. Fourierovou transforméciou tejto
funkcie sa nazyva funkcia F(u), definovand ako

F(u)= Tf(x) exp[— i27zux]dx .

Ak je dané F'(u), potom ziskame f{x) pomocou inverznej Fourierovej transformacie

f(x)= TF(u) exp [i2ﬂux]du.

Obrazové funkcie, s ktorymi pracujeme st redlne, ich Fourierove transforméacie st vo
vSeobecnosti komplexné, t.j.

Fu)=Ru)+il(u),
kde R(u) a I(u) st redlna a imaginarna zlozka. Casto sa piSe tento vzt'ah v tvare

F(u)=|F(u)|e’™,

kde
|F(u)| = [R2 (1) + Iz(u)]l/2 (to je Fourierove spektrum)
a
_ | L) e
#(u) = tan {R(u)} (to je fazovy uhol).

Premenna u sa nazyva frekvencnd premenna.

S pouzitim Eulerovej formuly napiSeme exp[— i27zux] ako cos2mux —isin2mux , potom FT

mozno interpretovat’ ako nekone¢nti sumu kosinusovych a sinusovych prvkov.
Priklad jednoduchej funkcie a jej Fourierovho spektra.
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Figure 3.1 A simple function and its Fourier spectrum.

F(u)= isin(ﬂuX)e*i”“X
u

|F(u)|=AX

sin(7uX)
(mX) |

Dvojrozmerny spojity pripad

Fourierovu transformaciu mozno I'ahko zovSeobecnit’ na funkcie s dvoma premennymi.

+00 +00

F(u,v)= I If(x,y)exp[— i27(ux + vy)]dx dy

—00 —00

+00 400

f(x,y)= I J.F(u,v) exp[i 27 (ux + vy)]du dv.

Podobne ako v jednorozmernom pripade je definované aj Fourierovo spektrum a fazovy
uhol.

Uvedieme podobny priklad a jeho Fourierovu transformdciu a jej spektrum.

Fluv) AXY sin(uX)e ™™ | sin(zvY)e ™"
’ (uX) (mvY)
|F(u v)| _ AXY|sin(7qu)||sin(ﬂvY)|
’ | (mX) | (oY) |

Spektrum je zobrazené ako jasova funkcia, kde jas je priamo imerny amplitade. Dalej st
uvedené dalSie priklady funkcii a ich spektier.
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Figure 3.2 (a) A two-dimensional function, (b) its Fourier Spectrum, and (c) the spectrum

displayed as an intensity function.
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Figure 3.3 (Continued. )
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Diskrétna Fourierova transformdcia dvojrozmernd

Obrazovu funkciu f budeme reprezentovat’ ako maticu M x N. Transforma¢né matice P
a Q rozmeru M x M a N x N budu transformovat’ obraz na maticu F rozmeru M x N.

F=PfQ,
¢o mozno napisat’ ako
M-IN-1
F(u,v)= Y P(u,m) f(m,n)O0(n,v),
m=0n=0

kdeu =0,1,..,M—-1lav=0,1,..,N—-1.

Ak P a Q su nesingularne (nemaju nulovy determinant), potom existuju aj inverzné
matice P" a Q' a inverznt transformaciu mozno vypodéitat’ ako

f=P'FQ".

Matica je symetricka, ak M = M". Matica je ortogonalna, ak M"M = I, kde I je identicka
matica. Pre kazd( symetricky, redlnu a ortogonalnu maticu plati, e M = M

Uvazujme transformacnu maticu rozmeru J x J ako

@, (k1) = %exp{—i%rkl} , kdekl=0,1,..,J-1.

Diskrétnu Fourierovu transformaciu mozno definovat’ pomocou transforma¢nych matic P

=@,y aQ= ¢NN .
Potom
| A mu nv
F(u,v)=—— m,n)exp| —i2zx(— +—
(1) = 4 S ) p[ o Nﬂ
a inverzna FT
M= mu ny
f(m,n)= ZZF(u,v)exp Rr(—+—)|.
u=0 v=0 M N

Tento vztah mozno interpretovat’ tak, Zze obrazova funkcia f(m,n) je linearnou

kombinaciou periodickych ¢lenov exp[i 272(% + %)} a F(u,v) st véhy.

Jadrom diskrétnej transformacie je ¢len

mu ny
exp| —i27(—+—) |.
p[ (M N)}



Pri implementacii FT vychadzame z toho, Ze jej rovnicu mozno modifikovat’ na

Fu, v%zo ZO xp(ZY f(m,m) |exp(— 27 B,

kde ¢len v hranatych zatvorkach zodpoveda jednorozmernej FT m-tého riadku a mozno
ho vypoéitat’ s pouzitim FFT, ktora ma zlozitost N log N namiesto N*. Zrychlenie, ktoré
sa takto dosiahne, ilustruje nasledovna tabul’ka.

Table 3.1 A Comparison of N versus N Log, N for Various Values of N

N Nlog,N Computational Advantage

N (Direct FT) (FFT) (N/log, N)
2 4 2 2.00
16 8 2.00
8 64 24 2.67
16 256 64 4.00
32 1,024 160 6.40
64 4,096 384 10.67
128 16,384 896 18.29
256 65,536 2,048 32.00
512 262,144 4,608 56.89
1024 1,048,576 10,240 102.40
2048 4,194,304 22,528 186.18
4096 16,777,216 49,152 341.33
8192 67,108,864 106,496 630.15

Viastnosti DFT

Odozvu FT lep$ie vnimame, ak pouzijeme logaritmus Fourierovho spektra, inak ho
monitory neodkdzu zobrazit’ dostatocne.



Figure 3.8 (a) A picture of the planet Saturn. (b) Display of |Fiu, v isplay
SN o play of |[F(u. v)|. (c) Display of

FT — je periodicka s periodou N, to znamena, ze na jej urcenie staci jedna peridda vo
frekvencnej oblasti.



(b)

Figure 3.11 (a) A simple image. (b) Fourier spectrum without shifting. (c) Fourier spectrum
shifted to the center of the frequency square.

Ak otoc¢ime obrazovu funkciu o nejaky uhol, otoci sa FT o ten isty uhol a naopak.
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Figere 312 Rocational properties of the Fourier transform. (a) A simple image. (b) Spectrum.
i) Rotsted smage. (d) Resulting spectrum.

FT je distributivna vzhl'adom na s¢itanie, ale nie vzh'adom na nédsobenie.

FT a konvolucna teoréma. V predspracovani obrazu ¢asto robime konvoltciu dvoch
obrazovych funkcii (obrazu a nejakej konvolu¢nej masky), pricom na zrychlenie vypoctu
(najmé pre masky vécsie ako 7 x 7) mozno pouzit FT. Ak mame konvoluciu dvoch
funkcii f{x)*g(x), potom ich FT je funkcia F(u)G(u). Ak teda urobim sucin FT vo
frekvencnej oblasti a z toho inverznl transforméciu, dostaneme vysledok konvolucie
prislusnych funkcii. Analogicky konvolucia vo frekvencnej oblasti sa da redukovat’ na
nasobenie v obrazovej oblasti.

Ak konvoluciu zapiSeme ako
M-1N-1

1
g(a,b) =W§;f(m,n)h(a —m,b—n),

potom ich FT su vo vztahu
G(u,v) = F(u,v)H(u,v), to je nasobenie po zlozkach.

Potom
M-1N-1

a(a,b) = ZZF(u,v)H(u,v)exp{zQ;r(% + %)}

m=0n=0



Zhrnutie: FT mozZno reprezentovat’ mnozinou ortogonalnych sinusovych vlnovych foriem,
jej koeficienty sa nazyvaju frekvenéné komponenty a vlnové formy su usporiadané podla
frekvencie.

Hadamardova transformacia

Ak P a Q su Hadamardove matice, potom F sa nazyva Hadamardova transformécia. Idea
spociva v nahradeni sinusovych foriem Stvorcovymi formami, ktoré st organizované do
Hadamardovych matic, ktoré su symetrickymi maticami rozmeru JxJ, pricom vSetky ich
hodnoty st +1. Hadamardova matica rozmeru 2x2 je

1 1

1 -1
Hadamardova matica rozmeru 2~ je

H,, :‘

H JJ H JJ

H,, =
HJJ _HJJ

Potom

1
f ZWHMM FHNN

Diskrétna kosinusova transformacia
NajcastejSie pouzivana je DCT 11, v ktorej bazové vektory st vzorkované kosinusové

funkcie. Ak uvazujeme Stvorcovy obrazok, potom transformaénti maticu mozno napisat’
ako

CNN(k,l):ﬁ prel=0

= \/z cos[w} pre ostatné k,l
N 2N

F:CNNfC](/N a f:C](/NFCNN'

Potom

Wavelety (Vinkové transformacie)

To je dal$i pristup ku dekompozicii zlozitych signdlov na sumu bazovych funkcii,

v tomto su podobné na FT, ale st aj rozdielne. Fourierove funkcie st lokalizované vo
frekvencii, ale nie v priestore, v tom zmysle, ze izoluju frekvencie, ale nie ich vyskyt

v Case. To znamenéd maléd zmena vo frekvencii sposobi zmenu v celom Casopriestore.
Wavelety st lokalne aj vo frekvencii aj v Case a preto lepSie analyzuj data v rozli¢nych
rozliSeniach ako jednoduché sinusy a kosinusy. Predstavte si, ze chcete modelovat’
funkciu so strmym vrcholom, lepsie to dokazu wavelety ako funkcie na baze sinusov

a kosinusov.

Pouzitie diskrétnych obrazovych transformacii



- na kdédovanie obrazu (napr. DCT II je zakladom normy JPEG)
- na frekvenc¢né filtrovanie, kde beznu konvoluciu prevedieme na nasobenie
Fourierovych transformacii a inverznou FT dostaneme vysledok.

Zakladné priklady st nizkofrekvencny, vysokofrekvenény a pasmovofrekvencny filter.
Nizkofrekvencny filter je taky, ze frekvencna transfer funkcia H(u,v) ma malé hodnoty
d’alej od pociatku suradnic (takze ma malé transfer hodnoty pre vysoké frekvencie)

a zvySok hodnoty pre body blizke pociatku (to st nizke frekvencie). Potlaca vysoké
frekvencie a zachovava nizke, sprava sa ako vyhladzovaci filter.

Vysokofrekvencny filter sa sprava opacne, Cize posiliiuje vysokeé frekvencie a potlaca
nizke frekvencie, ma ostriaci charakter.

Pdasmovy filter je konStruovany podobne, so zvyraznenim ur¢itého pasma a potlacenim
ostatnych frekvencii.

(b)

Figure 12.4: Frequency filters displayed in 3D: (a) low-pass filter; (b) high-pass filter; (c) band-
pass filter. :
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Figure 12.5: Low-pass frequency-domain filtering—for the original image and its spectrum
see Figure 12.1: (a) spectrum of a low-pass filtered image, all higher frequencies filtered out;
(b) image resulting from the inverse Fourier transform applied to spectrum (a); (c) spectrum of

a low-pass filtered image, only very high frequencies filtered out; (d) inverse Fourier transform
applied to spectrum (c).



(d)

Figure 12.6: High-pass frequency domain filtering: (a) spectrum of a high-pass filtered image,
only very low frequencies filtered out; (i b) image resulting from the inverse Fourier transform

applied to spectrum (a); (c) spectrum of a high-pass filtered image, all lower frequencies filtered
out; (d) inverse Fourier transform applied to spectrum (c).



(a) (b)

Figure 12.7: Band-pass frequency domain filtering: (a) spectrum of a band-pass-filtered image,
low and high frequencies filtered out; (b) image resulting from the inverse Fourier transform
applied to spectrum (a).



(c)

Figure 12.8: Periodic noise removal: (a) noisy image; (b) image spectrum used for image
reconstruction—note that the areas of frequencies corresponding with periodic vertical lines
are filtered out; (c) filtered image.



