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* Definicia pravdepodobnosti a jej vlastnosti
* Podmienena pravdepodobnost
®* Bayesov vzorec

* Nahodna premenna, distribucna funkcia a
funkcia hustoty pravdepodobnosti

® Rozdelenia pravdepodobnosti (binomické,
rovhomerné, normalne)

» Ciselné charakteristiky ndhodnej premennej
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®* Odhad parametrov rozdeleni
» Testovanie hypotéz

°* Nahodny vyber je nahodny vektor
(X1, X5, ..., X)), pre ktory plati, ze nahodné
premenné X; maju rovnake rozdelenie
pravdepodobnosti a su navzajom nezavislé

® Subor vsetkych jednotiek, ktoré skimame,
nazyvame zakladny subor
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® Subor vybranych jednotiek nazyvame
vyberovy subor, alebo tiez nahodny vyber zo
zakladného suboru

®* Parameter rozdelenia — popisuje populaciu
(zakladny subor) - nepozname jeho hodnotu

® Funkcia jednej alebo viac nahodnych pre-
mennych, ktora nezavisi na hodnotach ne-
znamych parametrov sa nazyva Statistika
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o Statistiku vypocitame z ndhodného vyberu
(odhad parametra, vyberova charakteristika) —
napr. 4 a X

We wani to know about these We have these to work with

° U jeskutocnastredna Lk ..

* selection * -k
hodnota populacie *J}f{f - xk
Xy o 2 Population —k x-
* X je strednd hodnota *é** B
vo vyberovom subore, ~ep 0 D E e

pomocou ktorej odhadneme skutocnu strednu

hodnotu 5



* \lyberovy priemer X : X = ;Z’lf;lX

1 .
l

* Vyberovy rozptyl
1 e
- - -
* Vyberova smerodajna odchylka S : S = v S?

* Vyberova kovariancia
1

Sxy + Sxy = m (X-—)?)(Yl-—17)=
ny; KV ), 12
n(n—l)



P Bodove camaTy

* Vsetko su to funkcie velkosti vyberoveho
suboru n a nahodné premenné

* Podla zakona velkych Cisel plati

lim P(|JX — E(X)| > €) = 0

n—00

* Priemerz N(u,o)~N(u, \%)

* Rozptylz N(u,0)~x*(n—1)



* Kazdy vyber —iny bodovy odhad
* Pravdepodobnost, Ze uréime parameter
nahodnej veliCiny presne je nulova

* Pri spojitej premennej — pre interval vieme
pravdepo-
dobnost
odhadu

Zéakladny sibor

neInamy

Vyberowy sibor

hodovy odhad

bodovy odhad
slutona hodnota

parameter

nezndmeho parametra

bodowy odhad




Interval spolahlivosti
e P(Gp<B<Gy)=1—«

* (Gp, Gy) —interval spolahlivosti

* 1 — a — koeficient spolahlivosti

Zakladny subor

o O —skutocna hodnota
parametra

Wyberovy sibor

Interval spol‘ahlivosti
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* Intervalovy odhad parametra 6 so
spolahlivostou (1-a), to je 100:(1-a)
percentny interval spolahlivosti

®Hranice Gp a Gy su funkcie vyberove;
statistiky, pomocou ktorej intervalovy odhad
konstruujeme

* O vyberovej statistike vieme, aké ma
pravdepodobnostné rozdelenie, Cize pozname

jej funkciu hustoty pravdepodobnosti 10
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* Intervalovy odhad strednej hodnoty normal-
neho rozdelenia ked pozname hodnotu o

o Statistika U = ——=./n ~ N(0,1)

* Kriticka hodnota normal-
neho rozdelenia N(0,1)
pre dané a sa oznacuje U,

e Y Hoo—
]. - {I — P(_”H ib { ”{1") - .P(_” g y GH
— O — o
G =P(X —u, - —<u<X ).
D ( ”{1’ fﬂr +”ﬂ" \/;) 11

H
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* nahodny vyber 100 vyrobkov

® priemerna vaha 2,2 kg

* smerodajna odchylka vahy vyrobkov o = 0,6 kg

® Urcite 95-percentny obojstranny interval
spolahlivosti strednej hodnoty vahy

0.6

_ o _ . 0.6 0.6 _
<x—uﬂ,-T. . f> <22 1961 2.2 +196 10> (2,08:2.31)

X~ N(0.1). P(X]> uy) =

a | 001 0.02 0.05 0,1 0.2
o | 25758 23263 |1.9599 ] 1.6448 1.299 12

i




o ¥* (chi kvadrat) rozdelenie

e Studentovo t - rozdelenie
e Fischerovo F — rozdelenie

e Pouzivaju sa pri urcovani odhadov a inter-
valovych odhadov neznamych parametrov a
pri testovani statistickych hypotéz

e Maju tabulkovo definované kritické hodnoty
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* x5 (Chi kvadrat) s n stupriami volnosti

X ¥ e+ [ x- ¥ NI

e Ak mdme ndhodnu premennu X~N(0,1),
potom ndhodnd premennda Y = X ma y? -
rozdelenie s 1-stupfiom volnosti Y ~y?(1)

e Ak mame k nahodnych premennych s rozde-
lenim X;~N(0,1), tak ndhodnda premenna =
sucet ich druhych mocnin ma rozdelenie

x* (k) -~



e Stredna hodnota Chi kvadrat s n stupnami
volnosti je n a rozptyl 2n

e Graf hustoty tohto rozdelenia je pre malé n

nesymetricky, ale pre vacsie hodnoty je

. X—n
hustota premennej tvaru -

*Pre hodnoty n vacsie ako 30 mo6zeme husto-
tu aproximovat hustotou normovaného

normalneho rozdelenia N(0,1)
15



Studentove t-rozdelenie - nahodnu premen-
nU mozno vyjadrit pomocou dvoch inych
nahodnych premennych, z ktorych jedna ma
normalne rozdelenie a druha chi kvadrat

X~N(0,1) aY~y2

==

Studentove rozdelenie sa pouziva pri testo-

vani hypotéz s malym poctom vzoriek do 30
16



Fischerovo F-rozdelenie — da sa vyjadrit po-
mocou dvoch nezavislych nahodnych premen-
nych, ktoré maju chi kvadrat rozdelenie, s
tym, ze ma m a n stupnov volnosti

X~xna¥~xm

3 | ~|= 1
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% =estova n%i

®* Hypotéza = tvrdenie o zakladnom subore,
ktoré mozeme overit Statistickymi metéddami
na zaklade udajov vyberového suboru
Hy: 6 =0,

» Kazda hypotéza implikuje svoj protiklad alebo
alternativu

'H1:9=91 H1:9>00

‘H1:6<HO Hl:H;tHO
18



go riesi testovame%ypctez?

* Je vhodné zamietnut testovanu - tzv. nulovu
hypotezu H,- v prospech alternativnej
hypotézy H, alebo nie?

® Na testovanie hypotézy H, oproti hypotéze H,
pouzijeme vhodné testovacie kritérium (tzv.
testovaciu Statistiku) g.

» Testovacia Statistika g je funkciou nahodného
vyberu

19
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= estovacie stc

® Pre priemer

Yy

1. Ak pozname o
2. Ak nepozname g an > 30

3. Ak nepozname g an < 30

20
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> lestovacie statistiK
® Pre rozptyl

e 1. Test zhody s konstantou g,
e 2. Test zhody dvoch rozptylov

>
2 (n—1)-s, 2 2
O S

21



ouzitie kritic

dStl

* Ak hodnota testovacej statistiky g padne do

kritickej oblasti W, ,

zamietame testovanu

hypotézu Hy a za spravnu prijimame
alternativnu hypotézu H,

* Body oddelujuce ob

hypotézy od oblasti |

ast prijatia nulovej
ej zamietnutia

oznhacujeme nazvom kritické hodnoty

22



»—Pouzitie kriticketoblasti

o/2
_—-"""'-#-‘ - I
“gn , ( ’ GD )GH )
kriticka obI?st, _ blast oriiatia H kriticka oblast’,
oblast’ zamietnutia H, oblast’ prijatia H, oblast’ zamietnutia H,

23
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1. Formulujeme nulovu hypotézu H, a jej

alternativnu hypotézu H; (obojstrannu alebo
jednostrannu)

2. Zvolime testovaciu statistiku a ur€ime jej
rozdelenie (va¢sina ma: normalne, t, F, x?)

3. Vypocitame hodnotu testovacej statistiky

4. Zvolime droven (hladinu) vyznamnosti a
(vacsinou 0,1; 0,05; 0,01; 0,001)
24
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5. Najdeme v tabulkach kritické hodnoty (resp.
kvantily) rozdelenia testovacej statistiky pre
zvolenu hodnotu a, ktoré zavisia od alterna-
tivnej hypotézy H, a vymedzuju kritickd oblast

6. Urobime konecné rozhodnutie, t.j. zamiet-
neme alebo nezamietneme Hy na danej urovni
vyznamnosti a podla toho, Ci sa vypocitana
hodnota nachadza alebo nenachadza v kritickej

oblasti
25



! :%:ozne ggéi%

Shkutocna situacia

H, je pravda H, nie je pravda
H, | spravne rozhodnutie | chyba typu II

Nase je pravda pravdepodobnost 1-« | pravdepodobnost S
rozhodnuitie

H, nie jg chyba typu 1 spravne rozhodnutie
pravda pravdepodobnost’ & | pravdepodobnost' 1 - /3
hladina vyznamnosti | sila testu

P(gEWa HO)
P(g%Wa Hl)

94

p

26
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* Je to odhadovana pravdepodobnost
zamietnutia pravdivej nulovej hypotézy

* TakZe ak staci rozhodnut, Ci vysiel test Statis-
ticky vyznamne, tak p-hodnota hovori vsetko
potrebné nezavisle na tom, aku si zvolime
hladinu «, dava informaciu pre vsetky hladiny

® Ak je p-hodnota < a, zamietneme H, na
hladine vyznamnosti

27



PP Pouiitie Phodmom

p=2.min{P(g < —G),P(g = G)}

f(g)

s /1\ o/

> = G >

® Ak je p-hodnota < «, zamietneme H, na

hladine vyznamnosti
28
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* Nahodny vyber 100 vyrobkov <2‘(}3; 23 1)
®* Priemerna vaha 2,2 kg
* Smerodajna odchylka vahy vyrobkov o = 0,6 kg

X~ N(.]). P(X|> uy) =«
.Ho' U = 2
e |
a | 0.01 002 | 005] 0.1 0.2
.Hl: U =+ 2 u, | 25758 23263 [1.9599| 1.6448 1299
a

*Hladina vyznamnosti a = 0,05

U=2"H [, 2272 115 :E:3,33>1,96
o 0.6 3

®Zamietame H, na hladine vyznamnosti 0,05
30
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Table 4 —Standard Normal Distribution

]

[ —

3,33

z 09 08 07 A6 A5 04 A3 A2 A1 00
-3.4 0002 .0003  .0003 .0003  .0003  .0003 0003  .0003 0003 .0003
-3.3 0003 .0004 0004 0004 0004  .0004 wm 0005 0005 .0005
-3.2 0005 0005  .0005 0006 0006 0006 0006 0007 .0007
3.1 0007 0007 .0008 .0008  .0008  .0008 0009  .0009 0009 .0010
=3.0 0010 0010 0011 0011 0011 0012 0012 0013 0013 0013
2.9 0014 0014 0015 0015 .0016 .0016 0017 .0017 0018 .0019

°p = 0,0008 < 0,05
® Zamietame hypotézu H, na hladine 0,05
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> Literatura k statistike
http://mi21.vsb.cz/modul/vybrane-kapitoly-z-

pravdepodobnosti

Dagmar Markechova, Beata Stehlikova, Anna
Tirpakova: Statistické metddy a ich aplikacie
Javier R. Movellan: Introduction to Probability

Theory and Statistics

Mirko Navara: Pravdepodobnost a matematicka
statistika
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%astné cisla, vias%n% ve!tory

» Cislo A nazyvame vlastnym &islom matice A, ak

sUstava linedrnych rovnic tvaru AX = AX ma

okrem trivialneho riesenia aj nenulové riesenie.
Prislusné nenulové rieSenie sa nazyva vlastny
vektor matice A zodpovedajuci vlastnému Cislu A

* Vlastné Cisla najdeme vyriesenim
det(4A — AI) =0

® Potom pre kazdu hodnotu A vyrieSime

(A—ADx =0 -
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S (A—ADx =0
N il I i 2 e
(2= A)(=1-A)=(—4)(~)= v -4=0 4y — 2 =0
2 6= —v, —4v, =0 —v +v2 =0
=(A-3)(1+2) S b=
=
Vi= 10 Vo, =1, .




! Druhy pn%%a

: - t(A—Al) =
19 0 dé( %:)_() _
12 0] [1 00
A= 0 3 4 det( 0 3 4|-40 1 0[)=0
0 0 7 0 0 7] [0 0 I
—1-1 2 0 |

det( 0 3-1 4 =0
0 0 7-1

(1= DB A)(T=4) =0
A=—1, A=3, A=7




A=-1

Druhy prikla

(A-AD)v=0

1 2 0]

0+2v,+0=0
0+4v) +4v, =0

0+0+8v, =0

0
-1
0

1 1
, v,=0, v;=0




%guL&rne cislo, smg%u & ve!tory

®* Nezaporné Cislo o sa nazyva singularne cislo
matice A rozmeru N x D, ak existuje
N-rozmerny vektor u (lavy singularny vektor) a
D-rozmerny vektor v (pravy singularny vektor)
a plati
Av = o,

AHu = OV,

37



%:arne Els:o, sm ory I

skde A" je Hermitovsky (komplexne
zdruzena) transponovana matica. Pre
realne matice, s ktorymi budeme
pracovat plati A" = A'.

*Singularne cCisla sa daju chapat ako druhé
odmocniny vlastnych &isel matic A7 A

0o _ [t A
alebo AA" Ci matlce[AH I]



z %ingularne v%

°Ak U = |uy4, ..., uy| je matica vsetkych lavych
singularnych vektorova V = |v4, ..., vy]
matica pravych singularnych vektorov, potom

plati
AV = US,

Alu=vs!

°kde S = diag(1, ...,rank(A)) je diagondlna

matica singularnych Cisel A
39



*SVD rozlozi maticu 4 € R¥*P na suéin troch
maticA = USVT,

skde U € RY*N 3 ¥V € RP*P st ortogonalne
matice obsahujuce lavé a praveé singularne

vektory a

*S € RY*D je diagondlna matica, obsahujuca
na diagonale singularne Cisla matice A
zostupne podla velkosti

40



P ngularny TOTRTETIOREETT

*Singuldrny rozklad A = USV! méZeme napisat
ako

[A]N;.{D — [U]N}:N [S]N}:D [VT]D;,;D

kde N je pocet vzoriek a D je dimenzia vzorky
(rozmer vektora priznakov)

41



PR ingularny rozRTECEENEEN

* Pre pocCet nenulovych vlastnych Cisel r plati r =
rank(A) <= min(N,D) a usporna forma SVD je

U, | U,

- Us

U, | U,

U3 | Uy

- diag(oy,...

0

'V, | Vs
Vo |V,

cr,.-)‘(}
o

[slog

00

V| Vs

U, [0,
- U,

][er]

ol

1S1](rxr) [V1

V. | Vi

Vil (<D - 42



*\yuzivame ho na hladanie viazaného extrému
s vyuzitim Lagrangeovej metddy neurcitych
koeficientov

* Najprv hladame extrém funkcie za podmienky,
Ze riesenie splna ohranicenie v podobe
rovnosti, Cize

mxin{(f(x)‘gj(x) = cj) .

43






® Lagrangeova funkcia ma tvar
m

L= - Mg —¢)

J=1

* Pri splneni podmienok existuje jediny vektor 4
(vektor Lagrangeovych multiplikatorov), ze
funkcia ma stacionarny bod, a plati

oL oL
dx; Oaa/lj -

45



* Ak zmenime podmienku viazanosti z rovnosti
na nerovnosti, tak dostaneme

® RieSime

min f(x)
aby gi(x)<¢ 1=1,...

® o prevedieme na

min f(x)
aby ¢i(x)—¢; <0 i=1,...




® Aj pri nerovnostiach existuje minimum f(x) a
vektor Lagrangeovych multiplikatorov, ktory
splna tzv. Kuhn-Tuckerove podmienky

OL(x,A) _ 9f(x) | DY 99(x) _

Oz Oz | 1=1 dxr;
OL(x,A)
AN, — Q‘z‘(}i) E 0

L (x.A
A dLéhtj L = \igi(x) =0

A =0
47



*ale nie matematiky®©




