7 Statistické (priznakové) metédy

- podrobnejsSie popiSeme tri ndstroje rozpoznavania, ktoré uz ¢iastocne pozname, a to
diskrimina¢né funkcie, pravidlo najblizSieho suseda (kritérium minimalnej
vzdialenosti) a kritérium minimalnej chyby

Diskriminaéné funkcie

- majme priznakovy vektor x' = (X.» X55-.-, Xy ) , pricom mnozina vSetkych vektorov

tvori priznakovy priestor. Majme R vzajomne disjunktnych tried, ktoré je mozné
oddelit’ rozdel'ujicimi nadplochami — nadplochy sa daji definovat’ pomocou sustavy
R skalarnych funkcii vektorového argumentu g,(x), r=1,..., R, ktoré sa nazyvaju

diskrimina¢né funkcie. Rozhodovacie pravidlo

d(x) =, < 9,(x) > 9.(x), pre kazdy vektor x a kazdé s rozdielne od r.

- Pre prvky rozdel'ujicej nadplochy nie je rozhodovacie pravidlo definované. Rovnice
rozdel'ujucich nadploch medzi susednymi triedami maju tvar

g,(x)=9,(x)

a klasifikator je na obrazku.

F g4(x)

g,(x e
D s prers Rt

| .
e { MAXIMA

E ‘ Obr. 2.2. Klasifikace pomoci dis-
gr(x)

krimina¢nich funkei.

- pre pripad dvoch tried staci zobrazovat’ znamienko rozdielu diskrimina¢nych funkcii
o = sign(g,(x) — 9,(x)) . V najjednoduchSom pripade su diskrimina¢né funkcie
linearne tvaru

N
9,(X) =D 0%+,  r=12,..,R ,
j=1

kde koeficient gj sa nazyva vahou j-teho priznaku a g sa nazyva prahom.
Rozdel'ujica nadplocha medzi dvoma susednymi mnozinami, je definovana rovnicou



9, (%) = 9. (%) = 2 (G5 = Uy) + (g — 0sp) =0,

ktora je tiez linedrna a je rovnicou nadroviny v priznakovom priestore. Linearne
diskrimina¢né funkcie mozno napisat’ vo vektorom tvare

gr(x):q:'x"'qro: rzl,Z,....,R.

Nech x? a x® st dva vektory, ktoré leZia na rovnakej rozdel'ujucej nadrovine, potom
plati

(a4, -q)".(x" —x?)=0.

@ _

Vektory (q, —q,)" a (x —x”) podla toho s na seba kolmé, vektor (x" —x*) lezi

v rozdel'ujlcej nadrovine a vektor (q, —q,)" ma smer normaly k tejto nadrovine.
Pri dvoch triedach s linedrnym klasifikatorom ma diskriminac¢né funkcia tvar

g(x)=0,(x)-9,(x)=(q, _qz)T'X_(qm —0y) = qT-X+ Qo-

Pre N = 2 je situacia zobrazena na nasledujucom obrazku
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- Pri klasifikacii linearnym klasifikatorom na R tried ukazeme, Ze triedy priznakového
priestoru st konvexné. Predpokladajme, Ze xa a x; st dva vektory klasifikované do r-



tej triedy. Potom aj vSetky vektory x na tsecke x,x, su klasifikované do r-tej triedy.

Vektor leziaci na Gsecke x,x, vyjadrime parametrickou rovnicou X = Xa + t(Xp — Xa),
kde t je parameter z intervalu <0,1>. Vyjadrime diskrimina¢nu funkciu gs(x) pre x

leZiace na x,x, a budeme hl'adat’ pre aké s nadobiida maximum. Vzhl'adom
k linearite funkcie gs(x) mézeme pisat’

gs(x) = gs(xa +t(xb _Xa)) = gs(xa) +t[gs(xb) - gs(xa) = gs(xa)(l _t) +t'gs(xb) .

Pretoze parametre t a (1 —t) st pre urcité x konstantné pre vsetky diskriminac¢né
funkcie, nadobuda funkcia svoje maximum pre S = r, takze vektor x bude

klasifikovany do triedy r. Tak sme zarovei ukazali, aké podmienky musia spinat’ triedy,
ktoré mozno bez chyby klasifikovat’ linearnym klasifikatorom — vektory priznakov,
patriacich do tej istej triedy, musia lezat’ vo vnutri konvexnej mnoziny. Také mnoziny
nazyvame linearne separabilné, v opa¢nom pripade hovorime o lineéarne

neseparabilnych mnoZinach.

- Ak nie st triedy linearne separabilné, musi byt rozdel'ujuca nadplocha nelinedrna.
Nelinearne klasifikatory moZeme realizovat’ dvoma spdsobmi:
a) nelinearnymi diskriminacnymi funkciami
b) takou nelinedrnou transformaciou N-rozmerného priestoru na M-
rozmerny priestor, Ze triedy budll v tomto priestore uz linedrne
separabilné. Takato transformécia sa nazyva ®-prevodnik.

Pravidlo najblizSieho suseda (kritérium minimalnej vzdialenosti)

- Predpokladajme, ze kazda trieda je charakterizovand vzorovym vektorom priznakov —
etalonom triedy, ozna¢enym ako v,,v,,...., V5. Potom rozhodovacie pravidlo
vytvorime takto:

d(x):a)r<:>‘

Vr-x”:msin‘vs—x” s=1.2,....R,

kde vzdialenost’ definujeme ako normu ‘Vr - X|| . Ak je norma vektoru x definovana ako

N
T 2
[ =vxx = D x5
i=1

potom je priznakovy priestor N-rozmernym Euklidovskym priestorom. Minimum

vzdialenosti ‘

v, - x|| nastava pre rovnaky vektor, pre ktory nastdva minimum kvadratu

2 . . . ’
Vv, - x|| . Mdzeme teda minimalizovat’ vyraz

||Vs - X”2 =(v,—x) .(Vv,=X)= V..V, —2.Vv] X +X X



Pre dany vektor priznakov minimalizujeme tento vzt'ah vol'bou vs. MéZeme teda pisat’

. 1
mm”vS - x||2 =x'.x—2.max(v,.x - EVZ Vo).
S
S
Minimum nastéva pre taky etalon vy, pre ktory nadobuda funkcia

1
g,(x)=vlx —E.VI v,
svoje maximum, pricom tato funkcia je diskrimina¢nou funkciou r-tej triedy. Pretoze

funkcia je linearna vzhl'adom na x, lohu moZno riesit’ linedrnym klasifikatorom.
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Obr. 2.4. Klasifikace do tii tiid.

Kritérium minimalnej chyby

- existuje vel’ké mnozstvo praktickych uloh, pri ktorom mame neseparabilné triedy
a teda rozhodnutim sa dopustame chyby. Vtedy sa snazime nastavit’ klasifikator tak,
aby straty sposobené chybnym rozhodnutim boli minimalne.

- pretoze nevieme jednoznacne rozhodnut’ o triede, pokladame ju za nahodnt premennti
s moznymi hodnotami @,,®,,...,w; s apriornymi pravdepodobnostami
P(®),P(®,),...,P(ay), pre ktoré plati



iP(a)r)=l.

predstavme si, ze mdme rozhodnut’ o zaradeni neznameho vektora x bez toho, aby
sme poznali jeho hodnotu. Ak zvolime ta triedu, ktord ma najvacsiu apriérnu
pravdepodobnost’, tak potom pravdepodobnost’ spravnej klasifikacie je P(wg)a

pravdepodobnost’ nespravnej klasifikacie je 1 - P(wy) . Ak pravdepodobnost’ P(awy)

je vyrazne vacsia ako suma ostatnych apriérnych pravdepodobnosti, potom je toto
rozhodnutie vi¢Sinou spravne, inak sa dopustime vel'kej chyby.

vacSinou mame viac informdcie ako iba apriérne pravdepodobnosti tried, nech mame
aj podmienené pravdepodobnosti p(x|a),) , ktoré vyjadruji pravdepodobnost’

objavenia sa priznakového vektora x za podmienky, Ze je znama trieda @y .
Potom podmienend pravdepodobnost’, Ze vektor priznakov x patri do triedy aj; je
dana vztahom

_ P(x|w)-P(@)

P p(x)

b

kde
p(x) = Z p(x|e,).P(a,)

je hustota pravdepodobnosti rozlozenia priznakového vektora v priznakovom

priestore bez ohl'adu na triedu.

Pravdepodobnosti P(a)r|x) nazyvame aposteriorne pravdepodobnosti a ich vypocet

nazyvame Bayesovo pravidlo. Pomocou aposteriornych pravdepodobnosti vytvorime
rozhodovacie pravidlo

d(x) = 0, < P(e,|x) = max P(,|x)

Pre ilustraciu ukazme rozhodovacie pravidlo na tilohe klasifikacie do dvoch tried
s apriérnymi pravdepodobnostami tried 2/3 a 1/3 a s podmienenymi
pravdepodobnostami ako na obrazku.



Obr. 2.6. Aposteriorni pravdépodobnosti.

- potom pravdepodobnost’ chybnej klasifik4cie vektoru x zaradeného do triedy w, je
dana vztahom



P(elx) =1-P(a]x) = i P(w,|x)

S#I

- Na obrazku je tato pravdepodobnost’ rovna funkcii P(a)2|x) pre X<X, a P(a)1|x) pre
X> X,

- Definuyme strednt chybu klasifikacie pre vSetky vektory v priznakovom vektore
vzt'ahom

P(e)= J. P(g|x) p(x)dx

- Ukazeme, Ze rozhodovanie podl'a zvoleného pravidla d(x) minimalizuje strednt
chybu. Integral bude minimalny, ak bude pre kazd¢ x minimalny jeho integrand.
Hustota pravdepodobnosti p(x) nezavisi na rozhodovacom pravidle, a teda integrand

mozno minimalizovat takym pravidlom, ktoré minimalizuje P(g|x) pre kazdé x. Treba
maximalizovat’ pravdepodobnost’ P(a)r|x) , ktora vystupuje v definicii P(€|X) . Vektor
x zarad’'ujeme do tej triedy, pre ktora ma P(a)r|x) najvacsiu hodnotu. Ak budu vsetky

aposteriorne pravdepodobnosti rovné 1/R, potom bude P(¢)=(R-1)/R a tato
hodnota bude najvicsia.

- Kritérium minimalnej chyby moZzno zovSeobecnit’, v tom zmysle, ze ohodnotime aj
vahu nespravneho rozhodnutia, ktorti sme doteraz brali pre vSetky rozhodnutia ako
rovnakt. Majme mnozinu tried a majme mnozinu rozhodnuti d,d,, ...,d, . Ozna¢me

Mo

., d,) stratu, ktortl utrpime, ak vektor x patri do triedy @, a zvolime rozhodnutie

ds. Definujme podmienenu strednt hodnotu straty vyrazom
R
R(d,[x) =D e, d)P(a[x),
r=1

pri¢om tato veliCina sa niekedy nazyva podmienenym rizikom. Pretoze mnozina
rozhodnuti d sa vo vSeobecnosti zhoduje s mnozinou indikatorov tried, upravime definiciu
rozhodovacieho pravidla.

- Potom podmienené riziko mézeme vyjadrit’ ako R(d (x)|x) .
- Stredné riziko R uréime ako strednti hodnotu podmieneného rizika R(d (x)|x)

v celom priznakovom priestore

R = [ R0 p(x) dx

- Podobnou uvahou ako v pripade kritéria minimalnej chyby dospejeme k tomu, ze
minimum stredného rizika dosiahneme tak, Ze pre kazdy vektor priznakov



minimalizujeme podmienené riziko R(d (x)|x) . Vysledné minimélne stredné riziko sa

nazyva Bayesovské riziko a je najlepSim vysledkom, aky je mozné dosiahnut’.

- Rodznou vol'bou stratovej funkcie dostavame rézny tvar rozhodovacicho pravidla d(x),
ktoré minimalizuje stredné riziko R . Uvazujme R rozhodnuti d,,d,, ...,d;, kde

rozhodnutie d, znamena, Ze vektor x zarad’'ujeme do triedy o,. Potom definujme
jednotkovu stratovu funkciu takto:

A(@,.d,) = Mo,
i)

T

,0,)=0 prer=s
,w,) =1 prer#s

to znamena, Ze spravna klasifikacia spdsobuje nulovu stratu a nespravna jednotkova
stratu. V takom pripade je podmienené riziko

R(w,|x) = zR‘/l(a)s, o,)P(@ |x) = ZR: P(@,|x)=1-P(ax)

- potom minimalizacia podmieneného rizika podl'a tohto vzorca vedie na Bayesovské
rozhodovacie pravidlo, z ¢oho vyplyva Ze toto pravidlo (alebo kritérium minimalne;
chyby je Specialnym pripadom kritéria minimalizéacie stredného rizika, ktoré
dostaneme vol'bou jednotkovej stratovej funkcie.

- Rozhodovacie pravidlo podla kritéria minimalnej chyby mézeme vyjadrit’ aj pomocou
diskriminaénych funkcii, ich vyber vSak nie je jednozna¢ny. MoZeme zvolit’
I'ubovol'nu z nasledovnych funkcii:

p(x|@)P(@,)
ZP(X|0)5)P(605)

9,(x) = p(x|@,)P(e,)
9,(x) =log p(x|e,)+logP(e,)

g,(x) =P(a,[x) =

- Ak obrazok uvedeny vyssie budeme chapat’ ako klasifikdciu podl'a diskrimina¢nych
funkcii, plné ¢iary mézeme chapat’ ako diskrimina¢nt funkciu podl'a prvej definicie,
¢iarkované podrla druhe;.

- Uvazujme, ze vyskyt vektorov x v triedach sa riadi normalnym rozdelenim. Hustota
pravdepodobnosti je potom dané vztahom:

1 _
1/2 eXp|:_E(X _zur)T 77, 1'(X _:ur):|

1
()= ———
| Q7)¥2n]



kde x, je vektor strednych hodnot vektora priznakov x patriaceho do r-tej triedy a

|77| je diskriminant kovarian¢nej matice 7, .

- Uvazujme najjednoduchsi pripad, ked’ kovarian¢né matica je pre vSetky triedy
rovnaka a naviac plati

7, =0’E

kde E je jednotkova matica rozmeru Nx N a & je rozptyl.
- Tento pripad zodpoveda Statisticky nezavislym priznakom, ktoré maji vSetky rovnaku
disperziu. Ak pouZzijeme diskrimina¢nu funkciu podl'a tretej definicie, dostaneme

(X — fur)T '(X — /ur)
20°

9,(x)=- —%10g27z—%10g(6m)+10g P(w,)

- druhy a treti ¢len su konStanty, takze mdézeme vSetky diskrimina¢né funkcie o tieto
konStanty zvacsit. Potom nova diskriminacné funkcia ma tvar

2
-1X = 4
9}(X)=”T‘2”+10g P(®,)

Ak st apridrne pravdepodobnosti P(w,) rovnaké pre vSetky triedy, mozno pouzit’ ako
X- :ur” je
minimalna, ¢o v tomto zvlaStnom pripade vedie na rozhodovanie podl'a pravidla

najblizieho suseda (alebo kritéria minimalnej vzdialenosti). Ulohu riesime linedrnym
klasifikatorom.

2 , . oy .
, ktora je maximalna, ak vzdialenost’

diskrimina¢nt funkciu vyraz - ||x — U,

- Ak apriorne pravdepodobnosti P(w,) nie st pre vSetky triedy rovnaké, musime ich
zobrat’ do uvahy, potom upravou vzt'ahu pre diskriminac¢na funkciu dostaneme

1
= (X" x =24 x+p.1)+1ogP(®,)

9, (x) =
- Z toho vytvorime novu diskrimina¢nt funkciu
. _ 1 T _ 1 T 1 P _ T
9, (X) _?:ur X ?:ur M, +10g (a)r) =q, X+,

z ¢oho vyplyva, ze tloha je opat’ rieSiteI'na linearnym klasifikatorom.

- Da sa ukézat, ze ak kovarian¢nd matica ma vSeobecny tvar, ale je rovnaka pre vSetky
triedy, tak uloha opit’ vedie na klasifikaciu s linearnym klasifikatorom.
V najvSeobecnejSom pripade, ked st kovarianéné matice celkom 'ubovol'né, st
rozdel'ujuce nadplochy kvadratické.



