AFINNE ALGEBRAICKE VARIETY

1. DEFINfCIA, PRIKLADY, ZAKLADNE VLASTNOSTI

Definicia 1.1. Nech k je pole a nech n € N. Afinnyg priestor dimenzie n nad k je mnozina
A"(k) ={(a1,...,an) | a; € k}.
Ak je z kontextu zrejmé, nad ktorym polom pracujeme, pripadne ak v danej situédcii nebude pole

dolezité, budeme ho ¢asto z oznadenia vynechdvat a oznacovat afinny priestor ako A™. Prvky
afinného priestoru nazyvame body.

PodTa tejto definicie je afinny priestor taka ist4 mnozina ako vektorovy priestor k™. Niekedy
sa v literatire dokonca pouziva aj pre afinny priestor oznacenie k™. My vSak budeme pouzivat
oznacenie A" (k) pre odliSenie jeho Struktiry od vektorového priestoru (napriklad body na rozdiel
od vektorov nemdzeme séitavat).

V nasledovnom budeme pre bod a € A" (k) a polyném f € k[z1,...,z,] pod vyrazom f(a)
rozumiet hodnotu f(ay,...,a,), kde a = (a1, ..., an).

Definicia 1.2. Nech k je pole a nech f1,..., fr € k[z1, ..., 2,]. MnoZinu
V(fi,-. -, fr)={a€ A"k) | fila) =0Vie {1,2,...,7}}

budeme nazyvat afinnou algebraickou varietou definovanou polynémami fi,..., fr.
Afinné varieta je teda mnozina vSetkych rieseni nejakého systému polynomickych rovnic.

Priklad 1.3. Najjednoduchsie priklady afinnych algebraickych variet:
(i) cely priestor A™(k) = V(0) (0 predstavuje nulovy konstantny polyném),
(ii) prézdna mnozina ) = V' (1),
(iii) jednobodova mnozina {(ai,...,a,)} = V(21 — a1, 22 — az, ...,z — ay),
(iv) dvojbodovd mnozina X = {(1,2),(3,4)} C A%(Q), X = V((z — 1)(z — 3),(z — 1)(y —
4),(y — 2)(z — 3)) (presvedcte sa o tom!)

Priklad 1.4. Nech ly,...,l, € k[z1,...,x,] s linedrne polynémy, oznacme X = V(ly,...,1,).
Ak X # (0, nazyvame X linedrnou varietou. Ak st naviac rovnice definujuce X st nezévislé,
potom d = n — r je dimenzia linedrnej variety X.

Priklad 1.5. Nech f € k[z,y] nie je konstantny polyném. Algebraicka varieta X C A%(k) sa
nazyva rovinnd (algebraickd) krivka. Uvedme si priklady takychto kriviek:
(i) Kuzelosecka je mnozina bodov v A? vyhovujticich kvadratickej rovnici f(z,y) =
(ii) Graf polynomickej funkcie y = g(z) (g € k[z]) je mnozina X =V (y — g(z)).
(iii) Graf racionalnej funkcie je tiez rovinnd algebraickd krivka: ak

= —=, p,q st nesudelitelné polynémy nad k,

potom graf funkcie g je mnozina bodov X = V(yq(z) — p(z)).

Uloha 1. Nadrtnite aspon $tyri z nasledujicich rovinnych kriviek (algebraické variety v A%(R)):
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o V((2? +y?)° —da®y?),

o V(a" +y™—1),kde n > 3.
Pomockou moze byt napriklad hladanie prienikov krivky s roznymi priamkami prechadzajticimi
bodom (0, 0). Skiste pracovat bez pomoci systému poéitacovej algebry (matlab, maple,...).

Priklad 1.6. Vinutd kubika (priestorovd kubika) (angl. twisted cubic) je krivka X v troj-
rozmernom priestore A3(k) parametrizovana (t,t2,¢3). Je to afinnd algebraickd varieta, X =
V(y— 2% 2 —23).

Priklad 1.7. Nadplocha je algebraickd varieta v A"(k) definovand jedinym nekonstantnym
polynémom z k[z1,...,z,]. Nadplocha v A3 sa nazyva tiez plocha. Dimenzia nadplochy v A" je
(definitoricky) n — 1. (Niekedy sa nadplocha definuje len pre n > 3.)

Priklad 1.8. Skiisme popisat plochu X, ktora vznikne rotéciu paraboly z = 22 (parabola lezi
v rovine y = 0) okolo osi z.

Ak urobime rezy plochy X rovinou rovnobeZnou so siradnicovou rovinou zy, prienikom bude
vzdy kruZnica so stredom na z-osi (kedZe ide o rota¢ni plochu). Stradnica z kazdého bodu na
ploche zé4visi teda len od vzdialenosti tohto bodu od z-osi, ¢o je r = y/x2 + y2. Sta¢i v rovnici
pre povodnti parabolu napisat r namiesto x a mame X = V(z — (22 + y?)).

Uloha 2. Skuste najst rovnice nejakej dalsej rotacnej plochy, napriklad torusu, ktory vznikne
rotaciou kruznice C' okolo osi z, kde C' je kruznica v sturadnicovej rovine zz so stredom v (2,0, 0)
a polomerom 1.

(NN
/N

Definovali sme si dimenziu (rozmer) algebraickej variety v $pecidlnych pripadoch nadroviny a
linedrnej variety. Rozmer sa d4 definovat vSeobecne pre fubovolna varietu, ale je to prekvapivo
komplikovand tiloha, preto tito definiciu zatial neuvddzame. Jeden Specidlny pripad ale este
spomenit mozme:

Definicia 1.9. Nech fi,..., fr € k[21,...,2,]. Hovorime, ze X = V(f1,..., f.) je nularozmernd
algebraickd varieta, ak sustava f1 =0, ..., f, = 0 je v k riesitelnd a ma nad tymto polom konecne
vela rieSeni (k oznacuje algebraicky uzaver pola k).
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Priklad 1.10. Algebraické variety (iii) a (iv) z prikladu 1.3 st nularozmerné. Algebraicka varieta
V(z® +y*) C A*(R) nie je O-rozmernd, aj ked nad R ma rovnica 2> + 3> = 0 jediné riesenie
(0,0). Nad C = R ma4 totiz tato rovnica nekone¢ne vela rieseni.

Zatial sme si uviedli len priklady podmnozin A™(k), ktoré st afinnymi varietami. Je poucné
uviest si aj iné mnoziny a ukézat o nich, Ze varietami nie st.
Priklad 1.11. Majme v A?(R) mnozinu M = {...,(-1,0),(0,0),(1,0),(2,0),...}. Ukazeme,
7e tato mnozina nie je algebraickou varietou.

Nech p(z,y) je taky polyném, ze p(a,b) = 0 vzdy, ked b = 0 a a € Z. Skimajme restrikciu
tohto polynému na x-os: péjde o polyném v jednej premennej

q(x) = p(x,0) = ana™ +--- + a1z + ao.
Kedze g(n) = p(n,0) = 0 pre vSetky n € Z, mé polyném ¢ nekonecne vela rieeni, a teda ¢ = 0.
Potom ale pre Iubovolné a € R plati, ze
p(a,0) = q(a) =0.

Ukézali sme, ze ak polynému p € R[z, y| vyhovuja ako korene vSetky body mnoziny M, tak mu
vyhovuju vSetky body na z-osi. Preto M nie je algebraickou varietou. Presnejsie, najmensou
algebraickou varietou obsahujiicou mnozinu M je celd z-os.

Uloha 3. V A?(R) majme mnoziny

M= {1, (G G gh o))
My = {11, (5. 2): (513 (- =)se )

2'27°373 n’'n
O kazdej zistite, ¢i je algebraickou varietou: ak nie, dokdzte, ak dno, najdite definujtice rovnice.

* Uloha 4. Nech M C A!(C) pozostava z tych bodov komplexnej afinnej priamky, ktorych
stradnica je realna. Je mnoZina M algebraickou varietou v A(C)?

Tvrdenie 1.12. Nech X1, Xo C A" (k) st afinné algebraické variety. Potom aj X1NX2 a X1UX5
st afinné algebraické variety.
Dokaz. Kedze X1 a X st algebraické variety, existujt polynémy f1,..., fr,g1,--.,9s € k[z1,...,Zp],
ze
X1 = V(flv" 'afT)a
X2 = V(glu .. '7gs)'
Ukéazeme, ze
X1NXy = V(fla' "7.f7“aglv'- '795)7
X1UX2 :V(flgj |’L: ].,...,’I”,j: ].,...,S).
Prva rovnost (o prieniku) je jednoducha:
a=(a1,...,an) €EX1NXes & a€X; AN a€eXe &
fila) =0Vi A gj(a)=0Vj < ac€V(fi,.... fr,g91,---,9s)-
Druht rovnost ukdzeme tak, ze ukdzeme obe inkluzie.

Nech a € Xy, ¢ize fi(a) = 0 Vi. Potom ale plati aj f;g;(a) = 0 Vi,j, teda a € V(fig; |
i=1,...,r7=1,...,s). Ukdzali sme, ze X1 C V(f;g;). Podobne sa ukaze, ze Xo C V(f;9;),
a teda mame dokdzant inklaziu ,C”. Pre opaént inkliziu predpokladajme, a € V(f;g;), t.j.
figj(a) = 0 Vi,j. Ak a € X1, sme hotovi. Ak a ¢ X;, tak existuje [ € {1,...,r}, Ze fi(a) # 0.
Plati vsak, ze fig;j(a) = 0 pre vSetky j = 1,...,s. Preto musi platit, Ze g;(a) = 0 pre vSetky
j=1,...,s,atedaa € Xs. O
Daosledok. Zjednotenie konecného poctu algebraickych variet a prienik konecného poctu algeb-
raickych variet su tieZ algebraické variety.
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Uloha 5. Zapiste jednotkovt kruznicu spolu so svojim stredom ako algebraickt varietu, Gize
najdite polynomické rovnice, ktorych riesenim s presne body jednotkovej kruznice a jej stred.

Tvrdenie 1.13. Afinnd algebraickd varieta v A™(R) je v topoldygii, ktord pochddza zo §tandardnej
euklidovskej metriky, uzavretou mnoZinou.

Dékaz. Nech X ¢ A"(R), X =V (f1,..., fr). Polyném f;(z1,...,x,) predstavuje spojitu funkciu

A™(R) — R, a preto korene polynomickej rovnice f;(z1,...,z,) = 0 tvoria uzavreti podmnozinu
A™(R). Ak si oznac¢ime X; = V(f;), tak X;,¢ = 1,...,r s uzavreté mnoziny, a X = X3 N Xa N
---N X, je preto tiez uzavreta mnozina. O

Priklad 1.14. Mnozina M vSetkych bodov na jednotkovej kruznici okrem bodu (1, 0) netvori
afinni varietu. Bod (1,0) je totiz hraniénym bodom mnoziny M, ale (1,0) ¢ M, takze M nie je
uzavretd mnoZina a podla predchédzajiceho tvrdenia nemoze byt afinnou algebraickou varietou.

Veta 1.15. Nech je pole k nekonecné, nech n € N a nech X C A™(k) je nadplocha.

(i) Emistuje nekonecéne vela bodov nepatriacich X .

(ii) Ak navyse k je algebraicky uzavreté a n > 2, tak existuje nekonecne vela bodov patriacich
nadploche X.

Dékaz. (i) Postupujeme indukciou. Ak n = 1, tvrdenie vety plati, kedZe kazd4 nadplocha v tomto
pripade pozostava z konecného poc¢tu bodov. Predpokladajme, ze n > 1 a Ze tvdenie plati pre
n — 1. Oznacme si f(z1,...,2,) nekonstantny polyném definujici nadplochu X. Bez ujmy na
vSeobecnosti mozme predpokladat, Ze x,, sa vyskytuje v zdpise f, a tento polyném teda modzeme
napisat v tvare

d
(1) f:Zf’i(Ila"'axnfl)xiu kded>0,fi€k[x1,...,:1:n,1] vZa’fdiéo
i=0

Polyném f; definuje nadrovinu v A"~1(k) a podla indukéného predpokladu existuje bod

(@1r- 1) € A" (k) \ V(fa), e fa(as, .., an_1) # 0. Potom f(ar,...,an 1, 7n) je nenu-
lovy polyném s premennou z,, a teda z tvrdenia pre n = 1 existuje nekonecéne vela a,, takych,
ze flay,...,an—1,a,) # 0.

(ii) Nech f je ako v (1). Z tvrdenia (i) mame, Ze existuje nekoneéne vela bodov (a1, ..., an—1) €
A""1(k) takych, ze fi(a1,...,an—1) # 0. Kedze k je algebraicky uzavreté, pre kazdy taky bod
existuje a,, € k, ze f(a1,...,an—1,a,) =0. O

Uloha 6. Overte, Ze dodatoéné predpoklady v tvrdeni (ii) predchaddzajtcej vety st nevyhnutné:
najdite kontrapriklad, ked k nie je algebraicky uzavreté pole.

* Uloha 7. Nech k je pole, ktoré nie je algebraicky uzavreté. A nech X C A"(k) je fubovolna
algebraickd varieta. Ukézte, Ze existuje polyném g € k[x1,...,x,] taky, ze X =V (g).

(Navod: Ak X = V(f1,..., fr), tak stadl ukizat, Ze existuje polyném h € k[y1,...,y,] taky,
7e V(h) = {(0,...,0)}. Potom g = h(f1,..., f+).)



2. AFINNE ALGEBRAICKE VARIETY A IDEALY

Uloha 8. Zistite, ¢i dané dve stustavy uréuji ta ist linedrnu varietu v A3(R), teda & plati
V(f1, f2( f3)) = Vg1, 92):
(a‘) fl :$+y+2_17f2:$_y+22_47
g1=x+5 —2+5,g2=3x+y+z2—-2.
(b) i=2204+3y—2,fa=x+y—1,fs=x+2—3,
g1=x+3y—2z+4+3,920=y— 2+ 2.
(¢) Navrhnite algoritmus, ktory pre linearne variety X1 = V(f1,..., fr), Xa =V (g1,...,9s) C
A™ rozhodne, ¢ X7 = X3 (fi, g; su linedrne polyndémy).

Nech X C A™(k) je afinné algebraicka varieta,
X =V(f1,. s fr)
Sktsme najst dalsie polynémy f také, ze f(a) = 0 pre vSetky a € X. Ak pre a € A™ a pre
f1:f2 € Klay, ... an] plati, Ze fi(a) = 0 a fa(a) = 0, potom aj (f1 + f2)(a) = 0. Naviac, pre
lubovolny polyném g € k[zy,...,z,] plati aj (¢f1)(a) = 0. Z tohto pozorovania dostdvame, ze
ak X =V (f1,..., fr), tak pre kazdy polyném f z idedlu (fi,..., f-) potom f(a) = 0 pre vSetky
a € X. Plati totiz, ze
f S (fl;---afr) <~ E|p1,...,pT S k[Il,...,In] také, 7e f:p1f1—|—"'—|—p7«f7«.
Takze, ak a € X, potom
fla)=(p1fr + - +prfr)(a) = pi(a) fi(a) + - - - + pr(a) fr(a) = 0.
Lema 2.1. V okruhu k[z1, ..., 2z,] plati, Ze (f1,..., fr) = (g1,-..,9s) prave vtedy,
(2) fz€(91,7gs) VZ7 atzeggje(flu7fT) vj

Dokaz. Je zrejmé, ze ak (f1,...,fr) = (91,-.-,9s), potom plati (2). Pre opacni implikdciu
predpokladajme, Ze plati (2). Nech dalej f € (f1,..., fr). To znamena, Ze

f=pifi+ - +p fr pre nejaké p,...,p, € klz1,..., 20].

Kedze pre v8etky ¢ mdme f; € (g1,...,9s), plati aj
fi =qi1g1 + - + Gisgs pre nejaké gi1, ..., qis € k[r1,...,Tn].

Spolu odtial potom dostavame

f=rig1+ -+ 1rsgs pre nejaké ri,...,7rs € k[z1,...,z,],
teda f € (¢1,...,9s). Podobne ukdzeme aj (g1,...,9s) C (f1,---, fr)- O
Lema 2.2. Ak v okruhu k[z1,...,x,] polyndmy fi, ..., fr generuji ten isty idedl ako polynomy
G1s---59s, potom V(f1,....fr) =V(g1,...,9s)-

Doékaz. Predpokladajme, ze a € V(f1,..., f.), ukdZeme, Ze potom a € V(g1,...,gs). Kedze

(fi,---s fr) = (91,...,9s), pre kazdé j plati, ze g; € (f1,...,fr), teda g; sa da vyjadrit ako
kombinacia polynémov f1,..., fr nad klx1,...,z,]:

g; =pjifi + -+ pjrfr pre nejaké pj1, ..., pjr € klz1, ..., 25
Pre bod a € V(f1,..., f») potom plati, Ze
gj(a) = pji(a) fi(a) + -+ pjr(a) fr(a) =0,

atedaa € V(g1,...,9s),¢ize V(f1,..., fr) CV(g1,-..,9s). Analogicky sa ukaze, ze V(g1,...,gs) C
V(f1,---s fr)- O

Uloha 9. V priklade 1.3 (iv) bola dvojbodovd mnozina X = {(1,2),(3,4)} C A?(Q) popisana
ako riesenie ststavy troch kvadratickych rovnic. Ukazte, ze

(@ =1)(z=3), (2 -1)(y —4),(y = 2)(x = 3)) = (2* = 2z — 2y + 5,z —y +1).
Preto t4 ist4 algebraicka varieta sa d4 vyjadrit aj ako V(2% — 22 — 2y + 5,2 —y + 1).
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Pozndmka 2.3. Pozor, obratend implikdcia z Lemy 2.2 neplati: ak V(f1,..., fr) = V(g1,-..,9s),
este to nemusi znamenat, Ze (fi,...,fr) = (g1,-..,9s). Nech napriklad f = (z — 1)*(z + 1) a

g = (z— 1)@ +1). Vtedy V() = V((9)), aviak (f) # (9): f € (g), ale g ¢ (f). Preto aj v
predchadzajicej tlohe nestaéi overit, Ze obe ststavy rovnic maju to isté rieSenie.

Motivovani predchadzajicou lemou by sme radi algebraickti varietu namiesto nejakej konec-
nej mnoziny polynémov priradili idedlu. Najprv ale potrebujeme nejaké vedomosti o Strukture
idedlov v k[z1,...,x,].

Lema 2.4 (Noetherova). V lubovolnom okruhu R si nasledovné tvrdenia ekvivalentné:

(1) kaZdy idedl v R je konecne generovany (t.j. existuje konednd mnoZina prvkov z R, ktord
ho generuje),

(2) kazdd rastica retaz idedlov Iy C Iy C Io C ... je konecnd, ¢iZe I,, = I, 41 pre dostatocne
velké n.

Definicia 2.5. Okruh R, v ktorom platia tvrdenia Lemy 2.4, sa nazyva noetherouvsky.

Uloha 10. V okruhu R uvazujme rastiicu retaz idedlov Iy C Iy C I, C .... Ukéazte, ze

Q=GL
i=0

je ideal v R.

Dokaz Lemmy 2.4. Predpokladajme, Ze kazdy idedl v R je kone¢ne generovany. Majme rastiicu

retaz idedlov Ip C I; C Iy C .... Podla predchadzajiceho cvidenia je
o0
Le=JI
i=0
ideal. Nech g1,...,9r € I su jeho generdtory. Pre kazdé j = 1,...,r existuje n; € N také, Ze
gj € I,;. Potom pre N = max{ny,...,n,} plati, ze Iy = I.

Naopak teraz predpokladajme, Ze kazda rastica retaz idealov je konefnd. Nech I je ideal
generovany prvkami f, pre a € A. Ak I nie je generovany koneénym poctom f,, mdzme zostrojit
rastiicu retaz idedlov

Ij = (fors- s fa;) CLix1n = (fars oo faypn)s i € 4,
ktora nie je konecna, ¢o je spor s nasim predpokladom. O
Priklad 2.6. Okruh Z je okruhom hlavnych idedlov: kazdy idedl v Z sa da generovaf jedinym
celym ¢islom (vyplyva to z Euklidovho algoritmu). Preto Z je priklad noetherovského okruhu.

Ak k je pole, v okruhu k] je tiez definovany Euklidov algoritmus na poé¢itanie najvicsieho
spolo¢ného delitela. Preto aj k[x] je okruhom hlavnych idedlov, a teda je noetherovsky.

Uloha 11. Nech k je pole. Ukazte, Ze okruh polynémov s nekoneéne vela premennymi k[xq, 72, . . . |
nie je noetherovsky.

* Uloha 12. Uvazujme mnozinu realnych funkcii spojitych na intervale (0, 1) C R. Tato mnozina
tvori okruh. Ukazte, Ze ani tento okruh nie je noetherovsky.

Veta 2.7 (Hilbertova veta o baze). Ak R je noetherovsky okruh, potom aj R[x] je noethe-
rovsky okruh.

Dékaz. Nech I C R|z] je ideal. Pre kazdé m € Ny uvazujme mnozinu
Im ={am € R| amz™ + Am_12™ L+ - +ag € I pre nejaké ag, ..., am_1 € R},

éize J,, pozostava z veducich koeficientov polynémov v I, ktoré su stupiia m, a nuly. Lahko sa
ukéaze, ze Jp, je idedl v R (overte si to!). Taktiez plati, ze J,, C Jymy1 pre vietky m (overte si
to!). Mame teda rasttcu refaz idedlov v R,

JoCc i CJyC....
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KedZe podla predpokladu je R noetherovsky, existuje N € N, ze J,, = Jy pre vSetky n > N.
Dalej z noetherovskosti R mame, ze kazdy z idealov .J,,, je kone¢ne generovany:

Jo = (ao1,- -, a0n,)
Ji = (a11,...,01n,)
JN = (an1,...,GNny)
Pre kazdé a;; (i =0,...,N,j=1,...,n;) zvolme polyném f;; € I stupiia ¢, ktorého vedtci ¢len

je CLl'jZCi. Ukéﬁeme, ze I = (fzg)

Postupujeme indukciou na stupen polynému. Nech f € I, je stupnia 0. Potom f € Jj a je teda
kombinéciou prvkov ag; = fo;, (j = 1,...n0). Nech teda stupeni f € I je d a predpokladajme, Ze
kazdy polyném z I stupiia mensieho ako d sa d4 napisat ako kombindcia polynémov f;;. Mame,
ze

f = cqz® 4+ ¢leny nizsich stupiiov
Potom ¢4 € Jg4, a preto
Cq = Z hija;;  pre nejaké  h;; € R.
i<d
Polyném g = f— > hy; fi;2%~" m4 potom stupeii najviac d — 1 a navyse g € I. Podla induk¢ného
predpokladu preto g € (fi;), a teda aj f € (fij)- O

Déosledok. Nech k je pole. Potom je okruh k[xi,...,x,] noetherovsky.
Dékaz. Pole k je noetherovsky okruh, lebo m4 iba dva idedly, (0) a k = (1), oba koneéne gene-

rované. Okruh k[zy,...,z,] napiSeme ako (k[z1,...,Zn—1])[zs] a indukciou potom dostévame,
ze ked k[z1,...,2,—1] je noetherovsky, potom aj k[z1,...,z,] je noetherovsky. O
Definicia 2.8. Pre Iubovolnt podmnozinu F' C k[z1,. .., z,] definujeme

V(F) = {ac A"(k)| f(a) =0 ¥f € F}.

Z Hilbertovej vety o baze vieme, Ze V(I) je afinnd algebraickd varieta, tak, ako sme si
ju definovali na zaciatku: ak I = (F), teda I je idedl generovany polynémami z F, potom
zrejme V(F) = V(I). NavySe, kedze k[z1,...,x,] je noetherovsky, I = (f1,..., fr) pre nejaké
fi,o s fr €EK[T1, ..., 70], a teda mame V(I) =V (f1,..., fr)-

Definicia 2.9. Pre Iubovolnt podmnozinu S C A™(k) definujeme
I(S)={f € klx1,...,zp] | f(a) =0Va € S}.
Podobne ako na zac¢iatku prednasky lahko overime, ze I(S) je idedl v okruhu k[xq, ..., x,].

Priklad 2.10. V priklade 1.11 sme o mnozine M = {...,(-1,0),(0,0),(1,0),(2,0),...} uka-
zali, Ze nie je algebraickou varietou. Idedl I(M) vsak existuje, v spomenutom priklade sme sa
presved¢ili, ze I(M) = (y).

Tvrdenie 2.11. V nasledovnom I, J si podmnoZiny k[x1,...,2,] a S,T zas podmnoZiny A™(k).
Plati:
(i) Ak I C J, potom V(I) D V(J).
Ak S C T, potom I(S) D I(T).
(if) V(I(S)) > S.
V() > I
(iif) V(I(V(1))) = V(I).
I(V(I(5))) = 1(S)-

Dokaz. Dokazy tvrdeni (i) a (ii) st len prepisovanim definicii pre V() a I(). Tvrdenie (iii) potom
vyplyva z (i) a (ii). O
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Definicia 2.12. Nech {I,}ac4 je mnoZzina idedlov (nie nutne koneénd). Siucet idedlov I, je ideél
Yo Ia={fi+-+fr|fi €la, i € A}.
acA
Pozndmka 2.13. PresvedCte sa, Ze ) . 4 o je naozaj idedl! Ide vlastne o najmensi ideél obsa-
hujtici U, e 5 To-
Tvrdenie 2.14. Nech I,J, 1, C k[z1,...,x,] st idedly. Potom
b maeA V(Ia) = V(ZQGA I.,),
o VIDUV(I)=V(IJ)=V(IN.J).
Dékaz. Kedze 37, c 4 = (Uyea), plati

VOO L) =V(|J ) ={acA" | fla)=0Vfe |J L.} =

acA acA acA
(N{aca™ [ fla)=0Yf€la} = () V().
acA acA

Pre dékaz druhej rovnosti si vSimnime, zZe
IJCcINJCI,J
Z predchadzajtceho tvdenia potom mame
V(I),V(J) C VI NJ)C V(L) dze
V) UV(J) Cc VI NJT)C V(L)

Stadi, ked este dokdzeme, ze V(IJ) C V(I) UV (J).

Nech a € V(IJ) a predpokladajme, ze a ¢ V(I). Potom existuje f € I také, ze f(a) # 0.
Kedze a € V(IJ), plati, ze fg(a) = 0 pre vSetky g € J. Odtial potom dostdvame, Ze g(a) = 0
pre vSetky g € J, a teda ze a € V(J). O



3. ZARISKIHO TOPOLOGIA

Vdaka tvrdeniu 2.14 moézme definovat Specidlnu topoldgiu v afinnom priestore A™(k), na-
zyvanu Zariskiho topoldgia. V nej uzavreté mnoziny buda presne vSetky algebraické variety v
A™(k), a otvorené mnoziny teda doplnky k algberaickym varietdm. Treba vSak overit, Ze takto
definovany systém mnoZin naozaj tvori topoldgiu. Potrebujeme ukézat

(1) @ je otvorenad mnoZina,

(2) A™ je otvorend mnozina,

(3) ak Uy, Uy st otvorené, tak aj Uy N Us je otvorena,
(4) ak {U,;}iez st otvorené, tak aj U;czU; je otvorena.

Preverme teda tieto axiémy:

(1) A" je algebraické varieta (A™ = V(0)), ¢ize podla nasej definicie je to uzavretd mnozina,
preto prazdna mnozina patri medzi otvorené mnoziny.

(2) 0 je algebraicka varieta () = V (1)), preto podobne aj A™ patri medzi otvorené mnoziny.

(3) Nech Uy, Us sti otvorené mnoziny, chceme ukazat, ze potom aj U;NUs je otvorend. Ze Uy, Uy
su otvorené, znamend, ze U; = A" \ X1, kde X je algebraicka varieta, podobne Us = A™ \ X,
kde X5 je algebraickd varieta. Prienik

UlmU2:(An\Xl)ﬂ(An\Xz):An\XIUX2.

Z tvrdenia 2.14 (pripadne dokonca uz z dosledku tvrdenia 1.12) vieme, ze X3 U X5 je algebraickd
varieta, a teda U; N Us je otvorend mnozina.
(4) Nech {U;}iez st otvorené mnoziny, ¢ize pre vsetky i € Z plati U; = A" \ X, kde X; st
algebraické variety. Zjednotenie
Ui =@\ xi) =am\ ([ X).
ieT ieT ieT
Znovu z tvrdenia 2.14 vidime, Ze
mnozina.
Vo zvysku kapitoly si podrobnejSie popiSeme tato topolégiu na afinnej priamke a v afinnej
rovine nad algebraicky uzavretym polom k.

ser Xi je algebraickd varieta, a teda U;ezU; je naozaj otvorena

3.1. Zariskiho topolégia na A'(k). Algebraickd varieta v A!(k) je mnozina spolo¢nych riesent
niekolkych polynomickych rovnic: X = V(fi,..., f.), fi € k[z].

(a) Vybavme najprv $pecidlny pripad, ked vSetky polynémy st konstanty 0. Vtedy méme,
7e X =V(0) = AL

(b) Nech f1,..., f. nie st nulové polynémy. Predpokladajme, Ze tieto polynémy si nestde-
litelné, to znamend, %e nemaju spolo¢ny koreri, a preto X = (.

(¢) Nech d € k[x] je najvicsi spoloény delitel polynémov fi,..., f,, stupeii d > 0. KedZze k
je algebraicky uzavreté, g = (r — a1)(xz — az) ... (x — as) a ay, ..., as st vietky spoloéné
korene polynémov f1,..., fr, teda X = {aq,...,as} je koneénd mnozina.

Vidime, #e vietky neprazdne otvorené mnoZiny v Zariskiho topolégii na A! st doplnky ko-
neénych mnozin.

3.2. Zariskiho topolégia na A%(k). Popisat otvorené mnoziny v afinnej rovine je v porovnani
s priamkou omnoho komplikovanejsie. Musime najprv trochu $tudovat polynémy v k[z, y].

V nasledujtcej definicii, leme a jej dosledkoch bude R predstavovat okruh Z alebo k[t], kde k
je pole. Pre nas buda dolezité konstrukcie a tvrdenia pre R = k[t], ich vyznam sa vSak omnoho
lahsie predstavuje, ak R = Z — to je jediny dovod, preco nepracujeme priamo v R = k[t]. V oboch
tychto okruhoch mame definovany najvicsi spoloény nasobok ¢i uz celych ¢isel alebo polynémov
s jednou premennou.

Definicia 3.1. Polyném p = po+p12+- - -+pgz? € R[x] sa nazyva primitivny, ak jeho koeficienty
st nesudelitelné t.j. ak najvicsi spoloény delitel pg, p1, ..., pq je jednotka v R.
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Priklad 3.2. Nech R = Z. Polyném 222 + 6z + 5 je primitivny, lebo najviési spoloény delitel
nsd(2,6,5) = 1. Polyném 8x® — 12z nie je primitivny, lebo nsd(8,12) = 4.

Nech R = k[t]. Polyném ta? + (t — 1)x — t? je primitivny, lebo nsd(¢,t — 1,¢?) = 1. Polyném
(t? — )z + (1 — t*)z + (1 — t3) nie je primitivny, lebo nsd(t? —¢,1 — 2,1 —3) = ¢ — 1.

Lema 3.3 (Gauss). Ak p, q € R[z| s primitivne polyndmy, potom aj ich sicin pq je primitivny.
Dokaz. Nech

p = po+pix+---+pa”
g = @+qar+---+gqx’

st primitivne, predpokladajme, ze ich sicin

Pg = pogo + (P1go + poq1)x + - -+ + prgsz’
nie je. Teda existuje ireducibilny prvok r € R (prvodislo, ak R = Z, ireducibilny polyndm,
ak R = kl[t]) taky, Ze r deli vSetky koeficienty polynému pq. KedZze p, ¢ st primitivne, r nedeli
niektoré z koeficientov p a tiez g. Nech i je najmensie také, Ze r { p;, podobne nech j je najmensie
také, ze r f ¢;. Pozrime sa na koeficient polynému pq pri 27 — tento je rovny stctu

Z Prqi-

k-+l=i+j
Prvok r deli v tomto stcte vSetky prgq; okrem jediného séitanca p;q;, preto p nemoze delit cely
tento koeficient, ¢o je spor s nasim predpokladom. ([

Daosledok. Ak je (nenulovy) polyndm f € R[x] ireducibilng v R[z], tak je ireducibilng aj v F[x],
kde F je podielové pole R (t.j. F =Q ak R=17Z, a F = k(t) ak R = k[t]).

Doékaz. Predpokladajme najprv, Ze f je primitivny polyném. Nech p, ¢ € F[z] st nekonstantné
polyndémy také, ze f(x) = p(z)g(x). Lahko sa presvedéime, Ze bez ujmy na vSeobecnosti moézeme
predpokladat, ze najvacési spoloény delitel menovatelov vSetkych koeficientov polynému p je 1,
podobne pre polyndém ¢, a to isté plati pre najvicsie spoloéné delitele cCitatelov koeficientov.
Potom existuji u,v € R také, ze polynémy up(z) a vq(x) patria R[x] a si primitivne. Takze

mame
(up(x))(vq(z)) = (uv)f (),

a teda podla Gaussovej lemy je uv jednotkou v okruhu R. Potom ale aj u, v st jednotky, a preto
p(z) a ¢(x) su polynémy v R|x].

Na zaver, nech polyném f nie je primitivny, zapiSme potom f(z) = dg(z), kde d € R a
g € R[z] je primitivny. Nech f(z) = p(x)q(x) pre nejaké p,q € F[z]. Pre primitivny polyném g
potom méme, Ze

d

7 predchadzajicej argumentécie dostdvame, Ze (— q(z) € RJz], a teda aj polynémy p,q z
rozkladu polynému f patria R[x]. O

o) = 2D g,
x)

Daésledok. Ak st (nenulové) polyndmy f, g € R[] nesudelitelné v R[x], potom si nesidelitelné
aj v F[z], kde F je podielové pole R.

Dékaz. Nech st polynémy f a g stdelitelné nad F, ¢ize f(z) = d(x)p(z) a g(z) = d(z)q(z), kde
d,p,q € F[z] a d je nekonstantny, a polynémy d a p resp. d a g st ako polynémy v rozklade f v
predchadzajicom dokaze. Ak p aj ¢ si konstantné polynémy, tak f je konstantnym nasobkom
polynému g a polynémy f, g st stdelitelné nad R. Ak p resp. ¢ je nekonstantny, tak nech st d a
p resp. d a g ako polynémy v rozklade f v predchadzajucom dokaze. Potom podobne usiudime,
7e polynémy d, p resp. d, q patria R[z], a teda f a g si sudelitelné nad R. ([l

Tvrdenie 3.4. Ak si (nenulové) polynomy f,g € k[z,y] nesidelitelné, potom md sistava
f(z,y) = g(x,y) =0 len koneéne vela riesent.
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Dékaz. Polynémy f,g € k[z,y] = (k[x])[y] mozme chipat aj ako prvky (k(z))[y]. Kedze f,g st
nesudelitelné v (k[z])[y], podla dosledku Gaussovej lemy st nestdelitelné aj v (k(z))[y]. VSim-
nime si, Ze (k(z))[y] je okruh polynémov s jednou premennou nad polom, a preto z Euklidovho
algoritmu vieme najst v', v’ € (k(x))[y] také, ze

(3) 1=u'f+7g.

Nech d € k[z] je spolo¢ny menovatel koeficientov u’ a v’. Vyndsobenim rovnosti (3) polynémom
d dostédvame novi rovnost

(4) d=uf+vg,

kde d € k[r] a u,v, f,g € k[x,y]. Zoberme teraz bod (a1, as) € A%, ktory je spoloénym riesenim
sustavy z tvrdenia, teda plati f(a1,a2) = g(a1,a2) = 0. Z rovnosti (4) potom dostévame, Ze
d(a;) = 0. AvSak d je polyném z k[r] a preto mé len koneéne vela rieSeni. Mame teda len
konecne vela moznosti pre hodnotu prvej stradnice bodu (a1, az). Uplne analogicky (postupom
cez (k(y))[x]) sa tiez ukédze, ze ak (a1, az) je spolo¢né rieSenie ststavy f = g = 0, potom ay moze
nadobudat len niektord z konecne vela hodnot. Moze teda existovat len konecne vela spolo¢nych
rieSeni tejto ststavy. (I

Teraz si uZz modzme popisaf Zariskiho topolégiu na AZ(k). Algebraicka varieta v A2(k) je
mnozina definované niekolkymi polynémami: X =V (f1,..., f), fi € k[z,y].

(a) Ak vietky f; st konstantny 0, potom X = V(0) = A%

(b) Nech f1,..., f. nie st nulové polynémy. Predpokladajme, Ze tieto polynémy s nest-
delitelné. Potom podla Tvrdenia 3.4 existuje len konecne vela bodov (ai,as) takych,
ze fi(a1,a2) = -+ = fr(a1,a2) = 0, ¢ize varieta X pozostédva z koneéného (mozno aj
nulového) poctu bodov.

(¢) Nech d € k[z] je najvicsi spoloény delitel polynémov fi1,..., f., stupeit d > 0. Potom
méame polynémy f1,..., f také, ze fr = df{,..., fr = df], priom nsd(f1,...,f.) = 1.
Skumajme ideal generovany polynémami fi,..., f:

(fla---af?”) = (df{aadfr/) = (d)(fivaf;)

(preverte si poslednii rovnost!). Preto X = X;UX3,kde X1 =V (d) a Xo = V(f1,..., f]).
Varieta X je rovinnd krivka a varieta X5 pozostava z kone¢ného poctu bodov (vid pripad

(b))-

Pozndmka 3.5. Tak ako vidno v pripade A! a A2, aj vo vSeobecnosti plati, Ze neprazdne otvorené
mnoziny v Zariskiho topoldgii st velmi velké. Dokonca plati, Ze kazdé dve neprazdne otvorené
mnoziny maju neprazdny prienik. Z toho vyplyva, ze Zariskiho topoldgia nie je Hausdorffovska.
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4. PROBLEMY, PRIKLADY

4.1. Algebraizacia a porovnavanie algebraickych variet. Geometriu sme si zacali algeb-
raizovat. Algebraickéd varieta X C A™(k) bola povodne mnozina vSetkych rieSeni ststavy poly-
nomickych rovnic:

a= (alaaQa' o aan) €eX= V(fla' "afT) pré“ve Vtedy ked fl(a) = 05f2(a’) = 07" '7.f’l“(a) = 05

kde f; st polynémy z k[x1,...,x,]. V stvislosti s algebraickou varietou X sa nebudeme obme-
dzovat iba na mnozinu polynémov, ktorymi sme ju definovali, ale budeme uvazovaft cely ideal I
v okruhu polyndémov, generovany polynémami, ktorymi je tato algebraicka varieta definovana:
I=(f1,fe, -, fx) C klx1,...,2,]. Toto ndm umozni lepsie manipulovat s algebraickymi va-
rietami bez toho, aby sme explicitne museli napisat mnozinu bodov, ktoré patria X. Majme
napriklad dve algebraické variety

Xl:V(Il)a Il:(fh"'hﬁ“)
XQ:V(IQ)a 12:(915"'795)7
Vieme uz, ze
ak I C I>, potom X; D Xa,
ak Il = 12, pOtOHl X1 = XQ.
Z Lemmy 2.1 (presnejsie z jej dokazu) tiez vieme, Ze ak chceme overit, & I; C I, treba pre
kazdy generator f; idedlu Iy zistit, & f; € Is.
Priklad 4.1. Priklade 1.6 sme si uviedli krivku v trojrozmernom afinnom priestore A®(k). Je
to algebraicka varieta
V(I), kde I=(y—a?2z—2% Cklz,y,z2]

Uvazujme dalsiu algebraicki varietu v A3(k), popisanti polynémami y — 22

V(J), kde J=(y-—a*z—ay)Cklxy,z]

Vieme overit, ¢i V(I) =V (J)?

Ak I = J, tak ide o t1 istt algebraickt varietu. (V opa¢nom pripade by sme nevedeli usadit
nié¢, lebo dva rozne idedly mozu stale definovat t1 istt algebraicka varietu!) Skiisme teda overit,
Giy—a?,z—a3e€Jay—a% z—ay € I. Zrejme stadi zistit, ¢i 2 — 23 € J a z — ay € I. Plati

z—2®=(z—ay)+aly—2®)CJ, &zelCJ,

, 2 — xy, teda varietu

z—ay=(2—2°)—a(y—2®) CI, ¢&izelJCI.

Zatial ide o metédu pokus-omyl. Pre systematickejsi pristup potrebujeme este doriesit dve
otazky:
vypoétova: Ako pre dané dva idealy Iy, I overit, ¢ Iy C 27 Z Hilbertovej vety o baze
vieme, Ze existuje konecna mnozina polynémov, ktora generuje I;. Staci teda pre konecne
vela polynémov f; overit, ¢ f; € Iy Ostava uz len

Problém 1. najst metédu (algoritmus), ktord pre dany ideal I = (f1,..., fr) v okruhu
klz1,...,2,] a dany polyném g € k[xq,...,x,] zisti, ¢i g € I.

teoreticka: KoreSpondencia medzi idealmi a algebraickymi varietami eSte nie je celkom
uspokojiva. Kazdému idedlu v k[x1, ..., x,]| vieme priradit algebraicka varietu (vid Hil-
bertova veta o baze) a tiez kaZzdej algebraickej variete vieme prisadif nejaky ideal, na-
priklad ideal generovany polynémami, ktorymi sme algebraick varietu definovali. Toto
priradenie vSak nie je jedno-jednoznaéné: dva rozne idedly mozu definovat ti ista algeb-
raickt varietu. Tato nejednoznacnost sa tiez pokusime odstranit:

Problém 2. nijst jedno-jednoznacéni koreSpondenciu medzi idedlmi v klzq,...,2,] a
afinnymi algebraickymi varietami v A" (k).
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Teoretickym problémom sa budeme zaoberat neskor. Vypoctovy si najprv ilustrujeme na
niekolkych prikladoch, potom sa nim za¢neme zaoberat podrobnejsie.

Priklad 4.2. V okruhu k[t] (k je pole) majme ideal I = (¢3 + 1). Patri polyném g = t5 + 3 +1
tomuto idealu?

Vieme, 7e g € I prave vtedy, ked existuje h € k[t] také, ze g = (t3 + 1)h, teda ked g je
nasobkom generatora idedlu I. Treba len zistit, ¢i sa d4 polyném ¢ vydelit tymto generatorom
bezo zvysku. Mame, ze

tO+t3 41 341 = t2+1  sozvyskom — t%
¢ize t° + 13+ 1= (2 + 1)(#3 + 1) — 2. Polyném g nie je ndsobkom generatora, a preto g ¢ I.

Priklad 4.3. V okruhu k[t] majme ide4l I = (3 — 1,¢5 — 1). Patri polyném g = t3 + ¢ — 2
tomuto idealu?
Vieme, ze k[t] je okruh hlavnych idedlov, preto aj ideal I sa d& generovat jedinym prvkom

— bude to najvicsi spoloény delitel povodnych dvoch generatorov. Ten vypodcitame pomocou
euklidovho algoritmu:

(1) 5 =1 : 3 -1 = 2, zvysok t2 — 1,

(2) 2 —1: 2 -1 = t, zvySok t — 1,

(3) t2—1:t—1 = t+1, zvysok 0.
Najvi¢sim spoloénym delitelom ¢3 — 1 a t® — 1 je preto t — 1 a idedl I je generovany jedinym
polynémom: I = (¢t —1). Aby sme zistili, ¢i g € I, sta¢i uz len zistit, ¢i g je ndsobkom ¢ — 1. Plati

B4+t2 -2 :t—1 = t2+2t+2 zvysok 0,
takze t3 +t2 —2 € I.

Ponaucenie. Hoci v tedrii nezalezi na tom, ktortt mnozinu generatorov idedlu mame, pri poci-
tani s konkrétnymi idedlmi naopak zistujeme, Ze niektord mnozina generatorov je ,lepSia” nez
ina.

Ponaucdenie. V okruhu k[t] je rieSenim Problému 1 Euklidov algoritmus.

Priklad 4.4. V okruhu k[x,y] uvazujme idedl I = (z + y,z — y). Ako by sme mohli ¢o naj-
jednoduchsie charakterizovat polynémy tohto idedlu? Inymi slovami: ako pre dany polyném ¢o
najrychlejsie rozhodnut, ¢i patri do I7 Ak patri, ako ho ¢o najrychlejsie napisat ako kombinéciu
generatorov? Na tieto otdzky sa omnoho jednoduchsie odpovedd, ked si uvedomime, ze I = (z,y):
zrejme ¢ +y,x —y € (z,y), a tiez x,y € (x +y,z — y) lebo

r=g@ )t l—y) & y=gty) - 5@ -y)

Takze I je idedl vsetkych polyndémov v k[x, y] bez absolitneho ¢lena. Ak by sme I reprezentovali
touto druhou mnozinou generatorov, tak vieme velmi rychlo a jednoducho pre kazdy polyném
g € I najst hy, ho také, ze g = xhy + yho.

Priklad 4.5. Tie isté otdzky ako v predchadzajicom priklade, pre idedl
(5) I=(z+ay,y+ay,a®y?) C klz,y].

Ukazeme, Ze znovu plati I = (x,%). Na jednu stranu je zrejmé, ze = +zy, y+zy, 22, y? € (z,y),
a teda (v + xy,y + zy,22,94%) C (v,y). Pre opa¢ni inkltziu potrebujeme z a y vyjadrit ako
kombinéacie generatorov (5):

v = (z+ay) —a(y +ay) +ya?,

y = (y+zy) -yl +ay) + 2y’
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4.2. Hladanie algebraickych variet. Najzakladnejsim a najprirodzenej$im problémom v si-
vislosti so suistavou rovnic je hladanie rieSenia. V nasom pripade méme stistavu polynomickych
rovnic

f1($17$27'~'7xn) = 07

fk(xla:er'-'axn) = 0.

Co to vsak znamend, vyriesif takyto systém rovnic? V pripade, Ze rieSeni je len koneéne vela,
pochopitelnou poziadavkou je chcietf ich vSetky vymenovat a tym povazovat sistavu rovnic za
vyrieSeni. Mozme si teda naformulovat dalSie problémy, ktorymi sa budeme zaoberat:

Problém 3. Pre danu sustavu rovnic rozhodnit, ¢i ma rieSenie, t.j. ¢i algebraicka varieta, ktoréd
je tymito polynémami definovand, nie je prazdnou mnozinou.

Problém 4. Zistit, ¢i X = V(f1,..., fr) je nularozmernd algebraickd varieta v A", a ak 4no,
vymenovat vSetky jej body.

Priklad 4.6. Nech X = V(y — 2%,z —ay,z + y + 2z — 1) C A3(C). Je X kone¢né mnozina? Ak
ano, ako nadjdeme vsetky jej body?
Vsimnime si najprv, ze prvé dve rovnice definuji nasu zndmu vinuta kubiku (vid Priklad 4.1)
a tiez Ze polyném z — xy moézme nahradit polynémom z — z:
(y—az—ayc+yt+z—1)=@w—-a*z-—adc+y+z-1)
(trochu sme modifikovali mnozinu generatorov). To znamend, ze hladdme prienik vinutej kubiky
s rovinou, ktord je definovand rovnicou x +y + z — 1 = 0. O chvilu tiez ukdZeme, Ze

2

(6) (y—atz—a® o ty+z—1)=@y—2%z—2% 2> +2* + 2 - 1).

Odtial uz potom Tahko vidime, Ze X je kone¢na: bod (a1, as,a3) € X musi spliiat tretiu rovnicu,
teda musi platit
a3 +a?+a; —1=0.

Méme tak len tri moznosti pre hondnotu a;. Pre kazdé také a; potom z prvych dvoch rovnic
jednoznacne dopocitame as a as.
Pre dokaz rovnosti (6) potrebujeme ukézat, ze

r+y+z—1cy—atz—a 23 +2°+2-1) a
B ra?tr-1ecy-—atz-2rty+z-1).
To je ale pravda, lebo
tHy+z—1 =@+ +2-1)+ (z —2%) + (y — 2?),
P ra?tr-1=-(c-2)-(y-aH+(z+y+z-1).

Vidime, Ze klti¢om k rieSeniu bola znovu vhodna modifikdcia mnoziny generéatorov idealu, ktorym
sme definovali varietu X.

Ak ma vSak algebraickd varieta definovand danou ststavou polynomickych rovnic vyssiu di-
menziu, Uloha vyriesit tato sistavu sa stéava velmi problematickou.

Priklad 4.7. Z linearnej geometrie: najst rieSenie ststavy linedrnych rovnic

a1171 + a2x2 + -+ a1Ty —ayp = 0

a2171 + agexa + -+ agTy —azg = 0

;171 + ar2T2 + - + ATy, —arg = 0
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znamend previest vyjadrenie linedrnej variety X C A™(k) zo vSeobecngch rovnic na parametrické,
Cize néjst’ bod b = (bl, ba,. .., bn) a vektory u; = (ull, U2, - - - ,Uln), oo, 0g = (udl, Ug2,y - - - ,udn),
7e kazdy bod linedrnej variety sa da napisat ako

b+u1t1 —|—112t2—|— ~-~—|—udtd
pre nejaké t1,to,...tq € k.

Uloha 13. Vyrieste ststavu pre nezname x1, X2, T3, T4:

0
0.

I1+$2—2$3+3I4—19
2I1—I2+3I3—$4—8

Parametrické vyjadrenie linedrnej variety povazujeme za rieSenie stuistavy linedrnych rovnic,
lebo je to néastroj na systematické generovanie bodov na linedrnej variete: ak b + uit; + uate +
-+« + ugty je parametrické vyjadrenie nejakej linedrnej variety nad k (t.j. b je bod patriaci
variete a u; st vektory tvoriace bazu vektorovej zlozky linedrnej variety), tak pre kazda d-ticu
(c1,...,ca) € k% je

(7) b+ ciu; + -+ cqug

bod na tejto linedrnej variete. A naopak: kazdy bod linedrnej variety sa d4 napisat v tvare (7)
pre nejaké (cy,...,cq) € k% Hladanie parametrického vyjadrenia je teda hladanie ,vhodného”
zobrazenia z A?(k) na varietu.

Priklad 4.8. V pripade vinutej kubiky (priklad 1.6) ide o algebraickt varietu X dand poly-
némami y — x2,y — x3. Za rieSenie ststavy rovnic y — 22 = 0,y — 23 = 0 mo6zme povazovat
zobrazenie

Al = X C A3, te (1,13 10),
lebo toto zobrazenie je nastrojom na generovanie bodov na krivke.

TakZe poziadavka hladania rieSenia algebraickej variety pozostavajicej z nekoneéného poctu
bodov sa neformalne d& formulovat ako

Problém 5 (parametrizacia). Najst ,dobré” zobrazenie A — X C A", ktoré je popisané
polynomickymi pripadne racionalnymi funkciami, t.j.

(tlu"'7td) — (SDl(tl,...7td),...,@n(tl,...,td)),
kde ©1y...,Pn € k(tl,...,td).

Problém parametrizicie je vSak velmi fazky a preto sa nim tento semester este nebudeme
zaoberat. Lahsia je opa¢nd tloha:

Problém 6 (implicitizacia). Pre dané zobrazenie
i AT A, (s, ta) (21t ta)pnlt e, ) 1€ Kt ta)
najst rovnice popisujice obraz.

V pripade linearnych variet ide o hladanie vSeobecnych rovnic linedrnej variety zadanej para-
metricky, lebo parametrické vyjadrenie

1 = a1 + a1ty + aiate + -+ - + arqta

To = ago + a1ty + agla + - + azqty

Ty = Qno + ap1ti + apata + - - - + anatq
vlastne popisuje zobrazenie A — A": z1,...,x, si linedrne funkcie premennych t1,...,t4.
Uloha 14. Pre zobrazenie
@1 A*(R) = AY(R), (t1,to,t3) — (3t +ta,ta +4ts, ty +ta +ta, 1 — ta — t3)

popiste obraz ¢(A3(R)) ako algebraickt varietu, t.j. najdite rovnicu (rovnice) popisujticu obraz.



16

4.3. Stewartova platforma (priklad z robotiky). Ide o ploSinu (mnohouholnik alebo iny
rovinny Gtvar) v redlnom trojrozmernom priestore, ktord je niekolkymi ,nohami” pripevnena k
podlozke. Poloha platformy sa uréuje iba pomocou dizok néh, teda pre kazdi nohu mozme pevne
uréit len jej dizku, ale uz nie natocenie v priestore. Noh musi byt tolko, kolko je stupiiov volnosti
Stewartovej platformy, teda 6. Cely tento systém sa da popisat polynomickymi rovnicami, takze
dostavame nejaku algebraicka varietu.

V suvislosti s takouto platformou sa v robotike formulujt dva problémy:

(1) problém (priamej) kinematiky: dané st dlzky néh, treba najst polohu platformy, pripadne
zistit, nakolko jednoznacne je tato poloha urcena,
(2) problém inverznej kinematiky: dana je poloha platformy, treba najst dizky noh.

Problém inverznej kinematiky je trividlny, sta¢i zratat vzdialenosti bodov. Pre ilustraciu pr-
vého problému zidme pre jednoduchost o dimenziu nizsie: platforma bude jednorozmerny utvar
(isecka) v realnej rovine A%(R), pevnti podlozku umiestnime na z-os. Skiisme zistit, & platforma
je uspokojivo ovlddana dvoma nohami.

Obe nohy nech st na platforme uchytené v koncovych bodoch tsecky, ktorych stradnice st
(21,91) a (z2,y2) — tieto body sa pohybuji v rovine. Na podlozke nech st nohy uchytené v bodoch
(0,0), (1,0) — tieto body st pevné. Polohu platformy budeme riadif dizkami néh dy,ds € R.

(z1,91)
D
g (w2, y2)
1 ds
(0,0) (1,0)

Stav platformy je jej poloha v rovine, ¢iZe je urceny polohou jej koncovych bodov. Mozme
ho teda reprezentovat ako bod v 4-rozmernom priestore A*(R), v algebraickej re¢i pracujeme s
okruhom polynémov R[x1,y1, z2,y2]. Nie kazdy bod v A* vSak reprezentuje nejaky stav plat-
formy: platforma je pevnd, teda dlzka tisecky ostdva nemenna, ozna¢me si ju D (D € R). Bod
(a1, b1, az, by) reprezentuje stav platformy prave vtedy, ked \/(al —ag)? + (by — b2)? = D. Takze
mnozina vietkych stavov tvori v A*(R) algebraick varietu

(8) X =V((x1 —22)* + (y1 —y2)* — D?).

Otéazka teraz znie: ak zvolime dlzky néh dy,ds, bude poloha takejto platformy jednoznacéne
urcena?
VoIba dizok je reprezentovana rovnicami

zi+yi—di =0
(x2—1)2+y§—d§ =0.

Ide teda o to, kolko maju tieto rovnice spolu s rovnicou popisujicou mnozinu stavov (8) rieSeni.

Intuicia 1 (pochédzajica z linedrnej geometrie, v algebraickej geometrii éasto zavadzajical):
X je trojrozmerné algebraicks varieta v A%, lebo je popisand jednou rovnicou. Jedna dodatoéné
rovnica zmens$i dimenziu o 1, dalSia zase o 1, takZe algebraické varieta popisand uvedenymi troma
rovnicami je jednorozmernd — malo by ist o krivku v A*. Takato platforma preto nie je stabilna:
usecka uchytena len v koncovych bodoch spadne.

Intuicia 2: Rétajme stupne volnosti: jeden koncovy bod jednozna¢ne uré¢ime dvoma skaldrmi
(kartézske stradnice alebo polarne stradnice). Pre urcenie druhého koncového bodu potrebujeme
eSte jednu suradnicu. Teda tato platforma maé tri stupne volnosti. My sme vSak dodali len dve
nohy, ¢ize platforme zaddvame len dve siradnice. Takato platforma preto spadne.
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Doékladny exaktny postup: Postupovalo by sa prostriedkami komutativnej algebry. Napriklad,
nasli by sme ,,dobrt” mnozinu generatorov idedlu

(z1 —22)* + (11 —y2)? — D%, 27 +yi — dif, (22 — 1)* + y3 — d3) C Rlz1,y1, 72, 2]

(nieco analogické ako sme robili v priklade 4.6), z ktorej by sme uz lahko vy¢itali, ze algebraicka
varieta definovand tymto idedlom ma vyssiu dimenziu nez 0.

Kazdopadne zistime, Ze tejto jednoduchej platforme treba este dodatf jednu nohu, napriklad
nech je na platforme uchytend v prvom bode a na podlozke v bode (—1,0).

(z1,91)
D
ds A (72, 92)
da
(—1,0) (0,0) (1,0)

Dostévame tak dalSiu rovnicu
(w2 +1)% +y5 —di =0,
ktora spolu s troma predchadzajicimi uz uréi nularozmerni algebraickt varietu.
* Uloha 15. Popiste rovnicami Stewardovu platformu (mozte sa obmedzit na $pecialny pripad
z prednasky):
(i) treba najst systém rovnic popisujici mnozinu vSetkych stavov platformy ako algebraicka

varietu v nejakom afinnom priestore,
(ii) treba napisat dodatoéné rovnice popisujiice polohu platformy, ked uréime dizky ndh.
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