GEOMETRIA 3

Cvicenie ¢. 5.

RIESENIE

Priklad 1.: Priamky a = A'C', b = BC’ st mimobezky. Plati, Ze uhol mimobeziek a, b

je zhodny s uhlom priamok o', V': d||a, b'[|b, a’ x V.

1. Z vlastnosti pravidelného 6-uholnika, a teda aj pravidelného 6-bokého hranola
vieme, 7e roviny BCC" a AD D' st rovnobezné. Teda hladané priamka b’ rovnobezna,
s priamkou b a roznobeznd s priamkou a bude lezat v rovine ADD'. K zostrojeniu
tejto priamky ndm pomoéze rovnobeznik B1AA'B] v rovine ADD’ zhodny s rov-
nobeznikom BCC'B’. Je zrejmé, ze priamka a’ z rozboru je totozna s priamkou a.

A teda plati rovnost: <ta,b = <a, V' = <CA’'B;. Oznaéme tento uhol w.
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2. Hladany uhol w je zhodny s uhlom pri vrchole A’ v trojuholniku B;CA’.

3.
c'
b1 6
X C

3. Ak chceme konstrukéne uhol w zostrojit, musime zostrojit trojuholnik B;C A’ podla
vety sss, so stranami o’ = |B,C|, b; = |CA'|, ¢ = |A'B|. Dizku strany ¢ uréfme ako
dlzku uhlopriecky v obdlzniku By AA’ B s dizkou strén 4cm a 6cm. Strana by lezd

2



GEOMETRIA 3

v rovine ACC'A’ a je to uhlopriecka obdiznika ACC’A’ s dizkou stran |z| = |AC]
a 6cm. Dizku |z| = |AC| uréime v podstave (obr. 1). Rovnako v tejto podstave

uréime dizku strany o’ = |B,C).

Priklad 2.: Kolmost mimobeznych priamok overujeme tak, Ze zostrojime rovinu inci-
dentnu s jednou priamkou a zaroven kolmu na druht z dvojice priamok.

Napr. a:a C aAb L «a. Lebo ak b L «a tak b je kolméa na kazdu priamku roviny «, a
teda aj na priamku a.

Stenové uhlopriecky kocky, ktoré nie st roznobezné s telesovou uhloprieckou A'C si: AB’,
DC', BC', AD', BD, B'D'. Ale plati:

1. BD|B'D' = <A'C,BD =~ qA'C,B'D’,
2. BC'||AD' = <A'C,BC" = <A'C, AD',
3. AB'|DC" = <A'C, AB' =~ <A'C, DC".

1. V tomto pripade zostrojim rovinu a« = AA'CC’, v ktorej lezi priamka a = A'C' a

priamka b = B’'D’ je na nu kolm4 - odovodnenie podla kritéria kolmosti priamky a

roviny:
b L A'C (lebo stvorec), b L AA": AC', AA C AACC" N A/C"N AA = {A’}

fr
b L BB'(preco?) N AA'||BB’

a teda aj BD 1L A'C.

2. Uvazujme rovinu o« = A'B’C'D, v ktorej lezi priamka a = A’C' a priamka ¢ = BC'

je na nu kolmd - odévodnenie podla kritéria kolmosti priamky a roviny:
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¢ L CB' (lebo stvorec), c L AB': CB', AB' Cc AB'CD N CB'NA'B'={B'}

fr
¢ L AB (preco?) A ABJ||A'B’

ateda aj AD" 1L A'C.

3. Zostrojme rovinu § = AB'D’ v ktorej lezi priamka d = AB’ a priamka a = A'C je

na 1iu kolm4 - odévodnenie podla kritéria kolmosti priamky a roviny:
al B'D' al AD': B'D', AD'C 6 N BD'NAD' = {D'}.

i) 1
lebo bod 1. lebo bod 2.

A teda aj DC" L A'C.
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Priklad 3.: Kolmost mimobezick overime analogicky ako v predchddzajticom priklade
a vyuzijeme pri tom vlastnosti pravidelného stvorhranu - steny si rovnostranné troju-

holniky.

1. Zostrojime rovinu ACP, kde (BDP) = —1. V tejto rovine lezi priamka b a priamka
a je na nu kolma — AP a C'P st vysky v trojuholnitku ABD a CBD, v danom

poradi, a st to roznobezky v rovine AC'P.

ACP: (BDP) =-1

bC ACP AN al ACP
CP lLa
AP 1L a
CPNAP ={P}

2. Zostrojime rovinu C D@, kde (ABQ) = —1. V tejto rovine lezi priamka ¢ a priamka
d je na nu kolma - D@ a CQ su vysky v trojuholniku ABD a ABC, v danom

poradi, a st to roznobezky v rovine C'DQ).

CDQ: (ABQ) = —1
ccCDQ AdLCDQ

cQ 1d

DQ Ld

QN DQ = {Q)
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3. Vzdialenost bodu C' od roviny ABD meriame ako vzdialenost bodu C' od péty
kolmice idicej bodom C' na tito rovinu. Je zrejmé, ze r je kolmica na rovinu ABD

prechadzajica bodom C'. Odévodnenie:

CDQ 1L ABD N ACP L ABD = CDQNACP = CO, teda CO 1. ABD
* A

kritérium kolmosti dvoch rovin:

*:dC ABD: d 1 CDQ (lebo 2.) = ABD 1 CDQ

A:aCABD: al APC (lebo 1.) = ABD 1 ACP

Potom plati, ze |C, ABD| = |CO|.
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Priklad 4.: Potrebujeme zistit uhol priamky a s jej kolmym priemetom do jednotlivych

rovin.

1. Kolmy priemet priamky a do roviny BCC" je priamka a; = BSp, kde bod S; — je
zrejme stred strany B’C” hornej podstavy.

Plati: BCC'||ADD’, teda <ta, BCC' = <a, ADD'.

2. Kolmy priemet priamky a do roviny ABB’ je priamka a; = BS,, kde bod Sy — je

zrejme stred strany A’B’ hornej podstavy.
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Plati: ABB'|DCC", teda <a, ABB' = <a, DCC".

3. Kolmy priemet priamky a do roviny ABC' je priamka a3 = BS, kde bod S — je

zrejme stred dojnej podstavy.
Plati: ABC||A’B'C’, teda <a, ABC' = <a, A'B'C".
Priklad 5.a):

1. Zostrojime priamku a kolmui na rovinu « a primku b kolmi na rovinu f, tak aby
priamky a a b boli roznobezné. Teda nech priamka a lezi v stene ABB’, prechddza
bodom B’ a je kolmé na priamku A’B C «. Ked'Ze priamka a lez v stene ABB’,
tak je aj kolmé na priamku A’D" C «, ktord je s BA’ roznobeznd. Teda naozaj

plati, ze a L «. Symbolicky:

a:a CABB' B eaNal ABCua

a CABB' NABB' 1L AD' = a 1 A'D’

= al BA al AD' N BA x A'D" = a L « (kritérium)

A nech priamka b lezi v stene BC'C’, prechadza bodom B’ a je kolméa na priamku
BC'" C 8. Ked'ze priamka b lezi v stene BC'C', tak je aj kolmé na priamku C'D’ C 3,
ktora je s BC' roznobeznd. Teda naozaj plati, ze b L . Symbolicky:

b:bC BCC',B'ebNblBC'Cp

bC BCC' ABCC' LC'D' = b1 C'D

= b1 BC' bLC'D NBC' xC'D = bl g (kritérium)

2. Priamky a a b si roznobezné a teda lezia v jednej rovine, ozna¢me ju v = ab.
Priamka a pretina dolnti podstavu v bode E € AB a priamka b pretina dolnt
podstavu v bode F' € BC'. Plati: <aff = <ab = w.
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A B B C'
b 6 6 €
A 5 4
% B B c ¥ F
E

bl

3. Hladany <tab je uhol pri vrchole B’ v trojuholniku EFB’ € ~, ktory zostrojime
podla vety sss. Dizku strany f = |EB’| zistime v rovine ABB’. Dizku strany
e = |B'F| zistime v rovine BCC’ a v rovine dolnej podstavy vieme zistif dlzku
strany b’ = |EF| trojuholnika EF B’
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Priklad 5.b):

1. Zostrojime priamku a roviny a kolmu na priesecnicu r rovin « a (. Nech je to

priamka a = A’ X, pricom X € r.

2. Zostrojime priamku b roviny [ kolmu na priesecnicu r rovin o a . Nech je to

priamka b = C'Y’, pricom Y € r.

3. Podla definicie plati, ze <ta8 = <tab. Ked'Ze priamky a a b st mimobezné, musime
zostrojit priamku rovnobeznt s jednou a roéznobeznt s druhou z dvojice priamok.
Zostrojme teda priamku &' rovnobeznu s priamkou b prechadzajiucu bodom X a
ozna¢me ' N C'D" = {R}.
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4. Potom uhol priamok a a b je zhodny s uhlom pri vrchole X v trojuholniku A’RX,

ktorého skutoénti velkost chceme zostrojit.

5. V kroku 1. a 2. zostrojime uhlopriecky s; a s, prednej steny ABB’ A’ a boc¢nej steny
BCC'B’.
Rezom kvadra rovinou « je rovnobeznik BC'D'A’, so stranami 4cm a |sq]. V tejto

rovine lezi priamka a kolmé na priamku BD’. Pita kolmice a je bod X. Strana r
trojuholnika A’RX je zhodné s dizkou tsecky |A’X]|.

V §tvrtom kroku zostrojime obdlznik ABC'D’, ktory je rezom kvédra rovinou S.
Zostrojime priamku b = C'Y kolmu na priamku BD' = « N [ prechadzajicu
bodom C’. Zostrojime bod X € BD' vo vzdialenosti od bodu B, ktorti odmeriame

v kroku 3. Bodom X zostrojime priamku b’ rovnobezni s priamkou b a ozna¢me
¥ N C'D' = {R}. Strana a' trojubolnika A’RX je zhodna s dizkou tsecky |RX|.
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V piatom kroku odmeriame vzdialenost | RA’|, ktord lezi v hornej podstave A’BC’'D'.

Nésledne vieme zostrojit trojuholnik A’RX podla vety sss. Uhol w je zrejme > 90°.

Viagcsinou za uhol dvoch priamok, priamky a roviny alebo dvojice rovin berieme uhol
< 90°. Teda <aff = 180° —w = 7.

£ 1. 5 5 2 ¢

A 3. D,
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Priklad 6.: Podla kritéria kolmosti dvoch rovin plati: « L 8 < Ja C a: a L 3.
dJKAC KAD : KA | BCM
KA 1L BM (%)
KA1 AD N AD|| XY = KA 1L XY
BLN XY ={X}
(%) : trojuholniky ABM a A’AK st zhodné podla vety (sus), si pravouhlé. Pre sucet
vnutornych uhlov plati: o + 5 4 90° = 180°, teda 8 = 90° — a.
= <A AK 2 <ABM = <ABX. Je zrejmé, 7e <BAX = 90° — a.
V trojuholniku ABX pre stcet vnitornych uhlov plati: a + 90° — a + w = 180°.
A teda w = 90°.

4.4! EJ.J."'I 2 I“: Bf
L \ 6
90%-a™
M
002 g X
a/2 -
Y/ \90°-a
.'{—-i l'-l Y
A B
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Priklad 7.a.: Postupujeme podla konstrukéného algoritmu z prednasky.

1. KedZe os je kolmd na kazdi z mimobeziek, musi lezat v rovine kolmej na kazdu z
tychto priamok. Teda potrebujeme zostrojit rovinu, kolmi na priamku a. V druhom
priklade sme ukézali, Ze je to rovina o = AC'B’ (dokazovali sme to sice pre priamku

A’'C' a rovinu AB'D’, ale mohli by sme postupovat analogicky).

2. Potrebujeme zostrojit rovinu, kolmu na priamku b. Je zrejmé, Ze je to rovina

8 = ABC.

3. Priese¢nica k = AC rovin a a B by uz mohla byt hladanou osou, ak by bola s
obomi mimobezkami roznobezna. Avsak, priamka & nie je s priamkou a réznobezna.
Teda musime zostrojit os o ako priecku mimobeZiek rovnobezni s priamkou k.

Postupujeme podla uz zndmeho algoritmu.
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Zostrojime rovinu o' rovnobeznu s priamkou £ a incidentnui s priamkou a. Preto
najprv zostrojime priamku &’ rovnobeznu s priamkou k a réznobezni s priamkou

a. Nech je to priamka EF (konstrukcia zrejma z obrazka).
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5. Zostrojime rovinu ' rovnobeznt s priamkou k a incidentni s priamkou b. Kedze

tieto dve priamky su roznobezné, teda lezia v jednej rovine ' = ACC'A".
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Priklad 7.b.:

1. Potrebujeme zostrojit rovinu, kolmi na priamku a. Je zrejmé, Ze je to rovina o =
ABB'.

2. Potrebujeme zostrojit rovinu, kolmu na priamku b. Je zrejmé, Ze je to rovina [ =
BCD'.
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3. Priesecnica o = A’B rovin « a 8 je uz osou mimobeziek a a b pretoze je na obe

priamky kolméa a s obomi mimobezna.

18



