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Polohové ulohy

m prevazne konstrukéné ulohy riesitelné pomocou axiom I, U, R
(napr. rez telesa, prienik priamky s rovinou alebo s telesom, zostrojenie priecky)
m Struktdra riesenia je podobna ako u planimetrickej dlohy
m Rozbor
m Konstrukcia
m Dokaz
m Diskusia
m analdgiou ,Konstrukcie“ v planimetrii by bolo vyhotovenie priestorového modelu, ¢o je
nerealizovatelné

m konstrukcia v stereometrii — vytvorenie algoritmu , ktorym by bol hladany objekt vytvoreny
pouzitim elementarnych konstrukcii

m rieSenie budeme ilustrovat na jednoduchych telesach (presnejsie ich priemetoch) v
tzv. volnom rovnobeZznom premietani
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Elementarne konstrukcie

m Zostrojit rovinu incidentnud s danymi tromi nekolinedrnymi bodmi.
m Zostrojit prieseénicu dvoch réznobeznych rovin.
m Zvolit lubovolny(u)
m bod, ktory (ne)leZi na danej priamke.
bod, ktory (ne)leZi v danej rovine.
priamku, ktora (ne)prechadza danym bodom.
priamku, ktora (ne)leZi v danej rovine.

rovinu, ktora (nie) je incidentna s danym bodom.
m rovinu, ktora (nie) je incidentnd s danou priamkou.

u
u
u
u
m Zostrojit priamku prechadzajicu danym bodom a rovnobeznu s danou priamkou.
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Volné rovnobeZzné premietanie

m zobrazuje telesa z priestoru do roviny nazorne a relativne jednoducho

m obrazom geometrického Utvaru U bude geometricky Utvar, ktory pozostdva z rovnobeznych
priemetov vsetkych vyznacnych bodov, ktorymi je dtvar U uréeny

m za vyznacné body povazujeme vrcholy, hrany, obrysové priamky
(body dréteného modelu)

m zadkladnd invariantnd vlastnost — rovnobeZnost

m zakladny invariant — deliaci pomer
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Deliaci pomer usporiadanej trojice

m Majme tri navzajom rbzne kolinedrne body A, B, C, pricom C € AB.

m Deliaci pomer usporiadanej trojice bodov A, B, C je Cislo

c-A
A= (ABC)= ——, XcR-{0,1}.
(ABO) = G5 AcR-{0,1)
A ¢ B A B
(@A=-3=-3 () A =1

Obr. 1: Ako graficky najst Cpre zadané A, Ba A = (ABC).
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Zobrazenia zakladnych telies vo volnom rovnobeZznom premietani

m priemet telesa by mal spitiat zasady
m spravnosti
m nazornosti
m jednoduchosti

iné dolezité vlastnosti telesa

B v nazornom obrazku vieme zistit vztahy medzi jednotlivymi hranami, stenami telesa alebo

(a) kocka

(b) kvader (c) Stvorsten

Obr. 2: Zobrazenia zakladnych telies, ktoré spifiaju vietky spomenuté zasady.

(d) ihlan




Urcéenie vzdjomnej polohy troch navzdjom réznych rovin

ULOHA
Urcte vzajomnu polohu troch navzajom réznych rovin «, 3, .

ally any={a}
al B~ al g [anBny={c}][anBny={M}] anp={c}
any={a} Nalb any={a} ANal|bl|c
BNy ={b} BNy ={b}

Obr. 3: Postupujeme na zéklade tvrdenia o Uplnej klasifikacii vzajomnych poléh priamok a rovin.
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Klasifikacia vzajomnej polohy troch navzajom réznych rovin

@ Vsetky tri roviny su navzajom rovnobezné.

Dve rovnobeZné roviny pretina tretia v navzdjom rovnobeznych priesecniciach.

@ Vsetky tri roviny maju spolo€nu priamku.

@ Vsetky tri roviny maju spolocny prave jeden bod.

Vsetky dvojice rovin su navzajom réznobezné a ich priesecnice suU navzajom rovnobezné
priamky.

(c)

Obr. 4: Vzajomna poloha troch rovin.
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Urcéenie vzadjomnej polohy priamky a roviny

ULOHA
Urcte vzadjomnu polohu priamky a a roviny a.

ROZBOR
m prevedieme stereometrickd Ulohu na planimetricku
m zvolime fubovolnd rovinu 8 : a C B, B lf ; (aC a)
mplat,ZeanNa=(anNp)Na=an(fNa)=anNm= <{A}
0 (alla)

Obr. 5: Ro6zne pripady
prieniku a N a.
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Vzajomna poloha priamky a roviny

KONSTRUKCNY ALGORITMUS
Zostrojte priesecnik danej priamky s danou rovinou.

DANE mac€P acR alfa

POSTUP m [ eR:aCpf, bl
meP .- m=anp
AeFB:{A}=anm=0aNa

VYSTUP A Obr. 6: Bod A je prienikom priamky a

S rovinou a.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prieniku priamky a roviny

ULOHA

—
Dany je rovnobeznosten ABCDEFGH. Zostrojte prieseénik priamky a a roviny o, ak a = A,

kde (FHI) = —laa = BDE.

Obr. 7: Nacrt zadania.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prieniku priamky a roviny

Krok €. 1
Najst vhodnd rovinu p taku, Ze a C p, p lf a

—
Obr. 8: Zvolme rovinu u = AIE. Uréite a C p, lebo A, T € ppatiez u}f o, lebo E € acN pu.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prieniku priamky a roviny

Krok ¢. 2
Urcit priamku m, ktort dostaneme ako m = a N p.

o
Obr. 9: Prienikom rovin « a 1 je priamka m = ﬁ, pricom bod X = ACN % Bod X vieme urdit, pretoZe
body A, B, C, D leZia v jednej rovine.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prieniku priamky a roviny

Krok ¢. 3
Urcit priese¢nik R priamky a a priamky m, t.j. zaroveri { R} = a N a.

Obr. 10: Priese¢nik priamok a a m mozeme urcit, nakolko obe leZia v jednej rovine ji. Tento bod R je
zaroven nasim hladanym prienikom priamky a a roviny a.
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Priecky geometrickych utvarov

m Prieckou geometrického utvaru nazyvame priamku, ktord ma s Utvarom spolocny aspon
jeden bod.
p € P jeprieckou utvaru U < pN U+

Obr. 12: Priecka mimobeZiek a, b je kazda
priamka p roznobezna s oboma mimobezkami,
tji.aNp#0 A bNp# 0.

Obr. 11: Priecka priamky a je kazdd priamka p
réznobeznd s a, t.j. pN a # (.
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Priecka dvoch mimobeziek prechadzajuca danym bodom

ULOHA
Zostrojte priecku mimobeZnych priamok a a b, ktord prechddza bodom M (kde M ¢ a, M ¢ b).

ROZBOR

zostrojme roviny v = ma 8= ﬁw

plathze Me anfatedadl € P: anp =1

hladdme priecku p taku, ze M € p

aby p existovala, musia 3 A, B € p také,zepna={A}apnb={B}
urcite p C «, lebo pre jej dva body A, Mplati M € ca A € «

podobne p C 3, lebo pre jej dva body B, Mplati M € Ba Be< (3

teda ak priecka p existuje, potomp CanNpg=p=1

L a =34 (Bp)
pre priamku [ méZe nastat jedna z moznosti < o = B (Fp)
fanihb =3A,B (3p=anp)
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Priklady (ne)existencie priecky dvoch mimobeziek

b b
Obr. 13: Priecka mimobeZiek a, b Obr. 14: Priecka mimobeZiek a, b
prechadzajuca bodom M neexistuje, prechadzajica bodom M existuje,
pretoze || a. pretoze (N a={A} A INb={B}.
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Priecka dvoch mimobeziek prechadzajuca danym bodom

KONSTRUKCNY ALGORITMUS
Zostrojte priecku mimobeznych priamok a a b, ktora prechadza bodom M.

DANE

POSTUP

VYSTUP

a,beP MeRB, M¢ a, M¢& b

aER: Mea,aCa
BeR:-Mecp bCp
leP:l=anp

Ae B {A} =anl
Be % :{B}=bnl
peP:Aep, Beyp

p

b

Obr. 15: Konstrukcia priecky p
prechadzajucej bodom M.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prie¢ky mimobeziek

ULOHA

Dana je kocka ABCDEFGH. Zostrojte prie¢ku priamok a = C’? ab= % prechadzajucu

bodom M = G.

Obr. 16: Nacrt zadania.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie priecky mimobeziek

Krok ¢.1a¢. 2
Zostrojime roviny o = W apg= ;)_]\j

Obr. 17: Rovina av = gCG, pri¢om ju mozeme reprezentovat obdiznikom EACG . Rovinu 8 = EDG
budeme reprezentovat prislusnym trojuholnikom uréujdcich bodov.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie priecky mimobeziek

Krok ¢. 3
Uréime priamku [ = a N B.

Obr. 18: Na urcenie priamky [ potrebujeme dva jej body. Uréite G € [. Druhy bod ziskame ako priesecnik
priamky b C 3 s priamkou AC C «, ktoré lezia v spolo¢nej rovine ABCD .
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prie¢ky mimobeziek

Krok ¢.4,¢.5ac¢. 6
Najdeme priese¢niky X = anl a Y = bN I Ak oba existuju, hladana priecka p = W

Obr. 19: Na obrazku vidime, Ze priamky a a [ sa pretinaju. Volné rovnobezné premietanie zachovava
rovnobeznost, takze bud a }f [alebo @\l KedZe a U I C «, priamky su réznobezné a bod X = [N a naozaj
existuje. Podobne je to s priamkami b U p C 8 a bodom Y.

22/30



Priecka dvoch mimobezZiek rovnobeznd s danou priamkou

ULOHA
Zostrojte priecku mimobeznych priamok a a b, ktora je rovnobezna s priamkou s.
Plati, Ze s }f a, s }f b.

ROZBOR

zostrojme rovinu o, a C o, s ||« (pomocnd priamka ¢, § || s, aU § C )

zostrojme rovinu 3, b C 3, s|| 8 (pomocna priamka ¢”, ¢ || s, bU ¢’ C )

urcite o #£ 3, lebo a # b

ak existuje priecka p s pozadovanymi vlastnostami, tak
mpCaleboplaap]|s

m podobneajp C 5,leboplfbapl| s
m odtial dostavame, Ze p C a N S akedie a # B, takp=a N

v pripade, Ze a« N B = (), priecka p neexistuje
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Priklady (ne)existencie priecky dvoch mimobeziek

Obr. 20: Priecka mimobeziek a, b
rovnobezna s priamkou s neexistuje,

pretoze « || 5.

B

p b

Obr. 21: Prie¢ka mimobeziek a, b
rovnobezna s priamkou s existuje,
pretoze o N 3 # ().
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Priecka dvoch mimobezZiek rovnobeznd s danou priamkou

KONSTRUKCNY ALGORITMUS
Zostrojte priecku mimobezZnych priamok a a b, ktora je rovnobezna s priamkou s.
S// S/
/
DANE ma,beP s€ P, shashb L%
a
POSTUP ma€eR:aCa,d Ca,d|s / B s
mleR:bCp,dCp, s
EpeEP: p=anp B
mABeB: A=anp, B=bNp
, P b
VYSTUP mp

Obr. 22: Konstrukcia priecky p
rovnobezZnej s priamkou s.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prie¢ky mimobeziek

ULOHA

<
Dany je rovnobeznosten ABCDEFGH. Majme priamku a = AM , kde M = S(FE, F), a priamku

b— CH

. Zostrojte priecku priamok a a b, ktora je rovnobezna s priamkou m = CE.

Obr. 23: Nacrt zadania.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prie¢ky mimobeziek

Krok ¢.1a¢. 2
Zostrojime rovinu v, a C o, m || warovinu 3, b C 3, m || 5.

(ﬁ

Obr. 24: Zostrojime rovinu &« = am’ , kde pomocna priamka m’ || m. Rovina 8 = W, nakolko priamky b, m
maju spoloc¢ny bod C.
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prie¢ky mimobeziek

Krok ¢. 3
Zostrojime priamku p = oo N f.

Obr. 25: Na zostrojenie priamky p budeme potrebovat jej bod a smer. Smer nam urci priamka m, pretoze
p || m. Teraz uréime jejbod X =aNp=an(anNpf) = (aNa)Np = an B.Priamka aleziv rovine
ABEF . Rovina 3 pretina tuto rovinu v priamke ﬁ TedaaNpB=an =X
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Priklad pouzitia algoritmu na hladanie prie¢ky mimobeziek

Krok¢.4ac¢. 5
Urcime priesecniky X, Y priecky p s priamkami a, b.

Obr. 26: Bod X sme uZ urcili pri hladani priamky p. Bod Y= pn b.
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