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Metrické ulohy

B musime rozsirit definiciu uhla dvoch priamok pre mimobezné priamky

m definujeme kritérid kolmosti zdkladnych geometrickych utvarov
(kolmost dvoch priamok, priamky a roviny a dvojice rovin)

m definujeme vzdialenost dvoch geometrickych Utvarov
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Nezavislost velkosti uhla

TVRDENIE

Nech su a, b dve lubovolné mimobezky a M', M" dva body (M’ # M"). Ak zostrojime dvojice
priamok ', ¥ a a”, V' tak, aby M € o/ NV, M" = " NV azaroveri d' || a”" || a, b || V| b.
Potom plati, Ze £d't/ = Lad"V".

Obr. 1: Uhol priamok &b’ je rovnaky ako uhol priamok o’ b".
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Definicia uhla dvoch priamok

m Uhlom priamok a, b nazyvame uhol lubovolnych
nedisjunktnych priamok o, ¥/, pre ktoré plati, Ze
priamky o’ || a, b’ || b.

Lab= Ld, d NV ={X}, d | a V]| b
Uhlom dvoch rovnobeZiek je nulovy uhol.

m Priamky a, b volame kolmé, ak ich uhol je pravy.
Lab = 90°

m Priamka kolma na rovinu (alebo aj kolmica na rovinu)
je priamka kolmad na vsetky priamky roviny.
kla e ViCca: klzx

Obr.3: k1L «
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Priklad na uréenie uhla dvoch priamok

ULOHA

s
Dany je pravidelny Sestboky ihlan ABCDEF'V. Uréte uhol priamok aa b,ak b= CD aa = ﬁ
pre (BEP) = —% a (VES) = —1.

Obr. 4: Nacrt zadania.
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Priklad na uréenie uhla dvoch priamok

Krok €. 1
Najdeme réznobezky o', V' také, ze a || o/, b || ¥'.

Obr. 5: Vyhodné bude zostrojit priamku ¥’ tak, Ze navy3e P € ¥/, pretoZe potom méze byt a = a.
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Priklad na uréenie uhla dvoch priamok

Krok ¢. 2
Urcime uhol priamok a, b.

Obr. 6: Plati, Ze Lab = Lab'.
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Kritérium kolmosti priamky na rovinu

VETA

Priamka je kolma na rovinu prave vtedy, ked je kolma na dve r6znobezky tejto roviny.

klaskla klb aUbCa, anb={P}

DOKAZ
Urobime ho v dvoch krokoch:

nutna podmienka

kla=kLlb albCa anb={P}
postacujuca podmienka

kLb aUbCa,anb={P} = kla

*dokaz podrobne vypracovany v odporucanej
literature Klenkova, P.: Stereometria, str. 47—48

Obr. 7: Ukdzeme, ze ak k je kolmd na
a, b, tak je kolma na lubovolnu
priamku ¢ C «.
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Dosledky kritéria kolmosti priamky a roviny

k

R

m Existuje jedind priamka prechadzajuca ”
danym bodom a kolma na danu rovinu.

Obr.8:Jkla Reck

m VSetky priamky kolmé na tu istd rovinu su
rovnobezné.

Obr.9:a,b,cLa=alblc
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Dosledky kritéria kolmosti priamky a roviny

m Existuje jedind rovina prechddzajuca danym
bodom a kolma na danu priamku. ¢

Obr.10:a L r, Rer

m VSetky roviny kolmé na tu istu priamku su
rovnobezné.

Obr.11:a, B,y Lr=a || B v
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Definicie vzdialenosti dvoch geometrickych dtvarov

m Pata kolmice z bodu na rovinu je priesecnik kolmice a roviny.
m Vzdialenost bodu od roviny je di?ka tise¢ky RX, kde bod X je pata kolmice z bodu R na

rovinu.
m Vzdialenost rovnobeznych rovin je vzdialenost lubovolného bodu jednej z rovin od druhej

roviny.

(a) bod P je pata kolmice &k (b) |[Ree| = |RX] (c) |aB] = |RX|

Obr. 12: Vzdialenosti geometrickych utvarov.
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Kolmy priemet priamky do roviny

m TVRDENIE: Priamkou, ktord nie je kolma na danu rovinu, prechddza prave jedna rovina kolma
na danu rovinu.

afa=Apla aCp
m Kolmo premietacia rovina priamky je rovina incidujica s priamkou a kolmd na danu rovinu.
praCa, pla

m Kolmy priemet priamky do roviny je priesecnica kolmo premietacej roviny priamky a danej
roviny.
a-=pNa

—

A a*

(0]

Obr. 13: Priamka a* je kolmym priemetom priamky a do roviny .
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Uhol priamky a roviny

m Uhol priamky s rovinou je uhol priamky a jej kolmého priemetu do roviny.
Lao = Laa*
Uhol priamky s rovinou je pravy, ak je priamka kolmd na rovinu.
ol a= Laoa =90°

Obr. 15: DOSLEDOK Uhol priamky s rovinou je
zhodny s doplnkovym uhlom k uhlu priamky s

Obr. 14: Definicia uhla priamky a roviny. kolmicou na rovinu.
Lao = 90° — Lak, kL «
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Priklad na uréenie uhla priamky a roviny

ULOHA

Dana je kocka ABCDEFGH. Uréte uhol priamky a a roviny (3, ak rovina je uréena ako
pre (AEY) = —1a (FHX) = —1.

b= gDHﬁ a priamka a =

Obr. 16: Nacrt zadania.
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Priklad na uréenie uhla priamky a roviny

Krok ¢. 1

Na to, aby sme zistili uhol priamky a s rovinou 3, mdzeme skimat aj lubovolnu priamku, ktora je s
a rovnobezna, ale ma pre nas ,,vyhodnejsiu“ polohu.

Obr. 17: Zostrojime priamku o’ takd, Ze a || o’ a ' N 8 = { B}. Pre tdto priamku sa ndm totiz bude lah3ie
hladat jej priemet do roviny 3. Plati, Ze |a3| = |d'3].
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Priklad na uréenie uhla priamky a roviny

Krok €. 2
Zostrojime kolmy priemet priamky a’ do roviny S.

Obr. 18: Zostrojime pomocnu rovinu p, uréend réznobezkami o’ a k%, kde &° je kolmica na rovinu 3
prechadzajlica bodom G. Kolmy priemet priamky o’ do roviny 3 je potom priamka a* = 3N p.
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Priklad na uréenie uhla priamky a roviny

Krok ¢. 3
Ur¢ime uhol priamky a a roviny .

Obr. 19: Plati, Ze |aB3| = |d'B| = |d'd*| = a.
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Uhol dvoch rovin

m Uhol réznobeznych rovin «, [ je uhol priamok a, b,
pre ktoréplatia C o, b C f,a L an B, b L anp.

Uhlom dvoch rovnobeznych rovin je nulovy uhol.

m Roviny «, (3 su kolmé, ak je ich uhol pravy.

m DOSLEDOK Uhol dvoch rovin je zhodny s uhlom
kolmic na tieto roviny.
LofB =L co, P cCp

Obr. 21: Laff = Lk*K°
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Kritérium kolmosti dvoch rovin

VETA
Dve roviny su kolmé prave vtedy, ak jedna z nich obsahuje priamku kolmu na druhd rovinu.
alf&sdaCa,alp

«
DOKAZ 4
Urobime ho v dvoch krokoch: 3
nutna podmienka . b
alpf=3aCaalp " p
postacujica podmienka
aCa,al f=alp D

Obr. 22: Vidime, ze 3a C o, a L 5.
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Priemet pravého uhla

VETA o priemete pravého uhla

Kolmym priemetom dvoch kolmych priamok do roviny su kolmé priamky, ak aspon jedna
z priamok je rovnobeZna s rovinou a druha nie je na rovinu kolma.
alb bla= a LD>b

DOKAZ Vv b
m oznacme kkolmicu na rovinu o, t.j. £ L « ~

>
m nech py, p, SU kolmo premietacie roviny p, = ?E), pPa = ak P Po
B nechb*  =p,Naaad* =p,Na b* /
plati, Ze b || « = b || b*, kedZe b* C «

]
mkedZea L b A b b* = a Ll b* A
]
]

/‘.
Obr. 23: Plati a* L b*.

plati,zek L o = kL b*, b* C «
al 0 NELV = 0" Lp, = b" L a*
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Os mimobeziek nazyvame taku priecku
priamok, ktord je kolmda na obe mimobezky.

Vzdialenost mimobeziek je dizka tsecky,
ktoru na osi obe mimobezky vytinaju.

Obr. 24: Vzdialenost mimobeZiek a, b
je |ab| = |AB|.

21/28



Kritérium rovnobeZnosti priamky a roviny

KONSTRUKCENY ALGORITMUS
Zostrojte os dvoch mimobeziek.

DANE m a,b€ P, a\b

POSTUP ma€e X, ala
BSeR LD
mikeP k=ang
mif (kxa A kxb) returnk
else p € P, p-priecka,p || k
return p

VYSTUP  m o,(0=k V o= p)

*symbol ,,x “ znamena ,r6znobezné“

Obr. 25: Osou mimobeZiek a, b je
priamka p, ich vzdialenost je urcena
velkostou usecky A, B.
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Priklad konstrukcie osi dvoch mimobeziek a urcenie ich vzdialenosti

ULOHA

Dand je kocka ABCDEFGH. Uréte vzdialenost mimobeziek a, b, ak priamka a = Cﬁ
a priamka b prechadza stredmi stran ABa EF.

Obr. 26: Nacrt zadania.
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Priklad konstrukcie osi dvoch mimobeziek a urcenie ich vzdialenosti

Krok ¢. 1

Z uvedeného Konstrukéného algoritmu vyplyva,ze k L a A k L b. Ztoho vyplyva, Ze k je kolma
na rovinu uréent réznobezkami @/, V' takymi, ze @’ || a, V' || b.

Obr. 27: Za spolo¢ny bod réznobeziek o', i zvolime bod E, potom je uZ konstrukcia jednoznaéna
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Priklad konstrukcie osi dvoch mimobeziek a urcenie ich vzdialenosti

Krok €. 2
Zostrojime priamku £, ktord bude bud hladanou osou alebo ndm aspon urci smer hladanej osi.

Obr. 28: Priamka k ma byt kolméa na rovinu o't/ = ABE'. Takych priamok je n<e_ko>necne vela. My vyberieme
tu, ktora prechddza bodom E, Cize . Rovnako ale méZeme vybrat aj , AD, atd.
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Priklad konstrukcie osi dvoch mimobeziek a uréenie ich vzdialenosti

Krok ¢. 3

Vidime, Ze k x q, ale nie s b. Plati, Ze k\ b, a teda musime hladat prie¢cku mimobeZiek a, b
rovnobeznu s k.

Obr. 29: Postupujeme podla algoritmu uvedeného v ¢asti ,,Polohové ulohy*“. Zostrojime roviny 3, v také, ze
[ je urénd priamkou a a ,,smerom“ priamky £, rovina y priamkou b a ,,smerom* priamky k. Os o = BN ~.
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Priklad konstrukcie osi dvoch mimobeziek a uréenie ich vzdialenosti

Krok ¢. 4
Na uréenie vzdialenosti mimobeziek a, b potrebujeme najst ich priesecniky s osou o.

Obr. 30: Priese¢nik priamok o, b méZeme hladat, lebo obe leZia v rovine . Bod M = o N b. Podobne pre
priamky o, a C 3, bod N = 0N a. Vzdialenost mimobeZiek |ab| = | MN].
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