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Definicia mnohostenovej plochy

Mnohostenové plocha M je zjednotenie koneéného poétu mnohouholnikov M; C E?, ktoré spitia
podmienky:

@ prienik lubovolnych dvoch mnohouholnikov je bud' prazdna mnoZzina, spoloc¢ny vrchol alebo
spolo¢na strana danych mnohouholnikov

v’ v’ — v X

M, M, M, |M;

@ kazda strana lubovolného mnohouholnika je stranou nanajvys este jedného mnohouholnika
z M
X
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Definicia mnohostenovej plochy

@ (suvislost) existuje lomend Ciara A1, ..., A,, ktorej zaciatok A, a koniec A4,, su dva
lubovolne zvolené vrcholy dvoch mnohouholnikov z M a kazdd jej strana A;A; je stranou
niektorého mnohouholnika z M

A, v Ay As As X

A3 A5 A3

Al AQ Al A2

@ Ziadne dva mnohouholniky s neprazdnym prienikom nelezia v jednej rovine
v
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Prvky mnohostenovej plochy

m vrcholy mnohostenovej plochy su vrcholy mnohouholnikov M;
m hrany mnohostenovej plochy su strany mnohouholnikov M;
m steny mnohostenovej plochy si mnohouholniky M; (aj ich vnutra)

Obr. 1: Tato mnohostenové plocha M = |J M;. Tvori ju 20 trojuholnikov, 30 Stvorcov a 12 patuholnikov
i=62

(vlavo je rozklad tvoriacich mnohouholnikov do roviny). Obsahuje 60 vrcholov a 120 hran. Ako uvidime

neskor, tdto mnohostenova plocha je zaroven aj mnohostenom.
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Uzavretd mnohostenova plocha

m Hovorime, Ze mnohostenova plocha je uzavreta, ak kazda jej hrana je prienikom prave dvoch

jej stien.

m Uzavretda mnohostenova plocha deli priestor na dve oblasti, vonkajsiu a vnutorna.

v’

(a) Hranol je uzavretd mnohostenova
plocha. Kazda jeho hrana je prienikom
prave dvoch stien. Vieme urcit vnutro
hranola.

X

(b) Hranolova plocha nie je uzavreta
mnohostenova plocha. Ako vidime na
obrézku, ,vrchné hrany patria len jednej
stene. Tato plocha nema vnutro.
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Jednoducha mnohostenova plocha

m Hovorime, Ze mnohostenova plocha je jednoducha, ak hrany vychadzajuce z fubovolného
vrcholu mozZno usporiadat do postupnosti tak, ze po sebe nasledujice hrany su stranami
jednej steny.

PN
6

(a) Tato mnohostenova plocha je jednoducha. (b) Tato mnohostenova plocha nie je jednoducha.

V kazdom vrchole vieme usporiadat hrany tak, V oznacenom vrchole nevieme usporiadat hrany

Ze hrany 1, 2 patria stene 51, hrany 2, 3 patria 1,...,6, tak, aby kazdé dve po sebe iduce boli

stene Ss a hrany 3, 1 patria stene Ss. sucastou tej istej steny. ,,Spodna“ trojica hran totiz s
»wrchnou“ trojicou hrdn nie je prepojena Ziadnou
stenou.
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Definicia mnohostena

m Mnohosten je jednoduchd uzavreta mnohostenova plocha.

m Konvexny mnohosten — mnohosten, ktory lezi v jednom polpriestore uréenom hrani¢nou
rovinou incidujucou so stenou mnohostena (toto splia kazda stena).
v’ X

B’

m Pravidelny mnohosten — konvexny mnohosten, ktorého vietky steny st zhodné pravidelné
mnohouholniky.

m Polopravidelny mnohosten — konvexny mnohosten, ktorého vsetky steny su pravidelné
mnohouholniky.
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Dualny mnohosten

Majme mnohosten M. K nemu dudlny mnohosten 1 je taky, ze
m vrcholy mnohostena M odpovedaju stenam mnohostena M (a naopak),
m kazda hrana medzi dvojicou vrcholov mnohostena M odpoveda spolocnej hrane prislusnej
dvojice stien mnohostena M, (a naopak).

\ dlmﬁscdmbmauzlaﬂ‘ bus:Ma:
E caédron ex

N ppmam fammt Odtotdron
pis &[éorcdronexfccaﬂdaanm

Obr. 4: Ku kocke je dudlnym mnohostenom Obr. 5: Dudlne mnohosteny k platénovskym
osemsten a naopak. telesam. llustracia z knihy Johannes Kepler:

Harmonia svetov, 1619
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Platonovské telesa

m pravidelné mnohosteny, u ktorych sa v kazdom vrchole stretdva rovnaky pocet stien
m existuje pat platénovskych telies

V06

(a) stvorsten (b) kocka c) osemsten d) dvanaststen (e) dvadsatsten

Obr. 6: Tieto mnohosteny nazyvame platonovské telesa, prip. velka patka.

m boli zname uz matematikom v antickom Grécku
m ako prvy tieto telesa opisal Platén
m Euklides vo svojom diele Zdklady dokazal, Ze iné pravidelné mnohosteny nemézu existovat
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m zakladny mnohouholnik: rovnostranny trojuholnik

m steny: 4
vrcholy: 4
hrany: 6

m siet:

, . Obr. 7: Stvorsten nazyvame aj tetraeder.
m vrcholové zoskupenie: 3,3,3 ¥ J

(okolo kazdého vrchola su zoskupené 3 trojuholniky)
m dudlny mnohosten: Stvorsten
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m zakladny mnohouholnik: Stvorec

m steny: 6
vrcholy: 8
hrany: 12

m siet:

m vrcholové zoskupenie: 4,4,4

Obr. 8: Kocku nazyvame aj hexaeder.

m dudlny mnohosten: osemsten
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Osemsten

m zakladny m.: rovnostranny trojuholnik

m steny: 8
vrcholy: 6
hrany: 12

m siet:

Obr. 9: Osemsten nazyvame aj octaeder.

m vrcholové zoskupenie: 3,3,3,3
m dudlny mnohosten: kocka
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Dvanaststen

m zékladny m.: pravidelny patuholnik

m steny: 12
vrcholy: 20
hrany: 30

m siet:

m vrcholové zoskupenie: 5,5,5 Obr. 10: Dvanaststen nazyvame aj dodekaeder.

m dudlny mnohosten: dvadsatsten
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Dvadsatsten

m zakladny m.: rovnostranny trojuholnik

m steny: 20
vrcholy: 12
hrany: 30

m siet:

m vrcholové zoskupenie: 3,3,3,3,3 Obr. 11: Dvadsatsten nazyvame aj ikosaeder.

m dudlny mnohosten: dvanaststen
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Euklidov d6kaz o pocte platdnovskych telies

VETA
Existuje prave pat platénovskych telies.

l

|
aveép

DOKAZ podla Euklida

m vrchol konvexného mnohostena ziskame ako prienik
minimalne troch stien

l

m sucet uhlov okolo vrchola musi byt mensi ako 27
(lebo pri sucte uhlov 27 uZ steny lezZia v jednej rovine)

B uvaZzujme postupne pravidelné n-uholniky, kde n > 3
pren =3 3-60° = 180° tetraeder
4 -60° = 240° oktaeder
5-60° = 300° ikosaeder
pren =4 3-90° = 270° hexaeder
pren =25 3-108° = 324° dodekaeder
pren==6 3.120° = 360° M neexistuje Obr. 12: Uhly okolo vrchola.

l

?ﬂ?mﬁ
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Vlastnosti platénovskych telies

m Z kazdého vrcholu platénovského telesa vychadza rovnaky pocet hran aj stien.

m Uhloprie¢ky mnohostena sa pretinaju v strede mnohostena a maju zhodné dizky (okrem
Stvorstena).

m Platénovskym mnohostenom mozno opisat gulovu plochu so stredom v strede telesa a
polomerom zhodnym polovici dizky uhloprie¢ky.
Gulova plocha inciduje so vSetkymi vrcholmi mnohostena.

m Dudlnym mnohostenom k platdonovskému mnohostenu je opat platénovsky mnohosten.

m Gulova plocha vpisana mnohostenu sa dotyka jeho stien prave v ich stredoch a teda je
zaroven opisanou gulovou plochou dudlneho mnohostena.
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Prizmy a antiprizmy

m Prizma je pravidelny n-boky hranol, ktorého podstavami su pravidelné n-boké
mnohouholniky a stenami Stvorce.

m Antiprizma je pravidelny 2n-boky antihranol, ktorého podstavami su pravidelné n-boké
mnohouholniky a stenami su rovnostranné trojuholniky.

m Takychto polopravidelnych mnohostenov existuje nekonecne vela a ¢asto v literature tvoria
samostatné triedy.

Obr. 13: Prizma pre n = 5. Obr. 14: Antiprizma pre n = 6.
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Prizmy

m zakladné mnohouholniky:
pravidelny n-uholnik, Stvorec
m steny: n+ 2
vrcholy: 2n
hrany: 3n

m siet: (pren=29)

m vrcholové zoskupenie: 4,4,n Obr. 15: Dudlnym mnohostenom k

m dudlny mnohosten: n-boky dvojihlan 5-bokému hranolu je 5-boky dvojihlan.
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Antiprizmy

m zadkladné mnohouholniky:
pravidelny n-uholnik, trojuholnik ﬂ
m steny: 2n + 2

vrcholy: 2n
hrany: 4n

m siet: (pren=129)

Obr. 16: Dualnym mnohostenom k

m vrcholové zoskupenie: 3,3,3,n 12-bokému antihranolu je 12-boky
, , trapezoeder.
m dudlny mnohosten: 2n-boky trapezoeder

19/42



Archimedovské telesa

m polopravidelné mnohosteny, ktorych vrcholy st identické
(okrem Platénovskych telies, priziem a antipriziem)

m mnohosten ma identické vrcholy, ak lubovolné dva vrcholy si navzajom symetrické a teda
existuje globalna izometria celého mnohostenu, ktora zobrazi jeden vrchol na druhy
ponechajic mnohosten v jeho zaciatocnej polohe

m dosledkom je, Ze tieto mnohosteny su vysoko symetrické

m nazov nesu po Archimedovi zo Syrakuz, ktorému sa pripisuje ich objav (pisomna zmienka sa
vSak nezachovala)

m zmienka o nich sa zachovala v diele Pappa Alexandrijského
m existuje 13 archimedovskych mnohostenov
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Vlastnosti archimedovskych telies P; — Ps

m v tabulke je prehlad archimedovskych mnohostenov a ich zakladné vlastnosti
m ndzvy vychddzaju z latinskych nazvov Johanna Keplera

m mnohosteny maju symbolické oznacenie P}, kde hodnota k zodpoveda poradiu, v ktorom
telesd uvadzal Pappos Alexandrijsky

m oznacenie pre pocet vrcholov (V), hran (H) a stien (S), a vrcholové zoskupenie (VZ)

Py, nazov model siet V| |H]|S VZ

Py otupeny

12 | 18 | 8 3,6,6
tetraeder

Py kubooktaeder

12 | 24 | 14 | 3,4,3,4
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Vlastnosti archimedovskych telies P3 — P

Py nazov model siet V|H]|S \74
P3 otupeny 24 | 36 | 14 4,6,6
oktaeder
Py otupeny 24 | 36 | 14 3,8,8
hexaeder
Ps rombo m 24 | 48 | 26 | 3,4,4,4
kubooktaeder
Pg otupeny ) 48 | 72 | 26 4,6,8
kubooktaeder
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Vlastnosti archimedovskych telies P; — Py

Py, nazov model siet V| |H]|S \74
§ ‘
P7 | ikosododekaeder % 30|60 |32| 3,5,3,5
Py otupeny 60 | 90 | 32 5,6,6
ikosaeder
Po otupeny % 60 | 90 | 32 | 3,10, 10
dodekaeder
Pio obsekany W 24 | 60 | 38 | 3,3,3,3,4
hexaeder
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Vlastnosti archimedovskych telies P;; — P13

Py, nazov model siet Vv H S \'74
Py rombo 60 | 120 | 62 3,4,5,4
ikosododekaeder
Pys otupeny 3% 120 | 180 | 62 | 4,6,10
ikosododekaeder
Pis obsekany % 60 | 150 | 92 | 3,3,3,3,5
dodekaeder !
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Odvodenie archimedovskych telies z platénovskych

Vsetky archimedovské telesd sa daju odvodit z platdnovskych mnohostenov jednym (alebo
viacerymi) z nasledujucich piatich spésobov.

Odrezanim vrcholov (v ktorych sa pretina m hran) pravidelného mnohostenu rovinami, ktoré
skratia kazdu hranu tak, aby z povodnych n-uholnikovych stien zostali pravidelné
2n-uholnikové steny (pricom ich je rovnaky pocet).

Namiesto kazdého vrcholu pravidelného mnohostenu vznikne pravidelny m-uholnik.

(a) P1 z tetraederu (b) P4 z hexaederu (c) P53 z oktaederu (d) Pg z dodekaederu (e) Py z ikosaederu
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Odvodenie archimedovskych telies z platdonovskych

@ Odrezanim vrcholov (v ktorych sa pretina m hran) pravidelného mnohostenu rovinami, ktoré
prechddzaju stredmi hran zbiehajucich sa v jednom vrchole tohoto mnohostenu.
Z povodnych n-uholnikovych stien vzniknd mensie pravidelné n-uholniky. Namiesto kazdého
vrcholu pravidelného mnohostenu vznikne opat pravidelny m-uholnik.

(a) P2 z oktaederu (b) P7 z dodekaederu

Obr. 18: Teleso Py by sme rovnakym postupom ziskali aj z hexaederu, podobne teleso P;
z ikosaederu. Skutoénost, Zze jednym spdsobom sa da odvodit to isté teleso z dvoch réznych

pravidelnych mnohostenov vyplyva z duality tychto mnohostenov.
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Odvodenie archimedovskych telies z platdonovskych

Odrezanim hran pravideIného mnohostenu rovinami rovnobeZznymi s jeho hranami tak, aby
z pévodnych n-uholnikovych stien vznikli mensie pravidelné n-uholniky, a naslednym
odrezanim vrcholov tak, aby namiesto kazdej pévodnej hrany vznikol Stvorec a namiesto
poévodnych vrcholov vznikli pravidelné m-uholniky.

(a) Ps z hexaederu alebo oktaederu (b) P11 z dodecaederu alebo ikosaederu

Obr. 19: Pri rovnakom postupe aplikovanom na tetraeder by sme ziskali teleso Ps, ktoré
sa da lahsie skonstruovat postupom (b).
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Odvodenie archimedovskych telies z platdonovskych

Odrezanim hran pravidelného mnohostenu rovinami rovnobeznymi s tymito hranami tak,
aby z povodnych n-uholnikovych stien vznikli mensie pravidelné n-uholnikové steny, a
naslednym odrezanim vrcholov tak, aby z mensich n-uholnikovych stien vznikli pravidelné
2n-uholniky. Namiesto pévodnych hran vzniknu Stvorce a namiesto pévodnych vrcholov
vzniknu nové 2m-uholniky.

(a) Ps z hexaederu alebo oktaederu (b) P12 z dodecaederu alebo ikosaederu
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Odvodenie archimedovskych telies z platdonovskych

@ Zostavajuce dva mnohosteny Py a P13 sa nedaju vytvorit len pomocou orezavania.
Ukdzeme si podrobnejsie ich konstrukciu.

(a) P10 z oktaederu (b) P13 z ikosaederu
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Odvodenie mnohostenu P

m Zostrojime mnohosten Ps z oktaederu alebo hexaederu, obr. (a).

m Stvorce, ktoré vznikli z pévodnych hran oktaederu, rozdelime uhloprie¢kou vidy na dva
rovnoramenné trojuholniky, obr. (b).

m Stvorce nechame otacat v ich rovinach okolo ich stredov, pricom st¢asne s nimi sa budu vo
svojich rovinach okolo svojich stredov otacat aj rovnostranné trojuholniky, ktoré uz na
povrchu telesa leZia, obr. (c).

m Otacame do takej polohy, kedy sa z rovnoramennych trojuholnikov stanud rovnostranné,
obr. (d).

O © O O

(a) zostrojime Ps (b) Stvorce rozdelime uhloprieckou (c) otacame Stvorce (d) ziskame Pi¢
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Odvodenie mnohostenu Pi3

m Zostrojime mnohosten P z ikosaederu alebo dodekaederu, obr. (a).

m Stvorce na povrchu mnohostena P;; opit rozdelime uhlopriec¢kou na dva trojuholniky a
nechame otéacat patuholnikové steny spolu s rovnostrannymi trojuholnikmi, obr. (b).

m Ziskame mnohosten P;3, obr. (c).

(a) zostrojime P11 (b) Stvorce rozdelime uhloprie¢kou, nechame (c) mnohosten P53
otacat patuholniky
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Catalanove mnohosteny

m sU dudlnymi mnohostenmi k archimedovskym mnohostenom
m opisal ich Eugéne Catalan v roku 1865 a plati pre ne:
m existuje ich 13
m vSetky su konvexné
m skladaju sa zo stien rovnakého typu (dualita k vrcholom rovnakého typu)
m ich steny nie su pravidelné mnohouholniky
m okolo vrcholov st uhly medzi susednymi stenami rovnaké

archimedovsky mnohosten O ‘

Catalanov mnohosten

S
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Johnsonove telesa

m polopravidelné mnohosteny, ktorych vrcholy nie su identické
m opisal ich Norman Johnson v roku 1966, dal im ndzvy a ¢isla a rozdelil ich do skupin
m existuje ich 92 (d6kaz o Uplnosti urobil aZ Victor Zalgaller v roku 1969)
m stenami su vidy pravidelné 3, 4, 5, 6, 8, 10-uholniky
(hoci nie je Ziaden zjavny dovod, preco by stenou nemohol byt fubovolny pravidelny
n-uholnik)
N J5 Js Ji2 Jo1

N\ e
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Pseudo-rombokubooktaeder

m Johnsonove teleso J37

B prva pisomnd zmienka je v praci Duncan Sommerville z roku 1905, nezavisle ho objavil
J. C. P. Miller v roku 1930 (omylom pri skladani modelu rombokuboactaedera)

m objavil ho aj V. G. Ashkinuse v roku 1957 a myslel si, Ze je to 14. archimedovské teleso,
pretoze spifia tzv. slabsiu podmienku identickych vrcholov, ¢ize okolo kazdého vrchola su
zoskupené steny rovnakého typu

m lenZe takto formulovanou podmienkou je zachovana iba lokdlna izometria, nie globalna

Obr. 24: Archimedovské teleso Obr. 25: Pseudo-rombokubooktaeder ziskame tak,
rombokubooktaeder. Ze oto¢ime hornu ¢ast rombokubooktaedera o 45°.
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Schlegelov diagram

m Victor Schlegel v r. 1886 predstavil nastroj na Studovanie topologickych vlastnosti polytopov
m Schlegelov diagram mozeme chapat ako rovinny graf ziskany stredovym priemetom hran
mnohostena z vhodného vonkajsieho bodu O do roviny incidujicej so stenou mnohostena.

majme M = M;,i=1,...,8
ozn. jehovrcholy A;,i=1,...,V

ozn. ay,...,qg roviny stien

nech a;” polpriestor s hranicou «;
obsahujuci M

potom «; opacny polpriestor
mnech O€a; N(af N---Naf)

<—>
m hladame prieseéniky A, = OA; N ay,

¢ize stredové priemety bodov 4; z o )
bodu O do roviny a; Obr. 26: Konstrukcia Schlegelovho diagramu. e



Schlegelov diagram pre platonovskeé telesa

A A
m ziskame vonkajsie vrcholy Schlegelovho diagramu ! :
A= A;pre A; € oy Ag Ay
a vnutorné vrcholy Schlegelovho diagramu As Aq
Alpre A; ¢ oy
m body A’ tvoria Schlegelov diagram, do grafu ich uz Ay Az
piSeme bez Ciarky Obr. 27: Schlegelov diagram pre hexaeder.
(a) Stvorsten ) osemsten c) dvanaststen d) dvadsatsten

Obr. 28: Schlegelove diagramy pre ostatné pravidelné mnohosteny.
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Eulerova charakteristika plochy

m vr. 1752 si Leonhard Euler vSimol, Ze pre konvexny mnohosten M, ktory ma
V'vrcholov, H hran a Sstien plati,ze VV+ 5= H+ 2

B neskor sa pre mnohosteny zadefinovalo y = V — H + §, kde y je Eulerova charakteristika

m Y uréuje Strukturu topologického priestoru objektu, ktord nezavisi od toho ako je objekt
,ponatahovany*

mnohosten V—H+S ,hafukovanie* X

8§—1246

3 200
X X
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Eulerova veta

VETA
Pre konvexny mnohosten M(V, H, S) plati, ze V+ S = H+ 2.

DOKAZ Ay Az

m existuje viacero ddkazov tohoto tvrdenia, my urobime Tg

geometricky (pozri Jucovic, E.: Konvexné mnohosteny) As Aq
Ly Noar , P ny

m sucet velkosti vnutornych uhlov v konvexnom n-uholniku je ni As Ag
wh=(n—2)w Ny

m pre mnohosten M(V, H,S) =|J M;,i=1,..., Szostrojime Ay A,
Schlegelov diagram, kde M je n; -uholnik Obr. 29: Schlegelov

m pre M plati, Ze kazdda hrana je prienikom prave dvoch stien a diagram ziskany
teda H = 5(ni + - + ng) priemetom do roviny

uréenej stenou My, ktora

m pocet vnutornych vrcholov v Schlegelovom diagrame je ; )
je ny-uholnikom.

V/: anl
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Pokracovanie dokazu Eulerovej vety

Ay Az
m vypocitame sucet velkosti vnutornych uhlov Schlegelovho diagramu
QP dvoma spbsobmi a vysledky porovname
m 1. spOsob, obr. 30
QD:wn2 4w W™
= (2 =2+ (ng =D + -+ (ng — D 4 s
= (a4 3+ +ng)m —2(S— ) Obr. 30: Vypocet *Q2°.
0P = (2H— ny))m —2(S— )7 Ay As
m 2.spOsob, obr. 31 A A,

QP =w™ 427V = (m — 2)m 4 27(V — my)

200 = (2V—m — 2)7
m zrovnosti 'Y = 20" dostdvame, 7e 2H — 25+ 2 =2V — 2, Ay A,
atedapouprave [/ +2 = V+ 5 Obr. 31: Vypocet 2QP.
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Didaktické pomocky

m V sucasnosti existuje na trhu niekolko relativne cenovo dostupnych magnetickych stavebnic,
na ktorych si Ziaci mozu putavou formou vyskusat konstrukciu mnohostenov.

m Stavebnice sa daju vyuZzit aj pri vyucbe vypocétu obsahu, dokazoch niektorych tvrdeni z
geometrie a taktieZ na hodinach fyziky a chémie.

Obr. 32: Magneticka stavebnica MAGFORMERS.
Dielikmi su zakladné mnohouholniky, vsetky
maju na boc¢nej strane zabudované magnety,
ktorymi sa spajaju dokopy. Vhodna aj pre
najmladsich Ziakov.

Obr. 33: Magneticka stavebnica GEOMAG.
Dielikmi si magnetické gulicky a palicky. Tato
stavebnica je flexibilnejSia na konstrukciu
objektov, ale vzhladom na malé suciastky je

vhodnejsia pre starsich Ziakov.
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