Elipsa ako obraz kruznice
v osovej afinite

Geometria (3)

Barbora Pokorna
KAG, FMFI UK
2020



Obraz bodu v osovej afinite (opakovanie)

ULOHA
V osovej afinite OA(o0s — o, A, A’) zostrojte obraz bodu K, ¢ize bod K’ = OA(K).

POSTUP
m zostrojime priamku AK
v v ’ H
m uréime samodruznybod 1 =1"= AK No
m zostrojime priamku AT

m uréime bod K’ tak, ze K’ € A1 a priamka KK’
je rovhobeZna so smerom afinity AA’

“A

Tato elementarnu konstrukciu budeme dalej v texte oznacovat (EK1).
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Obraz kruznice v osovej afinite

DANE
® majme osovu afinitu OA(os — o, A, A")

® nech je dand kruZnica k(S, )

ULOHA
m zostrojit obraz K kruznice k v OA

POSTUP
Krok ¢. 1:
m zostrojime na k dva priemery KL a MN, ktoré su
navzajom kolmé

L
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Konstrukcia obrazu kruznice v osovej afinite

Krok €. 2:

m zostrojime bod K, tak, ze
OA(AK) = A'K (EK1)
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Konstrukcia obrazu kruznice v osovej afinite

Krok €. 3:

m zostrojime body S, L/, tak, ze
OA(KL) = K'L'  (EK1)
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Konstrukcia obrazu kruznice v osovej afinite

Krok €. 4:

m zostrojime body M, N, tak, Ze
OA(MN) = M'N' (EK1)

Al S !
)
Nl
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Elipsa ako obraz kruznice v osovej afinite

m Ak postupne pre kazdy bod X € kndjdeme jeho
obraz X' = OA(X), ziskame tak v rovine
mnozinu bodov — krivku, ktord nazyvame elipsa.

m Obraz kruZnice v osovej afinite sa nazyva elipsa.

m Obrazom stredu kruznice v osovej afinite je stred
elipsy, t.j. OA(S) = 9.

m Obraz priemeru kruznice v osovej afinite je
priemer elipsy.

OA(KL) = K'L/
OA(MN)=MN

m Obrazy dvoch navzdjom kolmych priemerov

kruZnice voldme zdruZené priemery elipsy.

KL 1. MN = K'L', M' N st zdruzené priemery
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Dotycnice elipsy

m obrazom dotycnice tx kruZnice kv bode K je
dotycnica ¢ elipsy ' v bode K’
OA(tg) =ty

m navySe plati, Ze dotycnica t elipsy je
rovnobeznd s priemerom elipsy M' N, ktory je
zdruzeny k priemeru K'L/
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Navzdjom kolmé zdruZzené priemery

m ukazali sme si, ako zostrojit zdruzené priemery elipsy,
&im sme ziskali $tyri body elipsy (body K, L', M, N')

m avSak na vykreslenie priblizného tvaru elipsy nam to
nestaci, potrebovali by sme zostrojit ovela viac bodov,
o je ale privelmi zdlhavé

B sU zname konstrukcie na vykreslenie elipsy, avSak na
to potrebujeme poznat zdruzené priemery elipsy,
ktoré su navzdjom kolmé

m kolmé priemery kruZnice a im odpovedajuce kolmé
priemery elipsy patria do hlavnych smerov OA

S

NS

D/
Obr. 1: ZdruZené priemery elipsy
K'L', M N' nie st navzajom kolmé.
Zdruzené priemery A’B’, C'D’
navzajom kolmé su.
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Konstrukcia navzajom kolmych zdruZzenych priemerov elipsy

DANE
m majme osovu afinitu OA(os — 0, X, X') X

m nech je dand kruznica k(S, r) o

ULOHA

m zostrojit navzajom kolmé zdruzené
priemery elipsy ¥/, ktoré st obrazom dvoch
kolomych priemerov kruznice kv danej OA
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Konstrukcia navzajom kolmych zdruZzenych priemerov elipsy

POSTUP

Krok €. 1:

m zostrojime stred elipsy 9, tak, ze
OA(XS) = XS (EK1)
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Konstrukcia navzajom kolmych zdruZzenych priemerov elipsy

Krok €. 2:
Zostrojime hlavné smery osovej afinity:

m zostrojime os 0°° dsetky S

m bod W= 0% N obude stredom Talesovej
kruZnice, ktoru potrebujeme

m zostrojime Talesovu kruznicu 7( W, r;),
ktorej polomer r, = | WS| = | WY

m oznaéime samodruzné body 2 = 2’ a
3 = 3/, ktoré patria prieniku Talesovej
kruznice a osi afinity, t. j. {2,3} = 7N o
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Konstrukcia navzajom kolmych zdruZzenych priemerov elipsy

Krok €. 3:
>

m zostrojime priamky p = S2 ap’ = SW
—

m zostrojime priamky ¢ = S3 a ¢ = W

m tieto priamky patria do hlavnych smerov
osovej afinity
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Konstrukcia navzajom kolmych zdruZzenych priemerov elipsy

Krok €. 4:
m uréime body A4, B, kde {4,B} =pnk
m uréime body C, D, kde {C, D} = gn k

m plati, Ze priemery kruznice ABa CDsu
navzajom kolmé
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Konstrukcia navzajom kolmych zdruZzenych priemerov elipsy

Krok €. 5:
m uréime body A’, B’ € p' tak, ze
OA(A) = A"a OA(B) = B (EK1)

m uréime body C', D' € { tak, ze
OA(C)=C'aOA(D)=D (EK1)

VYSTUP

m Usecky A’B' a C' D leZiace na hlavnych
smeroch osovej afinity, teda navzdjom
kolmé zdruZzené priemery elipsy ¥
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Osi a vrcholy elipsy

obrazom kruZnice k je elipsa ¥

priamka p’ — hlavnd os elipsy

priamka ¢ — vedlajsia os elipsy

body A’, B’ — hlavné vrcholy elipsy

body C', D' — vedlajsie vrcholy elipsy

|A’S'| = |B'S'| = aje dizka hlavnej polosi
|C'S| = |D'S| = bje dizka vedlajsej polosi
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Vykreslenie elipsy pomocou oskulaénych kruznic

m k vykreslovaniu elipsy pomocou rysovacich pomdcok
vyuZivame segmenty oskulacnych kruznic v hlavnych a
ved|lajsich vrcholoch elipsy

m oskulacna kruznica rovinnej krivky v danom bode je kruznica,
ktora tymto bodom prechadza a ma v nom s danou krivkou
spolo¢nu prvnu aj druhu derivaciu (Cize v okoli toho bodu
kruZznica velmi dobre aproximuje rovinnu krivku)

m v okoli hlavnych vrcholov nahradime elipsu segmentami

. . 2 ,
oskula¢nych kruznic s polomerom py4 = pp = % a v okoli

2

vedlajsich vrcholov s polomerom po = pp = 4

m urlenie dizky polomerov oskulaénych kruznic metédami
matematickej analyzy a rovinnej geometrie je uvedeny v
literature Kudlickovd S., Mackovovd A.: Elipsa, str. 10— 13

Obr. 2: Oskulaéné kruznice vo
vrcholoch elipsy.
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Algoritmus konStrukcie oskulaénych kruznic

Teraz uvedieme algoritmus konstrukcie stredov a
polomerov oskulaénych kruznic. Dalej v texte budeme
vrcholy elipsy oznacovat bez Ciarky.

] m
DANE C
m hlavné vrcholy A, B E
m vedlajsie vrcholy C, D
POSTUP A S B
Krok ¢. 1:
m zostrojime bod F'tak, Ze doplnime trojuholnik D

AASC na obdiznik ASCE

B zostrojime priamku m kolmu na priamku AC' a
prechadzajucu bodom F
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Algoritmus konStrukcie oskulaénych kruznic

Krok €. 2: m
—
m uréimebod Sy =mnNAB P c
Bod 54 je stred oskulacnej kruznice k4 v (
2
hlavnom vrchole A s polomerom p, = b— ' S
P A oA S B
m uréime bod So = mnN CD ‘ pe
Bod S¢ je stred oskulaénej kruznice k¢ vo D

vedlajSom vrchole C's polomerom po = % \

Se
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Algoritmus konStrukcie oskulaénych kruznic

Krok €. 3:
m zostrojime bod Sp, ktory je simerny s bodom

S 4 podla stredu elipsy S m Sp
Bod Sp je stred oskulaénej kruznice kg v , C
hlavhom vrchole B's polomerom pp = py = % E e
N e
m zostrojime bod Sp, ktory je simerny s bodom , ka k:B/\
S¢ podla stredu elipsy S

Bod Sp je stred oskulac¢nej kruznice kp vo ’
vedlajSom vrchole D s polomerom N kp
2
a?

PD = pPC = - D
VYSTUP
m oskulaéné kruznice k4 (Sa,pa), kB(SB, PB), Sc

kc(Se, pe), kp(Sp, pp) vo vrcholoch elipsy
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Odévodnenie konstrukcie oskulacnych kruznic

Najprv ukdzeme, Ze plati p4 = |AS4| = %.
m

m pravouhlé trojuholniky AAS s Ea ASCA
su podobné podla vety (uu)

|ASal _ |5C]
®m preto o = (5

m plati |[AE| =b=|SC|a|SA| =a

, . 2
m po dosadeni mame |AS,| = &

Platnost rovnosti po = |CS¢| = “—; by sme
ukazali analogicky z podobnosti pravouhlych
trojuholnikov A CES-a ASCA.
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