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Motivacia

m na strednej Skole sa riesia sUstavy rovnic
r—2y=—4 = z-2b—2)=—-4 = =2
rT+y=>5 = y=5>5—=x y=3

B riedit systém znamena najst priese¢nik priamok v R?

prx—2y+4=0

= X=[2,3]€epn
¢: z+y—95=0 2.3l €pny

Obr. 1: pn g={[2,3]}

m chceli by sme riesit ststavy s linedrnych rovnic s n neznamymi
a skimat suvislost s linearnymi zobrazeniami
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Nadroviny v R"

m nasledujuce geometrické pojmy budeme pouZzivat Cisto kvoli predstavivosti, nebudu striktne
matematicky definované, nakolko afinné (bodové) priestory sa preberaju neskoér
® vyuZijeme poznatky zo SS o rovniciach priamok a rovin v normalovom tvare

Nadrovina v priestore (vektorovom, afinnom) dimenzie n je akykolvek podpriestor dimenzie n — 1.

Nadrovinu v n-rozmernom priestore vieme jednoznacne urcit jedinou linedrnou rovnicou
aixy + -+ apT, = b.

PRIKLADY
R2 ) R2 X2 R2 (%)
((11./(12) =7 ((Ll,ag) =7
X1 T

L1
A A9y = 0 Jll.’li'l + Aoy = b /]F

a1 + asxy = b

Obr. 2: Priamka je VPP vo VP R2.  Obr. 3: Priamka je AfPP v AfP R2.  Obr. 4: MnofZina nie je VPP vo VP 1@?2.0



Systém (sustava) linedrnych rovnic

Nech s, n € N. Majme systém s linearnych rovnic pre n neznamych zy, ..., z, nad polom R
;121 + a9+ ...+ a1y, = b1

ap171 + Ao+ ... + agnTy, = by

as1T1 + a2+ . .. 4 GgnTy = by
kde a;, b; € Rprei=1,...,saj=1,...,n

Tomuto systému priradime tri matice:

a1 a2 ... Qg ayn a2 ... G, by b1
A- | a2 ... am AlB= a1 a2 ... G2, b B bo
sl As2  «.. (QOgp as1  QAs2 ... (Ggp bs bs

matica systému (S) rozSirena matica systému (S) matica pravych stran
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Maticovy zdpis systému rovnic

Ak este oznacime X = (z1,...,z,) € M »(R), systém (S) vieme zapisat pomocou maticového
zapisu ako A.X” = B.

Vyriesit systém (S) nad R znamena najst mnozinu vsetkych jeho rieSeni z R™.
Samozrejme, systém moze byt neriesitelny a vtedy je mnoZina riedeni ().

Riesenim je kazdé K € M, , = R" také, Ze AKT=B.

Ak mdme systém (S) s maticou (A|B) a systém (') s maticou (C'|D) také, ze (A|B) ~ (C'|D),
tak aj systémy (S) a (S’) su ekvivalentné.
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Systém linearnych rovnic a linearne zobrazenie

R !
Cx 7 (G
RS

Obr. 5: Existuje prave jedno X: X — BT.

m iny pohlad na linedrny systém A. X7 = B ziskame
po transponovani rovnice:
(A.XT")T = BT
(XT) T_AT _ BT
xXAT = BT
(33‘1, ce ,xn)AT = (bl, ey bs)

m &ize fyr(X) = BT, kde f4r: R" — R®
je linedrne zobrazenie s maticou AT

B systém (S) je riesitelny prave vtedy, ked' f4r
aspori jedno X zobrazi na B” a to je prave vtedy,
ked BT € Tm(f,r)

m potom vyriesit systém (S) znamend najst celu
mnozinu f,; (B7)

far

e ——————

Obr. 7: Ziadne X € R™ sa nezobrazi na BZ./ZO



Homogénny lineadrny systém

DEFINICIA .
Hovorime, Ze systém linedrnych rovnic (S) je homogénny, ak B = (9, >
0

Cize

a11r1 + aome+ ...+ apxr, = 0

ap111 + Ggoo+ ...+ agpr, = 0

.n_nN n
417+ aolst .o+ agz, = 0 Obr. 8: B=0 € Im(fsr), lebo obrazom VP R

je VPP v R,

MnoZina vietkych rieseni je S = Ker(f,r). Takze

m systém (S) ma vzdy aspori jedno rieSenie — trividlne X = (0,0,...,0)

m ak mad vela rieseni, tak tieto tvoria vektorovy podpriestor R", dim(Sy) = n— h(A)
VETA

Dimenzia vektorového priestoru rieSeni homogénneho linearneho systému je n — h(A).
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Dimenzia vektorového priestoru Sy

2 { - ’
R y R |9
D 1 Sn
x
0 x
] ﬁl,ﬁg su LN ] ﬁl,ﬁz su L.Z

m Cize h(A) = (gt oi2) =2 m lizeh(A) = (il at2)=1
m tedadim(Sy) =2—-2=0, m tedadim(Sy) =2-1=1,

¢ize Sy = {0} ¢ize Sy je netrividlny VPP
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Postup rieSenia homogénneho systému

Koneénym poc¢tom ERO upravime maticu A na redukovanu stupriovitd maticu P.
Systém (S) je potom ekvivalentny so systémom (S'):

Ty + D1t +1% 41+ oo+ PL—1%—1 + 0.3, + P18 41 0+ DT =0

Ty, + Prt,4+1Tt+1 + ot Py = 0

potom

B Z,...,% sUviazané nezname, vyjadrime ich pomocou parametrov

m ostatné z;, je ich n — r, si volné nezname (parametre)
Fundamentdlne rieSenia dostaneme tak, Ze za jednotlivé parametre volime hodnoty 0 a 1, tak, Ze
jeden parameter je 1 a ostatné 0.

Fundamentdlne riesenia tvoria bazu priestoru rieseni Sg.
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Priklad rieSenia homogénneho linearneho systému

PRIKLAD: Rieste nad R

2x; — 4ao + Sas + 314 =0
321 — 629 + 4w + 214 0
4y — 8wg + 1723+ 112y = O

. 245 3 1-2 5/2 3/2 1-20-2/7 T1,73 — Viazané
RIESENIE: A = (ifg 4 2 ) ~(oo0 —-72-5/2)~|001 5/7 = x2,14 —Vvolné

1711 00 7 5 000 0 h(A)=2
Riesenim bude VPP Sy, pricom dim(Sy) =4 — h(4) =4 -2 = 2.
n = seR
ry = teR
I1—2:1:2—%:1;4 = 0 = x1:25+%t
$3+%$4 =0 = mgz—gt

TakZe riesenie homogénneho systému je Sy = {(2s+ %t, s, —%t, ) € R* kde s, t € R}.
Fundamentélne riesenia: pre s = 1,¢= 0 méme (2,1,0,0) apre s =0, ¢t = 1 mame (%,O, —%, 1)
Cize Sy =[(2,1,0,0), (%,0,—3,1)].
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Nehomogénny linedrny systém

0
DEFINICIA: Hovorime, Ze systém linearnych rovnic (S) je nehomogénny, ak B # <,9 >
0

Cize aspof jedno b; # 0 v systéme

a1121 + arpre+ ...+ aipxy, = by
ap171 + 29T+ ...+ GopTp, = bo
a1 + agpo+ ...+ aspxy, = bs

MnoZina vsetkych rieseni je Sy. Tato mnoZina
® ma bud jediné riesenie
m alebo cell mnoZinu rieseni
m alebo je prazdna, napriklad pre systém z; = 0,21 = 1
VETA (Frobeniova): Nehomogénny systém je rieitelny prave vtedy, ked h(A4) = h(A|B).
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Priklady mnoziny Sy v R?

R2 Yy R2 Y

X
] ﬁl,ﬁg su LN ] ﬁl,ﬁg su Lz ] ﬁl,ﬁg su Lz
m A(A) = (G &) =2 m h(A) = (G a) =1 m h(A) = (a1as) =1
h(A|B) =2 h(A|B) =1 h(A|B) =2

m Sy={K} m Sy je celd mnozina mSy=10
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Frobeniova veta

LEMA
Pre fubovolnt maticu A nad R plati, e h(AT) = h(A).

VETA (Frobeniova)
Nehomogénny systém linearnych rovnic je riesitelny prave vtedy, ked h(A) = h(A|B).

DOKAZ
m systém je riesitelny < BT € Im(fyr)
m oznaéme ay, . . ., a, stipce matice A
m teda riadky matice AT st af, ..., al
m potom Im(fy7) = [af,...,a]]
m BT elaf,...;all e [af,...,al, BT = [af,..., al]
a kedZe su kone¢norozmerné a [alT, onallclaf,. .. al, BT
& dimfaf,...,al, BT] = dim[a{, ..., a]]

& W(A|B)T) = W(AT) & h(A|B) = h(A)
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Priklad rieSenia nehomogénneho linearneho systému

PRIKLAD: Rieste nad R

311 + 4wo + 23 + 214 = 3
6x1 + 81 +223+ b2y = T
921 + 122 + 323 + 102y = 13
RIESENIE:
14/3 1/3 2/3 14/3 1/3 0] 1/3 1,74 — viazané
A’BZ(%%%%‘%)N((){) /0 {‘%)N(()é) /01‘{>:> 2,73 —volné
912310 | 13 00 0 4 14 00 00l o0 h(A)=2 a h(A|B)=2
RieSenim bude mnozina Sy # ), pretoze h(A) = h(A|B) = 2.
n = seR
3 = teR
.’171—1—%:@—1—%:@, = zl)) = :Elzé—és—%t
Ty = 1

TakZe rie$enie nehomogénneho systému je Sy = {(% — %s — %t, 5,1, 1) € R*, kde s, t € R}.
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Fredholmova alternativa

UvaZujme o nehomogénnom linedrnom systéme A. X7 = B, kde

A€ Myo(R), X=(z1,...,22), B= (2> 4 <8)

bn 0
Teda ide o systém n linearnych rovnic s n neznamymi.
Potom mame DVE moZnosti (alternativa)
prislusny homogénny systém A.XT = 0 m4 iba trividlne riedenie (Cize h(A) = n)
a zaroven
nehomogénny systém A.XT = B ma jediné riesenie, nech by B bolo akékolvek

prislu$ny homogénny systém A. X7 = 0 ma aspori jedno netrividlne riedenie (¢ize h(A) < n)
a zaroven
nehomogénny systém A. X = B je riesitelny iba pre také B, pre ktoré h(A) = h(A|B)
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Fredholmova alternativa — 1. moZnost

Homogénny systém AXT =0 Nehomogénny systém AXT = B
R? Yy
ny | ng
T
0
m 7iy, 7ip sU LN, CiZze h(A) = 2 m existuje jediné rieSenie K € R" pre
m teda dim(Sy) =2—-2=0, [ubovolné B

tize Sy = {0} m Sy={K}

16/20



Fredholmova alternativa — 2. moZnost

Homogénny systém AXT = 0

2 4
R 43,

Y

Su

] ﬁl, ﬁg su LZ, éize h,(A) =1
m tedadim(Sy) =2-1=1,
Cize Sy je priamka

RQ

Nehomogénny systém AXT = B

Y

m ak h(A) = h(A|B) =1
posun je ,koordinovany*

m Sy #0

R? Y

4

m ak h(A) # h(A|B) =2
posun je ,nekoordinovany“
mSy=10
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Riesenie nehomogénneho systému ako Sy = K + Sy

VETA

Ty b1 0
Nech AXT = B je nehomogénny systém, kde A € M; ,(R), XT = (?{? ), B= <b2) + (0 >
zn b 0
Ozn. Sy mnozinu vietkych rieseni systému AX” = B a Sy mnoZinu véetkych rieseni prislusného
homogénneho systému AX” = 0. Nech K € R" je nejaké riesenie systému AX” = B.
Potom Sy = K+ Sg.

DOKAZ

m nech Y € Sy, &ize prefi plat, 2 AYT = B. Mozieme ho zapisat ako Y= K + (Y — K).
Skimajme vektor (Y — K), po¢itajme A(Y — K)T = AYT — AKT = B— B = 0. Teda
A(Y— K)T =0apreto (Y — K) € Sy. Toznamend, e Y € K + Sy, ¢ize Sy C K+ Sy.

m zoberme lubovolné Z € Sy. Skimajme vektor (K + Z) € K + Sp, potitajme
AK+2)T=AKT+ AZT = B— 0= B.Teda A(K+ Z)T = B apreto (K + Z) € Sy.
To znamend, ze K+ Sy C Sy.

m zaver: Sy = K+ Sy

18/20



Riesenie nehomogénneho systému ako Sy = K + Sy

PRIKLAD: Rieste nad R

311 + 4w + 13 + 214 = 3
61 + 81 +223+bxy = T
921 + 1229 + 323 + 102y = 13

RIESENIE: Z predo§|ého vieme, Ze rieSenim systému je mnoZina
SN = {(f - fs— ft s5,t,1) € R*, kde s, t € R},

ktord vieme zapisat vtvare Sy = (%, 0,0,1)+ {(—%s — %t, 5,1,0) € R*, kde s, t € R}.

K Su
X4 X4
Obr. 9: oy -6 2oV =0 Obr. 10:
RieSenia RieSenia Sk
homogénneho * & nehomogénneho
. X. .
systému. " systému. X
X1 X1

3.70v.=0 MXz X
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