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Rozklad vektora do navzajom kolmych smerov

m Ulohy vo fyzike:
Tiazova sila posobiaca na teleso Smykajuce sa po Sikmej ploche sa rozlozi na
m normalovu zlozku FQ, ktora je kolmd na plochu
m pohybovu zlozku 1?71, ktord smeruje nadol, je rovnobezna s rovinou a sposobuje pohyb telesa

Obr. 1: Rozklad tiaZzovej sily Fg.

m podobny rozklad vektora sa dé urobit v kazdom konecéne generovanom euklidovskom
priestore
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Ortogondlna projekcia

VETA A DEFINICIA

Nech (V, (-,-)) je kone¢ne generovany euklidovsky vektorovy priestor a nech S je jeho vektorovy

podpriestor. Potom pre kazdy vektor 7 € V existujd jediny vektor Zs € S a jediny vektor Zg1 € S
také, Zze 7 = Zg + Zqu.

R3 S

SL

Vektor Zg € S sa nazyva kolmy priemet alebo tiez
ortogonalna projekcia vektora 7 do podpriestoru S.

Obr. 2: Vektor 7 = Zg + Zg1 .
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Dokaz vety

EXISTENCIA vyjadrenia
mnechZ€ S.PotomZ=7+0,kdeZe Sal e S+.
m nech Z ¢ S. Potom Z # 0, lebo 0 € S.
Ak S = {0}, tak S = VavektorZ=Z+0,kdeZe Stal e S.

Ak S # {0}, nech @y, ..., @, je ortogonalna bazav S. Ked%e 7 ¢ S = [dy, ..., d), tak vektory
di,...,ax, @ sU LN a teda tvoria bazu (k + 1)-rozmerného podpriestoru [dy, . . ., dk, Z].

Ako pri Gram-Schmidtovej ortogonalizécii, najdeme vektor y = 7+ a dy + - - - + «.dy, taky,
ey L dy,...,y L ag UrCite y € St PotomZ = —aqd; — ... — apdy +\22-«'

-~

es est

JEDNOZNACNOST vyjadrenia
m nech by pre Z € Vexistovali dve vyjadrenia, 7e 7 = Zg + Zg. = i + v, kde i € Sav € S+
W potomZg — i = U — Zg. =: Z kdeZg— iU € S av— Tg € S+, CiteZc SN St
m vektor Z je teda kolmy sém na sebaa preto (Z,Z) =0 = |22 =0 = [Z|=0 = 7=0
m potom Zg — U = U — Zq1 —=0atedaZg=1 atiei g1 = .
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Priklad hladania kolmého priemetu vektora

PRIKLAD: V R* najdite kolmy priemet vektora 7 = (4, —1, —3, 4) do podpriestoru
S=1(1,0,0,3),(1,2,2,—-1),(1,1,1,1)].

RIESENIE: Najprv nds zaujima skutoéna dimenzia podpriestoru S, do ktorého zobrazujeme:

(%33_3’1>~<6385’4)~<6??f’2) = dim(S)=2 a §=[(1,0,0,3),(0,1,1, —2)]
111 1 011 -2 000 O

Vieme, Ze existuje jednoznacné vyjadrenie 7 = Zg + ZqL
Ked¥e Zg € S, tak 7g = a1 (1,0,0,3) + a2(0,1,1,—2)
Potom Zg. = 7— Zg = (4,—1,—3,4) — a1(1,0,0,3) — as(0, 1,1, —2)
= (4 —Qq, -1 - a9, -3 - a2,4 — 3041 -+ 2042)
KedZe Zg1 € S*, tak Zgr L (1,0,0,3) a Zgu L (0,1,1,—2).Ztoho dostdvame dve rovnice:
(Fgr,(1,0,0,3)) =0 :  1.(4— 1) +3(4 — 3ay + 2a3) = 0
(g, (0,1,1,-2)) =0 :  1.(—=1—ag)+ 1.(=3 — az) — 2(4 — 3oy + 2a0) = 0
Riesenim sustavy su a; = 1a ag = —1. Potom 75 = 1(1,0,0,3)—1(0,1,1,—-2) = (1, —1, —1,5).
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Dalsie vlastnosti ortogonalneho doplnku
SNT /
VETA

Nech (V, (-,-)) je konecne generovany euklidovsky T
vektorovy priestor a nech S, T st jeho vektorové
podpriestory. Potom S

Si
V=So st
($hHt =g (SnT)t
(SN Tt =85+ 1+ T

Obr.3: (SN T)t =8+ + 7+
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Do6kaz vlastnosti

DOKAZ

Kazdy vektor 7 € V m4 jednozna&né vyjadrenie 7 = Zs + Zg1, takie V= S+ S*.

Zaroveri SN S+ = {0} (vektor kolmy sdm na seba). Preto V= S & S*.

Najprv ukazeme inkltziu S C (S+)*+.

Nech vektor 7 € S je lubovolny. Pre kazdy 3 € S* mame (7, 7) = (%, ) = 0. A teda podla
definicie ortogonalneho doplnku je 7 € (SL)L.

Teraz ukdzeme, 7e dim(S) = dim((S+)*).

Z dokdzanej ¢asti 1 mame V = S @ S+. Z dosledku Grassmannovej formuly pre priamy stcet
vektorovych podpriestorov dostavame dim( V) = dim(.S) 4 dim(S+).

Tiez plati V= S+ @ (1) ateda dim( V) = dim(S*) + dim((SH)1).

Porovnanim oboch vztahov ziskame dim(S) = dim((S+)™1).

Zaver: Zo vztahov S C (S1)* adim(S) = dim((S+)*) vyplyva, ze (S+)+ = &.

Ak A, B si VPP, tak (A + B)* = A+ N B*. Zoberme A = S+ a B= T*. Potom

(S5 + TH)L = ($5)L N (TH)L L2 90 T Cize (SN T)L = (S + TH)L)L L2 gL 4 7L,
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Ortogondlna projekcia ako linedrna transformacia

DEFINICIA
Nech (V, (-,-)) je kone¢ne generovany euklidovsky vektorovy priestor a nech S je jeho vektorovy
podpriestor. Nech pre vektor 7 € V je jeho jediny rozklad Z = Zg + 7., kde Zg € S a Zg1 € S*.

Potom zobrazenie p: V — V s predpisom p(Z) = Zg sa nazyva ortogondlna projekcia priestoru V'
na podpriestor S.

3

VETA ® S
Nech (V, (-,-)) je konecne generovany euklidovsky
vektorovy priestor a nech S je jeho VPP.

Nech p: V — V je zobrazenie ortogonalnej projekcie
priestoru 1V na podpriestor S. Potom

SJ_

p: V— V jelinedrne zobrazenie
Im(p) = 5

pep=p Obr. 4: Zobrazenie p.
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Dokaz vety

DOKAZ

nech Z,j € Vaa, 8 € R st lubovolné. Vieme, Ze existuju jednoznacné vyjadrenia
T=17TZg+ZgLay=Ys+ Ygr.Ateda p(Z) = Zga p(y) = Ys.
Zoberme aZ+ By = a(Zs+ Zgi) + B(Ys + Ygi) = aZs + s+ algr + BYg..

es e st

Potom z jednoznacnosti vyjadrenia v tomto tvare:
p(ai+ BY) = aZs + Bijs = ap(Z) + Bp(¥). Cim sme overili linedrnost zobrazenia p.

Ukdzeme, ze Im(p) C S.
Zoberme [ubovolné Z € V. Potom p(Z) € p(V) = Im(p), ale tiez p(Z) € S.
Teraz ukazeme, ze S C Im(p).
Zoberme [ubovolné § € S. Potom p(3) = Sateda p(s) € p(V) = Im(p).
Zaver: Im(p) = S

B pre Vi€ Vmame (pop)(7) = p(p(7)) = p(Ts) = Ts = p(7)
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Priklad hladania matice ortogondlnej projekcie

PRIKLAD: V R3 so $tandardnym skalarnym st¢inom najdite maticu ortogonalnej projekcie do
podpriestoru S = [(1,1,—1),(2,1,0)].

RIESENIE: Hfaddme maticu ortogonalnej projekcie p: R3 — S. Vieme, 7e p je linedrne zobrazenie,
teda je jednoznacne uréené troma dvojicami vektorov vzor — obraz. MéZeme pouZit trojicu

(1,1,-1) — (1,1,-1)

(2,1,0) = (2,1,0) Zf\’fstztzlf VEeEtk;ff fafosﬁéiirif% samé na seba
fub.j € S& — (0,0,0) Yy
Potrebujeme najst nejaky 5 = (y1, 1o, y3) € S-. Urdite 7 L (1,1, —1)a 7 L (2,1,0). Cize
<Z_jﬁ(1717_1)> =0 y1+1y2—y3 =0 e s s 0
y - T 92999 ) R} =
<ya (27 17 0)> = 0 2y1 + Y2 =0 riesenie SH {( 28 2) s € } S

Mozeme vybrat lubovolné s, napriklad pre s = 2 ziskame

1 1-1]11-1 11 -1]11 -1 100
(210 210>N<0712 0—12>N 010
-12 0 00 O 03 0 11 -1 001

(—=1,2,1). Potom

ol=wikolo St
‘ SSIEN

Wl

ol I ol
Wl

P

o= ol ot
‘ W=

W=

ol I o=
Wl

\/
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Euklidovsky izomorfizmus

DEFINICIA

Nech (V, (-,-)) a (W, (-,-)1) st euklidovské vektorové priestory.

Euklidovsky izomorfizmus alebo izometria priestoru V' na priestor Wje

linedrny izomorfizmus f: V — W taky, ze (f(Z), f(¥))1 = (Z, y) pre vietky Z, j € V.

Ak existuje euklidovsky izomorfizmus medzi dvoma euklidovskymi priestormi, tak hovorime, Ze su
euklidovsky izomorfné.

VETA
Kazdy n-rozmerny euklidovsky vektorovy priestor je euklidovsky izomorfny s priestorom R™ so
Standardnym skalarnym sucinom.
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Ortogonalne matice a grupa O(n)

DEFINICIA
Matica A € M,, ,(R) pre n € N je ortogonalna, ak A.AT = I,,.
Ortogonalna matica A je specidlna ortogonalna, ak jej determinant je 1.

PRIKLAD |
Matica oto€enia priestoru R? okolo (0,0) o uhol ¢ € [0,7]: A, = ( cos Slmp)

—sinp cos ¢

Ay AL = ( sy Sin“") . (COS‘P 7Sin‘P> =) det(A,) = cos? p — (—sin?p) =1

—siny cos g siny cosg

Matica A, je Specialna ortogonalna matica.

VETA A DEFINICIA

Ozna¢me O(n) mnozinu vSetkych ortogondlnych matic typu n x na SO(n) mnoZinu vietkych
$pecialnych ortogonalnych matic typu n x n. Mnoziny O(n) a SO(n) st grupy vzhladom na
nasobenie matic. Samozrejme, SO(n) je podgrupa grupy O(n).

O(n) sa nazyva ortogondlna grupa a SO(n) sa nazyva $pecidlna ortogonélna grupa.
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Matica euklidovského izomorfizmu

VETA
Nech A € O(n). Potom pre 7, j € R" mame (Z.4,§.4) = (Z, ).

DOSLEDOK
Grupa O(n) sa zhoduje s mnoZinou matic vsetkych euklidovskych izomorfizmov R — R™.

Poznamka:
Euklidovsky izomorfizmus (izometria) je

m linearne zobrazenie
m bijektivne

m zachovavajuce skalarny sucin
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Grupa O(2)

Majme A = (2Y) € My (R).

Ak A € 0(2),tak A. AT = I,,, tize pre A.AT = (ab).(35) = (giﬂfl j;jj;‘%) =59

Odtial dostavame podmienky a® + b2 =1, ¢ + d?> = 1, ac+ bd = 0.
Upravou rovnice (a? + b?)(c? + d?) = 1 a vyutitim predoslych vztahov ukdzeme, 7e bv* + d* = 1.

Pocitajme
det?(A) = (ad — be)? = a*d* — 2adbc + b2 = (1 — b*)d? — 2(—bd)db + v*(1 — d?)
=P +d*=1 = predc O2) jedet(A) = +1.
Predet(A) =1  —matica otocenia priestoru R? okolo (0, 0) o uhol a € [0, 7]

v smere hodinovych ruticiek: A = Rot(a) = (%% sna)
alebo proti smeru hodinovych ruciciek

Predet(A) = —1 —matica zrkadlenia priestoru R? podla priamky prechadzajlcej cez (0, 0)

zvierajlcej s osou z uhol §: A = Ref(6) = (<29 sin28 )

Otocenia a zrkadlenia su izometrie euklidovskej roviny.
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