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Binarna operdacia

DEFINICIA

Nech mnoZina M # (). Binarna operécia na M je zobrazenie x: M x M — M.
m namiesto *(z, y) budeme pisat zx y

PRIKLADY

BE+:NxN—->N, n+t+m=n+m
B NxN—=-N, n—m=n—m

je binarna operacia na N

nie je bindrna operacia na N

® + a-namnozine R su bindrne operacie
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Zapis do tabulky

Ak je mnozina M konec¢na (a dost mald), binarnu operaciu na nej mdzeme zapisat do tabulky.
Na mnozZine M = {a, b, c} zapiSeme vysledky bindrnej operacie A takto:

A a b c

a | aNa alb alc
b | bAa bAbL bAc
¢ | eANa cAb  cle

PRIKLAD: Na mnozine Zs = {0, 1,2, 3,4} mame binarne operécie & a ® definované

®@|0 1 2 3 4 ®|0 1 2 3 4
oj0 1 2 3 4 0/0 O O O O
111 2 3 4 O 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 3]0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 4|10 4 3 2 1
a®b=(a+b) mod?5 a® b= (a.b) mod 5
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Neutrdlny prvok

DEFINICIA

Neutralnym prvkom bindrnej operacie x na mnozine M rozumieme taky prvok e € M, Ze pre
kazdé v € Mplati zxe=exz = .

m Cize ide o prvok, ktory je vzhladom na operéciu v ,,neutralnom vztahu* ku vsetkym prvkom
mnoZziny

m binarna operdacia nemusi mat neutralny prvok

m ak ho m3, tak je jediny
dokaz sporom: nech e, e € M s neutrdlne prvky, potom e; = e; *x e5 = €3

m v tabulkovom zépise ho vieme lahko najst (kandidata hladame na diagonale + overime
prisludny riadok a stipec)

PRIKLADY
m bindrna operdcia + na N nema neutralny prvok
m bindrna operacia ® na Zs; ma neutralny prvok 1
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Asociativnost a komutativnost binarnej operacie

DEFINICIA

Nech x: M x M — M je binarna operdcia na mnozine M.

Hovorime, Ze * je asociativna, ak pre kazdé a, b, c € Mplati ax (b ¢) = (a* b) * c.
Hovorime, Ze x je komutativna, ak pre kazdé a, b € Mplatiax b= b* a.

m komutativnost binarnej operacie v tabulkovom zapise vieme rozhodnut podla toho, ¢i je
tabulka symetricka podla uhlopriecky

Obr.lizxy=y*xx
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Inverzny prvok

DEFINICIA

Nech x: M x M — M je bindrna operacia na mnoZine M takd, Ze existuje jej neutralny prvok

e € M. Ak pre nejaky prvok x € M existuje y € M taky, Ze xx y = y* x = e, hovorime, Ze y je
inverzny prvok k prvku z a ozna¢ime ho 2~ L.

PRIKLAD
Binarna operdcia -: R x R — R definovana obycajnym nasobenim
m je asociativna
m je komutativna
B md neutralny prvok 1 € R
m inverzny prvok k prvku a € R\ {0} je prvok a=! = %

m inverzny prvok k prvku 0 neexistuje
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Jednoznacnost inverzného prvku

VETA
Nech x: M x M — M je asociativna bindrna operacia na mnozine M taka, Ze existuje jej

neutralny prvok e € M. Potom pre kazdé = € M existuje najviac jeden inverzny prvok 2.

DOKAZ
m nech pre z € Mexistuju y, y' € M také, ze
TxY=yxr=c¢c
zxy =y’ xr=c¢
mpotomy=yxe=yx(zxy')=(yxx)xy =exy’ =y’
mateday=1y’
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DEFINICIA
Nech G # () je mnoZinaanech ®: G x G — G je binarna operacia na G. Hovorime, Ze dvojica
(G, ®) je grupa, ak su splnené tri podmienky:
operacia ® je asociativna
Vi, y,2€ G: (2@ y) ®2=2® (y® 2)
v G existuje neutrdlny prvok operacie ®
dee G: Vze Gplatiz®e=e®x=1

ku kazdému prvku z G existuje v GG inverzny prvok vzhfadom na &®
Vee G dJye G: z®y=y®zr=c¢

DEFINICIA
Grupu (G, ®) nazyvame komutativna (abelovska), ak bindrna operacia ® je komutativna.
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Aditivny a multiplikativny zapis

PRIKLADY abelovskych grip
m (Z,+), (Q\{0},), (Zm,®)premeN

Multiplikativny zapis (G, -)
m ak binarna operéacia nemusi byt komutativna, ozn. ju symbolom -
m hovorime potom o ,,nasobeni“, resp. multiplikativnej grupe
m neutrdlny prvok ozn. 1
|

inverzny prvok k prvku z € G ozn. z~*

Aditivny zapis (G, +)
m ak bindrna operdcia je komutativna, ozn. ju symbolom +
m hovorime potom o ,,s¢itovani*, resp. aditivnej grupe
m neutralny prvok ozn. 0
m inverzny prvok k prvku z € G ozn. —x (opacny prvok)
m potom z + (—y) mdzeme pisat z — y
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Vlastnosti grup

VETA (Zakony o krateni): Ak (G, -) je grupa, tak pre ubovolné z, y, z € G plati
rT-Y=x-z2 = y=2
Y r=z-T = y=2=2

VETA: Nech (G, ) je grupa. Potom pre [ubovolné z, y € G plati

($_1)_1 =7
(z-y) t=yt ot
DOKAZ

Prvého tvrdenia:

m prvok (z71)~! jeinverzny k 27

m zarovel z- 2! L. 2 =1, takze aj z je inverzny k prvku z—*

m pri asociativnej bin. op. neméZu existovat dva rézne inverzné prvky k 271, preto (z71)~! = 2
Druhého tvrdenia:

u (l"‘l/)‘(y_l‘x_l) :x‘(y'y_l)'l“_l =z l-rgl=z21=1

m podobne saukaze (y ' -771) - (z-y)=1,ateda(z-y) L=y L 2!

:z’i
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Podgrupa

DEFINICIA

Nech (G, -) je grupa a nech U # () je podmnozina mnoziny G. Ak x: U x U — U je bindrna
operaciana Utakd, Ze zx y=z-y preV(z,y) € Ux U a (U, *) je grupa, tak (U, %) sa nazyva
podgrupa grupy (G, -).

Pozn.: Zobrazenie * sa rovna hodnotovému zdZeniu zdzenia -|pyxy: Ux U— G.

PRIKLAD
Grupa (Z, +) je podrupou grupy (R, +).

VETA (kritéria podgrupy)
Nech (G, -) je grupa. Mnozina U # (), U C G je podgrupou grupy G prave vtedy, ked je splnena
hociktord z tychto dvoch navzajom ekvivalentnych podmienok:

preVe,yc Ujex-y ' € U

preVaz,y€ Ujex-y€ U azaroved y~ ! € U.

VETA: Podgrupa komutativnej grupy je komutativna.
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DEFINICIA
Nech F'je mnoZina, + a - st bindrne operacie na F. Hovorime, Ze trojica (F, +, -) je pole, ak
m (F,+) je komutativna grupa
m (F'\ {0},) je komutativna grupa
m vztah séitovania a ndsobenia urcuju distributivne zakony
- (y+z2)=z-y+z-2
(z+y)-z=x-2+y-z

PRIKLADY poli:
m (R, +,-), (Q,+,), (Zp,®,®) pre p—prvotislo
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Zakladné vlastnosti pola

VETA

Pre pole (F, +,-) plati:
mz-0=0-2=0 preVz e F
m(—y - z=—(y-2) =y (—2) preVy,y € F
m(—2) - (—y) =z-ypreVe,ye F
mz-y=0 = =0V y=0
Bz y=z-2ANz#0 = y=1z

Ba-a=a = a=0V a=1
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Dokaz zakladnych vlastnosti pola

mz-0=0-2=0 preVz e F

Méme 0-z+z-2=(0+2z)-z=z-z,ateda0-z=0.
Podobne z-0+z-z2=2-(0+2) =z-z,liZex-0=0.

(=y)-z=—(y-2) =y-(—2) preVz,y € F

Mame y+ (—y) = 0 a vdaka predoslému dostdvame 0 = (y+ (—y)) - z=y-z+ (—y) - =,
Cize—(y-z) = (—y) -z

Podobne 0 =y (z+ (—2)) =y-z+y-(—z),ateda —(y-2) = y- (—2).

(—2)-(—y) ==z ypreVe,ye F

Platl (—2) - (=y) + (=(z-y)) = (=2) - (=) + (=2) -y = (=2) - ((=y) + ) = (-2) - 0 = 0.
Teda prvok (—z) - (—y) je opacny prvok k prvku —(z - y). LenZe aj prvok z - y je opaény k
prvku —(z- y), lebo z- y+ (—(z- y)) = 0. KedZe + je z predpokladu asociativna operacia,
inverzny prvok je jednoznacne urceny. Teda mame (—z) - (—y) = z- v.
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Dokaz zakladnych vlastnosti pola

mzr-y=0 = z2=0V y=0
UkdZeme sporom:nechz# 0 A y#0 A z-y= 0.
KedZe prvky z, y st nenulové, tak z, y € F'\ {0}, lenZe (F, +,-) je pole, takze (F'\ {0},-) je
grupa a teda sucin prvkov z- y € F'\ {0}, ¢ize z- y # 0 a to je spor s predpokladom.

Bz y=x-2zANx#0 = y=z
Ked%e z # 0, tak 3 2~ a potom
y:ly:(x_lz)y:x_l(l'y):x_l(Z'z):(x_lx)zzlz:z

Ba-a=a = a=0Va=1
Necha-a=a. Aka=0,tak0.0 =0.
Ak a # 0, tak existuje a=! € F\ {0}, Ze
l=a-a'=(a-a)-a'=a (a-a')=a-1=gq,citea=1.
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