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m zakladny vyznam pre linedrnu algebru a analytickd geometriu
m patria medzi najdolezitejSie matematické konstrukcie a vyuZivaju sa takmer vo vsetkych
odvetviach matematiky

m stredna skola: vektor ~ smer

S = mnoZzina vSetkych orientovanych tseciek v D

rovine Ozy za€inajucich v O C
m (S, +) je_k>omutat|'vna grupa B/

mame OA + O :?’a—OA:O% 4
m vieme definovat operaciu: 0) A

— —
R x S—>_>S, (o, OA) = . OA
mame 20B = O
E

m podobne pre T'= mnoZzinu vSetkych orientovanych

useciek v priestore Ozyz zacinajucichv O Obr. 1: Prvky z mnoziny 5.
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Vektorovy priestor

DEFINICIA
Nech su dané pole R a neprazdna mnozina V. Nech na Vje definovana bindrna operacia + a nech
je definované zobrazenie R x V — V, (o, Z) = aZ. MnoZina V'sa nazyva vektorovy priestor nad
polom R, ak su splnené nasledujice podmienky:

(V,+) je abelovska grupa, jej neutralny prvok ozn. 6,

(a4 B)Z = aZ+ fZ preVa,B € RaVZie 'V,

a(f+7Y) = al+ ay preVa € RaVi,ge 'V,

A o(f7) = (af)T aVa,5 € RavVie V,

12=17 preVZie V.

Poznamky:
m prvky z R voldme skalary a budeme ich ozn. o, 5,7, . ..
m prvky z Vvolame vektory a budeme ich ozn. q, 5, ¢, ...
m podmienky (1) — (5) sa volaju axiomy vektorového priestoru
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Priklady vektorovych priestorov

m mnoziny S, T z Gvodu su vektorové priestory nad polom R

m nech Rjepolea V= {O}
binarna operacia+: 0+ 0= 0
zobrazenie R x V — V je definované (a,0) — 0
potom V = {6} je VP nad R a voldme ho nulovy vektorovy priestor (je to najmensi VP)
m nech Rjepole, V=R"=RxXx--- X R
—_——

n-krat
binarna operacia + na R" je def. ako (x1,...,2,) + (Y1, -, yn) = (21 + Y1, -« -, Tn + Yn)
zobrazenie R x V — V je definované a(zy, ..., z,) = (azi,...,ax,)

potom V= R" je vektorovy priestor nad polom R

B mnoZina Z% je vektorovy priestor nad polom Zs
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Priklady vektorovych priestorov

f+g

m pole R, mnozina V= {f: R — R}

(redIne funkcie na R, ozn. RR) J

i . o Obr. 2: Bindrna operdcia +: Vx V— V.
binarnu operaciu + na R¥ definujeme

pre f, g € R¥ ako (f+ g)(z) = flz) + g(x)

zobrazenie R x V' — V definujeme

prea € Rafc R¥ definujeme (af)(z) = af(7)

potom RR je vektorovy priestor nad polom R v y
3f

Obr. 3: Zobrazenie R x V— V.
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Vlastnosti vektorového priestoru

VETA

Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Potom
0Z=0 preVie V
(—1)Z=—2 preVie V
al =0 pre Va € R.

DOKAZ

—

pouZijuc axidmy VP mame 7 = 12 = (1 + 0)Z = 1Z + 02 = Z+ 0Z. KedZe (V, +) je
abelovska grupa, tak 07 je neutralny prvok, t. j. 07 = 0.
pouzijuc dokdzané (1) skimajme 7+ (—1)Z = 17+ (—1)Z =

+(—1))z2=0Z
(V,+) je abelovska grupa, tak opaény prvok k prvku Zje (—1) )

1
7, Ci
pouZijuc dokazané (1), (2) pocitajme

ol = a(Z+ (1) = aZ+ a(-7) = ai+ a(-1)Z = ai+ (—a)Z= (a — )i =0Z=0
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Vektorovy podpriestor

DEFINICIA

Nech Vje vektorovy priestor nad polom R a nech D # 0 je podmnoZina mnoZziny V. Hovorime, Ze
D je vektorovy podpriestor priestoru V, ak D je vektorovy priestor nad polom R, pricom
sCitovanie prvkov z D je zUZenim scitovania prvkov z ¥ a ndsobenie prvkov z D prvkami z R je
zUZenim nasobenia prvkov z V prvkamiz R.

PRIKLAD
Podmnozina D = {(r, y, 2) € R3, 2= 0} je vektorovy podpriestor v R3.
m pre (a,b,0),(z,y,0) € Dméame (a, b,0) + (x,4,0) = (a+ 2, b+ y,0) € D. Teda zUZenie
s¢itovania v R3 definuje binarnu operaciu na D.
® (D, +) je komutativna grupa
m prea € R, (2,9,0) € Ddostdvame a(z, y,0) = (aur, ay,0) € D. Teda zUZenie nasobenia
vektorov z R? skalarmi déva nasobenie prvkov v D skaldrmi, s vysledkom v D.
m axiomy (2) — (5) platiavIR3 a teda aj v D
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Priklady vektorovych podpriestorov

m ak Vje vektorovy priestor nad polom R, D = {6} je vektorovy podpriestor vo V'
m Vje vektorovy podpriestor vo V/
m D= {(a,1) € R? a € R} nie je vektorovy podpriestor vo V = R?, lebo
(z,1)+ (1) = (z+9,2) ¢ D
m A = {@} nie je vektorovy podpriestor v IR?, lebo 0d = 0 ¢ A
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Kritéria vektorového priestoru

VETA

Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Neprazdna mnozina D C Vje vektorovym

podpriestorom priestoru V prave vtedy, ked' je splnena hociktora z tychto dvoch ekvivalentnych
podmienok:

preVi,j€ D aVa € Rjei+y€ DaaZe D
preVZ,y€ D aVa,p € R jeal+ By € D.

DOKAZ pre (1)

m D jeVPP=(1) (nutna podmienka)
Podmienka (1) je splnena z definicie VPP.

m (1)= D je VPP (postacujuca podmienka)
Ak Z € D, tak pre « = 0 je 0Z € D a tiez 0Z = 0, lebo Vje VP. Teda 0 € D. Rovnako
(—1)Z= —7Z € D.Takie ak Z, j € D, tak aj Z+ (—9) € D, Co znamena, ze (D, +) je
podgrupa (V,+). Vdaka (1) mame pre« € R aZ € D ajaZ € D. Axidmy vekt. priestoru
platiav D, lebo platiavo V.
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Priklad pouzitia kritéria VPP

PRIKLAD

Rozhodhnite, & je mnozina P = {(z, y) € R?, z = y} vektorovym podpriestorom vektorového
priestoru ¥V = R? nad polom R.

RIESENIE
m P=#(,lebo (0,0) € P
m pre (a,a),(b,b) € P mame (a,a) + (b,b) = (a+ b,a+ b) € P
m pre (z,2) € P aa € R mdme a(z, z) = (ax, az) € P

m ziver: Mnozina P splitia kritérium (1) vektorového podpriestoru a teda je VPP v RZ.
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Prienik vektorovych podpriestorov

VETA
Ak C, D su vektorové podpriestory vektorového priestoru V' nad pofom R, tak aj ich prienik ' D
je vektorovy podpriestor vo V.

DOKAZ

m0cC0cDatedale CND#D

m nechZ e CND.PotomZ,y€ CatedaZ+ y € C.Podobne Z,j € DatedazZ+ y € D.
PretoZ+ 3y CN D.

m nechac€ Razec CND.PotomZ¢c CatedaaZ € C.Podobne 7 € DatedaaZ € D. Preto
az e CN D.

Poznamka: Nech & je lubovolny neprazdny systém vektorovych podpriestorov vektorového

priestoru ¥V nad polom R. Potom aj prienik tohoto systému, ﬂDe& D, je vektorovy podpriestor
vo V.
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Linedrna kombinacia vektorov

DEFINICIA

Nech Vje vektorovy priestor nad pofom R. Nech k£ € N anech 7y, ..., 7; je k-Clennd postupnost
vektorovvo V. Ak arq, ..., «y je k-Clennd postupnost skaldrov z R, tak vyraz vy 7y + - - - + o7, sa
nazyva linedrna kombinacia postupnosti vektorov 71, . . ., 7). s koeficientami o, . .., a;. Vektor
4= o1T + -+ T, € Vje hodnota tejto linedrnej kombinacie.

Poznamka: S¢itovanie vektorov je komutativne, t. j. nezdleZi na poradi jednotlivych scitancov.

PRIKLADY
mnech V=R?aR=R
(2,4) = 2(1,0) +4(0, 1), ¢ize (2,4) je LK vektorov (1,0), (0, 1)
(2,4) = 2(1,0) +4(0,1) + 0(1,1) &ze (2,4) je aj LK vektorov (1,0), (0,1), (1,1)
vidime, Ze bude mat zmysel uvazovat o akomsi minimalnom pocte ,.generatorov*
m nech 7,y € Vnad R: ak Z = (7, potom Z je LK vektora ¥
mnechZ,..., 7, € Vnad R: pre0 = 0% + - - - + 0T, &ize 0 je LK vektorov 74, . . . , Zn
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Linedrny obal

VETA
Nech {7, ..., I} pre k € N je podmnoZina vektorového priestoru ¥ nad polom R. Potom
mnozina hodnot vsetkych moznych linedrnych kombinacii vektorov z {71, . . ., 7} je vektorovy
podpriestor vo V a volame ho linearny obal mnoziny {7, ..., Zx}, ozn. ho [Zi, . .., Zx|.
DOKAZ

m [Ty,..., T # 0, lebo 0 ako hodnota trividlnej kombinécie tam patri

= nech abe [Z1, ..., ], potom

a+b= (a1 Z1+- - FopZy) +(b1Z1+- - -+ BikTx) = (1 +51) T+ - -+ (ax+Br) T € [51, e fk]
m nech @ € [Ty,..., T a~y € R, potom

’}/Zi = 'y(alifl + -+ Ozkfk) = (’yal)fl + -+ ('yak)i’k € [51, Ceey fk]

PRIKLAD
Vo V = R? mame vektorovy podpriestor [(1,0,0), (0,1,0)] = {(a, b,0) € R? a,b € R}.
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Vlastnosti linedarneho obalu

® [Z},...,Zx| sa nezmeni, ak zmenime usporiadanie vektorov 7, . . ., Ty,
[ | p|aﬁ{fl,...,§k} C [fl,...,fk], lebo VZ; = 0% + - - - + 0Z;—1 + 1Z; + 0Z441 + - - - + 07
VETA

Ak D je vektorovy podpriestor vektorového priestoru V nad polom R. Potom ak

{Z1,....%)} C D,takaj [d,..., 5] C D.
DOKAZ
Nech 7y, ..., 7 € D, zoberme @ = a1 7y + - - - + 7. UkdZzeme, Zze @ € D pomocou Ml vzhl. na

pocet nenulovych koeficientov «; € R, ozn. n. Samozrejme 0 < n < k.
mAkn=0,takd=0% +--+ 07 =0 aten patrido D, lebo je to VPP.
m Ak n =1, tak @ = a,;Z; pre ten jediny a; # 0. Potom @ € D podla kritéria (1) VPP.
m Majme IP: kazdd LK vektorov z {71, ..., Zx} s nanajvys s nenulovymi koeficientam patri do D.
m Potompren= s+ 1mamea= B1ij1 + -+ + Bs¥s + Bsr1Ysr1, kde mnoZina
{91,---,Us, Yst1} je vybrand z {7, ..., @y} podla nenulovych «;. Z IP vieme potom @ zapisat
ako @ = b+ Bsr1Vs+1, kde be D.Ateda aj a € D podla kritéria VPP.
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,Najuspornejsie* vyjadrenie linedrneho obalu

VETA
Nech {7, ..., Zx} pre k € N je podmnoZina vektorového priestoru ¥ nad polom R. Potom
(%1, ..., Tk J] = [T1, ..., T prave vtedy, ked vektor ¥ je lin. kombinaciou vektorov 7, . . . , 7.
DOKAZ
nech [51,...,fk,m = [551,...,5]@]
Potom § € 71, ..., @, y| a teda z rovnosti priestorov aj § € [7, . . ., Zy]. To ale znameng, Ze §
sa da zapisat ako linedrna kombinacia vektorov 74, . . . , 7.
nech i je linedrnou kombinaciou vektorov 74, . .., 7
Kedze {51, o ,fk} C [5_6‘1, vy Ty g_j], tak aj [.%1, e fk] - [.%1, ey T g_j]
Z predpokladu je § LK vektorov 7y, ..., 7y ateda {71, ..., T, 4} C [Z1,..., T
Z predchdadzajucej vety teda aj [Z1, . .., Tk, §] C [Z1, . . ., T

Teda tieto dva linedrne obaly sa v skuto¢nosti rovnaju.

Pozn.: veta ndm dava ndvod, ako dostat ,,najuspornejsie* vyjadrenie linearneho obalu mnoZziny
{Z1,..., ). Napriklad, vo V = R? mdme [(1,0,0), (2, 5,0), (0, 1,0)] = [(1,0,0), (0,1,0)].
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