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Linedrny sucet podpriestorov

Nech S, T' st VPP vektorového priestoru V nad polom R.

m vektorse SU T , .
DEFINICIA: Mnozinu

lvektortESUT_) S+ T={Z+7%; i€ S je T}
m aviak vektor s+t ¢ SU T nazyvame linearny sucet podpriestorov Sa T.

Preto S U T nie je vektorovy podpriestor. e



Linedrny sucet podpriestorov je VP

VETA

Nech S, T' su VPP vektorového priestoru V' nad polom R. Potom mnozina S+ 7' je vektorovy

podpriestor priestoru V. Navyse S+ T je najmensi VPP vo V obsahujuci mnozZinu SU T, Cize
S+ T=[SUT].

DOKAZ
Ukazeme, ze S+ T je vektorovy podpriestor.
m S+ T#0,lebo0=0cg+0cre S+ T
m nech Ei,Be S+ T, Cized =35 +f1a5: %+ b pre nejaké s, € Saty,lp € Taa, B € R
i+ b= a5+ t) + B(% + ) = (a5 + %) + (aty + ) € S+ T
Ukdzeme S+ T'=[SU T].
m [SUT|C S+ T,leboak 55;6 [SU T, tak Z je nejakou LK vektorov s;, s2,--- € Sa
h,ty,---€ T Citei=5+tatedaze S+ T
m S+ TC[SUT] leboakzie S+ T,taki=35+1 atedaz € [SU T]
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Grassmannova formula
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Obr. 1: Linearny sucet S+ T = R3.

Prienik SN T # {0}.

Nech S, T' st VPP v kone¢norozmernom V.

GRASSMANNova formula
dim(S+ 7) = dim(S) + dim(7) — dim(SN T)

PRIKLAD na obr. 1
m S = (7,7, tize dim(S) = 2
m 7= [y, ), tizedim(T) =2
B dim(SN7T)=1
= dim(S+T)=2+2-1=3
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Grassmannova formula — dokaz @

VETA
Nech Vje koneéne generovany VP nad polom R a nech .S, T'su VPP vo V.

Potom dim (S + 7) = dim(S) + dim(7) — dim(SN 7).

DOKAZ B

Ak dim(S) = 0, ¢ize S = {0}, tak S+ T'= T'a Grassmannova formula plati, lebo

dim(S+ T) =0+ dim(7) — 0.

Podobne by sme to ukazali pre dim(7) = 0, pripadne obe nulové.

Nech teraz dim(S) = s adim(7) = ¢ st s, t > 0. Potom m6Zu nastat dve moznosti:
m SN T = {0}, &ize dim(SN T) =0
m SN T+ {0}, tizedim(SNT) =7r>0

Podme ukazat, ze Grassmannova formula plati v oboch pripadoch.

Hlavna myslienka dokazu: najst bazu priestoru S+ T a spocitat jej vektory.
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Grassmannova formula — pokracovanie dékazu @

1. moznost: dim(S) = s, dim(7) = ¢, dim(SN T) =0
Nech (Z,. .., ;) je nejaka bazav Sa (¥, ..., 4;) je nejakd bazav T.
Ukdzeme, Ze (71, ..., s, U1, - ., Ur) je bdzav S+ T.
mS+T= [@,...,:i?s,ﬂl,...,ﬂt],lebo pre
W= Sy + ty = (a151+-~~+as§55)+(613_j1+---+5t,7_jt) preﬂ)E S+ T a oy, ﬂjGR

m postupnost 7i...., 7, Ji,..., 7 je LN, ukdzeme sporom. Predpokladajme teda, Ze je LZ.
Prvych s &lenov je LN, lebo je to baza v S. Cize medzi zvy$nymi €lenmi musi byt nejaky y; taky,
Ze je LK ¢lenov pred nim: ; = (anZ1 + - - - + @) + (B11 + - - + Bi—17j—1)-

Potom ale mame:

P11 — .. — Bi1¥i1 + LY = a1® + -+ ol = d
Vektor @ je nenulovy (lebo koeficient pri ij; je 1 a y-vektory st LN)a ¢ € SN T (lebo sa da
vyjadrit ako LK aj pomocou y-vektorov aj pomocou z-vektorov) a to je spor, lebo SN T = {6}

m teda (71,...,Zs, U1,..., Y1) jebdzav S+ Tapretodim(S+ 7) =s+t=s+t—0
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Grassmannova formula — pokracovanie dékazu @

2. moznost: dim(S) = s, dim(7T) = t, dim(SN T) =r> 0

Nech (Zi, ..., Z) je nejakd baza v SN T. Doplnime ju na bazu (71, ..., 2y, drt1, . . ., ds) priestoru S
anabdzu (Z,..., 7, 3r+1, e Et) priestoru T.
Ukdzeme, 7€ (71, ..., Zr, Grid, . - - s ds, brg1s .. ., by) je bdzav S+ T.

B S+ T=[Z. ... % Gr1,. .., G byst, ..., by, lebo

=5y + ty= ) )
(@121 + -+ apZr + Q1 Grpr + - -+ Qls) + (8120 + - + BrZy +_/(jr+1br+1 + - j’ Bibt)
= (a1 +B1)A + -+ (r+ Br)Zr + arp1dryr + o0+ Qsls + Bryrbrpr + -+ + Biby
m postupnost Zi, ..., 2., Gpit, - .-, s, 3,‘+1., o by je LN, ukdzeme sporom. Predpokladajme
teda, 7e je LZ. Prvych s ¢lenov je LN, lebo je to baza v S. Cize medzi zvy$nymi ¢lenmi musi byt
nejaky Ej taky, zZe je LK ¢lenov pred nim:
Zj = (M7 4 4 VZ) F (Qri18rg1 + -+ Qulis) + (Bry1brir + - + ﬁjflgjfl)-
Potom algméme: B B
—Bri1brpr — .o = Bim1bj1 + 1.bj = (MmZL + -+ Yrdr) + (g1 Grpr + -+ Q) =: 4
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Grassmannova formula — koniec dokazu ="

m pokracovanie:
Vektor @ je nenulovy (lebo koeficient pri ije 1ab-vektorysiLN)aae SN T (lebosada
vyjadrit ako LK aj pomocou b-vektorov aj pomocou z, a-vektorov).
Lenzev SN T mame bazu (7, ..., Z.) a teda pre @ musia existovat nejaké 9,,....9, € R
také, ze @ = 01z + - -+ + 0,2 LenZe potom mame:
i = 0171+ + 0% = (mZ+ o+ WwE) + (G + o+ o)
0= (71 - (51)21 +-+ (’Yr - 57")37” + ar—&—lar—i-l + gl

KedZe postupnost 7, . . ., Z., Gy+1, - - - , Gs je LN (lebo je bazou v ), tak musi ist o trividlnu
kombindciu a teda a,41 = - -+ = s = 0. LenZe to by znamenalo, Ze

b= (mZ+ - +7%) + (0.G1 + -+ 0.8,) + (Breabpsr + -+ Bjm1bja)
bj=m7+ -+ vz + Brr1beyr + -+ Bim1bia

¢o je spor, lebo postupnost 71, . .., Zr, byi1, ..., bs je LN (lebo je bazou v T).
m teda (Z1,..., 2p, Gpt1, .. ., ds, ETH, e 5t> je bazav S+ T a preto

dm(S+ ) =r+(s—n+(t—r=s+t—r
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Priamy sucet

V =R?
DEFINICIA S
Nech Sa T'su VPP vektorového priestoru V také, ze
SN T = {0}. Potom sa linedrny si¢et S+ T nazyva AN =
priamy sucet podpriestorov .S a T'aozn.ho S & 7. L1

m dim(S @ 7T) = dim(S) + dim(7) 0 _

m baza S @ T je (Z1,..., % 1. .., i), kde T
(Z1,...,25) jebdzav S a (yy,...,7;) jebazav T

Obr.2: SN T = {0}
dm(S@T)=2+1=3
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Rozklad priestoru

¢ V=R3
DEFINICIA
Ak sa vektorovy priestor V' da vyjadrit v tvare 7 — m
V=Vi® Vod---d V, pre nejaké podpriestory
Vi,..., V,, tak hovorime, Ze V'sa rozklada (alebo aj
Stiepi) na priamy sucet svojich podpriestorov.

PRIKLAD
Vektorovy priestor V3(R) sa rozklada na priamy sucet
V3(R) = X@ Y@ Z kde ¥=1(0,1,0)
X =1(1,0,0)]
Y =(0,1,0)] Y =1yl
Z=1[(0,0,1)] Obr. 3: Priestor V3(R) vieme rozloZit na
priamy stucéet podpriestorov X & Y & Z.
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Jednoznacnost vyjadrenia vektorov priameho suctu

VETA
Nech S, T, P su VPP vektorového priestoru V. Potom P = S@® T prave vtedy, ked P= S+ Ta
kazdy vektor z P sa da jedinym spdsobom vyjadrit ako stcet vektoraz S a vektoraz T.

DOKAZ
B ,=“nech P=5&® T.Potom samozreJme P = 5+ T. Teda pre kazdy vektor T € P existuju
ae Sabe Ttake Se 7=+ b. Nechajprea1 S Sab1 S Tjex—al—i-bl Potom mame
I=a+ b= a + 61 Odtial a — d; = 61 — b= : J. KedZe S, T su VPP, tak su ,,uzavrete“
vzhladom na skladanie ich vektorov a teda ye SN T.Ztoho vyplyva, ze ij = 0 lebo P je
priamym suétom S a T. Ateda ad = d; a b= b1
m ,<“:nech P= S+ T anech kazdy vektor z P sa d4 jedinym spésobom vyjadrit ako stcet
vektora z S avektora z T. Skimajme vektor @ € SN T. Plati, Ze
i=d+0,kdedecSaleT
i=0+ad,kdeleSadge T
Ked’e toto vyjadrenie ma byt jednoznaéné, tak @ = O ateda SN T = {6} aP=S¢T
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Baza priameho suctu

VETA
Nech S, T' st VPP konecne generovaného vektorového priestoru V nad polom R. Nech
(Z1,...,4s)jebdzav S a (yi,..., ) jebazav T anech P C Vje vektorovy podpriestor, ktorého
bazou je (Z1,...,Zs, Y1,...,Ys). Potom P= S @& T.
DOKAZ
m ukdZeme, e PC S+ T
KedZe (%1, ..., %5, U1, .., Ut) je baza priestoru P, kazdy vektor z Z € P je tvaru

T=oZi+ - +asZs+ 011+ + By =5+ tprese Sate T.Atedazie S+ T.
m ukdzeme,ze S+ T C P

Priestor S+ T je generovany vektormi (71, ..., Zs, U1, . ., §¢] @ teda kaZdy vektor z
7€ S+ Tijetvaru T=0171 + -+ 0T+ + -+ ViY; atedaZ € P.
m lize P= S+ T atedadim(S+ T) = dim(P) = s+ ¢t = dim(S) + dim(7)
m z Grassmanovej formuly méme, 7e diim(SN 7) = 0 ateda SN T'= {0}.Cize P= S @ T.
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Linedrny vs. priamy sucet

Linearny sucet Priamy sucet
V=R

mS+T=R3 mSeT=R3
m S+ T=[%, %, U, i) SO T=[7,1, ]
m {71, 7,41, Y2} nie je baza m (71,7, 1) je baza

m dim(S+ T) =dim V3(R) =3 m dim(S® T) =dim V3(R) =3
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