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Linedrne zobrazenia

m zobrazenia, ktoré reSpektuju Struktiru vektorového priestoru
m CiZe reSpektuju grupovd Struktiru 1V a ndsobenie vektorov skaldrmi

DEFINICIA

Nech Va W su vektorové priestory nad tym istym polom R. Zobrazenie f: V' — W sa nazyva
linearne, ak flaZ+ BY) = af(Z) + BAY) preVa,5 € RaVi,je V.
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Obr. 1: Linedrne zobrazenie f. 2%



Linedrne zobrazenie

TVRDENIE

Podmienka linearnosti zobrazenia f: V' — W je ekvivalentnad s nasledujicou dvojicou podmienok:
@+ 7) = f(2) + f7) preVi,je V
flaZ) = af(Z) preVa € RaVie V

PRIKLAD: Zobrazenie f: R? — R?, f(z1, 1) = (21, —22) je linedrne.

Overenie:  f(Z+ §) = f((m1, 22) + (y1,12)) = o + w1, 22 + 32) = (21 + y1, — (72 + ¥2))
= (21, —m) + (y1, —12) = (D) + A7)

fla@) = fla(z, 1)) = flam, arz) = (a1, —awm) = a(z, —12) = af(7)

R? /g: (y1,12) R?
T = (r1,72) f
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Priklady

Priklady linedrnych zobrazeni:
m nulové zobrazenie O: V — W, O(%) = 0 pre lubovolné dva VP V, W
m identické zobrazenie idy: V — Vpre kaidy VP V
m projekcia (alebo premietanie) vektorov z R™ na ich k-tu zlozku
pr: R" — R, pp(a1, ..., z,) =

overenie linedrnosti:
pr(aZ+ BY) = prla(zr, ..., ) + B(Y1,- -, yn) = pr((Qa1, . .., amn) + (Byr, - - -, BYyn))
= prlaz + Byr, ..., + By, - . ., 0n + Byn) = . + By,

Oépk(‘%) + Bpk(?) - Olpk(ﬂih ey Lhgy e ey l‘n) + /Bpk(yla ey Yky ooy yn) = QT + Blyls;
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ZloZenie linedrnych zobrazeni

VETA

Ak f: V— W, g: W — Ssu linedrne zobrazenia medzi vektorovymi priestormi nad pofom R, tak
aj zlozené zobrazenie go [ IV — Sjelinearne.

DOKAZ

m nechZ,y € Vaa,p € R, overime podmienku linedrnosti

m (go f)(aZ+ BY) = g(flaZ+ BY)) = g(afiZ) + Bf(Y)) = ag(f(Z)) + Ba(7))
= a(go N(@) + B9 NH(Y)

Obr. 2: Zlozenim dvoch linearnych zobrazeni ziskame linedrne zobrazenie.
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Nutna podmienka linearneho zobrazenia

VETA
Linedrne zobrazenie zobrazuje nulovy vektor na nulovy vektor.

DOKAZ
m nech fje linedrne zobrazenie
m f(0) = f(0Z) = 0f(Z) = O pre lubovolny Z € V

PRIKLAD
Rozhodhnite, & zobrazenie g: R* — R2, g(21, 10, 23, 71) = (21 + 22, 13 + 5) je linedrne.
Overime ako zobrazenie g zobrazuje nulovy vektor:  ¢(0,0,0,0) = (0 + 0,0+ 5) # (0,0).

Poznambka: Pozor, je to len nutnd podmienka. Keby nam vysiel nulovy vektor, musime overit
podmienku linedrnosti zobrazenia.
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Vlastnosti linedrneho zobrazenia

VETA
Nech f: V— W jelinedrne zobrazenie. Potom

(=) = —f(Z) prevVie V
f(aliﬁ +---+ aki’k) = Ozlf(fl) + -+ Ozkf(fk) preVoa, € R aVi; € VakeN

DOKAZ
f(=7) = ((-1)7) = (-D)f(D) = —fD)
ukadzeme matematickou indukciou vzhladom na &
m nechk=1: f(alic'l) = Oélf(i_b"l)
m IP:nechpre k plati:  flag@y + -+ 4+ aply) = an (7)) + -+ - + apf(T)

m ukdZeme, Ze potom plati pre k+ 1:
flon®y + - + oy t a1 Tir1) = A7+ Q1 Ti1) Fot f(9) + arr1 (@)
gev
= flondy + -+ ) + a1 f(Fn) £ afl@) + -+ (@) + anpafidig)
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Obraz vektorového podpriestoru

DOSLEDOK
Nech f: V— W jelinedrne zobrazenie. Potom
ak S C V je vektorovy podpriestor vo V, tak aj f(.S) C W je vektorovy podpriestor vo W
ak 5= [3517 sy 5k]l takf(S) - {f(fl)v s 7f(£k)]
$pecidlne: Im(f) je vektorovy podpriestor vo W
ak U C W je vektorovy podpriestor vo W, tak jeho vzor f~1(U) = {Z € V; f(Z) € U} je
vektorovy podpriestor vo V

v f f(V)=Im(f)

—_—

Obr. 3: Ak S je VPP, tak aj f(.S) je VPP. Specidlne, Im(f) je VPP. Ak U je VPP, tak aj jeho vzor f~1( U) je VPP.
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Linedrny izomorfizmus

VETA

Nech f: V — W je bijektivne linedrne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi nad polom R.
Potom aj inverzné zobrazenie f~': W — V je bijektivne linedrne zobrazenie.

DEFINICIA
Bijektivne linedrne zobrazenie sa nazyva linedrny izomorfizmus.

Ak existuje linedrny izomorfizmus z vektorového priestoru V' na priestor W, tak hovorime, Zze V a
W sl linearne izomorfné (ozn. V= W).

Poznamka: Reldcia linedrnej izomorfnosti je relacia ekvivalencie,t. j.
m V=V (symetrickost)
m VW= W=x=V (reflexivnost)
B VEWA WS = V=S (tranzitivnhost)

Dékaz v ramci trénovacich uloh.
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Priklad linedrneho izomorfizmu

m V = VP orientovanych Useciek v rovine Ozy so zaciatkom v bode O
m W=RxR=R?
m V= W,lebo %tuje linearny izomorfizmus

fr V= W, f(OA) = (z4,ya)

Vv W =R?
B f(OB) = (-1,3)
A —
« f(OA) = (2,2)
o);; 5 f
0 £(00) = (0,0)

Obr. 4: Linearny izomorfizmus priestorov VVa W.
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Zakladna veta o linedrnych zobrazeniach

VETA

Nech Va Wsu vektorové priestory nad R a nech priestor V je kone¢ne generovany.

Ak V = {0}, tak kazdé linedrne zobrazenie V — W je nulové.

Ak V£ {5} a(dy,...,ay) je bazavo V, tak pre fubovolné pevne zvolené 31, o bpe W
existuje prave jedno I|nearne zobrazenie f: V — Wtaké, ze f(d;) = bl ..... fdm) = Bun-

Kazdy vektor 7 € V'ma Jednoznacne uréené vyjadrenie ¥ = a1 dy + - - - + Qpd;y, potom jeho
obraz f(Z) = o bl 4 ambm.

R? R?
o f . by = f(do)
5[1 b3 o g(ad) > "
— by = f(ay)
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Dokaz zakladnej vety o lin. zobr.

DOKAZ

Nech V= {6} Linedrne zobrazenie musi zobrazit nulovy vektor na nulovy. A kedZe v priestore V
je len ten jeden vektor, tak ,kaidy“ vektor sa zobrazi na nulovy vektor. Cize lin.zobr. je nulové.

Nech V# {0} a (d@,...,dy) je bdzavo V. Ukazeme, 7e zobrazenie f z vety:

m existuje: Predpis aiydy + -+ + Q> algl 4+t amgm kazdému vektoru z V priradi
jediny vektor z W, CiZe naozaj ide o zobrazenie.

m jelinedarne: Nech o, 5 € Ra 4, v € V. Mdme jediné vyjadrenie 4, resp. v v tvare LK vektorov
bazy, Cize i = y1dy + - - + ’ymﬁm av=0d1dy + -+ 0,0, . Potom overme podmienku:
fledi+ B) = fla(yidr + -+ Ynbm) + B(01d1 + -+ + dnlm)) .

- ((a’71+651)a1+ +(a7m+56 ) ) (04_714—651)[)14- . +(04'7m+,85m)bm
= a(y b+ + Ymbm) + B(6151 + -+ + Snbpn) = af(d) + BAT)

m je jediné: nech by existovalo aj zobrazenie g s rovnakymi vlastnostami. Zoberme lub. 7 € 'V,
pricom Z = aydy + - - - + @y je jeho vyjadrenie v baze V. Potom .

9(@) = g(ardy + - - + ) = 1 g(a1) + - + amg(dm) = a1by + -+ + apmby = f(Z),
Cize g = f.



Priklady

PRIKLAD: Néjdite predpis linedrneho zobrazenia h: R? — R[#], ak h(1,0) = 1+ ¢ a h(0,1) = 22
Potitajme pre (z, y) € R?:

Az, y) = h(2(1,0) + y(0,1)) = zh(1,0) + yh(0,1) = (1 + ) + y(2£2) = z+ at + 2yt>.

Cize napr. h(3, —2) = 3 + 3t — 4#°.

PRIKLAD: Najdite predpis linedrneho zobrazenia ¢: R?® — R?, ak zobrazuje bazové vektory
nasledovne: ¢(1,0,0) = (—1,2), ¢(0,1,0) = (1,1), ¢(0,0,1) = (2, 3).

Potitajme pre (a, b, c) € R3:

9(a, b, ¢) = g(a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1)) = ag(1,0,0) + bg(0,1,0) + c4(0,0,1)
=a(—1,2)+b(1,1) + ¢(2,3) = (—a+ b+ 2¢,2a+ b+ 3¢)

Cize napr. g(1,—3,2) = (-1 —3+2.2,2.1 — 3+ 3.2) = (0,5).
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Matica linedrneho zobrazenia R* — R*

m ak R je pole, tak vo VP R¥ mame vidy k dispozicii $tandardnu bézu (1, ..., €)

m teda kazdé lin. zobr. RF — R® je jednoznaéne uréené obrazmi bazovych vektorov €1,..., €k

DEFINICIA

Nech R je pole a nech k, s € N. Matica linedrneho zobrazenia f: R¥ — R* je matica typu k x s
nad R, ktorej i-ty riadok je f(€;) pre i = 1,..., k. TGto maticu oznacime M.

PRIKLAD
Majme linedrne zobrazenie f: R? — R?, fla, b, ¢c) = (—a+ b+ 2¢,2a+ b+ 3c). Uréte My,
Obrazy vektorov & = (1,0,0), & = (0,1,0), & = (0,0,1) z R3 st:

f(1,0,0) = (=1 +0+2.0,214+043.0) = (—1,2) 1 9
£(0,1,0) = (1,1) My=|(1 1
£0,0,1) = (2,3) 23
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Priklady

PRIKLAD: Uréte maticu linedrneho zobrazenia g: C? — C2, g(x, y) = (2, —z + ).

Dosadime bazové vektory: ¢(1,0) = (2,—1)

. matica linedarneho zobrazenia je M, = (2 _1>
g(oa 1) - (07 Z)

0

PRIKLAD: Aké linedrne zobrazenie ma maticu A = (2 7') € Myo(R)?

Vieme, ze A je maticou linedrneho zobrazenia a: R? — R? takého, 7e
a(1,0) =(2,—1)aa(0,1) = (1,5).

Potitajme pre (1, y) € R?:
a(z, y) = a(2(1,0) + (0,1)) = za(1,0) + ya(0,1) = 2(2, —1) + y(1,5) = 22+ y, —z+ 5y).
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Bijektivna koreSpondencia medzi maticami a linearnymi zobrazeniami

VETA
Nech R je pole a k, s € N. Potom ku kazdému linedrnemu zobrazeniu f: R* — R® patri prave

f(&1)
jedna matica My € M, (R) taka, ze My = ( : >

&)
ail - als
Obratene, ku kaZdej matici A = ( aip .. déé) € M, s(R) patri jediné linedrne zobrazenie
a1 e G
fa: R¥ — R® Gplne uréené tym, 7e f4(&;) = (as,...,a;)prei=1,...,k

Pozndmka: Ako uvidime neskor, tato jednoznacnd koreSpondencia umoziuje skimat vlastnosti
linedrnych zobrazeni (napr. injektivnost, atd.) prostrednictvom skimania vlastnosti ich matic (ako
je hodnost a pod.).
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Skladanie linearnych zobrazeni

m majme linedrne zobrazenie f: R? — R? s maticou My = (g} §12) € Moo (R)

m majme linedrne zobrazenie g: R? — R3 s maticou M, = (2; o Z;g) € Ma3(R)

m zloZené zobrazenie go f: R? — RR3 je tie? linedrne, chceme zistit jeho maticu Myor
m (g0 f)(1,0) = g(f(1,0)) = g(a11, a12) = g(a11(1,0) + a12(0,1)) = a119(1,0) + a129(0, 1)
= a11(b11, b12, b13) + a12(ba1, bag, bos)
= (a11b11 + a12b21, a11b12 + a12b22, a11b13 + a12b23)
m (90 £)(0,1) = g(f(0,1)) = g(ag1, az2) = g(a21(1,0) + a22(0,1)) = a219(1,0) + a229(0, 1)
= ap1(b11, b12, b13) + a22(ba1, baz, b23)
= (a21b11 + a22b21, ag1b12 + agabaz, a21b13 + a22b23)
. ar1bir + a12b21  a11b12 + a12b22  a11013 + a2 b23>
m Cize M, .= € Mss3(R
gof <a21 bi1 + a22b21  a21b12 + a22boe  a21b13 + axzbos 23(R)
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Sucin matic

DEFINICIA
Pre matice A = (aj) € My s(R) a B= (bj;) € M, (R) definujeme ich siicin A.B ako maticu
C= M]w«(R), kde ¢it = a1 bis+ -+ + aisbse prei=1,...kat=1,...,n

PRIKLAD
Majme redlne matice A = (', 3)aB=({1).

S 1.0+2.4 1.142.(-2 _ (8 -3 . e _(-13
Potom sucin AB = <(_1).0+3.4 (_1).1%(,)'(_)2)) = (5 2%), kymsagin BA = ('3).

Poznamka: Vidime, Zze nasobenie matic nie je komutativne.

MATICA zloZeného zobrazenia

Ak f: R¥ — R® je linedrne zobrazenie s maticou My e My 4(R) v Wy S

a g: R®* — R" je linedrne zobrazenie s maticou M, € M, .(R), O/]\};‘O/Mg\

tak linearne zobrazenie g o [ je urCené maticou M, .y = M. M,. —_gof -~
‘\[./"‘\[f/
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Asociativnost suéinu matic

VETA
Sucin matic je asociativny, t. j. (A.B).C' = A.(B.C) pre A € My s(R), B € M ,(R), C € M, (R).

DOKAZ
m matice A, B, C' st maticami jednoznacne uréenych linearnych zobrazeni f: R¥ — R*,
g: R®* = R", h: R" — R?, ¢ize A = My, B= M,, C= M,
m vyuZijuc asociativnost skladania zobrazeni mame:
(A.B).C'= (My.My). My, = Myop. My = My o(gop = Mhog) of = Mp-Mp oy
= Myp.(My.My) = A.(B.C)

Vlastnosti sucinu matic
AL =1;A=A prelub. A € M (R)
nasobenie matic je distributivne vzhladom na scitovanie matic:
A(B+ ()= AB+ AC pre A € My (R) aB,Ce M,(R)
(A+B).C=AC+BC preA,Be My4R) aCe M. (R)
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