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Sucin matic a elementarne riadkové operacie
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m pre pripocitanie c-nasobku riadku k inému riadku pouzijeme maticu F3 = ( )
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Elementarne matice

DEFINICIA
Elementarnou maticou stupfa n, pre n € N, patriacou k danej ERO rozumieme maticu, ktora
vznikne z jednotkovej matice I,, prave vykonanim danej ERO.

VETA
Nech je dana matica A € M;, s(R) a nech matica B vznikla z A vykonanim prave jednej ERO.
Potom B = EA, kde FE je elementdrna matica stupna k patriaca k tejto ERO.

PRIKLAD
21 0 3\ 1.re2. 10—-21Y\ 2.r+=(-2)*1. 10 —-21Y\ 3.r+=(-4)*1. 10-21
Ak A:(10—21> = r(2103) S r(0141) = r<014 1):B,
40 2 0 40 2 0 40 2 0 0010 —4
100 100 010 21 0 3
tak B:E3E2E1A:<o10)(410)(100)(10721)
—401 001 001 40 2 0
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Predpis linedrneho zobrazenia prislichajuceho matici M

LEMA

Pre fubovolnt maticu C = (c¢;5) € My, n(R) ziskame jej j-ty riadok ako €;.C, kde €; € R".
DOKAZ

c11 - Cln
Ej C: (0, ,0, ]., 0 ,O) le Cin = (Cj]_, .y C]n)
Cml v Cmn
VETA
Nech My je matica linedrneho zobrazenia f: R¥ — R°. Potom pre kazdé 7 = (z,. .., 2;,) € R*
mame f(i_lf) = f(xl, ey xk) = (.111, ceey :I?k).Mf.
DOKAZ

(@) = flmer + -+ mér) = af(&1) + -+ + wf(&) = ;& My + - - - + 36, My
= (161 + -+ a€p). My = (w1, ..., 23). My
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Vektory ako stipce

m my pracujeme s vektormi ako ,,riadkami®, t. j. maticamitypu 1l x n
= (z1,...,2)

m v niektorej literature autori chapu vektory ako ,stipce®, t. j. maticami typu n x 1

il
Tn

m Standardné bazové vektory su potom éiT, kde €; je Standardny bazovy vektor v nasom chapani

m potom matica linedrneho zobrazenia i: R™ — RP je definovana ako M" typu p x n takd, 7e
jej ity stipec je h(€])
m pre kazdU maticu jej j-ty stipec dostaneme tak, Ze ju sprava vynasobime vektorom EjT

m lize potom mame: h(7) = M".Z, kde Z je lubovolny vektor z R™ chapany ako stipec
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Injektivne, surjektivne a bijektivne lin. zobr.

VETA: Nech V je konecne generovany vektorovy priestor nad pofom R, nech f: V — Wje
linedrne zobrazenie a nech pre m € Nje (dy, ..., d,) je lubovolnd baza priestoru V. Potom

[ je injektivne prave vtedy, ked f(dy), ..., f(dm) su linedrne nezavislé

f je surjektivne prave vtedy, ked' f(dy), ..., f(d,,) generuju cely vektorovy priestor W

f je lindrny izomorfizmus (bijektivne) prave vtedy, ked f(d1), . . ., f(d,,) je baza priestoru W

Obr. 1: f injektivne Obr. 2: f surjektivne Obr. 3: f bijektivne

Poznamka: Linearne zobrazenie medzi nenulovymi konecne generovanymi VP je linearnym

izomorfizmom prave vtedy, ked zobrazuje bazu na bazu.
6/19



Dékaz vety — injektivnost

DOKAZ
»="“:nech f je injektivne.
Zvolme nejaké o, ..., ap, € R také, ze ayfldr) + - - - + amfldn) = 0.

Z linedrnosti f potom mame flayd; + -+ - + apdn,) = 0.
LenZe linedrne zobrazenie aj nulovy vektor zobrazi na nulovy, tj. f(0) = 0.

—

KedZe f je injektivne, tak sa musi platit aya; + - - - + @y, = 0.

KedZe (dy, ..., d,) je baza a teda ide o LN vektory, tak musi ist o trividlnu LK, ¢ize vietky
ay =--- = a, = 0. Ateda aj vektory f(dy), . .., f(dy) suLN.
~<=“rnech f(a1), ..., f(dny) st linedrne nezavislé.

Nech pre nejaké 7,y € V mame f(Z) = f(y).

Nech ich vyjadrenie vbazeje 7 = v1dy + - - + Yl @G = 0161 + - - - + Ol

Potom mame f(y1dy + - - - + Ymlm) = f(01d1 + - - + Sndm)-

Z linedrnosti zobrazenia f dostaneme i f(d1) + - - + Ymfldm) = 61f(d1) + - - + O fldm).
Po Uprave (y; — 61)f(d1) + - - - + (Ym — 6m)f(@m) = O, lenze vektory f(dy), . . ., f{d@m) sU LN.
Cizeprei=1,...,m mame~; — 0; = 0 a teda Z = 7, &ize zobrazenie f je injektivne. 7/19



Dékaz vety — surjektivnost, bijektivnost

»=“:nech f je surjektivne. Chceme ukazat, Ze W= [f(d1),..., f(dm)].
Urcite plati [f(dy), ..., f(@n)] C W, lebo Wje vektorovy priestor.
Teraz ukdZzeme opacénu inkldziu.
KedZe f je surjektivne, ku kazdemu y € Wexistuje b€ Vtaké, ze i )
(d1,...,0dn) jebazavo V,teda bmé jednoznacné vyjadrenle vtvare b = 51(11 + o+ Bl
Vyuiuuc linedrnost f mame 3 = f{ ) =f(Prdr + -+ Bmam) = Brfldr) + -+ Bmf(am),
teday e [f(a1),...,f(dn)]. Takieaj W C [f(d1), ..., f(dp)]. Zaver: W= [f(d’l), oy ()]

<“rnech W= [f(a1),...,f(dm)].
Potom pre kaZzdy vektor 3 € Wexistujlj 01y, 0m € R také, ze § = 01f(d1) + - - + df(dpm).

Zlinedrnosti f mame y = f(d1a; + - -+ + 5mam) Teda pre kazdy vektor j € W existuje
d=0101 4+ Opmam € V taky, Ze = f ) Cize f je surjektivne.
»<“: f je bijektivne < f je injektivne aj surjektivne < vektory f(d1), ..., f(dy,) su linedrne

nezdvislé a zaroven generuju cely priestor W< (f(dy), ..., f(d,)) je bazavo W
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Vlastnosti linedarneho zobrazenia a dimenzie VP

DOSLEDOK
Nech f: V — Wje linedrne zobrazenie a V je konecne generovany.

Ak f je injektivne, tak dim( V) < dim(W).
Ak f je surjektivne, tak dim( V) > dim(W).
Ak f je linedrny izomorfizmus, tak dim( V) = dim( W).
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Priestory linedrne izomorfnés V= R"

DOSLEDOK

Kazdy n-rozmerny vektorovy priestor nad polom R je linedrne izomorfny s vektorovym
priestorom R™.

DOKAZ
m nech V je n-rozmerny VP nad R, nech (@, ..., d,) je jeho baza
m nech (€, ..., é,) je Standardnd bazav R"
m podla zdkladnej vety o lin. zobr. existuje prave jedno lin. zobr. f: V — R™také, ze f(a;) = €;
prei=1,...,n

m kedZe f zobrazuje bazu na bazu, je to lin. izomorfizmus a teda V= R"
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Priklad linedrneho izomorfizmu

PRIKLAD

Nech V=R"a W= Mﬁf?lg(R) je VP diagonélnych matic stupria n.
Tieto vektorové priestory su linedrne izomorfné.

Hladany linearny izomorfizmus je napr. zobrazenie f: V — Wtaké, Ze

z1 0 ... O
0z ... 0
s 2a) = _
00 .. 2
Poznamka

m pririeSeni mnohych otazok linearnej algebry moéZzeme pokojne namiesto o danom
n-rozmernom VP nad pofom R uvaZovat o VP usporiadanych n-tic prvkov pola R, teda o R"

m preto je osobitne ddle?ité dobre poznat vlastnosti linedrnych zobrazeni R¥ — R*
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Linedrne zobrazenia f: R* — R° a hodnost matice

VETA
Nech f: R¥ — R*® je linedrne zobrazenie. Potom
[ jeinjektivne préve vtedy, ked h(My) = k
[ je surjektivne préve vtedy, ked /(1/y) = s
[ jelinedrny izomorfizmus prave vtedy, ked 4( ;) = k= s

DOKAZ
. f(é1) . S y L i o S
Matica My = W5 ) kde €, ..., é; su vektory Standardnej bazy R". Ozn. S = [f(€1), ..., f(é)]-
€k

Vieme, Ze potom h(M;) = dim(S).
[ jeinjektivne < f(€1),..., f(€) sULN & dim(S) =k & WMy =k

[ jesurjektivne & W= [f(¢1),...,f(&)] =5 & dim(S) =dim(W) =s & h(Mj) = s
[ je bijektivne < f je injektivne a surjektivne < h(My) = k= s
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Priklady na urcovanie vlastnosti lin. zobr.

PRIKLAD 1
Urcte, ¢ije lin. zobr. g: R? — R?, g(x1, 22) = (221 + 312, —11 + 427) injektivne, resp. surjektivne.

Zistime hodnost matice zobrazenia M, :
_(2-1 1-1/2 10 _
My=(373)~ (0 11/2) ~(g1) = h(My) =2
Zobrazenie g je aj injektivne aj surjektivne, je to linedrny izomorfizmus.
PRIKLAD 2

Urcte, ¢ije lin. zobr. u: R3 — R*, u(ay, az, a3) = (a1 + ag, a1 — ag, ag + 2a3, 3az) injektivne,
resp. surjektivne.

Zobrazenie urcite nemoze byt surjektivne, lebo dim( V) = 3 < 4 = dim(W).
Pre uréenie injektivnosti zistime hodnost matice zobrazenia M, :

1 _3
1100 1100 Lo 210 Loo 3
M,=(1-110)~(0-210)~|01-30])~ 0102 = hM,)=3
0023 0023 00 1 2 001 2

Zobrazenie u je injektivne. .



Reguldrna a singularna matica

DEFINICIA
Stvorcovéa matica stupfia 7 nad polom R je reguldrna, ak jej hodnost je n. Ak ma hodnost mensiu
ako n, tak je singularna.

Poznamka: Lin. zobr. f: R™ — R" je linedrnym izomorfizmom prave vtedy, ked' M je regularna.

DEFINICIA
Linearne zobrazenie VP do seba sa nazyva linedrna transformécia tohto priestoru.
Linedrna transformacia priestoru R" je

m regularna, ak je linedrnym izomorfizmom, teda ak jej matica je regularna,

m singuldrna, ak nie je linedrnym izomorfizmom, teda ak jej matica je singularna.
PRIKLADY

m linedrna transformacia f: R? — R2, flz1, ) = (21 + 220, 221 + 412) je singuldrna,

lebo h(Mp) = h(13) =1
m linearna transformdcia idp2 je regularna, lebo Ming = b ajej hodnost je 2
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Inverzna matica

m na mnozine M, ,(R) je ndsobenie matic asociativnou binarnou operaciou
m jej neutrdlny prvok je I,

m pre ktoré matice z M,, ,(R) existuje inverzny prvok vzhladom na nasobenie?

DEFINICIA

Nech R je pole a nech n € N. Ak k matici A € M, ,(R) existuje matica B € M,, ,(R) taka, zZe
AB = BA = I,,, tak tato matica je jedind a nazyva sa inverzna matica k matici A a ozn. ju A~ L.

0 3 1
PRIKLAD: KmaticiA= |2 0 3
11 2

3 5 -9

jeinverzndmaticaA~!=| 1 1 -2
-2 =3 6
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Existencia inverznej matice

VETA

K matici A € M, ,(R) existuje inverzna matica A~ prave vtedy, ked A je regularna.
Dosledok: Ak A je matica regularnej linearnej transformacie f4 priestoru R", tak k nej inverzna
linedrna transformécia je f4-1, Cize (f4) ~! = f4-1.

DOKAZ

m ,="“: nech k matici A € M, ,(R) existuje inverznd matica A~L. Teda A.A"' = A~ A= I,
Nech: f: R™ — R" je linearne zobrazenie prislichajice matici A
g: R™ — R"je linedrne zobrazenie prislichajice matici A~
Potom My op = My M, = AA V=1, = M;q,,,, Cize zlozené zobrazenie go f = idpn.
ZéroveR Myo, = My. My = A1 A=1,= M;q,,., Cize aj zloZené zobrazenie fo g = idgn.

Z toho vyplyva, Ze g je inverzné zobrazenie k f a teda f je bijektivne.
Cize f je linedrny izomorfizmus a teda A je reguldrna matica.
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Pokracovanie dokazu

m ,<“:nech A € M, ,(R) je reguldrna matica.
Cize f: R™ — R™je reguldrna linedrna transformdcia.

To znamena, Zze musi existovat k nej inverzna linearna transformacia g: R" — R™ taka, ze
fo g= go f=idrn. Nech B je matica prislichajuca k linedrnej transformacii g.

Potom mame AB = MM, = Myor = M4, = In.

LenZe zéroven BA = My My = Myoq = Mg, = Iy.

Z toho vidime, Ze ku A existuje inverzna matica a je nou matica B.
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Priklad hladania inverznej matici

‘ , : . . 3
PRIKLAD: Majme linedrne zobrazenie f: R® — R3, ktorého matica je M; = (zli

linearnym izomorfizmom? Ak ano, urcte inverzné zobrazenie f‘l.

(e} ] )

1 .
%>.Je zobrazenie

Pocitajme hodnost matice zobrazenia:
1 100
h(Mj) _h(421) _h<02 3) h<o1—1) :h(om) = 3.
1 02—2 00 —1 001
Teda zobrazenie f je linedrny izomorfizmus a mézeme hladat f~1.

f zobrazuje standardnu bazu ako £(1,0,0) = (3,2, 1), f(0,1,0) = (4,2, 1), f(0,0,1) = (1,0, 1).
Preto pre f~! musi platit: f~1(3,2,1) = (1,0,0), f1(4,2,1) = (0,1,0), f~(1,0,1) = (0,0, 1).
Hladame maticu M;-1:

00 1
10> (4
01 3

0

0

2

2
— -1 0
3 1 — 3 1
2 -3 = Mf 1 = 2 -1 -3
1 1 1 -1 1
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