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Abstrakt: Práca sa zaoberá určením podmienok
pre riadiace vrcholy Bézierovej krivky druhého
stupňa v trojrozmernom Minkowského priestore tak,
aby každý bod krivky bol priestorový. Sú tu odvo-
dené nutné podmienky pre krajné riadiace vrcholy.
V závislosti od týchto dvoch vrcholov boli skúmané
podmienky pre stredný riadiaci vrchol, resp. oblast’
stredných riadiacich vrcholov takých, že Bézierova
krivka bude priestorová.
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1 Úvod

Bézierove krivky ako modelovací nástroj majú široké
praktické uplatnenie. Minkowského priestor poslúžil
ako matematický aparát pre špeciálnu teóriu rela-
tivity. Niektoré vlastnosti kriviek sa po prechode
do Minkowského priestoru zmenia. V Minkowského
priestore delíme body a vektory na časové, svetelné a
priestorové. Ciel’om tejto práce je popísat’ vlastnost’
priestorovosti, čiže za akých podmienok budú všetky
body Bézierovej krivky priestorové.

Podobný problém bol skúmaný v článku [Geo08],
výsledok je uvedený v teoretickej časti. Autor však
používal odlišnú definíciu priestorovej krivky a preto
aj výsledky sú odlišné od výsledkov získaných v tejto
práci.

2 Teoretická príprava

V tejto kapitole sú uvedené základné definície a vety.
Čo je Minkowského priestor, jeho základné vlastnosti
a odlišnosti oproti euklidovskému priestoru, delenie
bodov, vektorov a kriviek. Je tu spomenutá definícia
a vlastnosti Bézierových kriviek, ktoré sú dôležité pre
túto prácu.

Definícia 1 (Pseudo-euklidovský priestor). Pseudo-
euklidovský priestor (ozn. Rn

p), kde n, p ∈ N, je
n−rozmerný reálny vektorový priestor, v ktorom
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je definovaný pseudo-skalárny súčin nasle-
dovne: 〈x,y〉 = ∑

n−p
i=1 xiyi − ∑

n
j=n−p+1 x jy j, kde

x = (x1, . . . ,xn) ,y = (y1, . . . ,yn) ∈ Rn
p.

Veta 1 (Vlastnosti pseudo-skalárneho súčinu).
Pseudo-skalárny súčin je zobrazenie 〈., .〉 :
Rn

p ×Rn
p → R, ktoré má pre x,y,z ∈ Rn

p a α ∈ R
nasledujúce vlastnosti:
1. Bilineárnost’: 〈αx+ y,z〉= α 〈x,z〉+ 〈y,z〉,
2. Symetrickost’: 〈x,z〉= 〈z,x〉,
3. Nedegenerovanost’: ak 〈x,z〉 = 0 pre všetky
z ∈ Rn

p, potom x = 0.

Definícia 2 (Pseudo-karteziánska sústava súradníc).
Pseudo-karteziánskou sústavou súradníc priestoru
Rn

p nazývame sústavu súradníc, ktorej súradnicové
osi x1, . . . ,xn sú navzájom kolmé a pretínajú sa
v jednom bode O. Tento súradnicový systém oz-
načujeme S(O,x1, . . . ,xn). Osi x1, . . . ,xn−p nazývame
priestorové, osi xn−p+1, . . . ,xn časové.

Definícia 3 (Minkowského priestor). Minkowského
priestor je pseudo-euklidovský priestor, kde p = 1,
teda priestor Rn

1.

Definícia 4 (Priestorový, časový a svetelný vektor).
Nech vektor x = (x1, . . . ,xn) ∈ Rn

1. Ak 〈x,x〉 > 0
(resp. < 0), x nazývame priestorový (resp. časový)
vektor. Ak 〈x,x〉= 0, hovoríme, že x je svetelný vektor.

Definícia 5 (Priestorový, časový a svetelný bod).
Nech bod x = (x1, . . . ,xn) ∈ Rn

1. Nech S(O,x1, . . . ,xn)
je pseudo-karteziánska sústava súradníc v tomto
priestore. Označme x jeho polohový vektor x = Ox.
Hovoríme, že bod je priestorový (resp. časový alebo
svetelný), ak jeho polohový vektor je priestorový
(resp. časový alebo svetelný).

Poznámka 1. Všetky svetelné vektory, t.j. také,
ktorých vel’kost’ je nulová, tvoria tzv. svetelný kužel’.
Vnútri tohto kužel’a sa nachádzajú časové vektory,
mimo kužel’a priestorové, obr. 1.

Podobne ako sme rozdelili body a vektory na
priestorové, svetelné a časové, dajú sa rozdelit’ aj
krivky. Pri tomto delení existujú dva prístupy. Jeden
je zameraný na body samotnej krivky, druhý na jej
dotykové vektory. Uvedieme obe definície delenia.
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Obr. 1: Prípad (a) znázorňuje priestor R2
1. Bod A =

[a1,a2] je časový (pre jeho súradnice platí a2
1− a2

2 <
0), bod C = [c1,c2] je svetelný (c2

1− c2
2 = 0) a body

B = [b1,b2] a D sú priestorové (b2
1− b2

2 > 0). Prípad
(b) znázorňuje priestor R3

1. Bod B je časový, bod C je
svetelný a bod A je priestorový.

Definícia 6 (Priestorová, časová, svetelná krivka).
Hovoríme, že krivka je priestorová (resp. časová,
svetelná) ak každý jej bod je priestorový
(resp. časový, svetelný).

Definícia 7 (Priestorová, časová, svetelná krivka).
Hovoríme, že krivka je priestorová (resp. časová,
svetelná) ak dotykový vektor v každom jej bode je
priestorový (resp. časový, svetelný).

Definícia 8 (Bézierova krivka v Minkowského
priestore). Bézierovou krivkou stupňa n nazývame
polynomické zobrazenie b : I → Rd

1 , dané predpi-
som: b(t) = ∑

n
i=0 Bn

i (t)bi pre t ∈ I ⊂ R. Body bi ∈
Rd

1 , kde i ∈ {0, . . . ,n} nazývame riadiacimi vrcholmi.
Polynómy Bn

i (t), kde i ∈ {0, . . . ,n} sú Bernsteinove
polynómy stupňa n. Číslo t nazývame parameter
krivky.

Poznámka 2. Pod I najčastejšie rozumieme inter-
val [0,1], pretože Bernsteinove polynómy Bn

i (t) =(n
i

)
t i (1− t)n−i, kde i ∈ {0, . . . ,n} sú nad ním nezá-

porné.

Bézierove krivky majú nasledujúce vlastnosti
[Cha09], [Geo08].

Veta 2 (Interpolácia koncových bodov). Platí, že
b(0) = b0 a b(1) = bn.

Veta 3 (Konvexný obal riadiacich vrcholov).
Bézierova krivka leží v konvexnom obale svojich
riadiacich vrcholov.

Veta 4 (Prerozdelenie). Nech Bézierova krivka b(t)
je určená riadiacimi vrcholmi b0,b1,b2. Ak rozdelíme

Bézierovu krivku v bode určenom parametrom t = 1
2 ,

dostaneme dve Bézierove krivky b′ (t) a b′′ (t). Ria-
diace vrcholy krivky b′ (t) sú b0,

1
2 b0b1,b(1

2) a ria-
diace vrcholy krivky b′′ (t) sú b(1

2), 1
2 b1b2,b2.

Veta 5 (Derivácia). Platí, že d
dt b(t) =

n∑
n−1
i=0 Bn−1

i (t)4bi, kde4bi = bi+1−bi.

V článku [Geo08] sú uvedené niektoré vlastnosti
priestorových Bézierových kriviek v R3

1, pričom au-
tor používa definíciu 7. Jednou z nich je aj nasledovná
veta.

Veta 6. Nech b(t) = ∑
n
i=0 Bn

i (t)bi je Bézierova krivka
v Minkowského priestore. Ak sú vektory4bi = bi+1−
bi pre i ∈ {0, . . . ,n−1} priestorové, potom je b(t)
priestorová.

3 Podmienka priestorovosti

V tejto časti hl’adáme nutné a postačujúce podmienky
pre riadiace vrcholy Bézierovej krivky druhého
stupňa tak, aby bola priestorová v zmysle definície
6. Budeme pracovat’ v trojrozmernom Minkowského
priestore. Na začiatku odvodíme nutné podmienky
pre jej krajné riadiace vrcholy. Ďalej budeme pred-
pokladat’, že krajné riadiace vrcholy sú pevne dané a
v závislosti od nich budeme skúmat’ podmienky pre
stredný riadiaci vrchol. Uvedieme tri rôzne prístupy
k ich získaniu, pričom každý bude mat’ svoje výhody
a nevýhody.

3.1 Nutné podmienky pre krajné body

Majme Minkowského priestor R3
1. Vezmime

Bézierovu krivku druhého stupňa s riadiacimi
vrcholmi A, C a B v tomto poradí, ozn. bACB (t).

Označme A = [a1,a2,a3] a B = [b1,b2,b3]. Aby
bola Bézierova krivka priestorová, musí byt’ podl’a
definície 6 každý jej bod priestorový. Podl’a vety 2
body A a B patria krivke a teda musia byt’ priestorové.
Preto ich súradnice musia spĺňat’ nutné podmienky

a2
1 +a2

2−a2
3 > 0 , (1)

b2
1 +b2

2−b2
3 > 0 . (2)

3.2 Stredný riadiaci vrchol

Našli sme nutné podmienky pre začiatočný a koncový
riadiaci vrchol Bézierovej krivky. Nech teda A,B sú
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Obr. 2: Od polohy bodu C závisí natočenie roviny
ρ . Od natočenia ρ závisí útvar vyt’atý na svetelnom
kuželi.

pevne dané a spĺňajú podmienky (1) a (2). Hl’adajme
podmienky pre stredný riadiaci vrchol C.

Ked’že Bézierova krivka druhého stupňa je čast’ou
paraboly, bude ležat’ v rovine, označme ju ρ . Táto
rovina ρ = A+ tv+ sw, kde t,s ∈ R je určená bodom
A a vektorom v = AB, ktoré poznáme a vektorom
w = AC, ktorý nepoznáme. Podl’a toho ako sa bude
menit’ bod C, bude sa otáčat’ táto rovina okolo osi AB.
Na svetelnom kuželi ρ vytne elipsu, parabolu alebo
hyperbolu (d’alej len kužel’osečku K) ako vidiet’ na
obr. 2.

Poznámka 3. V špeciálnych prípadoch môže byt’
vyt’atým útvarom bod (vrchol kužel’a), priamka (ρ
je dotykovou rovinou ku kužel’u) alebo dve priamky
(ak os x3 ∈ ρ ). Tieto prípady popíšeme zvlášt’, ked’
zistíme ako vyzerajú hl’adané podmienky pre elipsu,
parabolu a hyperbolu.

Aby bola Bézierova krivka bACB (t) priestorová,
musí každý jej bod ležat’ mimo svetelného kužel’a.
Teda v závislosti od natočenia ρ mimo vyt’atej
elipsy, resp. paraboly alebo hyperboly. Stačí vyriešit’
úlohu v rovine ρ pre jednotlivé typy kužel’osečiek
a následne previest’ do celého priestoru. Nasleduje
niekol’ko prístupov k riešeniu tohto rovinného pro-
blému. Odteraz budeme pracovat’ v lokálnych súrad-
niciach roviny ρ , v pseudo-karteziánskej sústave
súradníc Sρ(O,x,y). Nech v Sρ(O,x,y) sú súradnice
riadiacich vrcholov A = [ax,ay], C = [cx,cy] a B =
[bx,by].

3.3 Analytický prístup

V tejto časti sa snažíme vyjadrit’ podmienky (nutné
alebo postačujúce) pre súradnice bodu C analyti-
cky. Ak má Bézierova krivka ležat’ mimo K, ich
prienikom musí byt’ prázdna množina. Vyjadrime
ako vyzerá všeobecný predpis ich priesečníka. Potom
nastavme podmienky tak, aby priesečník neexistoval.

Nech K : αx2 + βxy + γy2 + δx + εy + ζ = 0, kde
α, . . . ,ζ ∈ R. Bézierova krivka, kde jedinou nezná-
mou je bod C, je určená rovnicou b(t) = t2(A−2C +
B) + t(−2A + 2C) + A, kde t ∈ [0,1]. Odtial’ dostá-
vame rovnice pre súradnice jej bodov [bx(t),by(t)]

bx(t) = t2(ax−2cx +bx)+ t(−2ax +2cx)+ax ,

by(t) = t2(ay−2cy +by)+ t(−2ay +2cy)+ay .

Ked’že priesečník je bodom Bézierovej krivky,
budeme ho identifikovat’ podl’a jeho parametra t. Do
rovnice K dosadíme Bézierovu krivku a dostaneme

0 = αb2
x(t)+βbx(t)by(t)+ γb2

y(t)

+δbx(t)+ εby(t)+ζ .

Tento výraz chápeme ako polynóm v premennej t
a môžme ho upravit’ do tvaru

0 = k4t4 + k3t3 + k2t2 + k1t + k0, (3)

kde koeficienty k0, . . . ,k4 sú výrazy obsahujúce
súradnice bodov A,B,C a parametre kužel’osečky
α, . . . ,ζ .

Tento polynóm štvrtého stupňa má najviac štyri
korene (reálne alebo komplexné), označme ich
t1, t2, t3, t4. Ak pre niektoré i ∈ {1,2,3,4} je ti ∈
(0,1)⊂R znamená to, že Bézierova krivka a K majú
spoločný bod b(ti) (vylúčili sme parametre t = 0
a t = 1, pretože prislúchajú bodom A,B, ktoré sú
priestorové). To ale nechceme a preto dostávame pod-
mienky

ak ti ∈ R, tak musí byt’ ti < 0 alebo ti > 1, (4)

pre všetky i ∈ {1,2,3,4}. Každé ti je výraz, kde
jediné neznáme sú súradnice bodu C. Podmienky
(4) teda priamo určujú postačujúce a zároveň nutné
podmienky pre bod C. Ked’ sme však pomocou
CAS Maxima vyjadrili korene t1, t2, t3, t4, dostali sme
obrovské výrazy, z ktorých nevieme vyjadrit’ pod-
mienky na praktické použitie.
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Dajú sa použit’ len ako rozhodovacie pravidlo,
či pre známe A,C,B je bACB (t) priestorová.
Ak totiž poznáme A,C,B, vieme zistit’ parame-
tre kužel’osečky a CAS Maxima vie vypočítat’
konkrétne t1, t2, t3, t4. Ak platia podmienky (4),
Bézierova krivka bACB (t) je priestorová.

Poznámka 4. Pre niektoré špeciálne prípady sa po-
mocou podmienok 4 podarilo odvodit’ analytické vy-
jadrenie nutných a zároveň postačujúcich podmienok
pre bod C. Uved’me príklad. Nech K : x2 + y2 = 1,
A = [−l,0] a B = [l,0], kde l > 2, l ∈ R je pevne
zvolené. Hl’adajme vhodné C na priamke x = 0.
Použili sme CAS Maxima na vyjadrenie t1, t2, t3, t4,
pričom jedinou neznámou bolo cy. Podmienky vyze-
rali nasledovne: cy > 2 alebo cy < −2. Ak cy spĺňa
túto podmienku, bACB (t) je priestorová. Ak ju ne-
spĺňa, bACB (t) priestorová nie je. Správnost’ výsledku
sa dá dokázat’, napríklad využitím symetrie celého
príkladu vzhl’adom na os y.

3.4 Iteratívny algoritmus

Ak nevieme získat’ praktické podmienky pre bod C,
chceme aspoň pre dané C rozhodnút’, či je bACB (t)
priestorová. V predchádzajúcej časti sme uviedli ako
sa to dá pomocou nástroja, ktorý vie presne vy-
počítat’ korene rovnice štvrtého stupňa. V tejto časti
sa pokúsime rozhodnút’ o danom C bez použitia
takéhoto nástroja.

Využijeme vetu 3 a vetu 4.
V nasledujúcom texte budeme predpokladat’, že z

priestorových bodov A,B vieme zostrojit’ dotyčnice
ku K, z každého dve. Musíme si uvedomit’, že touto
podmienkou vylúčime niektoré body, napríklad stred
hyperboly.

Definícia 9 (Oblast’ K(A,B)). Majme body A,B a
kužel’osečku K. Označme t1A, t2A, t1B, t2B dotyčnice
z A,B ku K. Nech tod = {ti j, kde i ∈ {1,2}, j ∈
{A,B} a platí, že ti j oddel’uje K a úsečku AB}. Po-
tom K(A,B) = ∪Vi j, kde Vi j je polrovina určená
dotyčnicou ti j ∈ tod , ktorá neobsahuje K (obr. 3).

Poznámka 5. Takto definovaná K(A,B) môže byt’
aj prázdna množina. Ak prienik úsečky AB a K je
neprázdny, množina tod je prázdna a teda je prázdna
aj K(A,B).

Lema 1. Ak AB∩K = /0, potom množinu tod tvoria
dve priamky.

Obr. 3: Oblast’ K(A,B) je určená dotyčnicami
t1A, t2A, t1B, t2B z bodov A,B ku kužel’osečke.

Obr. 4: Bod A môže ležat’ v jednej zo štyroch
častí určených dotyčnicami t1B, t2B z bodu B ku
kužel’osečke K.

Dôkaz. Body A,B sú priestorové, teda existujú
t1A, t2A, t1B, t2B. Skúmajme dotyčnice z bodu B. Môžu
nastat’ tri prípady:

1. Nech dotyčnice t1B, t2B /∈ tod . Z toho vyplýva, že
A leží vo výseku ohraničenom t1B, t2B a K, čo je čast’
1 na obr. 4. Potom pre obe dotyčnice z A platí, že
oddel’ujú AB od kužel’osečky a teda tod = {t1A, t2A}.

2. Nech dotyčnica t1B ∈ tod a dotyčnica t2B /∈ tod .
Dotyčnice t1B, t2B rozdelia rovinu na štyri časti, obr.
4. Ak jedna z priamok patrí do tod , musí bod A ležat’
v časti 2 alebo časti 4. Keby obe priamky t1A, t2A /∈ tod ,
museli by podl’a prípadu 1 obe priamky t1B, t2B ∈ tod ,
čo je spor. Tiež nemôžu obe priamky t1A, t2A ∈ tod ,
lebo to by musel bod A ležat’ v časti 1, čo je spor.
Preto existuje len jedno i ∈ {1,2} také, že tod =
{tiA, t1B}.

3. Nech dotyčnice t1B, t2B ∈ tod . Potom bod A leží
v časti 3, pozri obr. 4. Z toho priamky t1A, t2A /∈ tod a
teda tod = {t1B, t2B}.

Veta 7. Ak AB∩K = /0, potom K(A,B) je neprázdna
množina daná ako zjednotenie dvoch polrovín.

Dôkaz. K(A,B) je neprázdna, lebo pre každé C ∈ AB
platí, že C ∈ K(A,B). Zvyšok je priamym dôsledkom
lemy 1.
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Veta 8. Ak C ∈ K(A,B), potom bACB (t) je
priestorová.

Dôkaz. Ak C ∈ K(A,B), potom vnútro 4ABC leží
mimo K. Potom podl’a vl. 2 Bézierových kriviek je
bACB (t) priestorová.

Vd’aka vete 8 nám oblast’ K(A,B) poskytuje
akýsi hrubý odhad, či C vyhovuje podmienke. Ak
pre dané A,C,B a K je K(A,B) neprázdna a C ∈
K(A,B), potom dané C vyhovuje podmienke a úloha
je vyriešená. Ak C /∈ K(A,B), zatial’ o C nevieme
rozhodnút’.

Budeme postupne prerozdel’ovat’ bACB (t) na
menšie segmenty bAiCiBi (t) v zmysle vety 4. Pre
každý segment sa budeme pýtat’, či Ci ∈ K(Ai,Bi).
Ak pre nejaké i oblast’ K(Ai,Bi) je prázdna množina,
musíme daný segment opät’ prerozdelit’. Ak by
sme po n prerozdeleniach dostali 2n segmen-
tov bA1C1B1 (t) , . . . ,bA2nC2n B2n (t) spĺňajúcich, že Ci ∈
K(Ai,Bi) pre všetky i = 1, . . . ,2n, na základe vety 3
a vety 4 môžme povedat’, že pre dané C je bACB (t)
priestorová.

Na rozhodnutie, či C spĺňa požiadavku, že
Bézierova krivka bACB (t) je priestorová, budeme
používat’ nasledovný rekurzívny algoritmus:

1. krok: Ak C leží v K(A,B), podl’a vety 8 vy-
hovuje podmienke a algoritmus skončí. Ak C
neleží v K(A,B), nájdeme bod b(1

2).

2. krok: Ak bod b(1
2) nie je priestorový, t.j. neplatí

b(1
2)2

1− b(1
2)2

2 > 0, potom Bézierova krivka nie
je priestorová a teda bod C nevyhovuje a algo-
ritmus skončí. Ak bod b(1

2) je priestorový, pre-
rozdelíme Bézierovu krivku bACB (t) v zmysle
vety 4. Na oba segmenty aplikujeme 1. krok, prí-
padne potom 2. krok.

Koniec algoritmu nastane:

1. Bud’ po n−krokoch jeden z bodov b( i
2n ),

i = 1, . . . ,2n, nebude priestorový a teda celá
Bézierova krivka nebude priestorová. Potom
uvažovaný C nespĺňa podmienku.

2. Alebo po n krokoch 2n segmentov Bézierovej
krivky bude spĺňat’ Ci ∈ K(Ai,Bi). Teda podl’a
vety 8 je každý segment Bézierovej krivky
priestorová krivka. Potom uvažovaný C spĺňa
podmienku.

Otázkou je, či je tento algoritmus konečný. Ro-
zlíšme tri prípady:

1. Nech bACB (t) a K nemajú spoločné body, čiže
Bézierove krivka je priestorová. Čím viac pre-
rozdelení bACB (t) urobíme, tým viac sa bude
tvar riadiaceho polygónu približovat’ k tvaru
Bézierovej krivky. Pri dostatočnom počte pre-
rozdelení bude pre každý segment bAiCiBi (t)
platit’, že Ci je tak blízko úsečky AiBi, že Ci ∈
K(Ai,Bi). Nastane prípad 1 a algoritmus skončí.

2. Nech bACB
(1

2

)
a K majú spoločné body, nie

všetky dotykové. Po dostatočnom počte pre-
rozdelení pre nejaké i bude celý segment
bAiCiBi (t) ležat’ v K. Potom jeho bod bAiCiBi (t)
je priestorový. Nastane prípad 2 a algoritmus
skončí.

3. Nech bACB
(1

2

)
a K majú spoločné len dotykové

body. Ak sú dotykové body tvaru bACB
( i

2n

)
, na-

stane prípad 2 a algoritmus skončí. Ak sú však
dotykové body iného tvaru, napríklad b(t0) pre
t0 ∈ R\Q, algoritmus neskončí. Segment okolo
dotykového bodu sa bude stále zmenšovat’, ale
nenastane ani jedna z ukončujúcich podmienok.
Treba pridat’ dodatočnú podmienku, napríklad
ak sú body A,B príliš blízko seba (v zmysle
euklidovskej vzdialenosti), algoritmus skončí s
tým, že nevie o bode C rozhodnút’ a pravde-
podobne existuje dotykový bod.

Poznámka 6. V prípade hyperboly (nakol’ko sa
skladá z dvoch samostatných kriviek) by sme mali s
takto definovanou oblast’ou K(A,B) problém. Preto
by sme celú úlohu riešili samostatne pre každú z jej
dvoch častí a výsledné riešenie by sme získali ako
prienik týchto dvoch čiastkových riešení.

3.5 Prístup hl’adaním dotyku rádu 1

Skúsme nájst’ oblast’ H obsahujúcu všetky body C
vyhovujúce podmienke, že bACB (t) je priestorová.

Za účelom získania základnej predstavy o tejto
oblasi H bol vytvorený program Experiment.
Vykreslí skúmanú kužel’osečku K a body A,B. Je
možné posúvat’ bod C, pričom sa okamžite prekreslí
Bézierova krivka bACB (t).

Obrázky 5, 6 vznikli ako výsledky programu Ex-
periment.
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Obr. 5: Kužel’osečkou K : x2 + y2− 1 = 0 je jednot-
ková kružnica, bod A = [−1,0] a bod B = [2,1].

Obr. 6: Kužel’osečkou K : x2 +1 = 0 je parabola, bod
A = [−3,0] a bod B = [−5,6].

Poznámka 7. Experiment vie pracovat’ len so zák-
ladnou elipsou, parabolou a hyperbolou. Avšak os-
tatné kužel’osečky sú len výsledok otočenia a po-
sunutia, takže l’ubovol’nú situáciu možno namodelo-
vat’ len posúvaním bodov A a B. V programe je možné
vykresl’ovat’ aj špeciálne prípady, ked’ kužel’osečka
je bod, priamka alebo dve priamky.

Definícia 10 (Množina ∂H). Označme ∂H množinu
takých bodov C′, že Bézierova krivka bAC′B (t) má
s kužel’osečkou K práve jeden spoločný bod alebo
práve dva spoločné body.

Z pozorovania možno vyslovit’ nasledovné hy-

potézy.

Hypotéza 1. ∂H je množina spojitých kriviek.

Hypotéza 2. H je sčasti ohraničená krivkami z ∂H.

Hypotéza 2 je vyslovená na základe toho, že situá-
cia, ked’ bACB (t) sa dotýka K, je akousi hranicou
medzi stavom, kedy bACB (t) a K nemajú spoločné
body a kedy majú viac spoločných bodov.

Za predpokladu, že táto ∂H existuje, je otázkou
ako ju nájst’. Povedali sme, že ∂H tvoria také C′,
že Bézierova krivka bAC′B (t) a K majú spoločné len
dotykové body. To vedie k úvahám o existencii sur-
jektívneho zobrazenie σ : Dσ → ∂H, kde Dσ je za-
tial’ neznámy definičný obor. Z definície 10 vyplýva,
že Dσ ⊂ K, pretože pre každé C′ ∈ ∂H existuje bod
[x0,y0] ∈ K taký, že C′ = σ ([x0,y0]) a bAC′B(t)∩K =
[x0,y0]. Ak zistíme ako vyzerajú σ a Dσ , získame
hl’adanú hranicu ∂H.

3.5.1 Zobrazenie σ

Predpis zobrazenia σ nájdeme z nasledovnej požia-
davky. Ak [x0,y0] je dotykový bod bAC′B (t) a K, po-
tom σ([x0,y0]) = C′.

Nech tB je dotyčnica k Bézierovej krivke v bode
[x0,y0] (existuje, lebo to nie je koncový bod) a nech tK
je dotyčnica ku kužel’osečke v bode [x0,y0] (existuje,
lebo kužel’osečka je regulárna krivka). Ked’že [x0,y0]
je spoločný dotykový bod bAC′B (t) a K, musí tK = tB.
Platí nasledujúca veta.

Veta 9 (Dotyčnica v regulárnom bode). Nech P =
[x0,y0] je regulárny bod rovinnej afinnej algebraickej
krivky Kdanej rovnicou f (x,y) = 0. Potom dotyková
priamka ku krivke K v bode P je daná rovnicou

(x− x0)
(

∂ f
∂x

)
[x0,y0]

+(y− y0)
(

∂ f
∂y

)
[x0,y0]

= 0 .

Všetky body uvažovanej kužel’osečky K sú regu-
lárne, teda ak K má rovnicu Ax2 +Bxy+Cy2 +Dx +
Ey + F = 0, potom dotyčnica tK v bode [x0,y0] má
rovnicu

0 = (2Ax0 +By0 +D)(x− x0)
+(2Cy0 +Bx0 +E)(y− y0) .

Dotyčnicu tB odvodíme iným spôsobom, obr. 7.
Nech t0 ∈ (0,1) je také, že b(t0) = [x0,y0]. Podl’a vety
5 možno povedat’, že tB má parametrické vyjadrenie
tB (t0) = b(t0)+su, kde s∈R a u = (1−t0)AC+t0CB.
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Obr. 7: Vektor u = (1 − t0)AC + t0CB je vektor
dotyčnice k Bézierovej krivke v bode b(t0).

Rozpísaním pre jednotlivé súradnice tB (t0)
dostaneme

x = x0 + s[(1− t0)(cx−ax)+ t0(bx− cx)] ,

y = y0 + s[(1− t0)(cy−ay)+ t0(by− cy)] ,

vylúčením parametra s dostaneme rovnicu tB

0 = [(1− t0)(cy−ay)+ t0(by− cy)](x− x0)
− [(1− t0)(cx−ax)+ t0(bx− cx)](y− y0) .

Ked’že [x0,y0] = b(t0) a tB = tK , dostávame sústavu
troch rovníc

x0 = ax(1− t0)2 +2t0(1− t0)cx +bxt2
0 ,

y0 = ay(1− t0)2 +2t0(1− t0)cy +byt2
0 ,

−(2Ax0 +By0 +D)[(1− t0)(cx−ax)+ t0(bx− cx)]
= (2Cy0 +Bx0 +E)[(1− t0)(cy−ay)+ t0(by− cy)] .

Úpravou prvých dvoch a ich dosadením do tretej
dostaneme ekvivalentnú sústavu

cx =
x0−ax(1− t0)2−bxt2

0
2t0(1− t0)

, (5)

cy =
y0−ay(1− t0)2−byt2

0
2t0(1− t0)

, (6)

0 = αt2
0 +β t0 + γ , (7)

kde

α = (Bax +2Cay−Bbx−2Cby)y0 +Dax−Dbx

+(2Aax +Bay−2Abx−Bby)x0 +Eay−Eby

β = 4Cy2
0 +(4Bx0−2Bax−4Cay +2E)y0 +4Ax2

0

+(−4Aax−2Bay +2D)x0−2Dax−2Eay

γ =−2Cy2
0 +(−2Bx0 +Bax +2Cay−E)y0

−2Ax2
0 +(2Aax +Bay−D)x0 +Dax +Eay .

Rovnica (7) je kvadratická, preto dostaneme dva
korene t0. Len pre jeden však platí, že t0 ∈ (0,1).
Tento spätne dosadíme do rovníc (5), (6) a dostaneme
σ ([x0,y0]) = [cx,cy], čo je hl’adaný predpis pre σ

spĺňajúci požiadavku určenú na začiatku. Ostáva
určit’ Dσ , lebo odtial’ volíme body [x0,y0].

Ak platí hypotéza 1, krivky tvoriace ∂H sú
štvrtého stupňa, pretože body [x0,y0] ∈Dσ vystupujú
v rovnici (7) v druhej mocnine (ked’že ide o bod z
kužel’osečky) a následne t0 vystupuje v druhej moc-
nine v rovniciach (5) a (6).

3.5.2 Definičný obor Dσ

Chceme určit’ definičný obor Dσ zobrazenia σ tak,
aby bod

X ∈ Dσ ⊂ K práve vtedy, ked’ σ (X) ∈ ∂H. (8)

V nasledujúcom texte budeme predpokla-
dat’, že z bodov A,B vieme zostrojit’ dotyčnice
t1A, t2A, t1B, t2B ku K. Označme príslušné body dotyku
T1A,T2A,T1B,T2B. Ak pre dané A,B a K existujú body
C1,C2 také, že bAC1B (t) a bAC2B (t) majú s K práve dva
spoločné body, označme ich {U1,U2} = bACB (t)∩K
a {U3,U4}= bACB (t)∩K. Takéto body Ui sú najviac
štyri.

Pokusy z Experimentu naznačujú, že Dσ ⊂ K
sa skladá z niekol’kých oblúkov, ktoré sú na K
presne určené. Ukazuje sa, že koncové body týchto
oblúkov môžu tvorit’ len body T1A,T2A,T1B,T2B alebo
U1,U2,U3,U4, pričom body Ti j /∈Dσ , kým body Ui ∈
Dσ .

Body Ui ∈ Dσ , pretože spĺňajú (8).
Body Ti j /∈ Dσ , ukážeme sporom. Nech povedzme

bod T1A ∈ Dσ . Podl’a podmienky (8) existuje taký
bod CT , že bod T1A je spoločný dotykový bod
bACT B (t) a K. Dotyčnica t1A potom musí byt’ zároveň
aj dotyčnicou k bACT B (t) v bode T1A. Krivka bACT B (t)
je krivkou druhého stupňa. L’ubovol’ná dotyčnica
ku krivke druhého stupňa má s krivkou práve je-
den spoločný bod, bod dotyku. Lenže A,T1A ∈ t1A a
súčasne A,T1A ∈ bACT B (t), čo je spor. podobne sa dá
dôkaz urobit’ pre body T2A,T1B,T2B.

Dotyčnice z A,B ku K budú pravdepodobne tvorit’
asymptoty ku krivkám z ∂H, obr. 8. Je to preto, že
čím je C vzdialenejší od AB, tým viac sa bACB (t) pri-
bližuje k svojmu konvexnému obalu, presnejšie k AC
a CB.

Z pozorovaní sa ukazuje, že Dσ sa skladá z jed-
ného až štyroch oblúkov. Tento počet pravdepodobne
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Obr. 8: Krivky ∂H tvoriace hranicu hl’adanej oblasti
H majú asymptoty, ktoré tvoria dotyčnice z bodov
A,B ku kužel’osečke K.

závisí od počtu bodov Ui a tiež od vzájomnej polohy
bodov Ti.

Ak sa ukáže, že Dσ sa skladá z oblúkov, potvrdí sa
hypotéza 1, lebo zobrazenie σ je polynomické a teda
spojité. Presný popis Dσ sa zatial’ nepodarilo nájst’.

3.5.3 Hl’adaná oblast’ H

Vo výpočtoch sme našli hranicu ∂H, za predpokladu,
že poznáme definičný obor Dσ . Tiež sme vyslovili
hypotézu, že ∂H nám v rovine ρ oddelí také C, ktoré
patria do H od tých, ktoré tam nepatria. Nikde sme
však zatial’ nepopísali, ako na základe ∂H určíme H.

Ako sme spomínali v časti 3.5.2, ∂H sa skladá z
viacerých kriviek ∂Hi a teda aj hl’adaná oblast’ H sa
bude skladat’ z viacerých oblastí Hi.

Jedna z možností je vziat’ z každej oblasti bod C0 a
zistit’, či bAC0B (t) a K majú spoločný bod. Ak áno,
oblast’ nevyhovuje požadovaným kritérám. Ak ne-
majú spoločný bod, táto oblast’ je hl’adanou oblast’ou
takých bodov C, že bACB (t) je priestorová.

Iná možnost’ je skúmat’, či daná hranica ∂H je
z takých bodov C, že bACB (t) sa dotýka K zvonku
(bACB (t) a K sú až na bod dotyku navzájom oddelené
ich spoločnou dotyčnicou) alebo zvnútra (bACB (t) a
K nie sú navzájom oddelené ich spoločnou dotyčni-
cou). Rozlíšme teda dva prípady:

1. nech ∂H je z takých bodov C, že bACB (t) sa
dotýka K zvonku, obr. 9. Teda bACB (t) a K
sú oddelené ich spoločnou dotyčnicou. Nech
∂H rozdelí ρ na dve polroviny H1 a H2. Vy-
hovujúca Hi, t.j. taká, že pre C ∈ Hi je bACB (t)

Obr. 9: Ak sú bACB (t) a K oddelené ich spoločnou
dotyčnicou, hl’adaná oblast’ obsahuje body A,B.

Obr. 10: Ak bACB (t) a K nie sú oddelené ich spoloč-
nou dotyčnicou, hl’adaná oblast’ neobsahuje body
A,B.

priestorová, je tá, ktorá obsahuje body A,B.
Oddel’ujúca nadrovina nám totižto hovorí, že
Bézierova krivka (a teda bod C) sa môžme posú-
vat’ len smerom k A,B. Keby sme C posúvali
opačným smerom, dôjde k prieniku bACB (t) a K.

2. nech ∂H je z takých bodov C, že bACB (t) sa
dotýka K zvnútra, obr. 10. Teda bACB (t) a K
nie sú oddelené ich spoločnou dotyčnicou. Nech
∂H rozdelí ρ na dve polroviny H1 a H2. Vy-
hovujúca je tá Hi (i ∈ {1,2}), ktorá neobsahuje
A,B. Keby sme C posúvali smerom k A,B, dôjde
k prieniku bACB (t) a K.

Dσ sa skladá z viacerých oblúkov a preto zo-
brazením σ dostaneme viac kriviek ∂H1, . . . ,∂Hk.
V prípade, že hraničné body oblúkov tvoria aj body
Ui, niektoré ∂Hi na seba nadväzujú (majú spoločný
bod, v ktorom sú C0 spojité). Ak ∂Hi a ∂H j na
seba nadväzujú, urobíme ich zjednotenie a odteraz
ich budeme brat’ ako jednu krivku (obr. 11). Pôvodná
množina kriviek ∂H1, . . . ,∂Hk sa tak zredukuje na
krivky, ktoré sa navzájom nepretínajú. Potom oblast’
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Obr. 11: Dσ sa skladá z troch intervalov. Hranice ∂H2
a ∂H3 na seba nadväzujú v bode C0.

riešení hl’adáme postupne. Pre každú krivku ∂Hi

určíme čast’ roviny Hi, ktorá je riešením a výsledná
H je zjednotením týchto čiastkových riešení.

3.5.4 Špeciálne prípady K

V predchádzajúcich úvahách sme spomínali existen-
ciu špeciálnych prípadov, ked’ K je bod, priamka
alebo dve priamky. Pod’me teda určit’, ako pre ne vy-
zerá ∂H v Sρ(O,x,y) a následne aj oblast’ riešenia
H.

1. nech K = {V}, kde V = [0,0,0] ∈ R3
1 je

vrchol svetelného kužel’a. Nech V = [vx,vy]
v Sρ(O,x,y). Jediným obmedzením aby
bola bACB (t) priestorová je, že V /∈ bACB (t).
Hl’adaná podmienka pre bod C je C ∈ ρ \ ∂H,
pričom ∂H je taká množina, že ak
C ∈ ∂H, potom V ∈ bACB (t). Ako vy-
zerá ∂H zistíme z rovníc (5) a (6). Platí,
že ∂H = {[cx,cy] z (5) a (6), kde [x0,y0] =
[vx,vy] a t0 ∈ (0,1)}, lebo Dσ = {V}, obr. 12. V
prípade, že A,B,V sú kolineárne, ∂H =

←→
AB.

2. nech K : Dx + Ey + F = 0, čiže ρ je dotykovou
rovinou k svetelnému kužel’u. Môžme predpo-
kladat’, že K : −x + y = 0 v Sρ(O,x,y), ked’že
tento systém môžme volit’ l’ubovol’ne. Tu vy-
stupujú doplňujúce podmienky k podmienkam
(1) a (2) pre body A,B. Ak totiž body A =
[ax,ay],B = [bx,by] ležia v rôznych polrovinách
vzhl’adom na K, taký bod C, že bACB (t) je

Obr. 12: Špeciálny prípad: Kužel’osečku tvorí jeden
bod K = {V}, kde V = [0,0].

Obr. 13: Špeciálny prípad: K : Dx+Ey+F = 0.

priestorová neexistuje. Nech A,B ležia v jed-
nej polrovine vzhl’adom na K. Hranica ∂H =
{[cx,cy] z (5) a (6), kde Dσ = K a A,B,C,D =
0}. Hl’adaná oblast’ H je tá polrovina určená
krivkou ∂H, v ktorej leží K. Ked’že [x0,y0] ∈ K,
tak x0 = y0. Z toho dostaneme v rovnici (7), že
t0 = konst. Potom cy − cx = y0−ay(1−t0)2−byt2

0
2t0(1−t0)

−
x0−ax(1−t0)2−bxt2

0
2t0(1−t0)

= konst a teda množina ∂H je
priamka rovnobežná s K, pozri obr. 13.

3. nech K = {p∪ q}, kde môžme predpokladat’,
že p : −x + y = 0 a q : x + y = 0 v Sρ(O,x,y),
ked’že tento systém môžme volit’ l’ubovol’ne.
V predchádzajúcom prípadne sme ukázali, že
pre priamku r a body A,B je množina ∂H ′r =
{C : bACB (t)∩ r = {T}} je priamka rovnobežná
s r (vypočítaná presne z rovníc (5) a (6)). Hra-
nica ∂H bude určená takýmito priamkami ∂H ′p
a ∂H ′q, kde ∂H ′p je rovnobežná s p a ∂H ′q je
rovnobežná s q. Bod C0 = ∂H ′p ∩ ∂H ′q je taký,
že bAC0B (t) sa dotýka aj priamky p aj priamky
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Obr. 14: Špeciálny prípad: K = {p∪q}.

q. Body Tp = bAC0B (t)∩ p a Tq = bAC0B (t)∩ q
určujú definičný obor Dσ . Platí, že Dσ =

−−→
TpX ∪

−−→
TqX ′, kde polpriamka

−−→
TpX ⊂ p, polpriamka

−−→
TqX ′ ⊂ q a [0,0] /∈−−→TpX , [0,0] /∈

−−→
TqX ′. Hl’adanou

oblast’ou H je tá polrovina určená krivkou ∂H,
v ktorej leží bod [0,0], obr. 14. V tomto prí-
pade tiež vystupujú doplňujúce podmienky k
podmienkam (1) a (2) pre body A,B. Ak totiž
A,B ležia v opačných polrovinách vzhl’adom na
svetelný kužel’, úloha nemá riešenie.

3.5.5 Porovnanie výsledkov CAS MAxima - Ex-
periment

Obrázky 15, 16, vznikli pre porovnaie výsledkov
nájdených expermentálne a výsledkov využívajúcich
vzt’ahy (5) a (6). Definičný obor Dσ bol určený
pokusne a následne bol zobrazený zobrazením σ .

4 Vyhodnotenie výsledkov

Pre začiatočný a koncový riadiaci vrchol sa po-
darilo odvodit’ nutné podmienky (1) a (2). Na
hl’adanie podmienok pre stredný riadiaci vrchol sme
priestorový problém previedli na problém rovinný.
Potom nasledovali tri rôzne prístupy k vyriešeniu
rovinného problému. Nasleduje zhrnutie každého
prístupu k nájdeniu riešenia.

Zhrnutie analytického prístupu: Síce sme
odvodili nutné a zároveň postačujúce podmienky pre

Obr. 15: Výstup z programu CAS Maxima.

Obr. 16: Výstup programu Experiment.

stredný riadiaci vrchol, avšak sa nedajú prakticky
použit’. Všeobecné vyjadrenie koreňov t1, . . . , t4
totiž poskytlo výrazy, z ktorých nevieme vyjadrit’
podmienky na praktické použitie. Ďalší možný
prístup je, na podmienku t ∈ (C \R) ∪ (R \ [0,1])
skúsit’ aplikovat’ Descartovo znamienkové pravidlo
alebo Budan-Fourierovu vetu. Tieto hovoria o počte
reálnych koreňov polynómu. Skúsili by sme ich
aplikovat’ na polynóm 3. Ked’že jeho koeficiety
obsahujú len parametre kužel’osečky a súradnice
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bodov A,B,C, možno by sme získali zaujímavé
podmienky pre bod C.

Zhrnutie prístupu iteratívneho algoritmu:
Týmto prístupom sme sa snažili pre daný bod C
určit’, či bACB (t) je priestorová, bez použitia apliká-
cie, ktorá by presne vypočítala korene polynómu
štvrtého stupňa. Rozhodovací algoritmus, ktorý
sme popísali, pracuje rekurzívne a to je náročné na
pamät’. Napriek tomu, že algoritmus je konečný,
nevieme dopredu povedat’, kol’kokrát treba pre-
rozdelit’ Bézierovu krivku, aby pre každý segment
existovali oblasti Ki(A,B). Výhodou je, že tento
algoritmus je jasný a riešitel’ný. Nesmieme ešte
zabudnút’, že sme pracovali len s takými bodmi A,B,
že z každého existovali dve dotyčnice ku K, čo nám
niektoré body vylúčilo. Otázkou ostáva, či sa dá na
základe tohto algoritmu nájst’ explicitná podmienka
pre súradnice C.

Zhrnutie prístupu hl’adania dotyku rádu 1:
Na základe experimentálneho pozorovania sme sa
snažili popísat’ oblast’ takých bodov C, že bACB (t)
je priestorová. Vyslovili sme hypotézu o existencii
hranice tejto oblasti. Túto hranicu sme sa snažili
určit’ pomocou zobrazenia σ a jeho definičného
oboru Dσ . Zobrazenie σ sme presne určili rovnicami
(5) a (6). Avšak nepodarilo sa nájst’ presné vyjadre-
nie Dσ . Opísali sme len faktory, ktoré Dσ ovplyv-
ňujú. V pokusoch sme zatial’ pozorovali, že Dσ sa
môže skladat’ z jedného až štyroch oblúkov z K.
Takto získané ∂Hi nám rozdelili rovinu na niekol’ko
oblastí Hi. Určili sme rozhodovacie pravidlo na vy-
bratie tých Hi, ktoré tvoria výslednú hl’adanú oblast’
H. Nesmieme ešte zabudnút’, že sme pracovali len
s takými bodmi A,B, že z každého existovali dve
dotyčnice ku K, čo nám niektoré body vylúčilo.

Bola snaha vyjadrit’ krivku ∂H pomocou všeobec-
nej rovnice. Za predpokladu, že je to krivka štvrtého
stupňa (v premennej x a y), stačilo vziat’ pätnást’
bodov krivky ∂H (ktoré vieme presne vypočítat’) a
určit’ pomocou sústavy rovníc jej všeobecný predpis.
Program CAS Maxima však takýto systém presne
zrátat’ nedokázal. Dal sa zrátat’ iba približne, ak sme
jednotlivé koeficienty v sústave vopred zaokrúhlili
pomocou funkcie float().

Toto rovinné riešenie nám asi najviac priblížilo ako
budú vyzerat’ postačujúce podmienky pre stredný ria-
diaci vrchol Bézierovej krivky.

5 Záver

Ciel’om tejto práce bolo nájst’ pomienky pre ria-
diace vrcholy Bézierovej krivky v trojrozmernom
Minkowského priestore tak, aby bol každý jej bod
priestorový. V práci sme pracovali s krivkou druhého
stupňa.

Podarilo sa odvodit’ nutné podmienky pre začia-
točný a koncový riadiaci vrchol krivky. Podmienky
pre stredný riadiaci vrchol (v závislosti od krajných
bodov) sa podarilo určit’ čiastočne, pričom v niekto-
rých špeciálnych prípadoch úplne. V predchádzajúcej
kapitole bolo spomenuté, ako sa dá d’alej vo výskume
pokračovat’.

Súčast’ou práce je aplikácia, ktorá jednak pomohla
odhalit’ vzt’ahy medzi objektami a tiež slúži ako do-
brý vizualizačný nástroj na ozrejmenie pojmov a zná-
zornenie situácií pre rôzne polohy Bézierovej krivky.
Práca obsahuje aj spustitel’né príkazy CAS Maxima.
Tieto presne vykresl’ujú hranice takých oblastí, že ak
stredný riadiaci vrchol patrí oblasti, Bézierova krivka
bude priestorová.

V budúcnosti by sa dala aplikácia rozšírit’ na
zobrazovanie situácie v trojrozmernom priestore,
pričom by sa umožnilo vykreslit’ naraz viac rovin-
ných rezov. Tiež sa dá úloha riešit’ pre krivky
vyššieho stupňa. Odlišnost’ bude v tom, že tieto
krivky už neležia v rovine.
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