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Abstrakt: Prica sa zaoberd urCenim podmienok
pre riadiace vrcholy Bézierovej krivky druhého
stupiia v trojrozmernom Minkowského priestore tak,
aby kazdy bod krivky bol priestorovy. Su tu odvo-
dené nutné podmienky pre krajné riadiace vrcholy.
V zavislosti od tychto dvoch vrcholov boli skimané
podmienky pre stredny riadiaci vrchol, resp. oblast’
strednych riadiacich vrcholov takych, Ze Bézierova
krivka bude priestorova.
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1 Uvod

Bézierove krivky ako modelovaci ndstroj maju Siroké
praktické uplatnenie. Minkowského priestor poslizil
ako matematicky apardt pre Specidlnu tedriu rela-
tivity. Niektoré vlastnosti kriviek sa po prechode
do Minkowského priestoru zmenia. V Minkowského
priestore delime body a vektory na Casové, svetelné a
priestorové. Ciel'om tejto price je popisat’ vlastnost’
priestorovosti, ¢ize za akych podmienok budu vsetky
body Bézierovej krivky priestorové.

Podobny problém bol skimany v ¢lanku [GeoO8]],
vysledok je uvedeny v teoretickej Casti. Autor vSak
pouZzival odlisni definiciu priestorovej krivky a preto
aj vysledky st odlisné od vysledkov ziskanych v tejto
préci.

2 Teoreticka priprava

V tejto kapitole su uvedené zdkladné definicie a vety.
Co je Minkowského priestor, jeho zékladné vlastnosti
a odli$nosti oproti euklidovskému priestoru, delenie
bodov, vektorov a kriviek. Je tu spomenutd definicia
a vlastnosti Bézierovych kriviek, ktoré su doleZité pre
tdto pracu.

Definicia 1 (Pseudo-euklidovsky priestor). Pseudo-
euklidovsky priestor (ozn. Rg), kde n,p € N, je
n—rozmerny redlny vektorovy priestor, v ktorom
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je definovany pseudo-skaldrny  sucin  nasle-

dovne: (x,y) = Y. Txyi — Y i pi1 Xy kde

X= (X1, %),y = (V1,--,yn) ER}.

Veta 1 (Vlastnosti pseudo-skaldrneho sucinu).
Pseudo-skaldrny  sucin je zobrazenie (.,.)
R} xR}, — R, ktoré md pre x,y,z € R a a € R
nasledujiice vilastnosti:

1. Bilinedrnost’: (0x+75,z) = & (X,2) + (,2),

2. Symetrickost’: (x,7) = (z,X),
3. Nedegenerovanost’: ak (x,z) = 0 pre vsetky
Z€E RZ, potom % = 0.

Definicia 2 (Pseudo-kartezidnska sidstava suradnic).
Pseudo-kartezidnskou stistavou siradnic priestoru
R}, nazyvame sustavu siradnic, ktorej siradnicové
0Si X1,...,xX, SU navzdjom kolmé a pretinaji sa
v jednom bode O. Tento siiradnicovy systém oz-
nacujeme S(O,x1,...,X,). OSi X1,..., X, nazyvame
priestorové, 0Si X, pi1,. .- ,Xp CASOVE.

Definicia 3 (Minkowského priestor). Minkowského
priestor je pseudo-euklidovsky priestor, kde p = 1,
teda priestor RY.

Definicia 4 (Priestorovy, Casovy a svetelny vektor).
Nech vektor X = (x1,...,x,) € Rf. Ak (x,x) > 0
(resp. < 0), X nazyvame priestorovy (resp. casovy)
vektor. Ak (x,X) =0, hovorime, Ze X je svetelny vektor.

Definicia 5 (Priestorovy, Casovy a svetelny bod).
Nech bod x = (x1,...,x,) € R]. Nech S(O,x1,...,x,)
je pseudo-kartezidnska siistava siuradnic v tomto
priestore. Oznacme X jeho polohovy vektor X = Ox.
Hovorime, Ze bod je priestorovy (resp. casovy alebo
svetelny), ak jeho polohovy vektor je priestorovy
(resp. casovy alebo svetelny).

Poznamka 1. Vsetky svetelné vektory, t.j. také,
ktorych vel’kost’ je nulovd, tvoria tzv. svetelny kuZel'.
Vmiitri tohto kuZel’a sa nachddzajii casové vektory,
mimo kuZel’a priestorové, obr.

Podobne ako sme rozdelili body a vektory na
priestorové, svetelné a Casové, daju sa rozdelit’ aj
krivky. Pri tomto deleni existujd dva pristupy. Jeden
je zamerany na body samotnej krivky, druhy na jej
dotykové vektory. Uvedieme obe definicie delenia.
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Obr. 1: Pripad (a) zndzornuje priestor R%. Bod A =
[a1,a2] je Casovy (pre jeho sdradnice plati a2 — a5 <
0), bod C = [c1, 2] je svetelny (c? — ¢ = 0) a body
B = [b1,b;] a D s priestorové (b% — b% > 0). Pripad
(b) zndzoriuje priestor R%. Bod B je ¢asovy, bod C je
svetelny a bod A je priestorovy.

Definicia 6 (Priestorovd, Casovd, svetelnd krivka).
Hovorime, Ze krivka je priestorovd (resp. casovd,
svetelnd) ak kaZdy jej bod je priestorovy
(resp. casovy, svetelny).

Definicia 7 (Priestorovd, Casovd, svetelnd krivka).
Hovorime, Ze krivka je priestorovd (resp. casovd,
svetelnd) ak dotykovy vektor v kaZdom jej bode je
priestorovy (resp. casovy, svetelny).

Definicia 8 (Bézierova krivka v Minkowského
priestore). Bézierovou krivkou stupiia n nazyvame
polynomické zobrazenie b : I — RY, dané predpi-
som: b(t) =Y ,B}(t)b; pre t € I C R. Body b; €
RY, kde i € {0, ...,n} nazyvame riadiacimi vrcholmi.
Polynomy B (t), kde i € {0,...,n} sii Bernsteinove
polynémy stupria n. Cislo t nazyvame parameter
krivky.

Poznamka 2. Pod I najlastejSie rozumieme inter-
val [0,1], pretoZe Bernsteinove polynomy B} (t) =
(M (1—1)"", kde i € {0,...,n} sii nad nim nezd-
porné.

Bézierove krivky majui nasledujice vlastnosti
[ChaQ9]], [GeoOS]].

Veta 2 (Interpolacia koncovych bodov). Plati, Ze
b(0)=boab(l)=b,.

Veta 3 (Konvexny obal riadiacich vrcholov).
Bézierova krivka leZi v konvexnom obale svojich
riadiacich vrcholov.

Veta 4 (Prerozdelenie). Nech Bézierova krivka b (t)
Jje uréend riadiacimi vrcholmi by, by, b,. Ak rozdelime

Bézierovu krivku v bode urcenom parametrom t = %
dostaneme dve Bézierove krivky b’ (t) a b" (t). Ria-
diace vrcholy krivky b’ (t) sii bo,%bobl,b(%) a ria-
diace vrcholy krivky b" (t) sii b(%), 3b1b2,b>.
Veta 5 (Derivdcia). Plati, Ze 2b(t)
nYo B (t) Aby, kde ANb; = by — b

V cClanku [IGeoOS]] si uvedené niektoré vlastnosti
priestorovych Bézierovych kriviek v ]R%, pricom au-
tor pouziva definiciu[7] Jednou z nich je aj nasledovna
veta.

Veta 6. Nech b(t) =Y._,B! (t)b; je Bézierova krivka
v Minkowského priestore. Ak sii vektory A\b; = b; | —
b;i pre i € {0,...,n— 1} priestorové, potom je b(t)
priestorovd.

3 Podmienka priestorovosti

V tejto Casti hI’'addme nutné a postacujice podmienky
pre riadiace vrcholy Bézierovej krivky druhého
stupiia tak, aby bola priestorovd v zmysle definicie
[6l Budeme pracovat’ v trojrozmernom Minkowského
priestore. Na zaCiatku odvodime nutné podmienky
pre jej krajné riadiace vrcholy. Dalej budeme pred-
pokladat’, Ze krajné riadiace vrcholy st pevne dané a
v zavislosti od nich budeme skiimat’ podmienky pre
stredny riadiaci vrchol. Uvedieme tri rOzne pristupy
k ich ziskaniu, pricom kazdy bude mat’ svoje vyhody
a nevyhody.

3.1 Nutné podmienky pre krajné body

Majme Minkowského priestor R%. Vezmime
Bézierovu krivku druhého stuptia s riadiacimi
vrcholmi A, C a B v tomto poradi, ozn. bacg (1).
Oznaéme A = [al,az,a3] aB= [b],bz,bj,]. Aby
bola Bézierova krivka priestorovd, musi byt podl'a
definicie [0] kazdy jej bod priestorovy. Podl'a vety [2]
body A a B patria krivke a teda musia byt’ priestorové.
Preto ich siiradnice musia spliiat’ nutné podmienky

atas—a3>0, (1)
P2+bi—b3>0. )

3.2 Stredny riadiaci vrchol

Nasli sme nutné podmienky pre zaciatocny a koncovy
riadiaci vrchol Bézierovej krivky. Nech teda A, B st



Obr. 2: Od polohy bodu C zdvisi natoCenie roviny
p. Od natoCenia p zdvisi dtvar vyt'aty na svetelnom
kuzeli.

pevne dané a spifiaji podmienky (T) a (@). HI' adajme
podmienky pre stredny riadiaci vrchol C.

Ked’Ze Bézierova krivka druhého stupiia je ¢ast'ou
paraboly, bude lezat' v rovine, ozna¢me ju p. Taito
rovina p =A+tv+sw, kde t,s € R je urCend bodom
A a vektorom v = AB, ktoré poznidme a vektorom
w = AC, ktory nepozndme. Podl'a toho ako sa bude
menit’ bod C, bude sa ot4¢at’ této rovina okolo osi AB.
Na svetelnom kuzeli p vytne elipsu, parabolu alebo
hyperbolu (d’alej len kuzel osecku K) ako vidiet' na
obr.

Poznamka 3. V specidlnych pripadoch moéZe byt
vyt'atym itvarom bod (vrchol kuZel'a), priamka (p
je dotykovou rovinou ku kuZel'u) alebo dve priamky
(ak os x3 € p ). Tieto pripady popiseme zvldst', ked’
zistime ako vyzerajii hl’adané podmienky pre elipsu,
parabolu a hyperbolu.

Aby bola Bézierova krivka bacp (f) priestorova,
musi kazdy jej bod lezat mimo svetelného kuzel a.
Teda v zdvislosti od natoenia p mimo vyt atej
elipsy, resp. paraboly alebo hyperboly. Staci vyriesit’
dlohu v rovine p pre jednotlivé typy kuZel oseCiek
a ndsledne previest' do celého priestoru. Nasleduje
niekol’ko pristupov k rieSeniu tohto rovinného pro-
blému. Odteraz budeme pracovat’ v lokdlnych strad-
niciach roviny p, v pseudo-kartezidnskej ststave
stradnic S, (0, x,y). Nech v S,(0,x,y) st stradnice
riadiacich vrcholov A = [ay,a,], C = [cy,¢y] a B =
bu.by).
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3.3 Analyticky pristup

V tejto Casti sa snazime vyjadrit podmienky (nutné
alebo postaCujice) pre sturadnice bodu C analyti-
cky. Ak ma Bézierova krivka lezat mimo K, ich
prienikom musi byt prizdna mnoZina. Vyjadrime
ako vyzera vSeobecny predpis ich priese¢nika. Potom
nastavme podmienky tak, aby priesecnik neexistoval.
Nech K : ax? + Bxy+ yy* + Sx+ €y + ¢ =0, kde
a,...,§ € R. Bézierova krivka, kde jedinou nezna-
mou je bod C, je uréend rovnicou b(t) = t>(A —2C +
B) +1(—2A+2C)+ A, kde t € [0, 1]. Odtial' dosta-
vame rovnice pre stradnice jej bodov [by(1),by(1)]

by(t) = 1*(ay — 2, + by) +1(—2a, 4+ 2¢,) +ay
by(t) = t*(ay —2cy +by) +1(—2ay +2¢,) +ay .

Ked'ze priesecnik je bodom Bézierovej krivky,
budeme ho identifikovat’ podl'a jeho parametra ¢. Do
rovnice K dosadime Bézierovu krivku a dostaneme

0 = b (1) + Bbu(1)by(1) + 105 (1)
+0by (1) +€by(1)+ ¢ .

Tento vyraz chdpeme ako polyném v premenne;j ¢
a moZme ho upravit’ do tvaru

0 = kat* + k3t + kot® + kit + ko, 3)

kde koeficienty kg,...,ks si vyrazy obsahujice
suradnice bodov A,B,C a parametre kuZel osecky
a,....C.

Tento polyném Stvrtého stupiia ma najviac Styri
korene (redlne alebo komplexné), oznaéme ich
t1,t,t3,14. Ak pre niektoré i € {1,2,3,4} je t; €
(0,1) C R znamenad to, Ze Bézierova krivka a K maju
spolo¢ny bod b(#;) (vyld¢ili sme parametre ¢ = 0
a t = 1, pretoZe prislichaji bodom A,B, ktoré su
priestorové). To ale nechceme a preto dostdvame pod-
mienky

ak #; € R, tak musi byt’ ; < 0 alebo z; > 1, (@)

pre vSetky i € {1,2,3,4}. Kazdé t; je vyraz, kde
jediné nezndme su suradnice bodu C. Podmienky
() teda priamo urcuju postacujice a zdroven nutné
podmienky pre bod C. Ked” sme vSak pomocou
CAS Maxima vyjadrili korene #1,1;,13,t4, dostali sme
obrovské vyrazy, z ktorych nevieme vyjadrit’ pod-
mienky na praktické pouZitie.
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Daji sa pouZit' len ako rozhodovacie pravidlo,
¢i pre zname A,C,B je bacp(t) priestorova.
Ak totiz pozname A,C,B, vieme zistit parame-
tre kuzel'oseCky a CAS Maxima vie vypocitat
konkrétne 1,1,13,t4. Ak platia podmienky (@),
Bézierova krivka bcp (t) je priestorova.

Poznamka 4. Pre niektoré Specidlne pripady sa po-
mocou podmienok | podarilo odvodit’ analytické vy-
Jjadrenie nutnych a zdroveri postacujiicich podmienok
pre bod C. Uved’me priklad. Nech K : x> +y* =1,
A =[-1,0] a B=[1,0], kde | > 2,1 € R je pevne
zvolené. Hl'adajme vhodné C na priamke x = 0.
PouZili sme CAS Maxima na vyjadrenie ty,t;,13,14,
pricom jedinou nezndmou bolo c,. Podmienky vyze-
rali nasledovne: ¢y, > 2 alebo ¢, < —2. Ak ¢, spliia
tito podmienku, bacp (t) je priestorovd. Ak ju ne-
spliia, bacg (t) priestorovd nie je. Spravnost’ vysledku
sa dd dokdzat’, napriklad vyuZitim symetrie celého
prikladu vzhl'adom na os y.

3.4 Iterativny algoritmus

Ak nevieme ziskat’ praktické podmienky pre bod C,
chceme asporti pre dané C rozhodnit’, ¢i je bacp (t)
priestorova. V predchddzajicej Casti sme uviedli ako
sa to dd pomocou néstroja, ktory vie presne vy-
pocitat’ korene rovnice Stvrtého stupiia. V tejto Casti
sa pokiusime rozhodnit o danom C bez pouZitia
takéhoto ndstroja.

Vyuzijeme vetu[3]a vetu 4]

V nasledujicom texte budeme predpokladat’, Ze z
priestorovych bodov A, B vieme zostrojit' dotyCnice
ku K, z kazdého dve. Musime si uvedomit’, Ze touto
podmienkou vylic¢ime niektoré body, napriklad stred
hyperboly.

Definicia 9 (Oblast’ K(A,B)). Majme body A,B a
kuzelosecku K. Oznacme tia,ta,tp,tap dotycnice
z A,B ku K. Nech t,q = {t;j, kdei € {1,2}, j €
{A,B} a plati, Ze t;; oddel'uje K a iisecku AB}.  Po-
tom K(A,B) = UVj, kde Vjj je polrovina urcend
dotycnicou t;j € t,q, ktord neobsahuje K (obr. E])

Poznamka 5. Takto definovand K(A,B) moZe byt
aj prdzdna mnoZina. Ak prienik iisecky AB a K je
neprdzdny, mnoZina t,q je prdzdna a teda je prdzdna
aj K(A,B).

Lema 1. Ak ABNK = 0, potom mnoZinu t,q tvoria
dve priamky.

te by tis

K(A.B)

Obr. 3: Oblast K(A,B) je urend dotyCnicami
ha,ha,t1B, 2B Z bodov A,B ku kuzel’ osecke.

Obr. 4: Bod A mdze lezat v jednej zo Styroch
Casti urCenych dotyCnicami t,p,tpp z bodu B ku
kuZel'osecke K.

Dokaz. Body A,B su priestorové, teda existuju
t1a, a1, 2. Skimajme dotyCnice z bodu B. Mdzu
nastat’ tri pripady:

1. Nech doty¢nice 15,125 & to4. Z toho vyplyva, Ze
A lezi vo vyseku ohrani¢enom t5,%5 a K, Co je Cast’
1 na obr. @] Potom pre obe doty¢nice z A plati, Ze
oddel'uji AB od kuzel'oseCky a teda t,; = {14,024}

2. Nech doty¢nica t1p € 1,4 a dotyCnica trp & fog.
Dotyc¢nice t5,tp rozdelia rovinu na Styri Casti, obr.
Ak jedna z priamok patri do ¢,4, musi bod A leZat’
v Casti 2 alebo Casti 4. Keby obe priamkKy 14,124 ¢ toq,
museli by podl'a pripadu 1 obe priamky t,5,t5 € t,4,
¢o je spor. Tiez nemdzu obe priamky t14,t4 € 1,4,
lebo to by musel bod A lezat’ v Casti 1, Co je spor.
Preto existuje len jedno i € {1,2} také, Ze t,; =
{tia,t18}.

3. Nech dotycCnice tp,tp € t,q4. Potom bod A lezi
v Casti 3, pozri obr. 4] Z toho priamky t14,004 € tog a
tedat,y = {2‘13,1‘23}. OJ

Veta 7. Ak ABNK =0, potom K(A,B) je neprdzdna
mnoZina dand ako zjednotenie dvoch polrovin.

Dékaz. K(A,B) je neprazdna, lebo pre kazdé C € AB
plati, ze C € K(A, B). Zvy$ok je priamym dosledkom
lemy O



Veta 8. Ak C € K(A,B), potom bycg(t) je
priestorovd.

Dékaz. Ak C € K(A,B), potom vnitro AABC lezi
mimo K. Potom podl'a vl. 2 Bézierovych kriviek je
bacs (t) priestorova. O

Vd’aka vete [8] ndm oblast K(A,B) poskytuje
akysi hruby odhad, ¢i C vyhovuje podmienke. Ak
pre dané A,C,B a K je K(A,B) neprdzdna a C €
K(A,B), potom dané C vyhovuje podmienke a tloha
je vyrieSend. Ak C ¢ K(A,B), zatial' o C nevieme
rozhodniit’.

Budeme postupne prerozdelovat’ bucp () na
mensie segmenty ba,cp, (1) v zmysle vety |4 Pre
kazdy segment sa budeme pytat’, ¢i C; € K(A;,B;).
Ak pre nejaké i oblast’ K(A;, B;) je prazdna mnozZina,
musime dany segment opit prerozdelit. Ak by
sme po n prerozdeleniach dostali 2" segmen-
tov ba,c,, (1) 5, DAnCuBy (1) spfﬁajlicich, e C; €
K(A;,B;) pre vSetky i = 1,...,2", na zdklade vety
a vety 4] mdZme povedat’, Ze pre dané C je bacp (t)
priestorova.

Na rozhodnutie, & C spiia poZziadavku, Ze
Bézierova krivka bacp(f) je priestorovd, budeme
pouZzivat’ nasledovny rekurzivny algoritmus:

1. krok: Ak C lezi v K(A,B), podl'a vety 8| vy-
hovuje podmienke a algoritmus skonci. Ak C
neleZi v K(A, B), ndjdeme bod b(3).

2. krok: Ak bod b(%) nie je priestorovy, t.j. neplati
b(%)? —b(1)3 > 0, potom Bézierova krivka nie
je priestorova a teda bod C nevyhovuje a algo-
ritmus skon¢i. Ak bod b(%) je priestorovy, pre-
rozdelime Bézierovu krivku bucp (t) v zmysle
vety[d] Na oba segmenty aplikujeme 1. krok, pri-
padne potom 2. krok.

Koniec algoritmu nastane:

1. Bud po n—krokoch jeden z bodov b(%),
i =1,...,2", nebude priestorovy a teda celd
Bézierova krivka nebude priestorovd. Potom
uvazovany C nespitia podmienku.

2. Alebo po n krokoch 2" segmentov Bézierovej
krivky bude spifiat’ C; € K(A;,B;). Teda podl'a
vety [§] je kazdy segment Bézierovej krivky
priestorovéd krivka. Potom uvaZovany C spiﬁa
podmienku.
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Otédzkou je, Ci je tento algoritmus konecny. Ro-
zliSme tri pripady:

1. Nech bacp (t) a K nemaju spolo¢né body, Cize
Bézierove krivka je priestorova. Cim viac pre-
rozdeleni bacp (t) urobime, tym viac sa bude
tvar riadiaceho polygénu priblizovat k tvaru
Bézierovej krivky. Pri dostatocnom pocte pre-
rozdeleni bude pre kazdy segment ba.cs, (f)
platit’, Ze C; je tak blizko usecky A;B;, ze C; €
K(A;,B;). Nastane pripad 1 a algoritmus skon¢i.

2. Nech bacp (%) a K maji spolo¢né body, nie
vSetky dotykové. Po dostatocnom pocte pre-
rozdeleni pre nejaké i bude cely segment
ba,c;; (t) lezat’ v K. Potom jeho bod by,c;s, (t)
je priestorovy. Nastane pripad 2 a algoritmus
skonci.

3. Nech bucp (%) a K maju spolo¢né len dotykové
body. Ak st dotykové body tvaru bacg (), na-
stane pripad 2 a algoritmus skon¢i. Ak sd vSak
dotykové body iného tvaru, napriklad b (1)) pre
1o € R\ Q, algoritmus neskonci. Segment okolo
dotykového bodu sa bude stdle zmenSovat’, ale
nenastane ani jedna z ukoncujicich podmienok.
Treba pridat dodatocnd podmienku, napriklad
ak si body A,B prili§ blizko seba (v zmysle
euklidovskej vzdialenosti), algoritmus skonci s
tym, Ze nevie o bode C rozhodnit' a pravde-
podobne existuje dotykovy bod.

Poznamka 6. V pripade hyperboly (nakolko sa
skladd z dvoch samostatnych kriviek) by sme mali s
takto definovanou oblast'ou K(A,B) problém. Preto
by sme celii tilohu riesili samostatne pre kaZdu z jej
dvoch casti a vysledné rieSenie by sme ziskali ako
prienik tychto dvoch Ciastkovych rieSent.

3.5 Pristup h’adanim dotyku radu 1

Skusme néjst’ oblast H obsahujicu vSetky body C
vyhovujice podmienke, Ze bucp (t) je priestorova.

Za ucelom ziskania zdkladnej predstavy o tejto
oblasi H bol vytvoreny program Experiment.
Vykresli skimand kuZel'osecku K a body A,B. Je
mozné posuvat’ bod C, priCom sa okamZite prekresli
Bézierova krivka bacp (1).

Obrazky [5] [6] vznikli ako vysledky programu Ex-
periment.
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Obr. 5: KuZzel'ose¢kou K : x> +y> — 1 = 0 je jednot-
kovd kruznica, bod A = [—1,0] abod B = [2,1].

Obr. 6: KuZel' ose¢kou K : x> + 1 = 0 je parabola, bod
A=[-3,0] abod B=[-5,6].

Poznamka 7. Experiment vie pracovat’ len so zdk-
ladnou elipsou, parabolou a hyperbolou. Avsak os-
tatné kuZel'osecky sii len vysledok otocenia a po-
sunutia, takze U'ubovol’'ni situdciu mozno namodelo-
vat’ len postivanim bodov A a B. V programe je mozné
vykresl'ovat’ aj Specidlne pripady, ked’ kuZel’osecka
Jje bod, priamka alebo dve priamky.

Definicia 10 (MnoZina dH). Oznacme dH mnoZinu
takych bodov C', Ze Bézierova krivka bacip(t) md
s kuZel'oseckou K prdve jeden spolocny bod alebo

pradve dva spolocné body.

Z. pozorovania mozno vyslovit' nasledovné hy-

potézy.
Hypotéza 1. dH je mnoZina spojitych kriviek.
Hypotéza 2. H je sCasti ohranicend krivkami z 0H.

Hypotéza|2|je vyslovend na zdklade toho, Ze situé-
cia, ked’ bacp(t) sa dotyka K, je akousi hranicou
medzi stavom, kedy bacp (f) a K nemaji spoloéné
body a kedy maju viac spolocnych bodov.

Za predpokladu, Ze tito dH existuje, je otdzkou
ako ju ndjst’. Povedali sme, Ze dH tvoria také C’,
Ze Bézierova krivka bacp () a K maji spolocné len
dotykové body. To vedie k tvahdm o existencii sur-
jektivneho zobrazenie 6 : D — dH, kde Dy je za-
tial’ nezndmy defini¢ny obor. Z definicie [I0] vyplyva,
7e Ds C K, pretoze pre kazdé C' € dH existuje bod
[x0,y0] € K taky, Ze C' = & ([x0,y0]) @ bacg(t) NK =
[x0,y0]. Ak zistime ako vyzeraji o a D, ziskame
hl'adani hranicu 0H.

3.5.1 Zobrazenie o

Predpis zobrazenia o nidjdeme z nasledovnej poZia-
davky. Ak [xp,yo] je dotykovy bod bycp () a K, po-
tom & ([xo,y0]) =C'.

Nech 75 je dotyCnica k Bézierovej krivke v bode
[x0, 0] (existuje, lebo to nie je koncovy bod) a nech g
je dotyénica ku kuZel’osecke v bode [xp, yo| (existuje,
lebo kuZzel’ osecka je reguldrna krivka). Ked'Ze [xo, yo]
je spolo¢ny dotykovy bod bacip (1) a K, musi tx = tp.
Plati nasledujica veta.

Veta 9 (Dotycnica v reguldrnom bode). Nech P =
[X0, 0] je reguldrny bod rovinnej afinnej algebraickej
krivky Kdanej rovnicou f(x,y) = 0. Potom dotykovd
priamka ku krivke K v bode P je dand rovnicou

I
- (8)6 [xo,yo]—i_(y ) dy [x0,y0] .

Vsetky body uvaZzovanej kuzel' osecky K su regu-
larne, teda ak K md rovnicu Ax” + Bxy 4+ Cy? + Dx +
Ey+ F = 0, potom doty¢nica tx v bode [xo,yo] mé
rovnicu

0= (2Ax0 +Byo+ D)(x —xo)
+(2Cyo +Bxo + E)(y — o) -
Doty¢nicu 75 odvodime inym sposobom, obr. [7]
Nechty € (0,1) je také, Ze b (19) = [x0, o). Podl'a vety

[l mozno povedat’, Ze g mé parametrické vyjadrenie
tg(to) = b (to) +su, kde s e Rau = (1—19)AC+1,CB.
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Obr. 7: Vektor u = (1 — #)AC + t0CB je vektor
doty¢nice k Bézierovej krivke v bode b (1p).

Rozpisanim pre jednotlivé stiradnice

dostaneme

15 (1)

x=xo+s[(1—1)(
y=yo+s[(1—10)(cy

Cxy — ax) + tO(bx
— ay) +t0(by

_Cx)] 5
—q)],

vylic¢enim parametra s dostaneme rovnicu ¢

0= [(1—10)(cy —ay) +to(by —cy)](x —x0)
—[(T=10)(cx — ax) +1o(bx — cx)|(y — o) -

Ked'Ze [JC() s y()]
troch rovnic

=b(ty) atp =g, dostdvame stistavu

= a,(1—10)% +2t0(1 —19)cx + bytd

yo—ay(l ) +2t0(1 —to)cy +bytg
—(2Ax0+Byo+D)[(1 —t9)(cx — ax) +1to(bx — cx)]
= (2Cyo+Bxo+E)[(1 —19)(cy —ay) +1o(by —cy)] .

Upravou prvych dvoch a ich dosadenim do tretej
dostaneme ekvivalentnd sustavu

X —ax(l —to)2 — xtg

Y = R 5

: 260(1 —19) )
yo —ay(1 —10)* — by}

= R 6

2 2l0(1 —l‘o) ©)

0=z +Bo+7. (7)

kde

o = (Bay+2Cay, — Bb, — 2Cby)yo + Da, — Db,
+ (2Aa, + Bay — 2Aby, — Bby)xo + Eay — Eb,

B = 4Cy§ + (4Bxo — 2Ba, — 4Cay + 2E)yo + 4Ax]
+ (—4Aa, — 2Bay +2D)xo — 2Da, — 2Ea,

y = —2Cy3 + (—2Bxo + Ba, +2Ca, — E)yo
— 2Ax3 + (2Aay + Bay — D)xo + Day + Eay .
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Rovnica (/) je kvadratickd, preto dostaneme dva
korene #. Len pre jeden vSak plati, Ze 7y € (0,1).
Tento spitne dosadime do rovnic (3), (6) a dostaneme
o ([x0,y0]) = [cx,¢y], o je hl'adany predpis pre o
spfﬁajlici poziadavku urcend na zaciatku. Ostdva
uréit’ D, lebo odtial’ volime body [xo, yo)-

Ak plati hypotéza krivky tvoriace JH si
Stvrtého stupia, pretoze body [xo,yo] € Do Vystupuji
v rovnici (7) v druhej mocnine (ked’Ze ide o bod z
kuzel'osecky) a nasledne 7y vystupuje v druhej moc-
nine v rovniciach (5) a (6).

3.5.2 Defini¢ny obor D

Chceme urcit’ definicny obor Ds zobrazenia o tak,
aby bod

X € Ds C K préve vtedy, ked o (X) € dH. (8)

V  nasledujicom texte budeme predpokla-
dat’, Ze z bodov A,B vieme zostrojit' dotyCnice
tia,ha,t18,t2p ku K. OznaCme prislu§né body dotyku
Tia, Toa, Tip, Top. Ak pre dané A, B a K existujui body
C1,Cy také, Ze bac,p (t) abac,p (t) maji s K prave dva
spolo¢né body, ozna¢me ich {U;,Us} = bacp (1) NK
a {Us,Us} = bacp (t) N K. Takéto body U; su najviac
Styri.

Pokusy z Experimentu naznaCuji, Zze Ds C K
sa skladd z niekol'kych oblikov, ktoré si na K
presne urcené. Ukazuje sa, Ze koncové body tychto
oblikov mézu tvorit’ len body 714, T34, T18, Top alebo
Uy,U,,Us, Uy, pricom body Tj; ¢ D, kym body U; €
Dg.

Body U; € Dy, pretoze spliiaji (8).

Body T;; ¢ Dy, ukdZeme sporom. Nech povedzme
bod Ti4 € Ds. Podl'a podmienky (8) existuje taky
bod Cr, ze bod Tis je spolocny dotykovy bod
bac,s (t) a K. Doty¢nica t14 potom musi byt’ zdroven
aj doty¢nicou k bACTB (I) v bode T14. Krivka bACTB (l)
je krivkou druhého stupiia. L'ubovol'nd dotycCnica
ku krivke druhého stupiia ma s krivkou prave je-
den spolocny bod, bod dotyku. Lenze A, T4 € t14 a
sicasne A, Ti4 € bac,5 (1), €o je spor. podobne sa dd
dokaz urobit’ pre body Tr4, 115, 5.

Dotyc¢nice z A, B ku K budu pravdepodobne tvorit’
asymptoty ku krivkdm z dH, obr. [8 Je to preto, Ze
¢im je C vzdialenejsi od AB, tym viac sa bacg () pri-
bliZuje k svojmu konvexnému obalu, presnejSie k AC
a CB.

Z pozorovani sa ukazuje, Ze D¢ sa skladd z jed-
ného az Styroch oblikov. Tento pocet pravdepodobne
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Obr. 8: Krivky dH tvoriace hranicu hl’adanej oblasti
H majid asymptoty, ktoré tvoria dotyCnice z bodov
A, B ku kuZel’'osecke K.

zéavisi od poctu bodov U; a tieZ od vzajomnej polohy
bodov T;.

Ak sa ukaze, 7Ze D sa skladd z oblikov, potvrdi sa
hypotézal[I] lebo zobrazenie o je polynomické a teda
spojité. Presny popis D¢ sa zatial’ nepodarilo ndjst’.

3.5.3 HPadana oblast’ H

Vo vypo&toch sme nasli hranicu dH, za predpokladu,
7Ze poznadme defini¢ny obor Ds. Tiez sme vyslovili
hypotézu, Ze dH ndm v rovine p oddeli také C, ktoré
patria do H od tych, ktoré tam nepatria. Nikde sme
v8ak zatial’ nepopisali, ako na zdklade dH urcime H.

Ako sme spominali v Casti 0H sa skladd z
viacerych kriviek dH; a teda aj hI'adand oblast’ H sa
bude skladat’ z viacerych oblasti H;.

Jedna z moZnosti je vziat’ z kazdej oblasti bod Cy a
zistit’, ¢i bac,p () a K maji spolo¢ny bod. Ak ano,
oblast’ nevyhovuje poZadovanym kritéram. Ak ne-
majui spolo¢ny bod, tito oblast’ je hI'adanou oblast’ ou
takych bodov C, Ze bacg (t) je priestorova.

Ind mozZnost’ je skdmat’, ¢i dand hranica dH je
z takych bodov C, Ze bacp (f) sa dotyka K zvonku
(bacg (1) a K st aZz na bod dotyku navzdjom oddelené
ich spolo¢nou doty¢nicou) alebo zvniitra (bacp () a
K nie si navzdjom oddelené ich spoloc¢nou dotycni-
cou). RozliSme teda dva pripady:

1. nech JH je z takych bodov C, Ze bacp (t) sa
dotyka K zvonku, obr. El Teda bacp(t) a K
si oddelené ich spolo¢nou doty¢nicou. Nech
JdH rozdeli p na dve polroviny H; a H,. Vy-
hovujica Hj, t.j. takd, Ze pre C € H; je bacg (1)

Obr. 9: Ak st bacp(t) a K oddelené ich spolo¢nou
dotyCnicou, hl’adand oblast’ obsahuje body A, B.

L toy
AR
o B

Obr. 10: Ak bacp (1) a K nie st oddelené ich spoloc-
nou dotyCnicou, hl'adand oblast’ neobsahuje body
A,B.

priestorovd, je t4, ktord obsahuje body A,B.
Oddel’'ujica nadrovina nadm totiZto hovori, Ze
Bézierova krivka (a teda bod C) sa m6Zme posu-
vat' len smerom k A,B. Keby sme C postvali
opa¢nym smerom, dojde k prieniku bacp (1) a K.

2. nech dH je z takych bodov C, Ze bacp(t) sa
dotyka K zvniitra, obr. Teda bacp(t) a K
nie su oddelené ich spolo¢nou dotycnicou. Nech
dH rozdeli p na dve polroviny H; a H,. Vy-
hovujica je td H; (i € {1,2}), ktord neobsahuje
A, B. Keby sme C postivali smerom k A, B, dojde
k prieniku bacp (1) a K.

Dy sa skladd z viacerych oblikov a preto zo-
brazenim ¢ dostaneme viac kriviek dH,...,dH.
V pripade, Ze hrani¢né body oblikov tvoria aj body
U;, niektoré dH; na seba nadvizujd (majd spolocny
bod, v ktorom si C° spojité). Ak dH; a dH; na
seba nadvizuji, urobime ich zjednotenie a odteraz
ich budeme brat” ako jednu krivku (obr. [IT)). Povodna
mnoZina kriviek dHj,...,dH sa tak zredukuje na
krivky, ktoré sa navzdjom nepretinaji. Potom oblast’



Obr. 11: D sa sklad4 z troch intervalov. Hranice d H,
a dH3 na seba nadvizujd v bode Cp.

rieSeni hl'addme postupne. Pre kazdd krivku JH;
uréime Cast’ roviny H;, ktord je rieSenim a vyslednd
H je zjednotenim tychto Ciastkovych rieseni.

3.5.4 Specialne pripady K

V predchadzajiicich tvahach sme spominali existen-
ciu Specidlnych pripadov, ked” K je bod, priamka
alebo dve priamky. Pod’'me teda urcit’, ako pre ne vy-
zerd dH v Sp(0,x,y) a ndsledne aj oblast’ rieSenia
H.

1. nech K = {V}, kde V = [0,0,0] € R} je
vrchol svetelného kuZela. Nech V = [vy,vy]
v S5(0,x,y). Jedingm obmedzenim aby
bola bacp(t) priestorovd je, ze V & bacp(t).
HI'adand podmienka pre bod C je C € p \ dH,
pricom JH je takd mnoZina, Ze ak
C € JH, potom V € bycp(t). Ako vy-
zerd JdH zistime z rovnic (B) a (6). Plati,
ze dH = {[cy,cy)z @) a (@), kde [xp,y0] =
[ve,vy] atg € (0,1)}, lebo Dy = {V}, ob \Y
pripade, Ze A, B,V su kolinedrne, dH = AB.

2. nech K : Dx+ Ey+ F =0, ¢ize p je dotykovou
rovinou k svetelnému kuzel'u. M6Zme predpo-
kladat', Ze K : —x+y =0 v S5(0,x,y), ked’Ze
tento systém mdzme volit’ I'ubovol'ne. Tu vy-
stupuji dopliiujice podmienky k podmienkam
(I a @) pre body A,B. Ak totiz body A =
[ax,ay], B = [by,by] lezia v rdznych polrovindch
vzhl'adom na K, taky bod C, Ze bacp(t) je
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Obr. 12: Specialny pripad: KuZel'oseCku tvori jeden
bod K ={V}, kde V =[0,0].

Obr. 13: Specidlny pripad: K : Dx+Ey+F =0.

priestorova neexistuje. Nech A,B leZzia v jed-

nej polrovine vzhl'adom na K. Hranica 0H =

{lex,eyl z @) a (@), kde Do = KaA,B,C,D =

0}. Hradand oblast H je td polrovina urfend

krivkou dH, v ktorej lezi K. Ked'Ze [xo,yo0] € K,

tak xop = yo. Z toho dostaneme v rovnici (7)), Ze
_ yo—ay(1-10)*~by1§

to = konst. Potom ¢y — ¢, = T e e

—a,(1—19)>—byt3 o .
0=a(0)" =bio _ pongr a teda mnozina OH je
2t9(1—to)

priamka rovnobeznd s K, pozri obr. T3]

. nech K = {pUgq}, kde mdzme predpokladat’,

zep:—x+y=0aqg:x+y=0vS,(0,x,y),
ked’Ze tento systém mdzme volit' 'ubovol'ne.
V predchiadzajicom pripadne sme ukdzali, Ze
pre priamku r a body A,B je mnoZina dH, =
{C : bacg (t)Nr={T}} je priamka rovnobeZn4
s r (vypocitand presne z rovnic (3) a (6))). Hra-
nica JH bude uréend takymito priamkami dH,,
a dH,, kde dH,, je rovnobeznd s p a dH, je
rovnobeznd s ¢. Bod Co = dH,, N dH, je taky,
Ze bac,p (t) sa dotyka aj priamky p aj priamky
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Obr. 14: Specialny pripad: K = {pUq}.

q. Body Tp = bAC()B (l‘) Npa Tq = bAC()B (l‘) Ngqg
urcuji definiéng obor D. Plati, 7e Dy = T,X U
YTX’, kde polprlamka T X C P polpriamka
TX’ Cqal0,0] ¢ TX [0,0] ¢ TX’ HI'adanou
oblast ou H je ta polrovma uréend krivkou dH,
v ktorej lezi bod [0,0], obr. V tomto pri-
pade tieZ vystupuji dopliujice podmienky k
podmienkam (I)) a (2) pre body A,B. Ak totiz
A, B lezia v opacnych polrovinach vzhl’adom na
svetelny kuZel’, iloha nema4 rieSenie.

3.5.5 Porovnanie vysledkov CAS MAxima - Ex-
periment

Obrazky [I5] [T16] vznikli pre porovnaie vysledkov
ndjdenych expermentilne a vysledkov vyuZivajicich
vztahy (3) a (6). Defini¢ny obor Ds bol uréeny
pokusne a ndsledne bol zobrazeny zobrazenim o©.

4 Vyhodnotenie vysledkov

Pre zaliatony a koncovy riadiaci vrchol sa po-
darilo odvodit nutné podmienky a @). Na
hl'adanie podmienok pre stredny riadiaci vrchol sme
priestorovy problém previedli na problém rovinny.
Potom nasledovali tri rdzne pristupy k vyrieSeniu
rovinného problému. Nasleduje zhrnutie kazdého
pristupu k ndjdeniu rieSenia.

Zhrnutie analytického pristupu: Sice sme
odvodili nutné a zdroven postacujice podmienky pre
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funl ——
fun2

funy —
n4

2*cosh(t), 2:8inh(t)y ——
-2*cosh(t); 2" sinh(t)

Obr. 15: Vystup z programu CAS Maxima.

Obr. 16: Vystup programu Experiment.

stredny riadiaci vrchol, avSak sa nedajd prakticky
pouZzit'. VSeobecné vyjadrenie korenov tq,...,14
totiz poskytlo vyrazy, z ktorych nevieme vyjadrit’
podmienky na praktické pouzitie. Dal§i mozny
pristup je, na podmienku € (C\R) U (R [0,1])
skusit’” aplikovat’ Descartovo znamienkové pravidlo
alebo Budan-Fourierovu vetu. Tieto hovoria o pocte
redlnych korefiov polyndému. Skusili by sme ich
aplikovat’ na polyném [3] Ked'ze jeho koeficiety
obsahuju len parametre kuZel'oseCky a sidradnice



bodov A,B,C, moZzno by sme ziskali zaujimavé
podmienky pre bod C.

Zhrnutie pristupu iterativneho algoritmu:
Tymto pristupom sme sa snaZili pre dany bod C
urdit’, ¢i bacp (t) je priestorovd, bez pouzitia aplika-
cie, ktord by presne vypocitala korene polynému
Stvrtého stupfia. Rozhodovaci algoritmus, ktory
sme popisali, pracuje rekurzivne a to je naro¢né na
pamit’. Napriek tomu, Ze algoritmus je konecny,
nevieme dopredu povedat’, kol'kokrit treba pre-
rozdelit Bézierovu krivku, aby pre kazdy segment
existovali oblasti K;(A,B). Vyhodou je, Ze tento
algoritmus je jasny a rieSiteI'ny. Nesmieme eSte
zabudnit’, Ze sme pracovali len s takymi bodmi A, B,
Ze z kazdého existovali dve dotyCnice ku K, ¢o ndm
niektoré body vylicilo. Otdzkou ostdva, ¢i sa dd na
zéklade tohto algoritmu ndjst’ explicitnd podmienka
pre stradnice C.

Zhrnutie pristupu hPadania dotyku radu 1:
Na zéklade experimentdlneho pozorovania sme sa
snazili popisat’ oblast’ takych bodov C, Ze bacp (1)
je priestorova. Vyslovili sme hypotézu o existencii
hranice tejto oblasti. Tuto hranicu sme sa snaZili
urit’ pomocou zobrazenia ¢ a jeho definicného
oboru Ds. Zobrazenie ¢ sme presne urcili rovnicami
(@) a (©). Avsak nepodarilo sa najst’ presné vyjadre-
nie Dgs. Opisali sme len faktory, ktoré Dgs ovplyv-
fujd. V pokusoch sme zatial' pozorovali, Ze Dy sa
modze skladat’ z jedného aZz Styroch oblikov z K.
Takto ziskané d H; ndm rozdelili rovinu na niekol'’ko
oblasti H;. Ur¢ili sme rozhodovacie pravidlo na vy-
bratie tych H;, ktoré tvoria vyslednd hl’adand oblast’
H. Nesmieme eSte zabudnit’, Ze sme pracovali len
s takymi bodmi A,B, Ze z kazdého existovali dve
doty¢nice ku K, ¢o nam niektoré body vylicilo.

Bola snaha vyjadrit’ krivku d H pomocou vSeobec-
nej rovnice. Za predpokladu, Ze je to krivka Stvrtého
stupiia (v premennej x a y), stacilo vziat pitnast’
bodov krivky dH (ktoré vieme presne vypocitat') a
urit’ pomocou sustavy rovnic jej vSeobecny predpis.
Program CAS Maxima vSak takyto systém presne
zratat’ nedokdzal. Dal sa zrétat’ iba priblizne, ak sme
jednotlivé koeficienty v ststave vopred zaokrihlili
pomocou funkcie float().

Toto rovinné rieSenie ndm asi najviac pribliZilo ako
budu vyzerat’ postacujice podmienky pre stredny ria-
diaci vrchol Bézierovej krivky.
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5 Zaver

Ciel'om tejto prace bolo ndjst pomienky pre ria-
diace vrcholy Bézierovej krivky v trojrozmernom
Minkowského priestore tak, aby bol kazdy jej bod
priestorovy. V praci sme pracovali s krivkou druhého
stupna.

Podarilo sa odvodit’ nutné podmienky pre zacia-
toény a koncovy riadiaci vrchol krivky. Podmienky
pre stredny riadiaci vrchol (v zdvislosti od krajnych
bodov) sa podarilo urcit’ ¢iasto¢ne, priCom v niekto-
rych Specidlnych pripadoch tplne. V predchddzajice;j
kapitole bolo spomenuté, ako sa dd d’alej vo vyskume
pokracovat’.

Stcast’ ou prace je aplikdcia, ktord jednak pomohla
odhalit’ vzt'ahy medzi objektami a tieZ sliZi ako do-
bry vizualizany ndstroj na ozrejmenie pojmov a zna-
zornenie situdcii pre rdzne polohy Bézierovej krivky.
Praca obsahuje aj spustitel' né prikazy CAS Maxima.
Tieto presne vykresI'uju hranice takych oblasti, Ze ak
stredny riadiaci vrchol patri oblasti, Bézierova krivka
bude priestorova.

V budidcnosti by sa dala aplikdcia rozsirit na
zobrazovanie situdcie v trojrozmernom priestore,
priCom by sa umoZnilo vykreslit' naraz viac rovin-
nych rezov. Tiez sa d4 uloha riesit pre krivky
vySSieho stupiia. OdliSnost bude v tom, Ze tieto
krivky uz neleZia v rovine.
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