1. Datové Struktiary pre geometrické algoritmy

1.1 Zakladné definicie, asymptoticka zloZitost’

Algoritmus:

e Konecny navod ako riesit’ problém s pouzitim danych elementarnych operacii.

e Dobre definovana procedura, ktora pre nejaki mnozinu vstupov vyprodukuje
vystupnu hodnotu alebo mozinu hodnét.

e Postupnost’ krokov vypoctu, ktory transformuje vstup na vystup.

Algoritmus nazyvame spravny, ak pre kazdy priklad vstupu sa zastavi so spravnym

vystupom.

Uvazujme mieru zlozitosti X (Cas, pamét’, pocet aritmetickych operacii,...)

Zlozitost’ algoritmu A: je funkcia velkosti vstupnych dat udavajiica mnozstvo miery
zlozitosti X spotrebovanej algoritmom A pri rieSeni problému daného rozsahu.

Ozn: f(n), n — vel’kost’ vstupu: tento pojem zavisi od typu problému. Napr.:

e pocet prvkov vstupu (napr. triedenie)

e pocet bitov (ndsobenie dvoch cisel)

e dva a viac parametrov (napr. Graf: pocCet vrcholov, pocet hran)

Pozn: My budeme uvazovat Casovl zlozitost’ algoritmu, t.j.

zlozitost’ algoritmu = ¢as vypoctu algoritmu (zjednodusene: pocet krokov algoritmu).

Moézeme uvazovat zlozitost: najhorsieho, najlepsSieho, priemerného pripadu.

Asymptoticka zloZitost’

Ak uvazujeme ¢as vypoctu algoritmu pri dostato¢ne velkom vstupe, t.j. zaujima nas
miera rastu ¢asovej zlozitosti algoritmu, hovorime o asymptotickej zloZitosti
algoritmu. Vac¢Sinou algoritmus, ktory ma asymtoticku zlozitost’ nizsiu, bude
vyhodnejsi aj pri vstupoch mense;j

velkosti. Na popis asymptotickej zlozitosti algoritmov sa pouziva asymptoticka
notacia.

é-notacia

Uvazujme funkciu g(n) definované na N. Potom

0(g(n)) = {f(n): 3 kladné konstanty c;, ¢, a np také, ze 0 < c;g(n) < f(n) < cpg(n) pre V

n>np}

* piSeme f(n) = 0(g(n)), aj ked’ 6(g(n)) oznacuje mnozinu, t.j. f(n) € B(g(n)).

* Pre n > ny funkcia f(n) je rovna funkcii g(n), az na konstantny faktor.

* Hovorime: g(n) je asymptoticky tesné hranica pre f(n).

* Kazdy clen 6(g(n)) je asymptoticky nezaporny, t.j. f(n) > 0 pre vSetky dostatocne
velké n.
Ako dosledok, aj g(n) musi byt asymptoticky nezaporna , inak by 6(g(n)) bola

prazdna.

Priklad 1: UkdZeme, Ze % n’—3n=0(n?).
Musime najist’ ¢, ¢; a ng nezaporné také, ze



c1n2 <vn’-3n< czn2 pre V n > ny. / n’.
c1<% —3/n<c,.

Druha nerovnost’ plati pre vSetky n > 1 pri vol'be ¢, > 2. Prva nerovnost’ plati pre
vSetky n > 7 pri vol'be ¢; < 1/14.
Vol'bou ¢ =1/14, c;= Y%, ny = 7 lahko overime, Ze % n* — 3n = O(n?).

Priklad 2: Ukazeme, ze 6n° = 6(n).
Nech 3 ¢,>0, ng > 0: 6n° < czn2 , pre V n > n,.
n <¢,/6, Co je spor.

Priklad 3: Uvazujme kvadraticku funkciu f(n) = an” +bn +c, kde a, b, ¢ st konstanty,
a> 0. Potom f(n) = 0(n?).

Nasledujiicou volbou konstant: ¢, = a/4, ¢, = 7a/4, ng = 2.max(|b|/a, V(|c|/a)) Pahko
overime, ze 0 < c1n2 <an’+bn+c< czn2 pre ¥V n > n,.

Vo v§eobecnosti, pre l'ubovol'ny polyném p(n) r-tého stupna plati: p(n) = 6(n").
Kazdu konstantu (konStantnt funkciu) — ako polyném nultého stupiia — mézeme
vyjadrit v tvare 8(n”) alebo 0(1).

e O-notacia (asymptoticka horna hranica):
Uvazujme funkciu g(n) definované na N. Potom
O(g(n)) = {f(n): 3 kladné konStanty c a ny také, ze 0 < f(n) < cg(n) pre V n > ny}

Oznacenie: f(n) = O(g(n)).

Plati: f(n) = 6(g(n)) = f(n) = O(g(n), t. B(z(n)) = O(g(n)).

an” + bn + ¢ = O(n?), ale ajan+b= O(n?). Stagi zvolit c=a + |b]; ng = 1.

Ak pouzijeme O-notaciu na ohranicenie zlozitosti najhorsieho pripadu, ziskame tym
horné ohranicenie zloZitosti algoritmu pre 'ubovol'ny vstup velkosti n. Toto vSak
neplati pre 0-notéciu.

e (-notécia (asymptoticka spodna hranica):
Uvazujme funkciu g(n) definované na N. Potom
Q(g(n)) = {f(n): 3 kladné konstanty c a ng také, ze 0 < cg(n) < f(n), pre V n >ny}.

Tvrdenie 1. Pre 'ubovol'né dve funkcie f(n) a g(n) plati: f(n) = 8(g(n)) < f(n) =
O(g(n)) A f(n) = Q(g(n)).

Ak Q(g(n)) je zlozitost najlepsieho pripadu, tak Q(g(n)) je zlozitost’ algoritmu pri
I'ubovolnom vstupe velkosti n.

Ak povieme, ze zlozZitost’ algoritmu je €)(g(n)), to znamend, ze pri lubovol'nom vstupe
velkosti n je zlozitost’ algoritmu najmenej konstantny nasobok g(n) pre dostatocne
vel'ké n.

Uvedené asymptorické oznacenia znamenaju, ze az na multiplikativnu konstantu a z
asymptotického hladiska, v prvom pripade funkcia f rastie priblizne rovnako rychlo
ako g, v druhom pripade f nerastie rychlejSie ako g a v poslednom pripade f nerastie
pomalsie ako g. Ked'ze konStanty nemaju podstatny vplyv na celkovu efektivnost’
algoritmu, uspokojime sa s asymptotickym odhadom zloZitosti.



Hovorime, Ze asymptoticka zlozZitost algoritmu A je 6(g(n)), ak pre zloZitost’ f(n)
algoritmu A plati: f(n) = 6(g(n)). Podobne pre O a Q2.

Asymptoticka notacia v rovnostiach.

rovnost interpretacia
(1) | n=0(®" n e O(n?)
(2) | 2n*+3n+1=2n+6(n) 2n° + 3n+ 1 =2n” + f(n), kde f(n) je nejaka

funkcia z mnoziny 0(n).

(3) | 2n® +08(n) =0(n?), t.j. aksa | Pre V funkciu f(n)e6(n) 3 nejaka funkcia
asympt. not. objavi nal'avo g(n)eB(n®) takd, ze 2n” + f(n) = g(n), pre Vn.
rovnosti

(2)a(3)=2n’+3n+ 1 =0(nd).

e 0-notacia

O-noticia moze, ale nemusi byt asymptoticky tesna. Napr. 2n” = O(n®) je, ale 2n =
O(n’) nie je asymptoticky tesna. o-notaciu pouzivame na oznacenie horného
ohranicenia, ktoré nie je

asymptoticky tesné. Formalna definicia je nasledovna:

o(g(n)) = {f(n): Y ¢>0 I np>0také, ze 0<f(n)<cg(n)pre V n=>np}.

Napr. 2n = o(n?), ale 2n’ # o(n?).
Plati: lim,_,. f(n)/g(n) = 0.
Niektori autory toto uvadzaji ako definiciu o-notacie.

e @-notacia

w-notacia oznacuje dolné ohranicenie, ktoré nie je asymptoticky tesné.
MozZnosti definicie:

L. f(n)eo(gn)) < gn)eo(f(n)).
2. o(g(m)) = {f(n): Vc>0 Inp>0také, ze 0<cg(n)<f(n)pre V n=nep}.

Napr. n/2 = w(n), ale n*/2 # o(n?).
Plati: lim,_,. f(n)/g(n) = o, ak limita existuje.

Relacie

Mnohé z relacnych vlastnosti redlnych ¢isel moZzeme aplikovat’ aj na asymptotické
porovnania. Nech f(n) a g(n) st asymptoticky pozitivne funkcie. Potom platia
nasledovné vlastnosti:
*  Tranzitivnost: f(n) = 6(g(n)) A g(n) = 0(h(n)) = f(n) = 6(h(n)). // plati aj pre O, Q,
0, .
* Reflexivnost: f(n) = 0(f(n)). // plati aj pre O, Q.
*  Symetria: f(n) = 0(g(n)) < g(n) = 6(f(n)).
*  Obratend symetria: f(n) =0(g(n)) < g(n) = Q(f(n)).
f(n) = o(g(n)) < g(n) = (f(n)).




Analdgia medzi asymptotickym porovnavanim dvoch funkcii a porovnavanim dvoch
realnych Cisel:

f(n)=O(gm) ~ a<b
f(n) = Qem) =~ a=b
f(n)=6(g(n)) =~ a=b
fn) =o(gn) ~ a<b
f(n) = w(gm) ~ a>b

Jedna z vlastnosti redlnych ¢isel sa vSak neda aplikovat’ na asymptotickl notaciu.
A sice:

Trichotomia: pre V a, b € R plati prave jeden vztah: a=b,a<b,a>b.

Nie vsetky funkcie st asymptoticky porovnatel'né, t.j. moze nastat’, Ze pre dve funkcie
f(n) a g(n) neplati ani jeden zo vzt'ahov: f(n) = O(g(n)), f(n) = Q(g(n)).

Napr. f(n) = n, g(n) =n"™"™, pretoze exponent funkcie g(n) osciluje medzi 0 a 2
nadobudajuc vsetky hodnoty intervalu (0, 2).

Priklad na algoritmus a jeho zloZitost’: Spomenut druhy triedeni a zloZitosti pri
jednotlivych tkonoch. Quicksort, bubblesort, heapsort, ..., hash table

Cvicenia

1. Nech f(n) a g(n) st asymptoticky nezdporné funkcie. Pomocou zakladnych
definicii dokéazte: max(f(n),g(n)) = 6(f(n) + g(n)).

2. Dokézte, Ze pre lubovolné a, be R;b>0: (n+a)° = G(nb).

3. Plati: 2" = O(2n)? 2*" = O(2")?

4. Dokazte, ze o(g(n)) N o(g(n)) je prazdna mnozina.

1. 2 Zakladné datové Struktury

Manipulécia so vstupnymi, vystupnymi ddtami a medzivysledkami ¢asto zabera
znaéni ast’ z celkového Easu vypoétu algoritmu. Uginnost’ algoritmu preto do
zna¢nej miery zavisi od spdsobu uloZenia spracovavanych dat. Je zndmych mnoZstvo
datovych struktar, ktoré poskytuju r6zne vyhody a nevyhody pri manipulécii s datami.

Mnozina je jednym zo zakladnych pojmov nie len v matematike, ale aj v informatike.
Na rozdiel od matematiky, kde vé¢Sinou pracujeme s mnozinami s pevhym poctom
prvkov, mnoziny, s ktorymi pracuje algoritmus, mozu narastat’, zmensovat’ sa alebo
ina¢ sa menit’ v case. Takéto mnoziny nazyvame dynamické mnozZiny. Algoritmy tiez
pozaduju vykonanie niekol’kych typov operacii na mnozinach. Napr. schopnost
pridat’ prvok do mnoziny, vymazat’ prvok z mnoziny, zistit, ¢i dany prvok patri do
mnoziny. Implementacia dynamickej mnoziny zavisi teda aj od operacii, ktoré musi
poskytovat’.

V tejto Casti sa budeme zaoberat' reprezentaciou dynamickych mnozin pomocou
jednoduchych datovych Struktar a operaciami, ktoré tieto datové Struktary poskytuju.
V pripade niektorych Struktur je potrebné kazdy prvok reprezentovat jednoznacnou
hodnotou z mnoziny, ktord je usporiadand (najCastejSie su to redlne cisla). Tuto
jednoznaént hodnotu nazyvame klIai¢. Ked’ mame pre kazdy prvok zadany kl'uc, je
mozné mat’ Struktiru usporiadanti, ¢o pomaha pri niektorych operaciach (na druhej
strane moze spomalit’ iné operacie).



Priklad: Majme dani mnozinu prvkov (napr. mnozinu c¢isel). Na tejto mnoZine
chceme efektivne vyhladavat, vkladat a vyberat prvky. Aké st moznosti jej
implementacie?

1) Trividlne rieSenie: Pole P: 1 ... n, - pristupujeme ku prvku cez index : P[i].
Zlozitost jednotlivych operacii:

member ... O(n), insert ... O(1), delete ... O(n) - (n4jdi, zmaz a posuil)

Vyhoda: jednoduchd implementécia.

Nevyhoda: dopredu treba zadat’ velkost’ pola, priCom pocet poloziek sa mdze menit
= plytvanie pamétou, pretecenie...

2) VyvaZzeny strom: ZloZitost jednotlivych operacii ... O(log n).

Naroc¢nejsia implementdcia, ale rychlejSie operacie.

Aj jednotlivé prvky systému dat mozu byt Struktarované - datova Struktira zdznam.
Napr. popis vrcholov grafu. Zaznam: VRCH, jeho zlozky: VRCH.POR (poradové
¢islo), VRCH.DEG (stupeit), VRCH.HODN (d’alSia ¢iselna hodnota).

Casto sa pouzivajii datové Struktiry, ktorych prvky su §truktirované vo forme
zaznamu. Kazdy zaznam v Strukture je vécSinou jednoznacne urceny jednou z
poloziek zaznamu — tzv. kIi€om. V naSom priklade by to bolo poradové Ccislo
vrchola.

Datova Struktira je definovand (urend) wvnutornou organizaciou dat +
implementéciou jednotlivych operécii.

U - univerzalna mnoZina — mnoZina prvkov, ktoré sa mé6zu vyskytovat’ ako prvky

datovej struktary,

S — mnoZina prvkov datovej Struktury,

x € U.

Funkcie, resp. operacie ktoré¢ st najcastejSie pozadované od datovej Struktary:

1. MEMBER (x,S) — ur¢it, ¢i x € S, ak ano, tak ur¢it’ miesto pamdti (resp. smernik),
kde je x ulozeny.

2. INSERT (x,S) —vlozx do S

3. DELETE (x,S)—zmazx z S

Ak je univerzalna mozina usporiadana, pouzivaju sa aj d’alSie operacie:

MIN (S) — vrati najmensi prvok z S

MAX(S) — vrati najvacsi prvok z S

SUCCESSOR (8, x) — nasledovnik prevku x v mnozine S.

PREDECESSOR (S, x) — predchodca prevku x v mnozine S.

SPLIT (x,S) rozlozi mnozinu S na 2 disjunktné mnoziny S;,S; tak, ze S; = {y;

yeS,y<x}, S ={y; yeS,y>x }

9. CONCATENATE (S1,S;) — Ak pre Vx'e S|, Vx' "€ S; plati x'< X" vytvori sa
usporiadand mnozina (S;US;).

O NN bk

Vnutorna oranizécia dat, naj¢astejSie pouzivana pri implementécii datovych Struktur:
e Pole

e Viazany zoznam (jednosmerny, obojsmerny)

e Binarny prehl'adavaci strom, $pecialne vyvazeny strom

Pole(Array)



Pole predstavuje najjednoduchsiu datovu Struktaru, ktorej prvky st usporiadané

v pamiti za sebou. K jednotlivym prvkom pol'a P sa pristupuje pomocou indexu, t.j.
P[i]. Polia m6zeme mat’ utriedené aj neutriedené. Pre neutriedené pole mame
operacie:

ARRAY MEMBER(x, ) ARRAY INSERT (x, ) ARRAY DELETE (L, x)

N=PocetPrvkovPola(), N=PocetPrvkovPola(); pos=MEMBER(x, P);
for(i=0;i<N;i++) RealokujViacPamite(), N=PocetPrvkovPola(),
if(x==P[1]) P[N]=x; for(i=pos,;i<N-1;i++)
return i, NA++; P[i]=P[i+1];
return N; RealokujMenejPamate();
Zlozitost’ O(n) Zlozitost O(1) Zlozitost’ O(n)

Z popisanych algoritmov je zrejmé, ze pri pridavani a odoberani prvku sa musi menit’
velkost’ paméte urcenej pre pole, Co tiez sposobuje casovi zataz a mozné konfliktz
vV pamati.

Zoznam (List)

Vel'mi Casto treba uchovéavat’ v paméti pocitaca postupnost’ objektov (jednotlivych

dat, resp. zdznamov). Jednou z datovych Struktir vhodnych na reprezentaciu

postupnosti je datova Struktira zoznam. Zakladné operacie:

- urcit,, ¢i sa dany zdznam v zozname nachadza

- pridat dany zdznam do zoznamu

- vymazat dany zaznam zo zoznamu

Rychlost’ danych operacii zavisi od sposobu implementacie zoznamu, t.j. od spésobu

jeho ulozenia v pocitaci. Dva zakladné sposoby:

1. Kompaktny zoznam ~ zoznam ako pole.

Nevyhoda: dopredu treba zadat’ velkost’ pola, priCom pocet poloziek sa mdze menit

= plytvanie pamétou, pretecenie...

2. Viazany zoznam — dynamicka datova Struktura

e pracujeme so smernikmi, (smernik — reprezentuje adresu premennej)

e pocas behu programu alokujeme (new) a uvolnujeme (delete) pamét’, ale vzdy iba
pre aktualny prvok = pocet prvkov sa mdéze dynamicky menit’.

Existuje viacej druhov viazanych zoznamov:

- jednosmerny, obojsmerny

. utriedeny, neutriedeny

- cyklicky

Obojsmerny viazany zoznam, neutriedeny

Jednotlivé zaznamy (objekty) st typu Prvok a obsahuju:

- kluc¢ (= meno, identifik4cia prvku — nech je to celé Cislo): prvok.key;

- smernik na predchodcu: prvok.prev (typ Prvok *);

- smernik na nasledovnika: prvok.next (typ Prvok *);

- data

Ak x.prev == NIL, element x nemé predchodcu, je teda prvym objektom v zozname
(head).



Ak x.next = NIL, x nema nasledovnika, je poslednym prvkom zoznamu (tail).
Atribut head[L] obsahuje smernik na prvy objekt v zozname, t.j. na head. Ak head[L]
= NIL, zoznam je prazdny.

Operacie a ich zlozZitost: (uvddzame zlozitost’ najhorSieho pripadu)

LIST MEMBER (L, k) — linearnym vyhladavanim najde prvy objekt s klticom
kvzozname L avrati smernik na ten objekt. Ak sa taky objekt v zozname
nenachadza, vrati NIL..... 6(n).

LIST INSERT (L, x) — procedura pripoji objekt x (ktorého polozka key uz je
nastavend) na zaciatok resp. koniec zoznamu.... 6(1).

LIST DELETE (L, x) — odstrani prvok x zo zoznamu L..... 6(1). Vymazanie prvoku
zo zoznamu, ak mame dany kIG¢ £k, vyZaduje najprv volanie procectry
LIST MEMBER (L, k), ktora nam vrati smernik na prvok s kI"i¢om «. ..... 0(n).

LIST MEMBER(L, k) LIST INSERT(L, x) LIST DELETE(L, x)

x = head|[L]; x->next = head|[L]; if (x->prev !=NIL)

while (x I=NIL && x->key if (head[L]'!=NIL) [x->prev]->next = x->next;

I=k) head[L]->prev = x; else head[L] = x->next,;

do x = x->next; head[L] =x; if (x->next !=NIL)

return x, prev[x] = NIL; then [x->next]-> prev = x-
> prev;
delete x;

SENT LIST MEMBER(L, k) SENT LIST INSERT(Z,x) SENT LIST DELETE(L, x)

x = nil[L]->next x->next = nil[L]->next; [x->prev]->next = x->next;
while ((x != nil[lL]) && (x- [nil[L]->next]->prev = x; [x->next]->prev = x->prev;
>key !=k)) nil[L]->next = x;

do x = x->next; x->prev = nil[L];
return x,

Sentinel — prvok, ktory nenesie data (prazdny objekt), urcuje zaciatok, resp. koniec
zoznamu, sluzi ako smernik na zoznam. K zoznamu L uvazujme objekt nil[L], ktory
bude reprezentovat’ NIL a bude mat’ rovnaké polozky ako ostatné prvky zoznamu.
Polozky s obsahom NIL budu teraz obsahovat’ smernik na nil[L]. Dostaneme tak
cyklicky obojsmerny zoznam, pricom sentinel nil/[L] je umiestneny medzi head a tail.
Polozka nil[L]->next obsahuje smernik na head a nil/[L]->prev smernik na tail.
Atribut head[L] je uz zbyto¢ny. Prazdny zoznam pozostava iba zo sentinel-u, pricom
nil[L]->next aj nil[L]->prev st nastavené na nil[L].

Sentinel malokedy redukuje asymptoticku zlozitost’ operacii na datovych Struktarach,
ale mdze znizit' zlozitost’ o konStantny faktor. Jednym z hlavnych prinosom pouzitia
sentinelu je vac¢sia prehladnost’ kodov. AvsSak nie vzdy je vhodné pouzitie sentinelu,
napr. ked’ pracujeme s velkym poctom malych zoznamov, pouzitie sentinelov moze
znamenat’ znacni pamdtovu narocnost’.

Binarny prehl’adavaci strom (BPS)

Ide o datovu Struktaru, ktora umozituje vykondvat’ va¢sinu operacii v case imernom
vyske stromu.
Prvok binarneho stromu obsahuje:



- klG¢, napr. celé Cislo, musi sa dat’ porovnavat): prvok.key

- smernik na 'avého syna : prvok.left ... typ Prvok * ... smernik na Prvok

- smernik na pravého syna : prvok.right

- smernik na rodi¢a (nemusi) : prvok.parent

- data

Ak prvok nema syna, dany smernik ma hodnotu NIL. Koren je jediny prvok v strome,
ktorého smernik na rodi¢a ma hodnotu NIL. Na koreni stromu ukazuje atribut root[T].
Ak root|T] = NIL, potom je strom prazdny.

Binarny prehl'addvaci strom je binarny strom, pre ktory plati: nech x je l'ubovolny
vrchol BPS a 'y je 'ubovol'ny vrchol z 'avého (pravého) podstromu vrchola x. Potom

plati: y.key <x.key (y.key > x.key).

Operacie:

BPS MEMBER (x, k)
if (x==NIL) || (k ==x->key))
return x;,
if (k <x->key)
return BPS MEMBER (x->/eft, k);
else
return BPS MEMBER(x->right, k);

BPS SUCCESSOR (x)
if (x->right !=NIL)
return BPS MINIMUM(x->right);
Yy = x->parent;
while ((y !=NIL) && (x == y->right))

U x=y

y = y->parent;
;
return y,

BPS INSERT (7, z)

y=NIL;

x =root[T];

while (x !=NIL)

{ y=x
if (z->key < x->key)

then x = x->/eft;

else x = x->right;

}

z->parent =y,

if (y =NIL)
root[T]| = z;

else if (z->key < y->key)
then y->/eft = z;

else y->right = z;

BPS_ MEMBER 2 (x, k)
while ((x !=NIL) && (k = x->key))
{ if (k<x->key)
then x = x->/eft;
else x = x->right;
H

return x;

BPS MINIMUM (x)

while (x->/eft != NIL)
x = x->left;

return x;,

BPS MAXIMUM (x)

while (x->right != NIL)
X = x->right;

return x;

BPS_INSERT 2 (x, y)
{

// vlozi'y do podstromu s koreiom x
if (y—= key < x— key)
if (x— left ==NIL) x— left =y,
else BPS INSERT 2(x— left, y);
if (y > key > x— key)
if (x— right == NIL) x— right = y;
else BPS INSERT 2 (x— right, y);
}



BPS DELETE (T, z)
if ((z->left ==NIL) || (z->right == NIL)

then y=z;

else y = BPS_ SUCCESSOR(z);
if (->left 1= NIL)

x = y->left;

else x = y->right;
if (x !=NIL)

then x->parent = y->parent;

if (y->parent == NIL)

root[T] = x;

else if (y == [y->parent]->right)

[y->parent]->left = x;

else [y->parent]->right = x

if(y!=2)
{ z->key = y->key;
Ak ma y aj iné polozky, skopiruj ich
b
return y,

Popis jednotlivych algoritmov (operacii):

MEMBER (x, k) — prechadza sa strom od hora dole s porovnavanim klucov, az kym
sa na sany kluc nenaraz. Vrati smernik na prvok s klI'a¢om k, ak sa nachadza v
podstrome s vrcholom x, inak vrati NULL.

INSERT (x) — prechadza sa strom od korena s porovnavanim klucov, az sa dojde
k vrcholu bez daneho potomka, ta to miesto sa potom vlozi x ako list stromu.

MIN (MAX.):
postupujeme od korenia vzdy do I'avého (pravého) syna. Prvok, ktory nemé l'avého
(pravého) syna je minimalny (maximalny).

SUCCESSOR (y): - ak y ma praveho syna, potom nasledovnik y podla usporiadana
klucov je prvok s minimalnym klucom v pravom podstrome y. Ak y nemam praveho
syna, potom sa postupuje v prehladavan hore stromom (inverzny prechod ako pri
INSERT) az kymsa v tomto prehladavani predchadzajuci vrchol nenachadza nalavo
od aktualneho vrcholu. Podobne aj pre vyhladavanie predchodcu prvku
(PREDECESSOR).

DELETE (y) - y je smernik na prvok, ktory treba zmazat’. Ak méme kI'G¢,
pouzijeme MEMBER.
1. yje list: y—»>parent—right = NULL
2. y ma jedného nasledovnika v: ak y je koreni tak ho vynechdme a novym korefiom
bude vrchol v. Ak y je pravym nasledovnikom vrchola u, tak y—parent—right =
A%
3. y ma dvoch synov:
- ngjdeme maximum v lavom podstrome vrchola y (MAX)
- vymenime y a MAX
- zmazeme y (teraz nema pravého syna) podla 1. alebo 2.



Def 1: Vyska stromu je dI'zka najdlhsej cesty od korena k listu (+ 1).

Def 2: Vyska stromu je definovana ako maximalna uroven 'ubovol'ného vrchola
stromu. Korefi stromu je na prvej trovni. Ozn. h(r) vysku stromu s korefiom r.
Pozn: Vyska stromu s jednym vrcholom je 1.

Veta: Operacie MEMBER, INSERT, DELETE, MIN, MAX na BPS s vyskou h sa
vykonaju v case O(h).

Dokaz: Pri kazdej operacii prejdeme cestu z nejakého vrchola (najcastejsie korena)
smerom dolu. V kazdom vrchole tejto cesty vykondme operacie, ktorych trvanie je
ohranicené konStantou. DI'’Zka cesty je max. h.

Vztah medzi vyskou BS (binarneho stromu) a po¢tom jeho vrcholov (t.j. po¢tom
prvkov mnoziny, ktort reprezentuje): Max. pocet vrcholov v BS vysky h je 2h 1,
takZe pre n-prvkovi mnoZzinu treba BS s vySkou |_log(n+1)—| :2"-1 2n=h>
log(n+1)). Vyska BPS v idedlnom pripade teda bude h = log n, v najhorSom pripade h
=n.

Casova zlozitost uvazovanych operacii v najhorom pripade bude O(n) (pri

deformovanom strome). Moznosti zlepSenia:

a) pouzit’ algoritmy na INSERT a DELETE, ktor¢ zarucia, ze BPS bude dobre
vyvazeny, t.j. bude mat’ vysku O(log n)

b) pri dostato¢ne nahodnej vol'be Cisel, ktoré vkladdme a vyberame, sa vyska BPS
pohybuje okolo 1,4logn, takze priemerna dizka operécii nie je omnoho vé&sia ako
toretické optimum (randomizécia)

c) pouzit’ iné stromové Struktiry, ktoré maju vysku O(logn) za vSetkych okolnosti
(2-3 stromy, ¢erveno-¢ierne stromy,...)

Zlozitost’ operacii na jednotlivych implementaciach datovych Struktir

Prvok x z univerzalnej mnoziny budeme reprezentovat’ kI'i¢om ke Z. Prvky teda
budeme vediet’ usporiadat’ podl'a kl'ica.

Zoznam Utriedeny zoznam | BPS
MEMBER O(n) O(n) O(n)
INSERT o(1) O(n) O(n)
DELETE 0(1) O(n) O(n)
MIN, MAX O(n) o) O(n)
SPLIT O(n) O(n)
CONCATENATE | O(1) o(1)

Poznamky:

1. Prioperéacii DELETE predpokladdme, Ze mame smernik na prvok, ktory chceme
zmazat’ (napr. ako vysledok operacie MEMBER).

2. SPLIT a CONCATENATE sa pomocou spajan¢ho zoznamu urobia trividlne:

e SPLIT v zozname: p6jdeme po prvkoch a budeme ich rozd’elovat’ do dvoch
zoznamov podl’a toho, ¢i st véacsie alebo mensie ako prvok, s ktorym
porovnavame

e CONCATENATE v zozname: druhy zoznam napojime na koniec prvého
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e SPLIT v utriedenom zozname: pdjdeme po prvkoch od najmensieho az kym
nenarazime na prvy vacsi, pred nim zoznam rozdelime
e CONCATENATE v utriedenom zozname: napojime zoznam s va¢§imi
prvkami za zoznam s menSimi
3. SPLIT a CONCATENATE pomocou BPS nie je trividlne, budeme sa tomu
venovat’ neskor.

PrehPadavanie BPS
Uloha: Prejst’ cez vietky vrcholy BPS.

IN_ORDER (v)

{

1) if (voleft I=NIL) IN_ ORDER (v—left);
2) Spracuyj (v);

3) if (voright !=NIL) IN_ORDER (v—right);
}

IN_ORDER (T)
{
if (v = root[T))
IN_ORDER(v);
}

Procedara IN_ ORDER spracuje vrcholy v utriedenom poradi.
Pozn. Existuju d’alSie sposoby prehl'addvania BPS:

e PRE _ORDER: postupnost’ krokov je 2), 1), 3)

e POST ORDER: postupnost’ krokov je 1), 3), 2)
Zlozitost O(n).

1. 3. AVL-strom (Adelson-Velskii a Landis)

Def: AVL-strom je binarny prehl'adavaci strom taky, ze pre kazdy jeho vrchol v plati:
e bud vje list
e alebo v m4 jedného syna, ktory je list
e alebo v méd dvoch synov. Ak l'avy podstrom vrchola v ma vysku h; a pravy ha,
potom plati:
[hy —ho| <1.
Teda AVL-strom je BPS, v ktorom vysky dvoch podstromov kazdého vrchola sa lisia
najviac o 1. Preto algoritmy, ktore nemenia strom (MEMBER, MAX, SUCCESSOR,
....) surovnake ako v pripade BPS.

Veta: AVL-strom s n vrcholmi mé vysku najviac 2logn.

Dokaz: Nech AVL-strom s n vrcholmi ma vysku h. Uvazujme AVL-strom s vyskou h
(ozn. Tp), ktory ma minimalny pocet vrcholov, ozn. n(h). Potom zjavne n > n(h). Plati
n(l) =1, n(2) =2, n(3) =4, ... Nech l'avy podstrom stromu 7}, ma vysku h — 1 a pravy
podstrom mé vysku h — 1 alebo h — 2. Ked’ze chceme, aby 7 malo minimalny pocet
vrcholov, jeho l'avy podstrom bude 73, -1 a pravy 7, ». Tedan(h) =1+ n(th - 1) + n(h
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—2)>2n(h - 2). Odtial’ dostavame: n > n(h) > 2n(h — 2) > 2’n(h —4) > ..>2"? =n
> 2h/2 =
h < 2logn.

Pozn. D4 sa dokézat aj presnejsi odhad, a sice:

log(n+1) < h < 1,4404 log(n+2) — 0,3277; (Dokaz: cez Fibonacciho stromy, T je
Figonacciho strom stupfia h + 1, n(h) = Fpio—1 > ¢"2/V5-2; ¢ = %(1+V5);
F1 = 1, F2 = 1, Fn = Fn—l + Fn_z).

Def: Pre kazdy vrchol v BPS poloZzme

- p(v) ... vyska pravého podstromu vrchola v (ak 3)

- Il(v) ... vyska l'avého podstromu vrchola v (ak 3)

- p(v)=0resp. [(v) =0, ak v nema pravého resp. l'avého syna.

Oznaéme b(v) = I(v) — p(v). Vrchol v nazveme vyvdzenym, ak b(v) €{-1, 0, 1}.

AVL-strom je teda BPS, ktorého kazdy vrchol je vyvazeny.
Operacia vkladania vrcholu do AVL-stromu

Pridavanim vrchola do AVL-stromu pomocou algoritmu INSERT pre BPS mdzu
vzniknut’ nevyvazené vrcholy. Pre kazdy vrchol sa hodnota b(v) moze zvacsit alebo
zmens$it' o 1, pripadne zostat’ nezmenena. Nevyvazenost vo vrchole v nastane, ak sa
b(v) zmeni z 1 na 2 resp. z -1 na -2.

Budeme sa venovat pripadu b(v) = 2, druhy pripad je symetricky.

Na obrazku A a B su ukdzané dva mozné spdsoby vzniku nevyvazeného vrchola pri
operacii INSERT. V oboch pripadoch mali povodné stromy (oznacené ako T1, T2,
T3) rovnakt vysku (alebo boli vSetky prazdne) a po pridani nového vrchola sa o 1
zviacsila vyska stromu T1 resp. T2, ¢im sa porusila vyvazenost' vrchola x. Zmenou
tvaru stromu je mozné vyvazenost vrchola x obnovit' bez toho, aby sme porusili
vyvazenost’ inych vrcholov. Vznikne tak BPS, v ktorom je x aj vSetci jeho povodni
nasledovnici vyvazeni. Ddlezité je, ze vyska stromu s vrcholom x, ktord sa po pridani
nového vrchola zvysila o 1, po naslednej modifikacii opét’ klesla na pdovodna
hodnotu. Takze vyvdzenim x sa automaticky obnovi vyvaZenost vSetkych jeho
predchodcov, ak u nich doslo k naruseniu vyvazenosti. Sta¢i teda vyvazovat’ ten z
nevyvazenych vrcholov, ktory je na ceste z korefia do nového vrchola najnizsie.

Tvrdenie: Vrchol x treba vyvazovat prave vtedy, ked’ platia nasledujuce dve
podmienky:
1. b(x) =1 anovy vrchol je pridany dolava od x,
b(x) = -1 a novy vrchol je pridany doprava od x,
2. pre V y, ktory lezi na ceste od x ku pridavanému vrcholu plati: 5(y) = 0.

Dokaz: Nech x je posledny nevyvazeny vrchol na ceste z korefia do nového vrchola a
v nech je nejaky vrchol na ceste z x do nového vrchola. Ozna¢me b(v) hodnotu b
vrchola v pred pridanim a b"(v) hodnotu b vrchola v po pridani nového vrchola.

= b(x) € {1,-1}; b'(x) € {2,-2}, (*).

Chceme ukéazat, ze b(y) = 0. Sporom.

Nech b(y) = £1. Potom
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) b(y)= £2 (1 — 2; -1 > -2) nemdze nastat’, lebo x je posledny nevyvazeny
vrchol

2) b'(y) =0 alebo b'(y) = %1 ... vySka stromu s korenom x sa nezmenila = b'(x) =
b(x), spor s (*)

< Nech platia predpoklady 1) a 2) tvrdenia. Potom b'(x) = 12, t.j. x je nevyvazeny.

Pre T'ubovolny vrchol y na ceste z x do nového vrchola plati, Ze obidva podstromy

vrchola y st rovnakej vysky ( ked’ze b(y) = 0). Po pridani nového vrchola sa zmeni

vyska jedného z podstromov, teda b*(y) = £1 = vrchol y netreba vyvazovat’ = vrchol

Cvwr

Teraz uvedieme algoritmus na vkladanie uzla do AVL-stromu.

1) Otestujeme, ¢i strom nie je prazdny. Ak &no, pridame vrchol, ak nie tak ideme
d’alej

2) Vlozime novy vrchol podobne ako pre INSERT v BPS, pritom hl'addme vrchol x

3) Novy vrchol je uz vlozeny a je urCeny aj kandidat na vyvazovanie, vrchol x.
Zmenime hodnoty b(v) pre kazdy vrchol v na ceste z x do nového vrchola. Ostatné
hodnoty b(v) netreba menit, lebo po vyvdzeni x budi nadobtdat pdévodnu
hodnotu.

4) Ak b(x) =2 vyvéazime vrchol x podl'a A alebo B.

Algoritmus:
v — novy vrchol, x — kandidat na vyvaZovanie, koren — koren stromu, (x a koren su
globalne premenné)

AVL_INSERT (v)

{ x = koren;
(1) if (korenn == NIL) { koren =v;
b(v) =0}
else
(2) { INSERT (korern, v);
3) MODIFY (x, v);
4) If (b(x)==2)

If (b(x—/lavy) == 1) vyvazuj podl'a A

If (b(x—lavy) ==-1) vyvazuj podla B
If (b(x) ==-2)

Symetricky ku (b(x) == 2)

}

INSERT (u, v)
{ If (v—kluc < u—kluc)
If (u—lavy ==NIL) { u—>lavy =v;
if(b(u)#0)x=u; }
else
{ if (b(u) #0)x=u;
INSERT (u—/avy, v);
}

If (v—>kTii¢ > u—skliic)
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If (u—»pravy ==NIL) { u—pravy =v;
if (b(u) #0)x=u; }
else
{ if (b(u) #0) x = u;
INSERT (u—pravy, v);
h
b

MODIFY (u, v)
{ If (v—kluc < u—kluc)
If (u—lavy # NULL)
{ b(u) = b(u) + 1;
MODIFY (u—lavy, v);
}
If (v—kluc > u—kluc)
If (u—pravy # NULL)
{ b(u) = b(u) - 1;
MODIFY (u—pravy, v);
}
}

Zlozitost: O(log n)

(1) O(1) operacii

(2) O(log n) — 1-krat dolu po ceste

(3) O(log n) — 1-krat dolu po Casti cesty
(4) O(1) — lebo vyvazujeme len jedenkrat

Operacia vynechania vrchola v AVL-strome
Operacia vynechania vrchola bude rozSirenim DELETE pre BPS.

AVL DELETE (v)

1) v manajviac 1 syna:

e vrchol v vynechame ako pri DELETE pre BPS

e x=v—rodid;

e BALANCE (x, v);

o declete v;

2) v ma dvoch synov:

- najdeme maximum v 'avom podstrome vrchola v (MAX)
- vymenime va MAX

- postupujeme podla 1)

BALANCE (x, v)
{ If (x # NULL)

(a) { 1if (v—okluc <x—kluc) and (b(x) = 0) // do x sme presli zl'ava
{ b(x) = b(x) — 1;
If (b(x) = = 0) BALANCE (x—rodic, v);, // zmenila sa
vyska h(x)
h
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(b) if (v—kluc > x—kluc) and (b(x) < 0)
{ b(x)=b(x) +1;
If (b(x) == 0) BALANCE (x—rodic, v);
}
(c) if (v—okluc > x—kluc) and (b(x) == 1) situacia A, B, alebo C
(d) if (v—okluc < x—kluc) and (b(x) = = -1) situacia symetr. ku A, B, C
(e) Ak sme v (c) alebo (d) vyvazovali podla A resp. B a v x—rodi¢ vznikla
nevyvazenost =
BALANCE (x—rodic, v);
}
}

Pozn.:

(a) Ak sme do x prisli zl'ava a b(x) > 0, vrchol x netreba vyvazovat,

e ak b'(x) =0, zmenila sa vyska stromu s vrcholom x, treba vyvazovat x—rodic,
e ak b'(x) =-1, vyska stromu ostala nezmenena, netreba vyvazovat’ x—rodic

(b) symetricky ku (a)

Ak sme vyvazovali podl'a A resp. B, po vyvazeni sa zmenila vyska stromu s
povodnym vrcholom x, a teda vo vrchole x—rodic mohla vzniknit’ nevyvazenost.

Zlozitost: O(log n) — manipulujeme iba s vrcholmi na ceste z koretia do zmazavaného
vrchola, resp. ndhradnika.

1. Vymazanie vrchola — O(log n) ... kvoli h'adaniu ndhradnika

2. BALANCE — nanajvys O(log n) vyvazovani, ktoré¢ maju konstantny pocet krokov.

Operacie MEMBER, MIN a MAX v AVL-strome nemenia tvar stromu, teda netreba
vyvazovat. Mdzeme pouzit’ algoritmy ako pri BPS.
Zlozitost: O(log n) — zideme od korena k listu.

Veta: Operacie INSERT, DELETE, MEMBER, MIN, MAX na AVL-stromoch sa
daji vykonat’ v ¢ase O(log n).

Operacia spajania

Majme dané dva AVL-stromy S} a S,, priCcom pre: Vx'e §,,Vx '€ S, plati: x” < x™.

Operacia CONCATENATE (S1,5,2) nam vytvori AVL-strom S;US,.

Nech h(S]) 2> h(Sz)

1. Oznacme j = vrchol s najmensim kl'ai¢om v strome S, (j — juncture node).

2. AVL DELETE (j) - vymaZeme vrchol j zo stromu S, — vznikne strom S,".

3. V strome S; ideme od korena stale napravo, az kym nenajdeme taky vrchol p, pre
ktory plati: h(p) — h(S,") = 0 alebo 1, kde h(p) oznacuje vysku stromu s korefiom
p. Uvedomme si, ze vySka stromu, pri prechode na pravého syna, sa meni
nasledovne:
o akb(x)=0v-1= h(x—pravy)=h(x)—1,
e ak b(x)=1= h(x—pravy)=h(x)-2.

4. Vrchol p nahradime vrcholom j a zmodifikujeme podla obrazku. POZOR! Vyska
povodného stromu s vrcholom » = p—rodic sa o 1 zvicsila.
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5. Ak je treba, vyvazime r ako pri algoritme vkladania vrchola (kedze pri
vyvazovani sa ndm v tomto pripade méze menit’ vyska vyvazovaného vrchola,
treba takto postupovat’ az ku koretiu).

Pre h(S1) < h(S>) postupujeme analogicky, len symetricky.

Pozn: Pod pojmom vyska vrchola v rozumieme vysku stromu s koreiiom v, ozn. h(v).

Zlozitost: O(log n)

1.+2.: Vymazanie vrchola s najmensim klI'ai¢om — O(log n;) < O(log n)

3. N4jdenie vrchola p: O(log k) < O(log n), kde k je rozdiel vySok stromov Sj, S,
4. Spojenie: O(1)

5. VyvaZzenie: O(log k)

Opericia rozdel’ovania

Operacia SPLIT (S, x), x € S, vytvori AVL-stromy S,5,, pre ktoré plati:

Vx'e S1:x <x,Vx'e $:x" >x.

Pri operacii SPLIT budeme vyuzivat nasledujicu, mierne modifikovant, verziu

operacie CONCATENATE:

CONCATENATE (817, ,8")

e Ak h(S:"") > h($:""), vyznam parametrov je takyto: S;°° = Sj, j = juncture node -
vrchol s najmensim kI'aCom v strome S,, S, =S,

e Ak h(S;"") <£h(S,""), vyznam parametrov je takyto: S;°° = S;°, j = juncture node -
vrchol s najvacsim kl'a¢om v strome S;, S5 = 5.

Teda vstupom st stromy, ktoré vznikna v povodnej funkcii po kroku 2. Dalej operacia

pokracuje ako povodna, krokmi 3 — 5.

AVL_SPLIT (S, x)

{
o = lavy podstrom x;
AVL_INSERT (a, x);
B = pravy podstrom x;
r =Xx—parent; p = X,
While (» !=NIL) do
{
If (p—key < r—key)
B = CONCATENATE (B, r, pravy podstrom r);
If (p— key > r— key)
o = CONCATENATE (Tavy podstrom r, r, o.);
p=r
r = r—parent;
}
}

ZlozZitost: Déa sa netrividlne dokazat’, ze je to O(log n).
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