2.2 Prehladavanie grafov

Majme dany neorientovany graf G(V, E).
Prehl'adavanie grafu je proces prejdenia vSetkych vrcholov grafu pozdlz hran.

1. PrehPadavanie do hibky

Vysetrovany vrchol je na vrchu zdsobnika a je oznaceny ako stary. Ak tento vrchol
ma nového suseda v, ddme v na vrch zasobnika, oznacime ho ako stary a vySetrujeme
ho. V opaénom pripade, ak vySetrovany vrchol uz nemd novych susedov, vyhodime
ho zo z&sobnika.

ZAPIS(v) — zoznam vrcholov susediacich s vrcholom v,

NOVY(v) — informécia o tom, ¢i sme uz vrchol v navstivili, typ boolean.

Algoritmus: PrehPadavanie do hibky.

Procedure PH(v);
Begin
NOVY(v) := false; // ozn. v ako najdeny
Forall u € ZAPIS(v) Do If NOVY (1) Then PH(u); // postup do hibky
End; // vrchol v je vySetreny
Begin // telo programu

Forall v € V Do NOVY(v) := true;
Forall v € V Do If NOVY (v) = true Then PH(v);
End.

ZlozZitost: O(m+n), lebo kazdi hranu prezrieme 2-krat a pre kazdy vrchol zbehne
procedtra PH préave raz.
Pozn.: Prehl'adavanie do hlbky pre BPS je ekvivalentné s algoritmom PRE_ORDER.

2. Prehladavanie do Sirky

Vysetrovany vrchol je oznaceny ako stary a vybrali sme ho z vrchu fronty. VSetkych
jeho doteraz neoznacenych susedov oznacime ako staré a ddme na koniec fronty.
Potom prejdeme k d’alSiemu vrcholu, ktory je na vrchu fronty.

Algoritmus: Prehl’adavanie do Sirky.
Procedure PS(v);
Begin
fronta := 0; fronta < v; NOVY(v) := false;
While fronta = 0 Do Begin
w <« fronta;
Forall u € ZAPIS(w) Do If NOVY (x) Then Begin
fronta <— u; NOVY(u) := false;
End;
End;
End;
Begin
Forall v € V Do NOVY(v) :=true;
Forall v € V Do If NOVY (v) = true Then PS(v);
End.



Zlozitost: O(m+n)

Pozn.:

1.

Kazdé volanie procedury PH resp. PS z tela programu predstavuje vySetrenie
nového komponentu stvislosti. Prostrednictvom tychto algoritmov teda vieme
ndjist’ komponenty suvislosti grafu G.

2. Pomocou uvadzanych algoritmov sa d4 zostrojit’ kostra prehladdvania do hibky,
resp. do Sirky. Vzdy pri najdeni nového vrchola hrana, po ktorej sme do neho
prisli, bude hranou kostry. (Def: Kostra suvislého grafu je jeho maximalny
acyklicky podgraf.)

Cvicenie:

1. Navrhnite O(n) algoritmus, ktory rozhodne, ¢i je dany graf acyklicky. Riesenie:
Prehl'adavanie do hibky. Ak najdem hranu do starého vrchola, int ako spétnu, tak
graf ma cyklus. Ak najdem viacej ako n hran, graf ma cyklus. Preto O(n).

2. Ukazte, ze nasledovna procedura PRIESKUM(v) pri vhodnej implementécii prezrie
vietky vrcholy grafu v Gase O(m+n), priom prehladavanie do hibky aj do Sirky su jej
$pecialnymi pripadmi.

Procedure PRIESKUM(v);

Begin

stav(v) := navstiveny; W := {v};
While existuje vo W nevysetreny vrchol Do Begin
v = l'ubovol'ny navstiveny vrchol z W;
If existuje (1 € ZAPIS(v)) and (stav(u) = novy) Then Begin
W := Wu{u}; stav(u) := navstiveny;
End;
Else stav(v) := vySetreny;
End;

End;
Begin

Forall v € V Do stav(v) := novy;
Forall v € V Do If stav(v) = novy Then PRIESKUM(v);

End.

2.3 Vyhladavanie blokov v grafe

Def.: Vrchol grafu sa nazyva artikulacia, ak jeho vynechanie z grafu zvacsi pocet
komponent stvislosti. Maximalny podgraf grafu G, ktory neobsahuje artikulaciu, sa
nazyva blok (komponent 2-stvislosti).

Na hl'adanie komponentov 2-suvislosti (blokov) vyuzijeme algoritmus prehl'adavania
do hibky.

Def.: Nech T je kostra prehladavania do hibky savislého grafu G s korefiom r. Hrany,
ktoré pri prehladdvani vedi do novych vrcholov, nazyvame priame (st to hrany
stromu prehl'adavania do hibky) a ostatné nazyvame obratené. Kazdému vrcholu v
priradime dve cisla:

Def(v) — poradové &islo, v akom bol najdeny algoritmom prehl'adavania do hibky
Low(v) — minimum z hodn6t Def(u) cez vSetky vrcholy u také, Ze existuje v — u
cesta v Grafe G, ktorej vSetky hrany s vynimkou poslednej su priame.



Lema: Nech T je kostra prehl'addvania do hibky savislého grafu G. Koreti kostry T je

artikulaciou v G prave vtedy, ked ma viac ako jedného syna. Vrchol v rézny od

korenia je artikulaciou prave vtedy, ked pre niektoré¢ho z jeho synov neexistuje

obratend hrana spajajuca tohoto syna alebo niektorého jeho potomka s predkom v.

Dokaz:

1) Nech je koren 7 artikuldciou a u je synom r. Ked’ze prehladavanim do hibky
ndjdeme kostru v komponente suvislosti G-{r} ur¢enom synom u, tak korefi musi
mat’ asponi dvoch synov.

2) Nech korefi » ma aspon dvoch synov sy, s,. Z vrchola s1, prehl'adavanim do hibky,
sme sa po priamych hranach nedostali do s», a teda z s; do s, existuje len cesta cez
vrchol 7. To znamena, Ze r je artikulécia.

Oznacme T(x) mnozinu obsahujucu vrchol x a vrcholy, do ktorych sa d4 dostat’ z x po

priamych hranach.

1) Ak vrchol v, r6zny od korena, je artikulaciou, tak potom nutne oddel'uje blok, v
ktorom su predkovia v od bloku, v ktorom je niektory z jeho synov a teda tvrdenie
lemy plati. (Keby pre kazdého zo synov v existovala obratend hrana spdjajica
tohoto syna alebo niektorého jeho potomka s predkom v, potom by vSetci
potomkovia v z T(v) mali cestu do grafu G-T(v) neveducu cez vrchol v, graf G-{v}
by bol stvisly. )

2) Plati: Ak pre s syna v neexistuje obratend hrana z T(s) do predka v, potom
neexistuje obratend hrana z T(s) do G-({v}UT(s)).

Nech existuje obratenda hrana vedica z vrchola ueT(s) do vrchola weG-

({v}UT(s)), ktory nie je predkom v. Potom

e bud Def(w) < Def{s) a teda vrchol u by bol ndjdeny skor ako s po hrane (w, u),
= ugT(s), spor

e alebo Def(w) > Def(y), pre V yeT(s). Potom by vrchol w bol ndjdeny po hrane
(u, w) a teda weT(s), spor.

Dostavame, Ze v je artikulacia.

Veta: Nech T je kostra prehladévania do hibky stvislého grafu G. Vrchol v rézny od
koreiia je artikulaciou v G prave vtedy, ked’ pre niektorého jeho syna u plati: Low(u)
> Def(v).

Dokaz: 1de o dosledok predoslej lemy.

Presna definicia Low(v):

A =min {Low(s); s je synom v}

B = min {Def(w); (v, w) je obratend hrana v G}

C = Def(v)

Low(v) = min {A, B, C}.

Hodnotu Low(u) ziskame, ked vysetrime vSetkych potomkov u. Ak po vySetreni

vrchola u zistime, ze Low(u) > Def(v), kde v je rodi¢ u, tak vSetky hrany v zasobniku
az po hranu (v, u) tvoria blok.



Algoritmus Bloky

Vstup: grat G(V, E), bez izolovanych vrcholov, zadany zoznamami okoli vrcholov —
ZAPIS(v) —pre Vv eV.

Vystup: mnoziny hran blokov (2-suvislych komponentov) grafu G.

Pomocné premenné:

e parameter p = rodi¢ vrchola v

e Low, Def, Zéasobnik, stav (= pocet navstivenych vrcholov) — globalne premenné

Procedure BLOK(v, p); // prehFadavanie do hibky
begin

stav :=stav + 1;

Def(v) := stav; Low(v) := stav;

Forall u € ZAPIS(v) do

If Def(u) = 0 then begin !/l u je novy, (v, u) je priama
Zasobnik.vloz(v, u);
BLOK(u, v); // preskiimame potomkov v.
Low(v) := min(Low(v), Low(u));
If Low(u) > Def(v) then //'v je koren alebo artikulacia
repeat

Zasobnik.vyber(e); Write(e);
until (e = (v, u));
end;
else // u je navstiveny, (v, u) je obratena
If (u # p) and (Def(u) < Def(v)) then begin
Zasobnik.vloz(v, u);
Low(v) := min(Low(v), Def(u));
end;
end;
begin
Forall veV do Def(v) :=0;
Zasobnik := 0; stav := 0;
Forall veV do
If Def(v) = 0 then BLOK(v, 0);
end.

Zlozitost: O(m+n) — algoritmus vySetruje kazdy vrchol prave raz a kazdu hranu prave
dvakrat.
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